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Bevezeto

A késdbbiekben jelentls szerepet kap az Osszefiiggdség vizsgélata, igy elsként

tekintsiik at az 0sszefiigg6ség kiilonbozd definidlasait.

Egy M metrikus teret 6sszefiiggének neveziink, ha M = U [J V egyenl8ség, ahol
UV =0¢&s U,V nyilt halmazok csak akkor teljesiilhet, ha U = 0 vagy V = 0.

Jelen esetben csak a sik nyilt részhalmazain kell az 6sszefliggGséget értelmezniink,
igy a fenti definicié helyett, egy azzal ekvivalens, de szemléletesebb definici6t
hasznalhatunk. Pontosabban egy M C C nyilt halmaz akkor €s csakis akkor

Osszefiiggd, ha tetszbleges két pontja Osszekothetd egy halmazbeli gorbével.

Jordan gorbe tétel:
“Egyszerl zart y gorbe komplementere két nem iires 0sszefiiggd nyilt halmazbol
all, melyek koziil pontosan az egyik korldtos, ezt nevezziik a y belsejének, ezt

jeloli B(y), a nem-korlatos K(y) pedig a y gorbe kiilseje”

A fenti 4llitas igazsdga, bar szemléletesen nyilvanvalo, egzakt bizonyitdsa megle-
pden nehéz és hosszadalmas. A bizonyitds mar onmagaban is tobb Otletet igényel,
a legjelentGsebb nehézség mégsem magaban a bizonyitisban, hanem a “’bels¢”
ill. “kiils6” jelentésének matematikailag preciz meghatdrozasaban kell keresni.
Vegylink egy “’kelléen bonyolult” egyszeri zart gorbét (jeldljiik y-val), melynél
mar nem lehet “rdnézésre” eldonteni, hogy egy adott pont benne van-e a gérbében,
vagy sem. Ekkor lényegében nincs médunk (a szemléletes jelentésbdl adddo

hidnyossdgok miatt) eldonteni a kérdést. A tétel igazoldsa pedig reménytelen,



amig egyetlen, jol meghatirozott pontra sem tudjuk eldonteni, hogy mely hal-
mazba tartozik. Igy a legjelentSsebb, és kordnt sem evidens B(y) és K(y) preciz
meghatarozdsa. Hamar észrevehetd hogy a szemléletes jelentésbdl direkt médon
képzett definiciok vagy hibasak, vagy épp annyira eldonthetetlenek, mint az ere-

deti.
Elsé kisérletként, értelmezve B(y) jelentését, ha egy z pont benne van y-ban, akkor
v “koriiloleli” a z pontot. Ekkor megprébélhatjuk B(y)-t Gigy definidlni, hogy ha

minden z-bdl kiindul6 félegyenes metszi y-t, akkor z € B(y).

Ez nyilvan hibds, ezt j61 mutatja az alabbi 4bra.

-
-

1. dbra. Téves azonosités ill. javitasi kisérlet

Megprobélhaté az eldbbi kisérlet finomitdsa, hogy a félegyenes helyett egy a
”végtelenbe tartd” tetszOleges gorbét vesziink. Bar igy megszabadultunk a hibas
besoroldsoktdl, viszont az igy kapott definici6 leellendrzése még nehezebb, mint

a szemléletes meghatdrozasé.

A definidlashoz j6 kiindulast ad, ha egy joval egyszerlibb zart gorbét, egy konvex
sokszoget vizsgalunk. Ekkor azt tapasztaljuk, hogy egy belsd pontbdl kiinduld
félegyenes pontosan egyszer metszi a sokszoget, mig egy kiilsé pontbdl kiindulé

félegyenes (véges sok esetet nem szamitva) 0 vagy 2 pontban metszi a sokszoget.



2. dbra. Egyszeriibb esetek

Ezen elgondolds konvex gorbékre is teljesiil, hiszen konvex gorbe barmely két

pontjat 6sszekot6 egyenes pontosan 2 pontban metszi a gorbét.

Viszont hidnyossdgai is nyilvanvaldk, hiszen a fenti allitds mar konkav sokszogekre
sem teljesiil. Ebben az esetben pontositést jelenthet, ha a metszéspontok paritasat
nézziik. Ekkor bar megné a problémdés félegyenesek szama, egy adott z pont

esetén, de még mindig véges sok lesz beldliik. (lasd dbra)

A fenti rész alapjan mar érezhetd, hogy B(y), ill. K(y) definidlasa nem reménytelen,
de sokkal koriiltekint6bben kell eljarnunk. Ezért a bizonyitdssal egyiitt sziikséges

e két definici6 meghatarozasa is.

Ezen felvetéssel elérkeztiink a szakdolgozat masodik f6 céljahoz, hogy a tétel
igazoldasa mellett, a bizonyitasban szerepld részallitdsok alapjan megbizonyosod-
hatunk réla, hogy a definiéldsra keriilo halmazok kielégitik az egyszerii zart gérbéken

vett "belsd” ill. “’kiilsd” pontoktdl elvart elemi tulajdonsdgokat.



K(y), B(y) definialasa

A bevezetSben mar lattuk, hogy B(y) és K(y) definidlasa sok veszélyt rejt. Leg-
jelentGsebb probléma, hogy y gorbe nagyon sokféle lehet. Igy altaldnos gorbe
helyett elsének hatdrozzuk meg egy joval egyszeriibb alakzatra, egy zart torottvon-
alra a belsd ill. kiils6 pontok halmazat. Az igy szerzett ismeretekkel a késGbbiekben

mar vizsgéalhatunk tetszbleges zart gorbéket.

Legyen vy zart gorbe, F = {zy...z, € y} osztopontok véges rendszere. Legyen p
a F osztopontok alapjan y-ba irt zart torott vonal, z a sik egy nem p-beli pontja.
Definici6: [ (z-bdl indulé) megengedett félegyenes, ha / nem tartalmaz egyetlen
p-beli téréspontot sem.

Definicio: B(p) ill. K(p) legyen azon z ¢ y pontok halmaza, melyek a y-ba irt
p toréttvonalra nézve N(z,[) paritdsa pdratlan ill. paros. Ahol [ egy megengedett
félegyenes és N(z, [) a z pontbdl kiindul6 1 megengedett félegyenes €s a p tordttvonal
metszéspontjainak szdma.

1. allitas: definicio értelmességének vizsgdlata

TetszOleges [ és I’ z-bdl indul6 megengedett félegyenesekre:
N(z,l) = N(z,I') mod(2)

Bizonyitas: Teljes indukcidval:

Haromszogekre trividlisan adddik, a belsejében 1€vd pontbdl kiinduld félegyenes
minden esetben 1-szer, a kiilsejébdl kiindulé félegyenes 0-szor vagy 2-szer metszi
a haromszoget. Tekintsiink egy n pontu torott vonalat. Ennek vegyiik 3 egymas
melletti pontjat, ezeket jeloljiik rendre pi_;, pr, pri1-€l. EbbOl képezziink a p;

pont kihagydsaval egy n-1 pontu torott vonalat, melyre az indukcids feltevés miatt
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igaz az allitas.

3. dbra. Haromszog keletkezése

Haazponta py_; pipr+1 hdromszogon kiviil helyezkedett el(azaz a haromszoget
0-szor vagy 2-szer metszi a megengedett felagyenes). Ekkor ha metszette mindkét
Pi-1Dk; PrPrs1 Szakaszt, illetve egyiket sem, ezek elhagyasédval [ €s [’ paritdsa nem
valtozik, ha csak az egyiket metszette, akkor sziikségképpen az 0 py_ipr+1 Sza-
kaszt is metszenie kell, igy a paritds szintén nem valtozik

Ha a z pont a py_1 prpi+1 hdromszog belsejében van, akkor

e vagy mindkettd metszette pi_; pr, PxPr+1 Szakaszok valamelyikét, ekkor mind-
kettdn eggyel csokkent a metszésekpontok szdma, vagyis tovébbra is meg-

egyezik a paritasuk.

e vagy egyik sem metszette, ekkor mindkettonek metszenie kell az 4 py_1 pr+1
szakaszt, és ismételten mindkettdnek eggyel n6 a metszéspontjainak szdma,

vagyis tovabbra is megegyezik a paritasuk.

e vagy egyik metszette a py_i px, prPr+1 SZakaszok valamelyikét, a masik pedig
nem, ekkor az elsdnek eggyel csokken, a masodiknak eggyel né a metszéspontok
szama, tehdt az eltérés kozottiik pont 2 lesz, vagyis tovabbra is megegyezik

a paritasuk.m

1. Megj.: Az el6z6 érvelésbdl latszik, hogy ha z a py_ pipi+1 hdromszog belsejében
van, akkor az 0j torottvonal 1étrehozasakor valtozik a paritdsa (a régi tordttvonal-

hoz képest), ha a haromszogon kiviil helyezkedik el, akkor valtozatlan marad.
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2. Megj.:N(z, 1) kiszamitasa nyilvan konnyen algoritmizalhat6, szamitégéppel
kiszdmittathatS. Igy N(z, ) paritdsdnak vizsgdlata “bonyolult” zart téréttvonalak

esetén is megoldhato.

A fenti 4llitas biztositja a definici6 értelmességét, hiszen egy adott z pontra €s
p torottvonalra nézve, a definicidoban 1év egyetlen szabad valasztds (a megengedett

félegyenes kivalasztasa) nem befolyasolja z besorolasat.

1. Kov.:Ezen 6sszefiiggés alapjan, adott p torttvonal esetén, a sik tetszéleges
pontjardl egyértelmiien eldonthetd, hogy B(p),K(p) ill. p-beli-e, igy ezen halma-
zok a sik diszjunkt felbontasat adjéak.

A fenti definiciordl bar lattuk, hogy értelmes, de szamunkra még kordntsem ele-
gendd. Azt leszdmitva, hogy p osztépontjait y-bol vettiik, a definici6 még nem
mutat kapcsolatot a gorbével. Erdemes megvizsgélni, hogy a gorbébe irt torottvon-
alak kozott milyen kapcesolat van. Természetesen az eredeti torottvonaltol tel-
jesen kiilonbozd, téle fliggetlen 1j tordttvonalrdl reménytelen véllalkozas érdemi
eredményeket varni. Evidens, hogy valamilyen korlatot kell szabni a véltoztatdsoknak.

A torottvonalak j6 mérdszama a finomsaguk, igy érdemes ezt korldtkén adni.

Jelolje y, a zi—; €s z; osztopontok kozotti részivet.
Definicio: y, atmérdje: atm(y,) = max{|zy — 22| : 21,22 € Y&}

Definicié: p toréttvonal finomsaga: 6(p) = max;<<, atm(y;)

2.4llitas
v zéart gorbére p = p(z,y) > 0, ekkor egy p y-ba irt p-ndl finomabb tordttvonalra
vagy mindig z € B(p) vagy mindig z € K(p) teljesiil.

Bizonyitas:

Indirekt tegyiik fel hogy dp;, p» p-nél finomabb tordttvonalak, hogy: z € B(p)



és z € K(p,) Ekkor tekintsiik a p;, p, kozos finomitasidval képzet p; torottvon-
alat. Nyilvan z € B(p;) vagy z € K(ps3). Tegyiik fel hogy, pl. z € B(p3)(a mésik
eset azonos modon bizonyithatd). Vegyik, a p, = g1, g2, ...,q, = p3 torottvonal
sorozatot, melyet ugy kapunk, hogy g;-hez minden 1épésben hozzivesziink egy
Ujabb osztépontot. Mivel z € K(p,) de z € B(p;) igy létezik egy olyan k index,
hogy z € K(qi-1) és z € B(gy). De ez akkor és csakis akkor lehetséges, ha a z pont
a finomitéaskor 1étrejovd haromszdgben van.(lasd 1. Megj.; 3. abra)

Ezen 1) osztépont gorbén valé mozgatisaval, kapunk egy olyan p’ torétt von-
alat, mely nyilvan tovdbbra is p-ndl finomabb, azaz 6(p’) < p valamint z € p’
teljesiil. Viszont mivel d(p) < p, azaz p minden pontja p-ndl kdzelebb van y-hoz,
igy ez z-re is teljesiil, azaz definicié szerint p(z,7y) < p, ami ellentmond a fel-

tevésnek.m

Ezen érvelést végig gondolva, észrevehetd, hogy ha vesziink egy finomodo torottvonal
sorozatot, melynek finomséaga 0-hoz tart. Ekkor a sik tetszdleges, z ¢ 7y adott
pontjdhoz, barmilyen kozel is legyen y-hoz, e torottvonal sorozat kellen tavoli

elemeire a fenti allit4s teljesiil.

Tovabbd latszik, hogy a pont ilyen modu besorolasa csak a torottvonal finomsagéatol
fligg. Azaz fiiggetlen az osztopontok szamatol, valamint konkrét helyzetétSl min-
daddig, amig ezen osztépontok teljesitik a megkivant finomsagot.

Ezt az észrevételt kihaszndlva altalanosithatjuk B(p) és K(p) definicidjat zart gorbékre.
Tisztan halmazelméleti megfontolasokkal latszik, hogy adott y zart gorbe, {p,}

torott vonal sorozata, melyre 6(p,) — 0 (n — 00).

Det. 800 = () B =\ Bow
N=1 n=N N=1 n=N

Def. :K(y) := |_J () Kp) = ()| Kpn)
N=1n=N N=1 n=N

Bizonyitas:

Legyen z € B(y) ekkor az el6z0 €szrevétel szerint egy kelld finomséagtol kezdve,

(mely finomség p := p(z, y)-t6l fiigg) z € B(p,), mivel AN VYn >N 6(p,) < p.
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Ebbs! adédik, hogy

Z€B(p)) Vn>N=ze ﬁ B(pn) = z € 0 ﬁ B(pn),
n=N

N=1 n=N
madsrészt mivel z € B(p,) VYn > N-re igy tetszSleges K-ra z € |, B(p,), azaz
V keN-reze ) xB(p, tehat z € (Ny_, U,oy B(pn) is teljesiil.
Ezzel az egyik irdnyu tartalmazast beléttuk, az ellenkezd irdnyu tartalmazas
bizonyitdsa a fentivel 1ényegében megegyez6 mddon torténik, tehat:
Ha

B(p)= 3N ze( )Bp)=3IN Vn>N zeB(p,)

G
DX

VS
N=1 n=N n=N
Masrészt pedig
7€ ﬂUB(p,,) S VN ze UB(p,,) =VYN dn>N zeB(p,)
N=1n=N n=K

Mindkét esetben arra jutottunk, hogy tetszélegesen nagy n-re (vagyis tetszdlegesen
finom +y-ba illesztett torottvonalra) z € B(p,) azaz z € B(y). Ezzel beléttuk a
kolcsonos tartalmazast.m

Technikai megj.: Az allitds K(y)-ra torténd bizonyitdsa a fentivel megegyezd

moédon torténik, igy ennek levezetésétdl tekintsiink el.

3. Megj.:Vegyiik észre, hogy B(y) ill. K(y) definidldsdban nem szerepelt a
gorbe egyszerliségére valé megkotés. Tehat a fenti meghatdrozasok tetszdleges

zart gorbéken értelmezhetd. Eppen ezért a késébbiekben is(ameddig lehetséges),

tekintsiink tetszdleges zart gorbét.

2. Kov.:A definici6 kiterjesztése utan is érvényes az 1. kovetkezményben sz-
erepld tulajdonsag. Ugyanis vegylink egy tetszdleges z pontot a sikbol, ha z € vy,
akkor z-t vegylik be az osztopontok kozé. Ekkor nyilvan nem keriilhet bele sem
B(y)-ba, sem K(y)-ba. Ha z ¢ vy, akkor p(z,y) > 0, ebbdl adddik, hogy kelléen
nagy N-re z besorolasa fix. Ez legyen példaul z € B(p,) Vn > N, viszon ekkor



2 € ey B(pn) tehét

z€ O ﬁ B(p,) = B(y).

N=1n=N
Nyilvan ha z € B(p,), akkor z ¢ K(p,), tehat B(y) és K(y) diszjunkt

Ezzel beléttuk a tétel azon részét, miszerint a y gorbe komplementere két hal-

mazbdl 4ll. Erdemes most megnézni, hogy ezen halmazok nyiltak.

3. Allitas: K(y) és B(y) nyilt halmazok.

Biz.:Ugyanis ha |z — 23| < p(z1,7y) és z; € B(y) akkor z, € B(y) tehat z; egy
kornyezete is B(y) beli. Indirekt tegyiik fel hogy létezik olyan z, pont, mely tel-
jesiti a feltételeket, de z, € K(y)-beli, ekkor tekintsiik a z;-bdl kiindul6 és z, pon-
ton atmend félegyenest. Err6l feltehetjiik, hogy megengedett félegyenes . Ekkor
definici6 szerint a z;-hez €s a z,-hoz tartoz6 félegyenes paritdsa kiilonbozo, de
nyilvan a kozos részre (kozos félegyenesre) esd metszéspontokat mindkettonél
beszamitjuk, igy az eltér paritds csak ugy keletkezhet, ha a z;z, szakaszon is van
metszéspont, pontosabban paratlan sok metszéspont. Itt elegendd, hogy legalabb
egy metszéspont van, ezt jeloljiik v-vel. Azonban, ha tekintjiik a |z; —v| tdvolségot,
akkor:

lz1 =Vl < |z1 — 22 < p(21,7)

ami ellentmondés, mivel v e y m



K(y), B(y) # 0 valamint

B(v) korlatossaganak igazolasa

K(y) # 0 igazoldsa viszonylag konnyen elvégezhetd tetszbleges zdart gorbére.
Ennél 1ényegesen nehezebb B(y) # 0 igazoldsa. . Mely tetsz8leges zart gorbére
nem is teljesiil. Vegylink példdul egy szakaszt, ami tekinthetd egy specidlis zart

gorbének is. Ennek a gorbének nyilvan nincs belsd pontja.

A kovetkez6 1épés megtétele elott érdemes néhany - a szemléletes jelentésbe bele-
foglalt - elemi tulajdonsagra belatni, hogy a fent definidlt B(y) ill. K(y) is ren-
delkezik vele. Elvarjuk, hogy a belso €s kiilsd pontok hatdra 1ényegében y legyen.
A teljes egyezést nyilvan nem kovetelhetjiik meg (y zart, de nem feltétleniil egyszer
gorbe). Hiszen létrehozhaté olyan zart gorbe, melynek van olyan z € y pontja,
hogy ezen pont egy kis kdrnyezetébe nincs pl. B(y)-beli pont. Igy e pont nyilvin
nem is dllhat el B(y) hataraként (14sd dbra).

4. abra. B(y)-ba nem metszd

A kovetkezd, egyenlSre elegendd tartalmazds viszont tetszéleges zart gorbére
igaz:
4. Allitas:

OK(y)Cvy ill. 0B(y)Cvy
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Bizonyitas:

Legyen z € 0K(y) = K(y) \ K(y) = K(y) \ int(K(y)) ekkor 3z, € K(y), hogy
Z, — z. Mivel z ¢ K(y) igy z € B(y) vagy z € y, de z € B(y) nem lehetséges,
mivel B(y) nyilt, igy sziikségképpen lennie kellene egy olyan N-nek, hogy n > N
Z, € B(y), tehatz € y.m

Technikai megj.: az analdg allitds azonos mddon.

A kovetkez6 ugyan csak elem tulajdonsdg, mely két tetsz6legesen kivéalasztott
pont kozott kapcsolatot vizsgalja. Vagyis ha ezen két pont kellen tdvol van

egymastodl, akkor legalabb az egyiknek il kell 16gnia” y belsején.

5. Allitas:
Ha |z; — 25| > atm(y) akkor z; és z, egyike K(y)-hoz tartozik.

Bizonyitas:

Indirekt tegyiik fel hogy z; € B(y) €s z, B(y) vagy vy beli(zy, 2z, € y nyilvdn nem
teljesiilhet). Ekkor tekintsiik a z;,z,-t 6sszekotd egyenest, igy kapunk két: [ és
I félegyeneseket, melyekre teljesiil, hogy z; € I,z ¢ [ill. z, € I',z; ¢ I"(Jasd
5. abra) valamint feltehetd, hogy ezek megengedett félegyenesek. Ha nem lenne
megyengetedd félegyenes, perturbaljuk a z; pontot. Ezzel nyilvan kontinuum sok
egyenest (félegyeneseket) hozhatunk 1étre, és ezek koziil csak véges sok lehet nem

megengedett. Mivel B(y) nyilvt, igy z] tovdbbra is B(y) beli.

Mivel z; € B(y) igy [ pératlan sokszor metszi a y-ba irt kell6en finom toréttvon-
alat. Vegyiik ezen metszéspontok koziil a z;-hez legkozelebb levé metszéspontot.
Jeloljiik v-vel. z, € B(y) igy a fentiek miatt itt is kell lennie egy metszéspontnak,

melyet jeloljiink w-vel. Azonban ekkor
|21 — 2ol <[v—w| < atm(y)

ellentmondasra jutunk. Tehéat z, € K(y).m

3. Kov.: A fenti észrevételbdl adodik, hogy ha z y-tdl kelléen nagy tavolsagra
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5. abra.

van, akkor automatikusan z € K(y) teljesiil, hiszen tetszbleges zo € B(y) Uy

valasztdsa esetén a fenti allit4s feltételei teljesiilnek. Tehat K(y) # @

4. Kov.: Az elbbi dllitds tovabbi kovetkezménye, mintegy megfordittdsa, hogy
tetsz6leges két z;,z, € B(y) pontokra |z; — zp| < atm(y). Specidlisan a két

7 2

legtavolabbi pontra is igaz, ami pont B(y) atmér6jét adja, azaz
atm(B(y)) < atm(y)
Tehat B(y) korlatos.
Ezzel elérkeztiink B(y) # 0 igazoldsahoz. Mint mar emlitettem ezt nem lehet

tetszGleges zart gorbére beldtni. Igy lassan sziikséges lesz a y zért gorbére az

egyszerliségi megszoritast alkalmazni. Miel6tt még élnénk ezzel a lehetdséggel,

tekintsiik a kovetkez6 két segédallitast, melyek még tetsz6leges zart gorbére érvényesek.

6. Allitas:
Legyen vy zart gorbe, z; € B(y) , 2o € K(y) . Ha a y* gorbe z;-bdl z,-be fut (14sd 6.

abra), akkor
Yy m v #0.

Biz.:Ugyanis vegyiik a y* gorbe egy [0, 1] paraméterezését, hogy y*(0) := z; és
v*(1) := z,. Indirekt tegyiik fel hogy y () y* = 0. Legyen

t =supf{t:y'(t) e B(y)} < 1

12



Ekkor #* definicdja alapjan y*(#*) € B(y) mivel y*(t* — &) € B(y) és B(y) nyilt.
Tovabba y*(t* + &) € K(y) és K(y) is nyilt, azaz y*(t*) € K(y) ellentmondast
kapjuk. m

6. abra.

A fenti allitassal egy Uj elemi tulajdonsdgot is belattunk. Ha atfogalmazzuk a
feltételeket, azon szemléletes tulajdonsdghoz jutunk, hogy az igymond hatar két

sz

oldalan 1év6 pontokat csak ugy tudjuk 0sszekotni, hogy a hatdron is d&tmegyiink.

7. Allitas:
Legyen y; ay; és vy, zart korbék kozos részive, y; kiegészits iveit jeloljiik y.-vel
ill. y,-val. Ha z pontbdl egy tavoli pontba futd I gorbe nem metszi sem y,-t, semm

Yi-t és z € B(y1), akkor z € B(y2). (y1 := v U voy2 == v U vi)

7. abra.
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Bizonyitas:

Tekintsiik y, i := v, | v« zart gorbét. Mivel a I' gorbe nem metszi sem y,-t, sem
Y-t igy az el6z0 dllitas alapjan z ¢ vy -nek. Ekkor vegyiink egy vy, j.-ba irt
kellden finom torottvonalat. E tordttvonalra z paritdsa péros.

Egészitsiik ki a fenti torottvonalat y-beli toréspontokkal (a két érintkezési pon-
tot is jeloljiik ki, ha eddig még nem szerepeltek), igy hogy tovabbra is elérjiik
a sziikséges finomsagot. Az igy képzett torottvonalakat jeloljiik rendre ps,p, €s
pr-val. Mint szerepelt egy | megengedett félegyenes a gamma, | ji-ba irt p, | pi

finom torottvonalat paros sokszor metszi, azaz

de(\p)+4d( \po=0 mod(2),

Tovabbd z € B(y;) igy az | megengedett félegyenes a y;-be irt p,(J p, finom

tordttvonalat paratlan sokszor metszi, azaz

40(\pp+H4A[ p) =1 mod().

E két egyenletet Osszeadva kapjuk, hogy

40(\pp)+4A( P =1 mod(2)

azaz [ paratlan sokszor metszi ps | pi-t, ami egy y»-be irt kell6en finom tordttvonal.

Tehat z € B(y,).m

Az el6bbi allitasokkal, illetve y egyszerd zart gorbe megkotés alkalmazasaval

mdr igazolhatd, hogy B(y) # (. Pontosabban:

8. allitas:

Legyen y egyszer(i zart gorbe, z;,z2 € ¥ |21 — 22| = atm(y) e a zx-n dtmend
[z1, z2]-re merSleges egyenes (k = 1, 2), e pedig kozottiik futd, veliik parhuzamos
egyenes. Legyen P az e-nek egy tavoli pontja, legyen w; az e () y p-hez legkdzelebbi
pontja €s jelolje y; a y-nak azt a részivét, mely z;-b6l z,-be fut és tartalmazza a w,
pontot. Legyen vy, a kiegészit6 iv és jelolje w, az e () y,-nek a P-t3] legtavolabbi
pontjat. Legyen ws az e egyenesen egy olyan pont, amely w,-nél messzebb van P-

t6l és a [ws, wy) intervallumon y-nak nincs pontja. P €és P, jeloli e;-en ill. e;-n azt
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a pontot, amelyet a P-ben emelt e;-re merdleges egyenes kimetsz. Végiil legyen
Cay, [z1,p1),[p1, p2], [p2, 22] csatlakozdsaval nyert egyszerd zart gorbe(lasd 8.
abra). Ekkor wy,wy, w3 € BI') és ws € B(y)

hid
ey " %2
7 IE 3

8. abra.

(forras: Petruska Gy.: Komplex fiiggvénytan 1987)
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Bizonyitas:

» w; € B(I): mivel az e egyenes w-bdl indulé P-n dtmend része barmely P, P,
egymast kovetd osztopontokat tartlamazo beirt zart torottvonal esetén megengedett
félegyenes, ami nyilvan csak [p;, p,] részivéhez tartozé torottvonal részt metszi.
Ott pontosan egyszer (P-nél), azaz pératlan sokszor.

» wy € B(I): Tekintsiik a w;-et w-vel Osszekotd y; részivet, jelolje v} . Vegylik
ennek egy paraméterezését, hogy w; := ¥7(0); w, := y{(1). Nyilvan y, ¢ I
Tovabba y{(0) = w; € B(I'). Indirekt tegyiik fel hogy w, € K(I') ekkor legyen

t" =sup{t:y;(t) e B} <1

a mar ismert modon B(I'), K(I') nyiltsagat kihasznalva y{(r*) € B(I') és y;(t") €
K(I') ellentmondsara jutunk.

» w3 € B(I'): Az el6z6 érveléssel megegyezd modon w,-t wi-mal 6sszekotd e-beli
szakaszt tekintve.

» w3 € B(y): Mivel y és I' zart gorbék, y, kozos részivvel és ws-tdl vett e
egyenssel, mint specidlis, w3-bol egy tavoli pontba fut6 gorbe, mely nem met-

szi a kiegészits iveket, teljesitve az el6z6 allitas feltételeit. Igy a 7. 4llitds alapjdn

w3 € B(’y) |

Ezzel tetszbleges egyszerli zart y gorbéhez megadtunk egy w; pontot, melyre
ws € B(y), tehat B(y) # 0.
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Osszefiigg6ség igazolasa

A tétel egy részét mar belattuk, azonban legkomplikatabb része, az 6sszefiigg6ség
igazoldsa még hétra van. Ennek megtételéhez az egyszerl zart gorbéket, pon-
tosabban a belé;jiik irt kell6en finom zart torottvonalak mds irdnyd megkdozelitésére
van sziikség. A bizonyitds jelentds része, ezen tij modell megalkotdssa. Igy az
Osszefliggbség tényleges igazoldsa el6tt tekintsiik at a sikon vetitett (specidlis)
racs néhany alaptulajdonsiagat. A konyebb hivatkozds miatt 1assuk el a sikot egy
koordindtarendszerrel.

Vegylink a sikon egybevdgoé tengely-parhuzamos téglalapokbdl allo racsot,
melyben az x-tengellyel parhuzamosan 4ll6 minden masodik sor el van csusztatva
ugy, hogy a téglalapok cstucspontjai a feljebb, ill. lejjebb all6 téglalapok oldalfelezd
pontjara keriiljenek. Ekkor minden téglalap hatdran hat racspont keletkezik. A
fenti racs hatracsnak is tekinthetd. Ekkor a hatszog az (elemi) racstéglalapokat
jelenti, a rdcs finomsdga a racshatszogek atmérdjével adhaté meg.

Megj.: A tovabbiakban hatszogracson mindig ilyen alakzat értendd.

T

9. 4bra.
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Az igy képzett hatszogracs minden pontjanak elég kis kornyereze legfeljebb
harom racshatszoget metsz. Tovabba racspont elég kis kornyezete pontosan harom
hatszoget metsz.

Ui.: Vegyiik az oldalhosszak minimumdnak a felét, az ilyen sugaru korok nyilvan
teljesitik a fenti tulajdonsdagokat.
Nyilvan a racspontok és az Sket 6sszekotd oldalak olyan grafot alkotnak, melynek

minden szogpontjabodl pontosan harom €l fut ki.

4. Megj.: A fenti grafos modellben, egy séta, az eredeti hdlon egy, a hal6 csucsaibol
€s éleibol allo Osszefliggd torottvonalat hataroz meg. Egy zart séte pedig egy zart

torottvonalat

9. allitas:

Jeloljiink ki egy hatszogracsban véges sok hatszoget, ezeket nevezziik fekete hatszognek,
a tobbi hatszog legyen fehér. Ekkor a hatszogoldalak, melyek kiilonb6zd szind
hatszogeket hatarolnak, olyan gréafot alkotnak, melyben minden szogpontbdl pon-

tosan két el fut ki.

Biz.:Tetsz6leges v hatszogcsucsra, ha v teljesiti a fentieket, akkor az &t hatdrold
hatrom hatszogbdl az egyik biztosan fekete, a masik biztosan fehér. A fenti két
hatszog kozos éle nyilvan éle a grafnak. Valamint a 3. hatszognek, fiiggetleniil
hogy fehér vagy fekete, a szine kiilonbozik az 1. ill. 2. hatszog valamelyikétdl,
pontosabban csak az egyik szinétSl. Igy ehhez a két hatszoghoz tartozé kozos él

is éle a grafnak, valamint a harmadik €l nyilvdn nem lehet éle a grafnak.m
10. allitas:
Véges sok racshatszog egyesitésébdl all6 halmaz hatara véges sok, paronként

diszjunkt egyszerd zart torottvonalra bonthaté fel.

Biz.:Ugyanis, ezen véges sok racshatszoget tekintsiik a fekete racshatszogeknek,

a tobbi legyen a fehér. Ekkor a aldbbi halmaz hatarat alkot6 €lek, pont a fen-
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tebb meghatarozott specidlis tulajdonsagu élek lesznek. Mint az mar szerepel,
az ezen éleket és csucsokat modellez6 G graf minden csicsdnak a foka 2.(Ha
nem Osszefliggd, akkor tekintsiik az Osszefliggd részgrafjait kiilon-kiilon.) Az
igy kapott 0sszefiiggd graf(ok) minden foka paros, igy 1étezik benne Euler-kor.
Tovéabbd mivel minden csucs foka pont 2, igy ezen (rész)graf(ok) egy kort alkot(nak).
A 4. Megjegyzé€s alapjan a fenti kor(6k) meghataroznak egy(tobb) torottvonal(ak)at,
mivel a kezdd és a végpont azonos, igy zart, valamint egyszerl, azaz nem metszi

onmagat, hiszen minden csucson legfeljebb egyszer érint.m

11. allitas:
Legyen A véges sok racshatszog egyesitése €s legyen A Osszefiiggd. Ekkor az
A hatérat alkot6 egyszerl zart torottvonalak kozott van pontosan egy (jelolje p),

mely az Osszes tobbit és az A \ p halmazt is belsejében tartlamazza.

Bizonyitas:

Az el6z6 éllitas alapjan ismert, hogy véges sok, diszjunkt egyszerti zart torottvonal
(eztv) keletkezik. E torttvonalak koziil szeretnénk taldlni a feltételeket kielégitd
tortottvonalat.

Az eldzbekkel hasonlé mddon itt is alkalmazzuk a szinezés terminoldgidjat. Az
A racshatszog halmazt vegyiik fekete mezdknek, a tobbit fehérnek.

Vilaszunk egy tetszOleges eztv-t, vizsgdljuk meg, hogy van-e ezt tartalmazé
(ennél nagyobb) ezzv. Ha taldlunk ilyet, cseréljiik le arra, valamint id6legesen,
szinezziik at feketére (ha eddig nem volt az) az 4j eztv belsé racshatszogeit. A
tovabbiakban az igy kizart ezfv-t6l tekintsiink el. Egy ilyen 1épés utdn, az atszinezést
kovetSen a kibdvitett fekete racshatszogek tovabbra is Osszefiiggdek maradnak,
hiszen csak olyan fehér mez6ket szinezhetiink at, amelyeket eredetileg fekete
mezOk hatédroltak. Tovabbd e mezdk szinezésével csak lokdlisan, a nagyobb eztv
belsejében valtoznak a hatdrok, pontosabban ott eltlinnek, 4j hatar nem keletkezik.
Folytassuk a szelektélast, ill. a szinezést, amig csak lehetséges. Mivel véges sok

eztv-bol valasztunk, igy két esetben akadhatunk meg.
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e Vagy elfogytak az eztv-ak, azaz taldltunk egy olyan ezfv-at, ami tartalmazza
az Osszes tobbit, és ebbdl adoddan tartalmazza a teljes A halmazt. Ekkor az
allitast belattuk.

e Vagy talaltunk két diszjunkt racscsoportot hatarold eztv-t, hogy mindkettd

maximalis, azaz mindkét csoporton elvégeztiik a fenti eljarast.

Azonban a méasodik lehet6sen nem kovetkezhet be, ugyanis a két csoport-
ban 1év0 fekete hatszogracsok Osszefiiggdségén a belsdé mezdk atszinezése nem
véltoztatott, igy lennie kell, egy a két csoportot 6sszekotd fekete hatszogracsokbol
allo osszefiiggd mezdsorozatnak. De ekkor sziikségképpen a csoportot hatarold
eztv-lal is lenne szomszédos fekete mezd, ami pedig ellentmond a csoport maximalis

méretének.m

A fenti elveket szem el6tt tartva, elkezdhetjiik K(y) 0sszefiiggdségének bizonyitasat,
pontosabban annak elokészitését. Végsd célunk nyilvan, hogy megmutassuk,hogy
tetszdleges két kiilsd pont 0sszekothetd egy K(y)-beli gorbével.

Mint azt mar a bevezet&ben lattuk, a y gorbe igen bonyolult is lehet, és ennek
megfeleléen K(y) is. Igy direkt bizonyitasa reménytelen. A 2. 4llitasbdl kiindilva
érdemes lenne helyettesitetni egy megfeleld torottvonallal. Itt mar nyilvdn nem
elegendd, hogy csak kellden finom legyen, kiilsejének jol kell kozelitenie K(y)-t.

Tehét sziikség van egy konstrukciora, amivel megkaphatjuk a kivant torottvonalat.

konstrukcio

L

Legyen y egyszerli zart gorbe. Legyen 0 < & < 5

atm(y), és e-hoz 6 < ¢
olyan, hogy 71,20 € v, |z1 — 22| < 36 esetén a z; és z, kozotti ivek egyikdnek
atmérdje kisebb e-ndl (ezt nevezziik rovid ivnek). Boritsunk a sikra 6-ndl fi-
nomabb hatszogricsot és jelolje p a y-t metsz6 hatszogek egyesitésének kiilsd

hatarat.

12. allitas:
Ekkor ha z € K(y) és p(z,y) > 6¢, akkor z € K(p)(biz késdbb)

20



10. abra. Fedd hatszogracsok

Legyen p a p;...p, ivek csatlakozdsa, ahol mindegyik p; pontosan a o ; fedShatszog
hataran fekvé oldalak csatlakozdsa. Jelolje w; a p; iv felez6pontjat (ivhosszisag
szerint) és legyen z; a y () o j-nek a w;-hez legkdzelebbi pontja.

A konnyebb érthetdség miatt, hasznalva az €l6z6 terminolGgiét o racshatszogeket

nevezziik fekete racshatszogeknek, a tobbit fehérnek.

j+l

JH

11. abra. Felosztasok
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1. segédallitas:

|zjo1 — Zjs1] < 30
indexek mod n értendd

Biz.:
A konstrukciobdl adddik, hogy z; € o; 1 < i < n. Mivel y folytonos, igy o; és
ois1-nek van kozos oldala Yi-re mod n. Azaz z;_1,z;.1 legfeljebb 3 racshatszog

tavolsdgra van egymastdl, ami kisebb 36.m

Tekintsiik p-nek a w;_;-bdl w;,,-be futd részivét (w;-n keresztiil; jelolje pj_i ji1),
ehhez csatlakozzon a [wj,1, z;41] szakasz, ehhez y-nak a z;,,-b0l z;_;-be futd rovid

ive(jelolje y i1 ;-1 ), majd ehhez a [z;-1, w;_] szakasz. Jeloljiik y;-vel

2. segédallitas:

v;j egyszerl zart gorbe, €s atm(y;) < 4e < atm(y)

Biz.:

v, nyilvén zart, tovabba vy, ;_; nem metszheti p;_; ;, -t a konstrukciobol adédoan.
[Wjs1,Zj+1], [2j-1, wj-1] szakaszokat sem metszheti y ;. j_, hiszen kiilonben lenne,
egy zj+1 ill. z;-1 -nél kozelebbi pont is wj,; ill. w;_;-h6z, ami nyilvan ellent-
mondasra vezet. [Wj.1,Zj+1], [2j-1,wj-1] szakaszok p;_; j+1-t sem metszik, mivel
w1, wj-1 kapcsolddasi pontokat leszamitva [w, 1, 2j11] € B(o ) ill. [zj-1, wj—i] €
B(oj-1) és mivel B(oj11) () B(oj-1) = 0igy [Wjs1, 2j+1] Nzj-1, wj-1] = 0. Tovédbba

a részivek onmagukat sem metszik, azaz y; egyszeri zart gorbe.

Az el&bbiekbdl latszik, hogy vy, € B(o 1)U B(o;) U B(cj+1). Mivel 6-ndl fi-
nomabb haloét vettiink, igy atm(B(c;)) <6 <& . Azazatm(B(cj_1) U B(o ;) U B(0 j11)) <

3e. Tovéabba d(B(oj-1) | B(o;) U B(cj.1)) nyilvan egyszer(i zéart gorbét alkota
kozos €leknek koszonhetSen. Indirekt tegyiik fel, hogy 3 u;,u; € y; hogy
lu; — uy| > 4e. Mivel u; € B(oj-1) U B(o;) U B(o 1) az 5. dllitas alajan ekkor

u, a hatszogracsokon kiviil van, ami ellentmonddsra vezet. Tehat arm(y;) < 4e <

atm(y). &
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3. segédallitas:

[wk, zx] szakaszok a wy ponttol eltekintve B(p)-ben vannak, és B(y;)(1y =0

Biz.:

(Wk, 2] € B(ox C B(p). Tovabba, ha B(y;) (y # 0 akkor y hosszu ive metszené
v;-t. Azonban egyetlen részivet sem metszhet,mert ellentmondana y egyszertiségének

ill. a konstrukcionak.(lasd 5. segédallitas bizonyitdsa)m

4. segédallitas:

By)cB(p) (j=12..n)

Biz.:

Indirekt tth. 4z € B(y;), hogy z € K(y) (z € y; = z ¢ p). Haszndlva a 9-11.
allitds terminologidjét, ez pont azt jelenti, hogy z fehér mezdben van. Tovabbi
7 0sszekothetd a sik egy tavoli pontjaval, hogy végig fehér mez&kben haladunk.
Azonban a teljes y; fekete mezSkben van. Ezzel ellentmondasra jutottunk, mivel

a fehér és a fekete mezOk nem metszhetik egymast.m

5. segédallitas:

A z;pontaz;_; és z;, kozotti rovid ivre esik

Biz.:

Paraméterezziik a hosszabb ivet, a szokdsos modon [0, 1], legyen I'(0) := z;, €s
I'(1) := zj-;. Indirekt tegyiik fel, hogy 4 i € [0, 1], hogy z; = I'(i). Mintegy
visszakanyarodik a hosszabb iv. Ekkor sziikségképpen a I'(0 T o) iv metszi
v;-t. I'(0 For() c v igy nem metszheti p-t. Tovabba wj,; ill. w;_;-t sem met-
szheti, z;,1 1ll. z;-; valasztdsabol adodoan. Tehat y ;. j_i-t metszi, ami ellentmond

y egyszerliségének. Azaz, 7; € v, j-1 ardvid ivre esik.m

S. Kov.{z, 25..., 2,} ¥ gorbe egy felosztisat adja.
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13. allitas:
Legyen {zi, 25..., 2.} a p, és {w, wa..., w,} a ¢ zart torottvonal egy felosztasa. Jelolje
pjill. gjazj,z;1ll. aw;_,w; pontok kozotti részivet(zg = z,;wo = wy) (j =
1,..,n). Legyen tovabba ¢; tetszbleges torottvonal, mely a z;-b6l w;-be fut, és

jelolje y; a pj,tj,q -1,t;-; torottvonalak csatlakozasaval adodo zart torottvonalat.

[
]

<1

12. abra.

Ekkor .
Np@D) = NyzD = Y Ny(al) mod(2),

Jj=0
ha az [ félegyenes megengedett valamennyi sz6bajové tordttvonalra.

(Ny(z,1) jeloli a p torottvonalra vett N(z, [)-t)

Bizonyitas:
Vegyiik észre, hogy 3._o Ny,(z, [)-en mod(2) a t;-beli metszéspontok nem véltoztatnak,

hiszent; € y;ést; € y;, teljeiil, azaz minten ilyen metszéspontot kétszer szamolunk.

Tovabb4 felhaszndlva azon szamelméleti azonossdgot, hogy
Np(z,D) = Ny(z,1) = Np(z,1) + Ny(z,1)  mod(2),
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azaz két szam Osszege illetve kiilonbsége megegyezik mod(2). Az el6bbi észrevételek
alapjan az allitas igazsdga mar nyilvanval6, mivel az [ megengedett félegyenes
tetszOleges metszéspontja p-vel ill. g-val metsz€spont lesz pontosan egy y,-vel
is. A p és g egyértelmi felbontdsabdl adéddan. Valamint minden ezen kiviili(#,-n

torténd) metszéspontot kétszer szamolunk. m

5. Megj.:A fenti allitds szemléletes jelentése, hogy annak eldontése, hogy a két
torottvonalra egy z pont azonos halmazban van-e, azaz z € (B(p) | B(¢)) ((K(p) U K(q))

teljesiil-e, elegendd a két totdtvonal kozti részt vizsgdlni.

A 13. Allitast, az 5. kovetkezményt ill. a segédallitasokat folhaszndlva, mar
konnyen igazolhato a 12. allités.

Bizonyitas:

Legyen z € K(y). Vegyiink egy y-bairt {z, ..., z,} osztépontu térottvonalat (jeldljiik
g-val). Ennek a y-ba irt torottvonalnak a finomséga legalabb ¢ . Tovabba tekintsiik
a konstrukcioban szerepld p torottvonalat, {wy, ..., w,} osztopontokkal. Az el6z6
allitasban szerepld modon képzett p; zart torottvonalak pont y;-be irt tdrottvon-
alakat alkotnak legaldbb & finomsdggal. Ha p(z,y) > 6¢ feltétel mellett z € K(y;)
teljesiil j = (1,...,n)-re akkor az el6zd allitast alkalmazva kapjuk, hogy a y-ba
irt kell6en finom ¢ torottvonalat és p tordttvonalat azonos paritdssal metszi az [

megengedett félegyenes. Tehat z € K(p) teljesiil.

z € K(y;) j = (1,...,n) ugyanis indirekt, ha lenne olyan gamma; hogy z €
B(y;) U v, akkor folhasznalva, hogy z; € (y | y;) # 0 valamint a 2. segédallittdsban
és 2. kovetkezményben szerepld Osszefiiggéseket p(z,y) < 6& ellentmondésra

jutnank.m

14. allitas:
Legyen p egyszert(i zart torottvonal. Ekkor K(p) 0sszefiiggd
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Bizonyitas:
Legyen p; € p. Ekkor képezziik egy p; kozéppontd, & sugard k kort, hogy
#(p N k) = 2. E két metszéspont a kort egyértelmiien felbontja egy B(p) és egy
K(p)-beli korivre.

Legyen 2y, 7, € K(p) tetszbleges pontok. Az Osszefiiggdség igazolasahoz készitstink
egy K(p)-beli gorbét, mely 0sszekoti zp-t z;-el. Tekintsiik a zpz; szakaszt. Ha
#(p N z0z1) = 0, akkor 6sszekotottik K(p)-ben.(A K(p)-beliség a 6. dllitds bi-
zonyitdsdban szerepld elvek alapjan konnyen igazolhat6.) Ha van metszéspont,
akkor vegyiik az els6 és az utolsé metszéspontot. Jeldlje rendre pg, p; (po =
p1 lehetséges). Képezziik a fent emlitett k koroket a py és p; pontok kozotti
torottvonal részen, illetve a py, p; pontban ugy, hogy azok belseje lefedje a tel-
jes részivet. A szokdsos kompaktsagi technikdval taldlunk véges sok kort, melyek
rendelkeznek a kivant tulajdonsdggal. Evidens, hogy az igy képzett szomszédos
korok p-n kiviil metszik egymdst. A po-ra ill. p;-re feléllitott korok nyilvan
metszik a zpz; szakaszt. Ekkor induljunk ki zo-bdl, haladjunk a szakaszon, amig
nem metszi a py kozéppontd kor. Ez a metszéspont, ill. a hozz4 tatroz6 koriv
K(p) nyiltsdga miatt K(p)-ben van. Haladjunk tovdbb az egymasba kapcsol6dé
koriveken egészen a p; kozéppontu kor zyz; szakasszal vett metszéspontjdig. K(p)
nyiltsdga miatt tovabbra is K(p)-ben vagyunk. Majd haladjunk tovabb a zyz; sza-
kaszon z;-be. Ezzel egy olyan zy-t z;-el 0sszekotd gorbét kaptunk, amelynek min-

den pontja K(p)-ben van. Tehat K(p) 6sszefiiggd.m

6. Megj.:A B(p)-re vonatkozé analdg éllitds a fentikkel azonos médon igazol-

hato.

15. allitas: foallitds
Legyen y egyszeri zart gorbe. Ekkor K(y) 0sszefiiggd.

Bizonyitas:

Legyen zp,z1 € K(y). Készitsiik el a 12. allidtsban szerepld p kiilsé hatart
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(torottvonalat). Valasszuk e-t ugy, hogy p(zo,y) > 6g; p(z1,y) > 6¢ egyenlbtlenségek
is teljesiiljenek. Ez nyilvan lehetséges, hiszen p(z;,y) # 0 i = 0, 1. Ekkor mar
lattuk, hogy zo,z; € K(p). Tovabba z € K(p) = z € K(y) teljesiil. Ekkor z, z;-re
valamint p-re hasznalva a 14. éllitasban szerepld eljarést, kapunk egy gorbét ami
végig K(p)-ben van.

Osszefoglalva tetsz8leges z9,z; € K(y) pontokra tudunk adni egy olyan gorbét,
ami végig K(p)-ben van, ezdltal végig K(y)-ban van. Ezzel pont az 6sszefiiggdség

definicojat kaptuk. Tehét K(y) 0sszefiiggs.m
7. Megj.:B(y) Osszefiiggdségének igazoldsa, bar technikaila kissé mads, a fen-

tiekkel megegyez6 elv alapjan torténik. A terjedelmére valo tekintettel bizonyitasat

nem részletezem.
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Utoszo

Az Osszefliggdség igazoldsaval a tétel bizonyitdsanak végére érkeztiink. Az els6
fejezetben sikeresen definidldsra keriilt a y gorbe belseje, ill. kiilseje. Megmutat-
tuk részben még az elsd fejezetben, részben a rakovetkezdkben, hogy e definicié
teljesiti a t6le elvarhato elemi tulajdonsagok. Még az els6 fejezetben beldtdsra
keriiltek a tétel azon részei, melyek a mar egzakt definiciobodl kozvetleniil adodtak.
Ezt kovetéen a masodik fejezetben tobb, egyszeriibb tulajdonsdg beldtdsa mel-
lett a f6 célkitizést, B(y) # 0 tételrészt is belattuk. Végiil az Osszefliggdség,
nehézségére valo tekintettel kiilon fejezetben kertiilt targyaldsra. Itt sziikségessé

valt 4j modellek, illetve 1j konstrukcidok bevezetése is.

Személyes véleményem, hogy bar a tétel igazsdgahoz a bizonyitas nélkiil sem fér
kétség, mindazondltal végiggondoldsa korantsem haszontalan. J6 képet kapunk
a hasznalt fogalmak kapcsolatarél, tovabba jol reprezentdlja az egyes bizonyitasi

moédok hasznalhatésagat, pontosabban azok hasznalhatésaganak korlatait is.

A szakdolgozat irdsa sordn nagyban tdmaszkodtam Petruska Gyorgy Komplex
Fiiggvénytan cimi egyetemi jegyzetére. A bizonyitdsban szerepl egyes részallitasok,

valamin azok sorrendje, bar kissé modositva szintén e jegyzetbdl szarmaznak.

Kiilon koszonettel tartozom témavezetdmnek, Sigray Istvannak segitokészségéért,
tiirelméért. Mindenre kiterjedd figyelme, tandcsai nagy segitséget nyujtottak a

szakdolgozat frasa sordn.

Koszonettel: Retek David
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