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1. Bevezetés

Tekintsiik a kovetkezé modellt. Kezdetben van egyetlen egyed, ¢ alkotja a 0.
generaciot. A kiindulasi egyed pp (K = 0,1,2,...) valészintiséggel k£ db utédot hoz
létre, 6k alkotjdk az elsé generacit. Az n-edik 1épésnél az (n — 1)-edik nemzedék
egyedei egymdstol és az Gket megel6zé generacioktol fiiggetleniil py, (K = 0,1,2,...)
valészintiséggel k£ db utédot hoznak létre. A keletkez6 1j egyedek alkotjak az n-edik
nemzedéket, akikkel a szaporodasi folyamat ujra kezdodik. Fzen modellt Galton—
Watson folyamatnak, més néven eldgazé folyamatnak nevezik.

A fent vazolt problémakor torténete a 18. szazadig nyulik vissza. Sir Francis
Galton és Henry William Watson angol tudésok a nemesi csalddnevek kihaldsanak
valoszintiségét vizsgaltak az elagazo folyamatok segitségével. 1874-es On the proba-
bility of extinction of families cimi cikkiik tekinthetd a téma alapkovének. Késobb,
a tudomany fejlodésével szamos, a fizika és a biolégia teriiletérol szarmazo problémat
vezettek vissza az elagazo folyamatok modelljére. A Bevezetés végén ezek koziil néha-
nyat részletesebben is bemutatunk. Fontossaga és szépsége miatt az elagazo folyamatok
elmélete mara a valdszintiségszamitas kiilon fejezetévé valt, évrol-évre temérdek alkal-
mazasokban is bovelkedo cikk sziiletik a témaval kapcsolatban.

Ebben a dolgozatban azzal fogunk foglalkozni, hogyan alkalmazhatunk generator-
fiiggvényeket illetve martingalokat az elagazé folyamatok vizsgalatara. Az els6 részben
bevezetjiik a generdtorfiiggvény fogalmat, bebizonyitjuk legfontosabb tulajdonsdgait,
majd ezek segitségével meghatarozzuk a Galton—Watson folyamatban az utédszam
és a kihalas legfontosabb jellemzoit. Az itt kimondott tételek hasonlé forméaban meg-
taldlhatdak a [2], 3], [6] forrasokban is. Mutatunk majd tovabba néhany érdekes példat
a szereplo allitasok alkalmazasara, valamint azok altalanositasaira. A masodik részben
roviden osszefoglaljuk a martingalok azon tulajdonsagait, melyekre késobb hivatkozni
fogunk, majd tobb cnmagaban is érdekes allitas segitségével belatunk egy elagazo
folyamatokra vonatkozo centrélis hatdreloszlas-tételt. Ezen szakasz megirdsakor az [1]
és [5] irodalmakra tdmaszkodtam.

Megemlitjiik tovabba, hogy az itt érintett témak az eldgazd folyamatok elméletének
csak egy Kkis szeletébe nyujtanak betekintést. A fentiekben leirt modell tébbféleképpen
altalanosithato. Tekinthetiink példaul olyan elagazd folyamatokat, ahol k kiilonb6zo
() . valoszintiséggel iy db elsd, ip darab

11,82,5.0y0

masodik, ..., i, darab k-adik tipusu utédot hoz létre. Példaul, ha k = 2, akkor ,férfi’ és

tipusu egyed él, és egy j-edik fajtdju egyed p

N6’ tipusu egyedekkel elkészitheto az emberiség szaporodasdanak matematikai modellje.



Az altalanositas mésik ttja lehet a folytonos idejii eldgazo folyamatok vilaga, ahol azt is
szamitasba vessziik, hogy egy adott nemzedék tagjai mikor sziilettek, és mikor hozzak
létre utédaikat. Az emlitett témakrdl részletesebben olvashatunk a [3] miiben.

Kedvcsinalo gyanant nézziink néhany egyszerti a koznapi életbol, valamint a bi-
ologia és a fizika teriiletérol vett példat az elagazé folyamatok alkalmazasara.
o A csalddnév fentmaraddsa

Tekintstink egy 18. szazadi az angol nemest, akit hivjanak Sir Lionelnek, és tegyiik
fel, hogy 6 az egyetlen Lionel vezetéknevii a vildgon (Gsei és azok leszarmazottai mind
meghaltak). Az ur azt szeretné megtudni, hogy milyen valdsziniiséggel marad fent
csaladneve a késébbiekben. Ehhez elég a fii utédokat tekintentink, hiszen a vezetéknév
csak az O réviikkon oroklodik. Tegytik fel, hogy az egyedek szaporulata fiiggetlen és
azonos eloszlasi: pr (K = 0,1,2,...) valészintiséggel sziiletik k szamu fia gyermeke
valakinek. Ezzel némileg leegyszeriisitjiik a feladatot, hiszen a természetes szaporulatot
a tarsadalmi hatdsok befolydsolhatjak (ezédltal py generdciénként valtozhat), valamint
a fiiggetlenség sem mindig teljesiil. Ennek ellenére kis finomitassal az elagazé folyamat
jo modellje a problémanak: Sir Lionel alkotja a 0. generaciét, az 6 fiu gyermekei az
elsO, fid unokai a méasodik nemzedéket, és igy tovabb. A csaladnév kihalasa akkor
kovetkezik be, ha valamely generdcioban minden egyednek 0 fii utédja sziiletik.
o Mutans gének fentmaraddsa

Egy szervezet valamely génje bizonyos kiilsé hatasokra mutans génné alakulhat.
Tegytik fel, hogy ez bekovetkezik, az igy 1étrejott mutans gén lesz a nulladik generacios
6s. Innentdl kezdve a kovetkezd generdcié k darab egyedében p, (kK = 0,1,2,...)
valészintiiséggel tjra megjelenik a mutans gén. Az eldgazd folyamatok segitségével
megbecsiilhetjiik a mutans gén kihalasanak, avagy elterjedésének valdszintiségét.
o Nukledris ldncreakcio

Ebben a példdban az egyedek neutron részecskék lesznek, melyek ha egy atommag-
gal uitkoznek, széthasitjak azt. A hasadds eredményeként m szamu neutron keletkezik.
Ebben a folyamatban az utodok lehetséges szama 0 vagy m, elobbi pg, mig utébbi
Pm = 1 —pg valészintiséggel kovetkezik be. Ezen a problémat az atombomba miikodése
kapcsan vizsgaltdk. Ha beindul a maghasadas (azaz a részecskék szdma korlatlanul
novekszik), akkor bekovetkezik a robbands.
e FElektronsokszorozok

Az elektronsokszorozé olyan miiszer, melyet a gyenge elektronaram felerositésére
hasznalnak. Az elektronok tutjaba kis lapocskakat helyeznek el: mikor egy elektron

részecske egy ilyennek uitkozik véletlen szamu 1j elektront szakit le. Vilagos, hogy a



probléma jol modellezhetd eldgazo folyamattal. Az el6z6 példaktol eltéréen, mivel a
fémlapok szdma véges, itt nincs értelme azt vizsgalni, hogy mi torténik n — oo esetén,
de példaul fontos kérdés lehet, hogy mennyi az utolsé fémlaprdl tavozo elektronok
szama, azaz mennyire sikeriilt felerésiteni az aramot.
o  Kiildd tovdbb!” tipusi levelek

Manapsag gyakran talalkozunk az interneten , Kiildd tovabb!” tipusu levelekkel.
Tegyiik fel, hogy egy felhasznél6 py, (k= 0,1,2,...) valészintliséggel k szami embernek
kiild tovabb egy iizenetet. Ha elkiildiink egy levelet egy ismeretlen cimre, elagazo
folyamatot inditunk el. A cimzett lesz a nulladik generacids 0s, az ismerdsei akiknek
tovabbkiildi az elsé nemzedék, és igy tovabb. Itt a folyamat kihaldsa annak felel meg,

hogy valamely generacioban egyik felhasznédlé sem kiildi tovabb a levelet.



2. Generatorfuggvények és elagazé folyamatok

A dolgozat ezen részében azzal fogunk foglalkozni, hogyan tudunk generatorfiigg-
vényeket alkalmazni az eldgazé folyamatok vizsgdlatara. Az elsé szakaszban Ossze-
foglaljuk a generédtorfiiggvények és a véletlen tagszamu osszegek legfontosabb tulaj-
donségait. Ezek alapjan a méasodik és a harmadik szakaszban kiszamitjuk egy elagazo
folyamatban az egyes generaciok lélekszamanak generatorfiiggvényét és a folyamat ki-
halasanak valészintiségét. A negyedik szakaszban pedig a kezdeti s leszarmazottainak
szamat vizsgaljuk.

Az els6 harom szakasz felépitésénél leginkdbb a [3] és [6] miivek logikdjat kévettem.
A tételek alkalmazdsdra mutatott példdk tobbsége a [3] forrdsban taldlhaté Felada-
tok formajaban, melyeket némileg kiegészitettem, ahol lehetett altalanositottam az

eredményeket. A negyedik szakaszban a [2] mi eredményeit hasznaltam fel.

2.1. Generatorfiiggvények
2.1. Definicib. Legyen ag,aq,as, ... valds szamsorozat. A g(z) = Z ay, - 2~ fligguényt

k=0
az ay sorozat generdtorfigguényének nevezzik.

Mivel csak ilyenekkel fogunk dolgozni, tegyiik fel mostantdl, hogy az a; sorozat

tagjai nemnegativak, és teljesiil a Zak < 1 feltétel. Ismeretes, hogy ekkor g(z)
k=0
abszolut konvergens a [—1, 1]-ben, akdrhanyszor differencialhat6 a (—1,1)-ben, és lehet

tagonként derivalni:
g = k- (k—1)- .. (k—n+1)-a- 2"
k=n

Fontos lesz az a specialis eset, amikor az aj sorozat egy nemnegativ egész értéki
X valdszintiségi véltozé eloszlasa (azaz P(X = k) = ax). FEkkor az a; sorozat
generatorfiiggvényét az F (ZX ) varhato értékkel is definialhatjuk, és az ebbol adddo

Osszeget legtobbszor X generatorfiiggvényének fogjuk nevezni.

2.1. Tétel. Legyen az X nemnegativ egész értéki valosziniségi viltozo g(z) generdtor-

fugguénnyel. Ekkor:
(2) B(X) = lim g'(2),
(b) D*(X) = lim ¢"(z)+9(z) = (4'(2))"



Bizonyitas:

(a) Tudjuk, hogy z € (—1,1) esetén
g (z) = Z k-ag-2""1
k=1

Mivel ez egy nemnegativ egylitthatoji hatvanysor igy létezik a lirlmO ¢'(z) hatdrérték.

Tovabba a sor folytonossaga miatt lignO ¢'(2) megegyezik a Z k - aj Osszeggel. fgy
k=0

amennyiben lirlnog’ (z) véges, akkor az E(X) véges varhatd értéket adja, ha pedig

ligno g'(2) = 00, akkor az F(X) = oo vdrhaté értékkel egyezik meg.

(b) Az eléz6 ponthoz hasonléan bizonyitunk. z € (—1,1) esetén

g"(z) _ Zk . (k — 1) ay - Zk_Q,

k=2

Vildgos, hogy létezik a lirlnog”(z) hatdrérték, és az megegyezik a Z k-(k—1)-a
k=2
osszeggel. Ha lil{no g"(z) véges, akkor szikségképpen lirlnog'(z) is véges. Igy ekkor

Jim ¢"(2) +9'(2) = (¢(2))" = E(X - (X = 1)) + B(X) = (B(X)", (1)

ahol egyenl6ség jobb oldala a D? (X ) véges szérasnégyzetet adja. Az (1)-beli Osszefiiggés

igaz lesz liIlnog”(z) = 00 esetén is, és ekkor D?(X) = co. O

Az egyszer(ibb jelolés végett mostantdl a lirlno g'(z) és lign0 g"(2) hatérértékeket ¢'(1)-

gyel és ¢"(1)-gyel fogjuk jelolni (akkor is, ha értékiik végtelen).

2.2. Tétel (Generatorfiiggvények folytonossagi tétele). Legyen tetszbleges rig-
zitett n = 1,2,... esetén az ano,0n1,... olyan nemnegativ tagi sorozat, amelyre
o

Z an; < 1. Az n-edik sorozat generdtorfiggvényét jeloljik g, (z)-vel. Ekkor:

=0

(i) Ha minden k = 0,1,2,... esetén létezik a lm a,y hatdrérték (jeldljik ezt
ag-val), akkor létezik lim g,(z) is minden |z| < 1 esetén, és a hatdrfiggvény, amit
nevezzink g(z)-nek, megegyezik az ay sorozat generdtorfigguényéuvel.

(il) Tegyiik fel, hogy a lim g,(z) hatdrérték létezik tetszdleges z € (0,1) pontban



(a hatdrfigguény legyen most is g(z)). Ekkor minden k = 0,1,2,... esetén létezik a
lim a, hatdrérték, amit jeloljink ai-val, és az ay sorozat generdtorfiggvénye mege-

gyezik g(z)-vel.

Bizonyitds:
(i) Belatjuk, hogy g,(2) tart g(z)-hez |z| < 1 esetén.

oo 0 N 00
| 9n(2)=9(2) |= D (ans—ar)2* |< D | ang—ar | 12[* <D | anp—an |+ D 2],
k=0 k=0 k=0 k=N+1

ahol N tetszOleges természetes szam. Feltételeink miatt az els6 szumma tagjai mind

tartanak a 0-hoz. A mésodik szumma pedig a mértani sor Osszegképletébdl adoddan:

io: | |k i | |k: ﬁ: | |k: 1 ’Z|N+1 -1 ‘Z|N+1
z|" = 2| — z|F = — = .

1— 2] 2] =1 1— 2]
k=N+1 k=0 k=0

Ha N elég nagy, ez a hanyados tetszolegesen kicsivé teheto, ezzel a tétel elso felét
belattuk.

(ii) Tetszbleges rogzitett n = 1,2,... esetén a g,(z) fliggvény monoton novekszik,
ha z € (0,1), igy a g(z) hatarfiiggvény is monoton névé lesz. Ebbdl pedig kovetkezik,
hogy létezik a Zl_ig:o g(z) hatarérték, amit jeloljiink g(0)-val.

Tetszoleges 0 < z < 1 esetén:

z
ano < gn(2) < anp+ E 2 =ang + ——— . Innen adddik, hogy:
z
gn(2) — N < anp < gn(z) , amib6l n — oo mellett:
—z
g(z) — . <liminfa,( < limsupa,o < g(2).
-z n—eo n—o0

Ebbdl pedig z — +0 esetén a rendérelv miatt kovetkezik, hogy létezik a lim a, 0 = ¢(0)
hatarérték, amit jeloljink ag-val.

Tegyiik most fel, hogy j = 0,1,...,k — 1 esetén létezik a lim a, ; = a; hatarérték.

n—oo

Belatjuk, hogy ebbdl kovetkezik a lim a,,j 1étezése is. Tekintsiik rogzitett n = 1,2, ...

n—oo

esetén az eredeti (a0, @n 1, An2, - . .) sorozatokbdl az elsé (k—1) tag elhagyaséval kapott

U (Qnky G t1s Qngt2, - - ) sorozatokat. Ezen sorozatok is nemnegativ tagiak, és a



tagok Osszege kisebb vagy egyenld, mint 1. [rjuk fel a generatorfiiggvénytiket:

[e%S) ik 1 k—1 ; 1 k—1 ;
Zamz = gn(2) — Zamz 5 g(z) — Zajz ,
=k =0 =0

az indukcids feltevés miatt. Erre pedig a k = 0 esetben bizonyitott allitast alkalmazva,
azt kapjuk, hogy létezik a lim a,j hatdrérték, amit jeloljiink ax-val. Az (i) pontbdl
pedig kovetkezik, hogy az alﬁso(:rozat generdtorfiiggvénye megegyezik g(z)-vel. O
Legyenek most az X1, X5, ... nemnegativ egész értékii, egymastol fiiggetlen valoszi-
ntiségi valtozok, generatorfiiggvényeik pedig rendre ¢1(z), g2(2), . . . . Tekintsiik az S, =
X1+ Xo+. ..+ X, osszeget. Vilagos, hogy S, is nemnegativ egész értékili valdszinliségi

véltozé. Meghatédrozzuk az S, generatorfliggvényét, amit jeloljiink gg, (z)-vel.

2.3. Allitas. S, generdtorfugguénye az 6t meghatdrozo X; tagok gemerdtorfigguénye-

ek szorzata, azaz:

9s(2) = Hgi(Z)‘

Specidlis esetben, ha Xy, Xo,..., X, azonos eloszlasiuak, g(z) generdtorfiggvénnyel,
akkor

9s(2) = ¢"(2)-

Bizonyitas:
9s(2) = B(z5) = B0+ Xetet Xy = pX0 . X ey,
ami a fiiggetlenség miatt
= BB B =g1(2) - g2(2) - gn(2).

A specialis eset rész trividlisan adodik. O

Tekintsiik most azt az esetet, amikor nem rogzitett n szamu valdszintiségi valtozot
adunk 0ssze, hanem az 0sszeadanddék szama valamilyen NV valdszintiségi valtozo értéke.
[lyenkor véletlen tagszamu 6sszegrol beszéliink.

Legyenek az X, Xs, ... fliggetlen, azonos eloszlasi, nemnegativ egész értéki valo-
szintiségi véltozdk, generdtorfiiggvényiik legyen gx (2). Legyen S, = X1+ Xo+.. .+ X,
gs, () generatorfiiggvénnyel. Legyen tovabba N az X;-ktél fiiggetlen, nemnegativ



egész értékil valdsziniliségi valtozd, generdtorfiiggvénye legyen gy (z). Tekintsik az
N

Sy = Z X; véletlen tagszamu Osszeget. Sy generatorfliiggvényét jeloljik gg, (2)-vel.

=1

2.4. Tétel. A fenti jeldlések mellett teljesil a gs,(z) = gn (gX(z)) 0sszefiiggeés.

Bizonyitds: A teljes varhato érték tételét fogjuk alkalmazni.

gsn(2) =E(z*¥) = Y E(:"V|N=k) P(N=k)
k: P(N=k)>0

= Z E(zsk).P(N:kj): Z gSk(Z)'P(NZk):

k: P(N=k)>0 k: P(N=k)>0
= (9x(2))" - P(N = k) = gn (9x(2)).

Az utolso elotti 1épésnél a 2.3 Allitas specialis eset részét hasznaltuk ki. O

2.2. Generatorfiggvény osszefiiggések elagazo folyamatokra

Tekintsiik a Bevezetésben bemutatott eldgazé folyamat modelljét. Legyen mostantdl
X ,g") az n-edik generacié k-adik egyede altal létrehozott utédok szama, és S, az n-edik

nemzedék létszama. fgy

Snfl

Sa=> XY
k=1
Jeloljiik S, generatorfiiggvényét g, (z)-vel, X,g") generdatorfiiggvényét pedig g(z)-

vel. Azaz g,(z) az n-edik generaci6 létszamanak eloszlasabdl, g(z) pedig az egy egyed
altal létrehozott utédok szamanak eloszlasabol adodik. Mivel X ,i") eloszlasa tetszoleges
n=20,1,2,...és k=1,2,...,5,_1 esetén azonos, ezért a fenti definicié értelmes. Az
eddig bizonyitott allitasok segitségével konnyen adodik az aldbbi tétel.
2.5. Tétel. g,(z) = (gogo...og)(2).

N

-

n db
Bizonyitds: A 2.4 Tétel miatt g,(2) = (gn_1 © g)(2). Tudjuk, hogy ¢1(z) = g(z),
mivel az els6 generdcié Osszlétszama megegyezik a nulladik generécié (azaz egyetlen

egyed) &ltal létrehozott utédok szamaval. lgy g2(2) = (g 0 g)(z), majd indukciéval

9



gn(2) = (g 0go...o g) (z), ahol a jobb oldalon n-szeres kompozicié all. O

Jeloljiik az egy egyed altal létrehozott utédok szamanak varhaté értékét m-mel, szérés-
négyzetét o-tel. Azaz F(X ,5")) = m é D?(X ,5")) = o02. Meghatérozzuk az S,

valoszintiségi valtozo varhaté értékét és szoérasnégyzetét.

2.6. Tétel.
(a) E(Sn) =m",
9 o, mt =1
-m"h h 1
w28y =4 7" o e At
n-o?, ham=1.
Bizonyitas:

(a) A 2.1 Tétel miatt

BE(S,) =g,(1) = (gogo...0g)(1).

N J/

n db

Azt is tudjuk tovabbé, hogy g(1) = 1 és ¢’(1) = m. Az éllitast indukciéval bizonyitjuk.
E’(Sl) = ¢'(1) = m miatt az éllitas igaz n = 1 esetén. Tegyiik fel, hogy az egyenléség

igaz n-re. Ekkor n + 1 esetén:

E(SnH) = (go(gogo...og))/(l):g’(ggogo;.og)(l))-\((gogo...og)(l)),:

n db 9n(1) g5,(1)

=g'(1)-g,(1) =m-m" =m"" az indukcits feltevés miatt.

(b) A 2.1 Tétel miatt

2

D*(Sy) = gn(1) + g,(1) = (g,(1))" (2)

Azt is tudjuk tovédbbd, hogy g(1) = 1, ¢'(1) = m, ¢"(1) = 0® + m?* — m. Derivaljuk
kétszer a g,11(z) =go (gn(z)) Osszefiiggést:

2 )
Gnii(2) = g"(gn(z)) . (g;(z)) —|—g'(gn(z)) -gn(z), ami a z =1 helyen:
2 n
gnia(1) =¢"(1) - (90 (1)" 4+ ' (1) - gn(1) = (6? +m® —m) -m™ +m-gi(1). (3)
Belatjuk, hogy ezen rekurziébdl a
g (D)= (> +m> —m) - (m*™ +m> "+ ... +m") (4)

10



Osszefiiggés adddik. Ezt indukciéval fogjuk igazolni. A (3) egyenl6séghdl kovetkezik,
hogy ¢4(1) = (62 + m* —m) - (m* + m), azaz (4) igaz n = 1 esetén. Tegyiik fel, hogy
(4) igaz n-re. Ekkor n + 1 esetén:

Ina(1) = (0% +m* —m) -m™ +m - g;(1) =

(02+m2—m)-m2”+m-(02—|—m2—m)-(mQ”_1+m2”_2—|—...+m”_1) =
= (02+m2—m)-(m2”+m2"_l+...+m”).

Ezzel igazoltuk a (4) egyenléséget. Végiil behelyettesitve a (2) dsszefiiggésbe:
D*(Spt1) = (6 +m?* —m) - (m™ +m> "+ .4+ m") +m" - =

202'(m2”+m2"’1+...+m”),

amibdl pedig a mértani sorozat Osszegképlete miatt méar adédik a tétel (b) pontja. O

Nézziink most néhany példat elagazd folyamatok generdtorfiiggvényeire.

2.1. Példa. Legyen g(z) = 1 —p- (1 — 2)%, ahol p és B3 dllanddk, és 0 < p,3 < 1.
Megmutatjuk, hogy g(z) valamilyen X valdszindiségi valtozd generdtorfigguénye. Ekkor
g(z) lehet eqy elagazo folyamatban az utédszdm generdtorfigguénye. Kiszdmitjuk ezen
folyamatban az utodszam vdrhato értékét, valamint az n-edik nemzedék osszlétszdamdnak
generdtorfigguényét.

Belatjuk, hogy ¢(z) felirhat6 Z ay, - 2" alakban, ahol az aj, (k= 0,1,2,...) egyiitt-
k=0

haték nemnegativak, és Zak = 1. Az altaldnositott binomidlis tételbél (lasd [4])
k=0
adodik, hogy |z| < 1 esetén:

(1—2)° = i (i) (—2)*, ahol

k=0

AN B-B-1)-... B—k+1 vy B (=B (k—1-7
@‘ =1 ) ayer 20 )

[gy 2 € (—=1,1) esetén g(z) hatvanysorba fejthet6, és az is konnyen adddik, hogy
egylitthatéi nemnegativak. Jeloljitk ai-val a g(z) egyiitthatoit.
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. . . , . , . Lk ¢ s
A folytonossag miatt tovabba teljesiil egyrészt ZEIE . ; ayp - 2 Z ay, MAasrészt

k=0
. E . . . , o1, . . ,
zkllllokz;ak 2" = zgrlriog(z) = ¢g(1) = 1. Adédik, hogy kz;ak = 1. Igy a g(z) valéban

valamilyen X valészinliségi véaltozé generatorfiiggvénye.
Tegyiik most fel, hogy g(z) egy eldgazo folyamatban az utédszam generéatorfiiggvénye.

Az utédszam varhaté értékét a lillno ¢'(2) hatérérték adja. Tehdt
z—1—

)Y _ 1 AL (1 _ S\
E(X,") Zgrlriop g-(1—2) 00.
Végiil belatjuk, hogy ebben a folyamatban az n-edik nemzedék Gsszlétszamanak
generatorfiiggvénye:

gn(2) = 1= p" 400 (1 — )7,

Ez n = 1 esetén trivialis. Tegytik fel, hogy az allitas igaz n-re. Ekkor a 2.5 Tétel miatt:

Gui1(2) = (9092)(2) = 1= p(1 = gu(2))" =

n—1 n ﬂ mn n—+1
1—p-(1—(1—p1+5+ +6 ,(1_2),8 )) :1_p1+ﬁ+ +6 ,(1_2)6 7

amivel az allitédst belattuk.

Példa gyanant vizsgaljuk a kovetkezo modellt, a klasszikus eldgazé folyamat médositott

valtozatat.

2.2. Példa. Egy eldgazé folyamatban a kezdeti egyed utddszdmdnak eloszlasa f(z)
generdtorfigguényl. Az elsé generdcid minden tagja g(z) generdtorfiigguény szerin-
ti eloszlassal hoz létre ) egyedeket. Innentol pedig a pdros sorszami nemzedékeknél
az eloszlds f, a pdratlan sorszdmuakndl g generdtorfigguényt. Meghatdrozzuk ezen
folyamatban az n-edik generdcio lélekszamanak generdatorfigguényét, vdarhato értékét

€s szordsnégyzetét.

Jelolje ¢, az n-edik nemzedék Osszlétszamanak generatorfliiggvényét. Allitsuk elé

a p, figgvényt az f és a g segitségével. S generatorfiiggvénye f(z), igy ¢1(z) = f(2).
S1

A misodik generaci6 lélekszama az Sy = > X{! véletlen tagszami Gsszeghol addik,

k=1
igy a 2.4 Tétel miatt o = (f 0 g)(2). Ezt a gondolatmenetet alkalmazva, indukciéval
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kapjuk, hogy:

(2) = (fego...ofog)(z), ha n péaros
" (fogo...ofogof)(z), han piratlan

ahol a kompoziciok mindig n fliggvénybdl allnak.

Nézziik ezek utdn az E(S,) vdrhato értéket. Legyen f'(1) =my és ¢'(1) = mo, az
egy egyed altal 1étrehozott utdédok szamanak varhaté értéke az egyes generaciokban.
Tegyiik fel mostantol, hogy m; és mo végesek. Ezen jelolésekkel:

E(S1) = f'(1) = my,
E(Sy) = (fog)(1) = f(9(1)-g'(1) = f(1)-g'(1) = my - mo.

Innen pedig teljes indukcioval adédik, hogy:

n

mi - mQ%, ha n péros,
E(Sn) = { m[%]—&-l. 12
1

my>~, ha n paratlan.
Végiil meghatdrozzuk a D?(S,) szérdsnégyzetet. Legyen o? a péros, o pedig a
paratlan sorszdmu nemzedékekben az utédszam szérasnégyzete. Tegyiik fel, hogy o3

és 03 is véges. Tekintsiik elészor a folyamat péros sorszdmu generdciéit. Legyen

§0 = S0, §1 =5, ..., :92 = Son, ... . Az §n sorozat is egy elagazd folyamat lesz,
amely ugy keletkezik az eredetibdl, hogy a nulladik generacids 6st6l kezdve csak minden
méasodik nemzedéket tekintiink (az unokédkat). Ezen 1j rendszerben az egy egyed altal
létrehozott utédok szamanak generatorfiiggvénye fog. Az S, folyamatban az utédszam

varhaté értéke a fentiek miatt my - mo, szorasnégyzete pedig a 2.1 Tétel miatt:

2

0ty =(f09)"(1)+ (fog)1) = ((fog) (1) =

2

= ") (¢(W) + ") FO)+ F (1) - (1) = (F(1) - g(1) =
= (O’% + m% — ml) : m% + (0’% + m% — mg) Sy + Myme — (m1m2)2 =

— 2. 42
=My 0] +MmMy-05.

A 2.6 Tétel alkalmazasaval adodik, hogy n = 0,1,2... esetén:

D*(San12) = D?(Sus1) =(m3 - o3 +my - 03) « ((mama)™ + ..+ (mams)").
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Tekintstik most a folyamat paratlan sorszamu generacioit. Jeloljik a g o f fliggvényt

h-val, a h n-edik kompozicibhatvanyat (azaz a ho ho. ..o h fiiggvényt) pedig h"-nel.
—_—_—

n

Ekkor ¢a,41(2) = f(h"(2)). Vildgos, hogy D?(S;) = of. Innentél kezdve pedig

n=20,1,2,... esetén:

D*(Sonts) = (f o k") (1) + (f o A1) (1) — ((f o h["+11)’(1))2 _

= £ - (A )) 4 (A (1) ) 4 g g =

(o +mi —mi) - (mimg)™™ 2 + ((m%ag + mao?)-((mame)™ + ... + (mymo)"™) +

2n+2 n+1 n+2. __n+l1 2n+4, 2n+2
+(mymy) — (mymg) )-m1+m1 myT —m{" T my T =

)2n+2

=07 (mlmZ + (mfag + mza%)-((mlmg)% + ...+ (m1m2)") My

A fenti képletekbol tetszoleges generacio esetén kiszamithato a lélekszam szérasnégyzete.

Megjegyzések:

1. Figyeljiik meg, hogy ha f = ¢, akkor a fenti szamitasok a 2.5 és 2.6 Tételek

allitasait adjak vissza.

Ha felcseréljiik az egyes nemzedékek generdtorfliggvényeit, (azaz ha a péros
sorszamu nemzedékek g(z), a paratlan sorszamuiak f(z) generdtorfiiggvény sze-
rint szaporodnak), akkor a fenti képletekben csak fel kell cserélniink a megfelel6
generatorfiiggvényeket, varhato értékeket, valamint szorasnégyzeteket. Ez pél-

daul azt fogja jelenteni, hogy E(Sn) varhato érték nem fligg attol, hogy f vagy

g generatorfiiggvénnyel inditottuk a folyamatot.

. A fenti példat konnyen altaldnosithatjuk az aldbbi médon. Tekintsiink egy olyan

elagazd folyamatot, ahol a nulladik generaciés s f1, az els6 nemzedék egyedei fs,
..., a (k — 1)-edik populécié tagjai pedig fi generatorfliggvény szerint hoznak
létre utédokat. A kés6ébbi generacidkban (a k-adiktél kezdve) ez a generdtor-
fiiggvény sorozat ismétlodik. A fenti szamitasok egyszertien atvihetdk erre az ese-
tre, mindossze annyi fog véltozni, hogy ¢, és E(S,,) képletében 2 helyett k hosszi
ciklusok lesznek fi, fo, ..., fy-val és mq, mag, ..., my-val (itt my, mo, ..., my jeloli
az utdédszam generacionkénti varhato értékét) A szérasnégyzet meghatarozdsa

tobb szamolast igényelne.
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4. Figyeljik meg tovabbd, hogy a paratlanadik generaciok szérasnégyzeténél egy
f o hl" generatorfiiggvényti véletlen tagszamu Gsszeg szérasnégyzetet szamoltuk

N
ki. A szamolas konnyen atvihetd az altalanos esetre. Ha Sy = ZXi eddigi

=1
feltevéseinknek megfelelé véletlen tagszdmu osszeg, akkor D? (Sn) = D*(N) -

(E(X1))” 4+ D2(X1) - E(N).

2.3. A kihalas valészintisége

Kovetkezo témank az elagazé folyamat kihalasanak vizsgédlata lesz. Ha a folyamat
kihal, jeloljiik T-vel a kihalds idépontjat, azaz T = inf{n : S, = 0}, ha pedig nem
hal ki, akkor legyen T' = oo. Jeldljiik g,-nel annak a valdsziniiségét, hogy P(S, = 0),
és legyen ¢ annak a valdszintisége, hogy létezik olyan n, amelyre S, = 0. Ezt fogjuk
a kihalds valésziniiségének nevezni. Ebben a részben tegyiik fel, hogy 0 < ¢(0) < 1,
ugyanis g(0) = 1 esetén a folyamat biztosan kihal, g(0) = 0 esetén pedig bizonyosan

sosem hal ki. A nem trivialis esetekrdl szol a kovetezd tétel.
2.7. Tétel. A kihalds q valdsziniisége a g(z) = z egyenlet legkisebb nemnegativ gydke.

Bizonyitds: A generatorfiiggvény segitségével konnyedén meghatarozhatjuk a ¢; va-
16szintiségeket. ¢ = P(S1 = 0) = ¢(0), g2 = P(S2 = 0) = g(g(0) = g(q1), majd
indukciéval adédik, hogy: ¢, = g(¢.—1). Megmutatjuk, hogy a ¢, ga, . . . sorozat kon-
vergens. A ¢g(z) fiiggvény szigorian monoton névekvé, igy g(0) > 0 miatt: ¢; = ¢g(0) <
9(q1) = q2, innen pedig indukciéval adodik, hogy: ¢, = 9(¢n-1) < 9(qn) = Gni1- Igy
a ¢, monoton novekvé, korldtos sorozat (a 0 alsé, az 1 felsé korlatja), tehat 1étezik q
(0, 1]-beli hatarértéke.

A q,-et Ugy definidltuk, mint annak a valdszintiségét, hogy a kihalas az n-edik
generaciéban, vagy az elott kovetkezik be, ezért a ¢ hatarérték megegyezik ¢-val, a
kihalds valdszintiségével. Igy a ¢, = 9(qn—1) Osszefiiggést vizsgdlva n — oo feltétel
mellett, kihasznalva ¢ folytonossagat, lathatd, hogy g(q) = ¢q. Ezzel belattuk, hogy ¢
a g(z) = z egyenlet gyoke.

Legyen most ¢ a g(z) = z egyenlet legkisebb nemnegativ gyoke. Vildgos, hogy
go = 0 < q. Tegyiik fel, hogy valamilyen n-re ¢, < q. Ekkor ¢,11 = g(q.) < 9(q) = q.
Innen adédik, hogy ¢ < ¢, de mivel ¢ is nemnegativ gyok, ezért ¢ = ¢q. O

A g(z) = z egyenlet gyokeinek kiszamitasa helyett a ¢’(1) = m véarhatd érték

segitségével is vizsgalhatjuk a kihalas valészinliségét.
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2.8. Tétel. m <1 eseténq=1, m > 1 esetén q < 1.

Bizonyitds: Tegytk fel eloszor, hogy pg+ p1 < 1, ahol pg és p; annak a valdszintiségei,
hogy a folyamat valamely egyede 0 illetve 1 utédot hozzon létre. Ekkor a genera-
torfiiggvény derivalasara vonatkozo tétel miatt ¢”(z) > 0 minden z € (0, 1] esetén,
azaz ¢ szigorian konvex ezen az intervallumon. Ebbol adédéan g(z) legfeljebb két
pontban metszheti el a z — 2z egyenest, és mivel g(1) = 1, igy z = 1-ben metszéspont
van. Tudjuk tovabbd, hogy m = ¢'(1), ami pedig nem mds, mint a g(z) fliggvény
grafikonjahoz a z = 1 pontban hiizhaté érinté meredeksége. Ahogy az a lenti abréan is
lathato m > 1 esetén ¢ < 1, m < 1 esetén pedig ¢ = 1 lesz a kihalas valdszintiisége.

Ha pedig po +p1 = 1, akkor a generdtorfiiggvény g(z) = po+ (1 — po)z alaki. Mivel
feltettiik, hogy 0 < py < 1, igy m =1 — py < 1, és ilyenkor ¢ valéban 1. O

1 1

0 ' '-Gl’l .fj-zl 43 44 ' 1 0 ' Q1 q2q3 g ' 1
m =< 1 m > 1

1. abra

Szokas m nagysaga szerint definialni az elagazdé folyam tipusat: m < 1 esetén
szubkritikus, m = 1 esetén kritikus, m > 1 esetén szuperkritikus elagazo folyamatrol
beszéliink.

A kovetkez6 tételben meghatarozzuk, hogy amennyiben kihal a folyamat, az milyen

gyorsan kovetkezik be.

2.9. Tétel.
(a) Hom < 1, akkor P(T >n)=1—¢q, <m"
2
b) Haom =1, akkor P(T >n)=1—¢q, ~ —.
(b) Ham , akkor P( n) q —

(¢) Hom > 1, akkor P(T' >n|T < o0) =1— %n < (QI(Q))H-
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Bizonyitas:

(a) Felirjuk a g(z) fliggvényhez a z = 1 pontba hizott érinté egyenletét:
e(z)=1+m-(z—1). (5)

A g(z) fuggvény konvexitdsa miatt tetszéleges 0 < z < 1 esetén e(z) < g(z).
A kihalds idejének becsléshez megkonstrualunk egy z, sorozatot az aldbbi mddon.
Legyen zg = 0 és m = 1,2,... esetén z, = e(z,_1). Megmutatjuk, hogy z, < ¢,
tetszoleges n esetén. Ha n = 0, akkor 0 = 2y < qg, majd indukciéval addédik, hogy:

Zn = €(zn-1) < 9(zn-1) < g(gn-1) = gn. Nézziik a kihalds idejét:
PT>n)=1-¢<1—z,=1—(1+m-(20-1—1)) =m- (1 — z,_1).
Az utolsé 1épést (n — 1)-szer iterdlva, azt kapjuk, hogy:
P(T>n)=m"-(1—2)=m".
(b) Itt a g(z) figgvényt az 1 koriili masodfokd Taylor-polinomjaval fogjuk kozeliteni:

9(2) = g(1) +g(1)- (= = 1)+ 5 - (¢(1) +o0(1)) - (= — 1%, (0

amennyiben z — 1. Tudjuk, hogy ¢(1) =1, ¢'(1) = m = 1és ¢"(1) = o2 +m?*—m = 0.

Igy a (6) egyenléség az aldbbi alakba irhatd:

1
I1—g(z)=1—2— <502 + 0(1)) (1 - 2)2 (7)

Jeloljik az 1 — q,, valészintiséget a,,-nel. ¢, — 1 miatt a, — 0, igy a, ~ an1. fgy
a (7) egyenlet a z = g, helyen:

1
Upi1 = Ay — <§ o+ 0(1)) -a?.

1 1 n — Un 1 n 2
%:<--o2+0(1)>- ? H%. (8)

Ap41 Qp, A Gp41 2 Ap41

1 2.
A () Osszefiiggésbdl pedig méar adédik, hogy — ~ on
a

n

, amit atrendezve a tétel

allitasat kapjuk.
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(¢) Az (a) ponthoz hasonléan bizonyitunk. A ¢(z) fliggvényhez a (g, q) pontba hizott
érinté egyenlete: e(z) = ¢+ ¢'(q) - (z — ¢). Kihaszndlva a z, < ¢, egyenl6tlenséget:

q_Qn<q_2n_g/(Q)'(q_zn71)

qg  q q

PT>n|T < o0) =

Végiil az utolso 1épést (n — 1)-szer iterdlva azt kapjuk, hogy:

PT>n|T<ox)=
q

amivel a tételt belattuk. O

Nézziink most néhany példat a fenti tételek alkalmazasara.

2.3. Példa. Egy eldgazd folyamatban az utédszdm generdtorfiggvénye f(z) = a - 2* +
b-z+c¢, ahola, b, ¢ >0, és f(1) =1. Meghatdrozzuk a kihalds valdszindségét.

A feltételek miatt f egy valdszinliségeloszlas generatorfiiggvénye, igy tetszéleges
magadott tulajdonsigu a, b, c-re a példa értelmes. A kihalds valészintisége az f(z) = z

egyenlet legkisebb nemnegativ gyoke. Azaz:
a-22+(b—-1)-24+c=0
b =1 — a — c helyettesitéssel a masodfoku egyenlet megolddképletébdl

adodik.

C
21:1, 2225

fgy ha < < 1, akkor ¢ = E, maskiilonben pedig ¢ = 1 lesz a kihalas valdszintisége.
a a
2.4. Példa. A kihalds valosziniisége a 2.2 Példdban wvizsgdlt eldgazo folyamatra.

Tekintsiik a 2.2 Példéban definidlt S, sorozatot. 5; ugy keletkezik, hogy az eredeti
elagazo folyamat minden paratlan sorszamu nemzedékét elhagyjuk. fgy egy olyan
elagaz6 folyamatot kapunk, amelyben az utdédszam generatorfiiggvénye f o g. Jeldlje
az f o g fliggvényt h. Nyilvanvalo, hogy az S,, folyamat akkor, és csak akkor hal ki, ha
az S, kihal. fgy a kihalds valdszinlisége nem mads, mint a 71,(2) = z egyenlet legkisebb
nemnegativ gyoke.

Gondoljuk meg itt is, hogy mi torténik, ha f = ¢g. Ekkor a mar jél ismert kozonséges

eldgazé folyamatrdl van szé. Ekkor a g(z) = z egyenlet legkisebb nemnegativ gyokének
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meg kell egyeznie a (g o g)(z) = z egyenlet legkisebb nemnegativ gyokével. A go g is
generdtorfiiggvény, igy konvex a [0,1]-en, tehét legfeljebb két helyen metszheti a z +— =z
egyenest. Tudjuk, hogy (g o g)(1) = 1, igy ezen kiviil csak egy metszéspont lehet. Két
eset lehetséges:

(i) A kihalds valdszintisége kisebb, mint 1. Tudjuk, hogy g¢(q) = ¢, és ezéltal
(g0g)(q) = q. Mivel ¢ < 1, ezért a masodik egyenletnek is ¢ lesz a legkisebb nemnegativ
gyoke.

(ii) A kihalés valdszintisége 1. Tudjuk, hogy ekkor m = ¢/(1) < 1. Be kell latnunk,
hogy a (g o g)(z) = z egyenletnek is 1 a legkisebb nemnegativ gyoke. Mivel azonban
(9o9)(1) =g (g(1) - ¢'(1) <1, igy g o g konvexitésabdél adédéan nem lehet 1-nél
kisebb gyok.

Végiil nézziik azt az esetet, amikor felcseréljiik az egyes nemzedékek utdédszamanak
generatorfiiggvényét. Ekkor az f és g fliggvények sorrendjétol fiiggetleniil az :S'vn folya-
matban my - my lesz az utédszam vérhaté értéke (lasd A 2.2 példat kovetd 2. Meg-
jegyzést). fgy amennyiben my - ms < 1 a folyamat a generatorfiiggvények sorrendjétol
fiiggetleniil 1 valoszintiséggel kihal, ha pedig m;-my > 1, akkor a kihalas valdszintisége
1-nél kisebb. Azonban mj -ms > 1 esetén f és g cseréje megvaltoztathatja a kihalds ¢

1
valészintiségét. Legyen példaul f(z) = 3 -+ 522 és g(z) = 22, Ekkor:

1 4 4
4 A - — _2 _4
Z* és (gof)(z)_9+9z +9z.

[GSEN )

(Fog)z) =3+

(fog)(z) = z egyenlet legkisebb nemnegativ gyoke: ¢; =~ 0,34, (go f)(z) = z legkisebb
nemnegativ gyoke pedig: ¢ ~ 0,11. Azaz a kihalas valdszinlisége nem egyezik meg a

csere utan.

2.5. Példa. Tekintsik az aldbbi eldgazo folyamatot. A nulladik generdcios ds A para-

métert, Poisson eloszlas szerint hoz létre utodokat, majd innentdl kezdve az osszes tobbi

nemzedékben az utddszam generdtorfiggvénye g(z) = 3 (2° 4+ 2z + 1). Meghatdrozzuk
a kihalds valosziniiségét.
A, )\k
A fenti folyamatot tekinthetjiik gy, hogy az elsé generacidoban i valoszini-

séggel k darab (kK = 0,1,2,...) egyed él, akik egymdstdl fiiggetleniil elindftanak egy
g(z) generdtorfiiggvényti eldgazd folyamatot. A teljes rendszer akkor hal ki, ha mind
a k darab els6é nemzedékbol szarmaztatott folyamat kihal.

Elészor meghatarozzuk, hogy valamely ilyen g(z) generédtorfiiggvényti folyamat mi-

lyen valészintiséggel hal ki. A g(z) = z egyenletet dtalakitva z* — 2z + 1 = 0 adddik,
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ennek keressiik a legkisebb nemnegativ gyokét. Mivel g(1) = 1, igy a bal oldalon 1év6

polinombdl kiemelhetiink (z — 1)-et:
2 —224+1=(2+2-1)-(2—1)=0.

—-1-V5 V5 -1

Ebbdl pedig z; = — o 2= 5 B = 1 adédik. Vildgos, hogy 2, lesz a
kihalas valdszintisége, jeloljiik mostantodl ezt a szamot ¢-val. Legyen tovabba () az az

esemény, hogy a teljes, nulladik generaciébol szarmaztatott folyamat kihal, és jelolje
ennek valoszintiséget qq.

Amennyiben az els6é nemzedéknek k szamu egyede van, akkor az dltaluk inditott
k darab eldgazé folyamat fiiggetlensége miatt a teljes kihalds valészintisége ¢~ lesz. A

teljes valészintiség tétele alapjan:

°© e N = (A)F
QO:ZP(Q|51:k)'P(51:k):Z k! e Z K
k=0 k=0 k=0
o a)® 5_:
— . ( kq') e M = A5 agy a kihalds valdszintisége.
k=0 '

2.6. Példa. Tekintsunk egy olyan elagazo folyamatot, amelyben a populdcio kezdeti
nagysdga N, és az eqy eqyed dltal létrehozott utodok szamdnak generdtorfigguénye pedig

g9(z) = q+pz, ahol ¢,p > 0, és q +p = 1. Kiszamitjuk a kihalds idejének eloszlasdt.

Mivel a populécié kezdeti nagysdga N, ezért a problémat tekintsiik igy, mintha N
darab azonos generatorfiiggvényti, egymastél fiiggetlen elagazé folyamatunk lenne. A
generatorfiiggvénybdl kiolvashatd, hogy egy egyednek ¢ valészintiséggel 0, p = 1 — ¢
valoszintiséggel egy utodja sziiletik.

Kiszamitjuk, hogy milyen valészintiséggel hal ki a folyamat az n-edik, valamint
az (n — 1)-edik generacidig, és e kettd kiilonbsége adja a keresett eloszlast. Annak a
valészintisége, hogy az i-edik folyamat kihal az n-edik generécidig P;(T' < n) =1—p",
annak pedig, hogy mind az N kihaljon az n-edik nemzedékig: P(T <n) = (1 —p™)".
Az a valdsziniiség pedig, hogy mind az N torzs kihal az (n — 1)-edik generacioig:
P(T<n—1)=(1-p" 1N, A keresett eloszlds tehat:

P(T=n)=1-p")" = (1-p" )"
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2.4. Az utdédok oOsszlétszama

Ebben a szakaszban célunk a 7, = 1+ 57 + Sy + ... + S, valdszinliségi valtozo
vizsgalata lesz. Ez az 0sszeg nem mads, mint annak a szama, hogy hany egyed élt
az elagazé folyamatban az n-edik nemzedékig bezaréddan, a 0-adik generacids Ost is
beleértve. n — oo esetén megkapjuk a teljes létszamot, jeloljik ezt Z-vel. A 2.8 Tétel
miatt m < 1 esetén Z 1 valészintiséggel véges, m > 1 esetén pedig g valdszintiséggel
véges, 1 — q valoszinliséggel végtelen.

Jelolje a Z,, generatorfliiggvényét h,(z), az utédszam generatorfliiggvényét pedig a

szokdsos médon g(z). Igaz lesz a kovetkez6 tétel.
2.10. Tétel. hi(z) = z- g(2), n > 1 esetén pedig hy,(z) = z - g(hn-1(2)).

Bizonyitds: 7, = 1+ S; miatt a h;(z) generdtorfiiggvényben 2* egyiitthatéja P(Sl =
k — 1) kell, hogy legyen, hiszen a Z; értéke pontosan akkor lesz k, ha a kiindulési
egyednek (k—1) darab utédja sziiletik. Attérve a generatorfiiggvényekre hy(z) = z-g(z)
addédik. hg(z) = z jeldléssel a rekurzié igaz n = 1-re. Tegyiik most fel, hogy a formula
(n — 1)-ig igaz.

Vezessiik be a Z, = S) + 5> + ... + S, val6szinfiségi valtozét, generatorfiiggvényét
jeloljiik ﬁn(z)—vel. Az 1,2,...,n-edik nemzedék Z, szémi egyedeinek Gsszessége, az
els6 generacidbeli 6sok alapjan S; torzsre oszthatd. fgy En S; darab zk (k =
1,2,...,51) valésziniiségi valtozo Gsszegeként all els, ahol 7% az elss generacio k-
adik tagjatdl szarmazd nemzetség Osszlétszama az n-edik generdcidig (beleértve az els6

nemzedék k-adik tagjat is). Azaz:

Vildgos, hogy mindegyik 7 closzlésa megegyezik Z,,_; eloszlasaval, hiszen ZH i
egy (n— 1) generdcids csaldadosszlétszam, és tudjuk, hogy az eldgazé folyamat barmely
egyede ugyanolyan eloszlas szerint hoz létre Uj utédokat. Eredeti feltevéseink sze-
rint tovabba Z” (k = 1,2,...,5;) valészinfiségi valtozék fiiggetlenek. Igy Z\-k
kozos generdtorfiiggvénye h,_1(z) lesz. Tudjuk, hogy S; generatorfiiggvénye ¢(z), a
2.4 Tételt alkalmazva hy,(2) = g(hn_1(2)) adédik.

Zy =1+ Z, miatt pedig h,(2) = 2 - ho(2), azaz hy(2) = z - g(hn_1(2)). O
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Tekintsiik a h, fiiggvénysorozatot. Tudjuk, hogy 0 < z < 1 esetén g(z) < 1.
Igy hi(z) = z- g(2) < z = ho(2), majd a rekurziés osszefiiggést alkalmazva, induk-
ciéval adédik, hogy ha 0 < z < 1, akkor h,41(2) = 2 - g(hn(2)) < 2 - g(hn—1)(2) =
hn(z). Addédik, hogy a h,(z) fiiggvénysorozat pontonként konvergal valamely h(z)
fiiggvényhez a (0,1) intervallumon. Alkalmazhatjuk a generdtorfiiggvények folytonos-

sagi tételét.

2.11. Koévetkezmény. A h(z) hatdrfiggvény elédll Zak - 2F alakban, ahol aj, > 0

k=0
minden k-ra, €s Zak <1
k=0
Terjessziik ki a h fliggvényt a [0, 1] intervallumra: legyen h(0) = 0, és h(1) = Z ay.
k=0

fgy a h figgvény folytonos lesz [0, 1]-en. Vildgos, hogy i = 0,1,2,... esetén az a;

egyltthatok a lim Z, = ¢ hatareloszlassal egyeznek meg. Amennyiben a folyamat 1

n—oo
valoszintiséggel kihal, akkor mivel az 6sszlétszam 1 valészinliséggel véges, az a; sorozat
o0
valészintiségeloszlas lesz, azaz h(1) = E ar = 1 . Ha pedig a kihalds ¢ valésziniisége
k=0

kisebb, mint egy, akkor az Osszlétszam ¢ valdszintiséggel véges, 1 — ¢ valdszintiséggel
oo

végtelen, igy ekkor h(1) = Z ar = q < 1. A lim Z, = i hatdreloszldsokat a h fiiggvény

n—o00
k=0

segitségével szamithatjuk Kki.

2.12. Allitas.
(a) Tetszdleges 0 < z < 1 esetén h(z) at = z-g(t) egyenlet egyetlen t gyike.
(b) Tetszdleges 0 < z < 1 esetén h(z) < q.

Bizonyitds: Tudjuk, hogy h,(z) = z- g(hn_l(z)). Ha n — oo, akkor a g folytonossiga
miatt h(z) = z - g(h(z)) addédik, igy h(z) a t = z - g(t) egyenlet gycke. Beldtjuk, hogy
egyetlen ilyen gyok van.

Legyen ¢ a g(t) = t egyenlet legkisebb pozitiv gyoke (a kihalds valdsziniisége).
Legyen tovabba ¢(t) = z - g(t) és ¥(t) = t. (t) konvex fliggvény, igy a 1(t) egyenest
legfeljebb két pontban metszheti. ¢t = 0-ban (t) > 1¥(t), mig t = ¢ és t = 1 helyen
©(t) < (t). Ez azt jelenti, hogy a t = z - g(t) egyenletnek pontosan egy gyoke van 0
és q kozott, és nincs gyoke g és 1 kozott, amivel (a)-t és (b)-t is belattuk. O

Végiil meghatarozzuk Z varhaté értékét és szordsnégyzetét.
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2.13. Tétel.
o2

1
(i) m < 1 esetén E(Z) = T és D*(Z) = A=y ahol 0? az utddszdm
szordsnégyzete.

(i) m > 1 esetén E(Z) = oo, és D*(Z) = oo.

Bizonyitas: Nézziik eloszor a Z varhato értékét:

E(Z) :E<i5‘k> :E(Jﬂi&) :Ji_{gloE<iSk> :imk.

k=0

A Z, monoton noveked6 nemnegativ valdszinliségi valtozok sorozata, igy a Beppo
o0

Levi tétel miatt a limesz és a varhaté érték felcserélhetd volt. A Z m" Ssszefiiggésbél
k=0
pedig adédnak a varhaté értékre vonatkozo allitdsok. m > 1 esetén pedig E(Z) = oo

miatt D?(Z) = oo.
Legyen végiil m < 1. Tudjuk, hogy ekkor h(1) = 1. Tegyiik fel tovdbb4, hogy o>
véges. A h(z) = z- g(h(z)) osszefiiggést derivalva:

W(z) =g(h(z)) 4+ z- ¢ (h(z)) - I'(z), amibél:

_ g9(h(2))
1—2z- g’(h(z))
g (h(=)) - W) (1= 2 g (0(=)) ) +9(h(=)) (9 (1(2)) + 2 - " (h(2)) 1 (2))

<1 —z- g’(h(z)) ’

W(z)

h"(z) =
Végil némi szamolas utan
D(Z) = lim K'(z)+ lim () — ( lim h’(z)>2 -7
N z—1-0 z—1-0 z—1-0 o

adodik. O

23



3. Martingalok és elagaz6 folyamatok

Ebben a részben martingédlok segitségével fogjuk elemezni az eldgazé folyamatokat.
Az els6é szakaszban kimondunk néhany martingalokkal kapcsolatos allitdst, amit a
késobbiekben kozvetleniil ki fogunk hasznalni. Nem tériink ki a feltételes varhato
érték, a martingal és a megdllasi id6 definicidjara, ezek valamint az itt szereplo tételek
bizonyitdsai megtaldlhatéak az [5] forrdasban. A mésodik szakaszban igazolunk pér
egyszerl elagazd folyamatokkal kapcsolatos tulajdonsagot. Ezen allitasok szintén az
[5] irodalomban olvashatdak a kittizott feladatok kozott. Végiil a harmadik szakaszban
bebizonyitunk egy centralis hatareloszlas tételt az eldgazd folyamatokra. Az itt szerep-
16 két tétel az [1] forrasbdl szérmazik, a bizonyitas pedig az elsé két szakasz eredményei

alapjan torténik majd.

3.1. Felhasznalt martingalelméleti allitasok

3.1. Tétel (Martingal konvergencia tételek).

Legyen a W,, sorozat martingdl. Ekkor:

1. Ha W, korldtos L'-ben (azaz, ha sup,,cy E(|Wn\) < 00), akkor W, 1 valdsziniséggel
konvergens.

2. Ha W, korldtos L*-ben (azaz, ha sup, oy E(W2) < o), akkor W,, 1 valdsziniiséggel

és L?-ben is konvergens.

Ha a W, sorozat konvergens, jeloljiilk W-vel a hatarértékét. A martingaltulaj-
donsaghdl kovetkezik, hogy E(|W,|) < oo, és E(Wy) = E(W;) = E(Wy) = ...
varhaté értékek megegyeznek. Az 1. Aallitasbol kovetkezik, hogy nemnegativ mar-
tingdl 1 valdszintiséggel konvergens. Ha W, L?-ben is korlatos, akkor tetszbleges n-re
E(W) = E(W,), é DX(W,) = E(W?2) — (E(W,)))” — E(W?) — (E(W))® < oo miatt
D*(W,,) — D*(W) < oc.

3.2. Tétel. Legyenek az Y1,Ys, ... figgetlen, azonos eloszldsiu valoszinidségi vdltozok,
és jelolyik Fp-nel az Y1,Ys, ..., Y, dltal generdlt o-algebrat. Legyen Z megdlldsi ido
(Fn)-re nézve, és tegyiik fel, hogy Z < oo. Ekkor Yz.1,Yz1o,... is fiiggetlen, azonos

eloszldsi valoszintségi valtozok, melyek ugyanolyan eloszldsiuak, mint az eredeti sorozat.

Bizonyitds: Elég belatnunk, hogy az R* tetszéleges B, Borel-halmazdra fenn 4ll az

alabbi egyenloség:

P((Va1 Youa o Yaur) € Bi) = P((Vi.Ya,. .. Ye) € By).
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A bal oldalt a teljes valosziniliség tétele alapjan kifejtve:

3 P((YZH,YZH,...,YZM) € By ’ Z :n) P(Z=n) =

n: P(Z=n)>0

= > P((Yar Yoz Yorr) € Be| Z=n) - P(Z =n).

n: P(Z=n)>0

Tudjuk, hogy a Z megallasi ido, igy a {Z = n} esemény eleme az F, o-algebranak.
fgy (Yoi1, Yoio, ... ,Y,Hk) és Z = n figgetlensége miatt a fenti egyenlet

- Z P((Yn+17yn+2a e 7Yn+k) S Bk) . P(Z = n) =

n: P(Z=n)>0
= > P(iYe. M) €B) - P(Z=n) =

n: P(Z=n)>0

= P((Yi,yé,,yk) EBk>>

amivel az allitast belattuk. O

3.1. Definicié. Legyenn =1,2,... ésk =1,2,... esetén X, valdsziniségr valtozo,
Foi pedig o-algebra. Azt mondjuk, hogy (X, i, Fn ) martingdldifferencia széridk soroza-
ta, ha

(1) For-1 C Fuk, (€és legyen F, o tetszbleges o-algebra, amire Fpo C Fni);

(i) Xy Fnr-mérhetd;

(iii) E(Xng | Fugk—1) =0.

Tegyiik fel mostantol, hogy rogzitett n = 1,2,... esetén az X, valtozdk koziil 1
valészintiséggel csak véges sok kiillonbozhet az azonosan 0-t6l. Erre a megszoritasra
egy késobbi tétel miatt lesz sziikséglink.

Szamunkra a fenti definicié lesz a legpraktikusabb, de sok esetben szemléletesebb,

ha egy avval ekvivalens tulajdonsagot tekintiink.

3.3. Allitas. (X, Fax) pontosan akkor martingdldifferencia széridk sorozata, ha meg-
adhatd olyan &, (n = 1,2,... , k = 1,2,...) valdszintiségi vdltozokbol dallo kettds
sorozat, amelyre
(1) rogzitett n =1,2,... esetén &, (k= 1,2,...) martingdl sorozat F, j-ra nézve,
(ii) rogzitett n =1,2,... esetén X, 1 = &na €8 Xpgp = Enp — Eni—1, ha k =2,3,.. ..

Egy martingaldifferencia sorozat n szerinti tagjait széridknak fogjuk nevezni. Be-

vezetlink néhany hasznos jelolést. Legyen X, ;, az n-edik széria els6 k tagjanak osszege,
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és legyen Y, az az Osszeg, melyben az Osszes tagot adjuk Ossze. Azaz:

k 00
En,k’ = E Xn,j es En = E Xn,j-
J=1 J=1

Tegyiik fel, hogy a martingaldifferencidk négyzetesen integralhatoak. Legyen ekkor:
0-721,k = E(X?zk | Fn,k—l)-

Vegyiik észre, hogy 0721,1@ feltételes szorasnégyzetet definidl, hiszen ha az X,  soro-
zatra ugy gondolunk, mint egy &, , martingal sorozatbdl képzett martingaldifferencia

széridkra, akkor:
Ui,k = E((énk - 5n,k-1)2 | fn,k—l) =

E((gn,k - E(gn,k | Fn,k—l))Q | ‘/Tn,k—l) = DQ(&n,k | fn,k—l)-

Jelolje ezen feltétes szérasnégyzetek Osszegeit

k 0o
2 _ 2 2 _ 2
mG = Zam és V5= Z T
j=1 j=1

Bevezetjik még a Lindeberg-osszegeket. Legyen

Lin,e) =Y B(X2, - x{|1Xuxl > e} | Fupr),

k=1

ahol y az indikator fiiggvényt jeloli. Ezzel a jeloléssel a Lindeberg-feltétel akkor teljestil,
ha minden ¢ > 0-ra L(n,e) —, 0, ha n — oo, ahol a p a sztochasztikus konvergenciat

jeldli.

3.4. Tétel. Legyen (X,p, Fnr) (n = 0,1,2,..., k = 1,2,...) olyan martingdldiffe-
rencia széridk sorozata, ahol F,_1 C Fni. Tegyik fel, hogy:

(i) V2 —, V2, ahol V >0 1 valdszindséggel,

(ii) L(n,e) —p 0 minden € > 0-ra (azaz teljesil a Lindeberg-feltétel).
Ekkor

% o N(0, 1),

n
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3.2. Egyszeri martingalok

Tekintstink egy eldgaz6 folyamatot. Az eddigi jeloléseinkkel Gsszhangban jelolje
X ’gn) az n-edik generacio k-adik tagjanak utédszamat, S, az n-edik nemzedék 1étszamat,
q a kihalas valdszintiségét, tovabba 7, az 1 + S; + ... + S, Osszeget. TetszOleges
n=20,1,2,...és k=1,2,...,5,_1 esetén az X,E") valészintiségi valtozok fiiggetlenek

2 szérasnégyzettel.

és azonos eloszlasuak, m varhaté értékkel és o

Spa1 nagysagat valamely rogzitett m + 1 érték esetén az m-edik generaciés 6sok
hatarozzak meg, a korabbi nemzedékek egyedeinek mar nincs befolyasa S, 1 1étszamaéra.
Formélisan: E(S,y1 | Sn = Sny Sn1 = Sp1y---,91 = 81) = E(Sps1 | Sn = s,), azaz
az S, sorozat Markov-lanc. Meghatarozzuk az FE (Sn+k | Sn) feltételes varhato értékét.

Az alabbi allitasra fontossdga miatt két bizonyitast is adunk.
3.5. Allitas. E(S,.y | S,) =mF-S,.

1. Bizonyitds: Az (n-+k)-adik generaciét ugy is tekinthetjiik, hogy az n-edik nemzedék
minden egyede egymastol fiiggetleniil az eredetivel azonos generatorfiiggvényti elagazo
folyamatot indit, és vessziik ezen 1j folyamatok k-adik nemzedékeinek Osszességét. A
2.6 Tétel miatt az n-edik generdcié barmely egyedének k 1épés milva varhatéan m”

leszarmazottja lesz, innen pedig S, értékének ismeretében mar adodik az allitas. O

2. Bizonyitas: Teljes indukciot hasznalunk. k = 1 esetén:

Sn
=1

sn> =S, -B(X™)=m-8,.

Tegyiik fel, hogy az allitas igaz k-ra. Ekkor k + 1 esetén:
E(Sptks1 | Sn) = E[E(Sn+k+1 | Snths Snkts - - -+ Sn) ‘ Sni| =

E |:E(Sn+k+l ’ Sn+k7 Sn+kfl> ) Sn) ‘ Sn] = E(m : Sn+k ’ Sn) = mk ' Sm
kihasznédlva a Markov tulajdonsagot és az indukcids feltevést. O

Sh ,

Ez az éllitas adja az Otletet, hogy vizsgaljuk a W,, = — (n=10,1,2,...) val6szi-
mn

niiségi valtozokat. Jeloljiik F,-nel a Wy, Wy, ... W, altal generalt c-algebrat. A

kovetkezd tételben tegytik fel, hogy az elagazd folyamatban m > 1.
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3.6. Tétel.
(i) A W, sorozat martingdl JF,-re nézve.
(il) W, 1 wvalészindiséggel konvergdal eqy W wvaldsziniségi vdltozohoz.

2
(iii) Ha o? véges, akkor E(W) =1 és D*(W) =

o
m-(m—1)
Bizonyitas:
(i) A W, sorozat martingal hiszen:

(a) n=0,1,2,... esetén W,, F,, mérheto;

o) B = B(22) = 1< o0

(¢) A 3.5 Allitds miatt pedig

1 1
P (St | ) = Su - — = W

E(Wii | Fn) = e

(ii) W, korlatos L'-ben, igy létezik a lim W, hatarérték 1 valészintiséggel.

n—oo

n
;, m'—1

(iii) A 2.6 Tétel alapjan S, szérdsnégyzete o - m™ ' - 1 [gy:
S, 1 n_q 2 1
vy =2 (S) o Ll 2 (L)
mn m2n m—1 m-(m—1) mn
Beléatjuk, hogy W, korldtos L?-ben:
E(W?) = (E(W,))* + D*(W,,) = 1+ . P 0,
" m - (m—1) mn

ahol kihasznaltuk, hogy o2 < oco. A 3.1 Tétel miatt W, konvergens lesz L2-ben,
tovdbbd az is adédik, hogy E(W) = lim E(W,) = 1, valamint lim D*(W,) —

D?(W), ami W szérasnégyzetére a bizonyitandé Gsszefiiggést adja. O

Megjegyezziik, hogy a tétel (i) és (ii) pontja igaz m < 1 esetén is. Kovetkezo
tételiinkben megmutatjuk, hogy W értéke és a kihalds ¢ valdszintisége kozt szoros

Osszefliggés van.
3.7. Tétel. P(W =0) =¢q

Bizonyitds: Az elagazd folyamat n-edik nemzedéke az elsé generdcids 6sok alapjan

Sy torzsre oszthaté. Jelolje Sfﬁl (1=1,2,...,51) az els6 nemzedék i-edik egyedének
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utodainak szamat az n-edik generaciébol. Vildgos, hogy ezzel a jeloléssel:

S1
Z S =8, amibél azt kapjuk, hogy:

=1

s
Sp 1 (S S )
o o nfl—{— nfl_l—"'_‘_ n—1 |’
m m \m m m
(i)
Az elébbi tétel miatt minden "_11 (1=1,2,...,81) sorozat 1 valésziniiséggel kon-
mn-
vergens, jelolje Wy, Wy, ... Wy, ezen sorozatok limeszeit. Vegylk észre, hogy minden

W,; ugyanolyan eloszlasi, mint W, tovabba a tagszamot meghatarozo S; a W;-ktdl
fiiggetlen. A W = 0 esemény pontosan akkor kovetkezik be, ha W; = 0 minden
i=1,2,...,51 esetén. A fentiek miatt pedig ez azt jelenti, hogy

S1
PW=0]|8)=(PW=0))". (9)
A teljes varhato érték tétele miatt

PW=0= Y P8 =i)-PW=0|8=i)=EPW=0]|5)).

7: P(S1=i)>0

A (9)-et felhasznalva pedig adédik, hogy

E(P(W=0]8))= > PSi=i)-(P(W=0) =g(P(W=0),
i: P(S81=1)>0

ahol g az utédszam generatorfiiggvénye. Azt kaptuk, hogy

Tudjuk, hogy a g fiiggvénynek legfeljebb két fixpontja lehet, és g(z) = z legkisebb
nemnegativ gyoke a kihalas valdszintisége. m < 1 esetén ¢ = 1, igy ekkor sziikségképpen
PW =10) = q =1. m > 1 esetén pedig ¢ < 1, de E(W) = 1 miatt ekkor
P(W =0) < 1, igy ekkor is teljesiil P(W =0) =¢. O

Jelolje @) azt az eseményt, ha a folyamat kihal.

3.8. Kovetkezmény. A W =0 és a QQ események szimmetrikus differencidja 0 valo-

S2iniséqi.

29



A szakasz zarasaként egy masik érdekes sorozatrél mutatjuk meg, hogy martingal.

3.9. Allitas. Jelolje S, az n-edik nemzedék létszamat, q pedig a kihalds valoszinidségét

eqy eldgazd folyamatban. Ekkor a Q, = ¢°* sorozat martingdl.
Bizonyitas: Jelolje F,, az Sy, Si,...,S, altal generalt o-algebrat. Ekkor:
(a) n=0,1,2,... esetén a Q,, F,-mérheto.
(b) E(|Qx]) Z P(S, =1)-q¢" = gu(q), ahol g, az n-edik nemzedék létszdmanak

generatorfuggvenye g < 1 és a generatorfiiggvény tulajdonsagaibol adodik, hogy
gn(q) <1 < o00. Az is vilagos, hogy ¢,(q) értéke éppen ¢ lesz.

()

Sn—1 X(n—l)
i

E(Qn ’ -,’tn71> — E(qs” ‘ Snfl, e 750) = E(qzzzl

S,H).

Kihasznélva, hogy az Xi(n_l) (i=1,2,...,5,_1) valoszintiségi véltozok fiiggetlenek és

azonos eloszlasuak:

Sn_1 00 Sn—1
- (E (" >)) = (Z P =) qﬂ‘> = (9(a)™" =™ = Qu-r.
j=0

3.3. Centralis hatareloszlas-tétel elagazé folyamatokra

Tegyiik fel ebben a szakaszban, hogy P(X(" = 0) =0, és P(X > 1) > (. Ekkor
minden egyednek legaldbb egy utddja sziiletik, azaz a folyamat bizonyosan nem hal ki.
Tudjuk, hogy ekkor W # 0. Ezen feltételek mellett az els6 n generacid osszlétszaméanak

ismeretében az utddszam varhato értékére a kovetkezo becslés adhato:

Si+So+...+ 85,
So+S1+...+S,1

Hn =

3.10. Tétel. p, 1 valosziniséggel tart m-hez, ha n — oo.
Bizonyitas: Megmutatjuk, hogy

1+8+...48,
1+m+...+m"

— W 1 valészintiséggel. (10)
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Tekintsiik ehhez az alabbi becslést.

1+&+m+&_w_[%ﬂmWﬁ”+m”mu
l+m+...+mn n l4+m+...+mn

S
[

ZﬂfoWﬂ

1=N+1

D m (W= W)

= — <

Zm"-(wi—W)

+

tetszoleges N < n esetén. n — oo esetén az elsd tag tart 0-hoz. A masodik tag pedig

feliilr6] becsiilheté a sup;s . [Wi — W| értékkel. Igy

I1+5+...+5,

-w
I+m+...+m"

lim sup

n—oo

< sup | W; —W | tetszoleges N esetén.
i>N

W, — W 1 valészinliséggel, igy megfelel6 N valasztasaval a jobb oldal tetszolegesen
kicsivé tehetd, igy a jobb oldal tart a 0-hoz, amib6l mar adédik a (10) Gsszefiiggés .

Nyilvan igaz lesz az is, hogy

1+S4+...+8,

IS — W 1 valészintiséggel, (11)
m+m oo EmP
és S g
] _:_ :L+ ++ - —m-W 1 valésziniiséggel. (12)
m+ ... +m""
(11) miatt

So+S1+...+Sn_1
m4+m2+...+mn-1

— W 1 valészintiséggel,
(12) miatt pedig

Sy +Sy+...+ 8,
m4+m2+ ... +mnl

— m - W 1 valdoszinliséggel.

Végiil az utolsé két hatarérték hanyadosabdl a tétel allitasat kapjuk. O

Megjegyzés. Megmutathato tovabbé az is, hogy ha az Sy, Sy, ..., S, mennyiségeket

figyeltiik meg, akkor pu, lesz a maximum-likelihood becslés m-re.
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3.11. Tétel (Centralis hatareloszlas-tétel eldgazé folyamatokra).

VW +m+m24 ... +mn1) - (u, —m) —4 N(0,0?),

ahol d az eloszldsbeli konvergencidt, N(0,0?) pedig a 0 vdrhatd értékii o* szérdsnégyzetii

normdlis eloszldst jeloli.

Bizonyitas: Legyenek Y7, Y5, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok, és
eloszlasuk egyezzék meg az egy egyed altal létrehozott utédok szamanak eloszlasaval.

Definidljuk a Z, (n = 0,1,2,...) sorozatot a kovetkez6 médon. Legyen Z; = 1 és

k
Znp1 =1+ F(Zy,), ahol F(k) jeléli a ) Y Gsszeget.
i=1
Megmutatjuk, hogy Z,, tetszoleges n = 0, 1,2, ... esetén megallasi id6 az Y; sorozat

természetes filtracigjara nézve. Ezt n szerinti indukcioval tessziik. Vildgos, hogy n = 0
esetén {ZO = k:} € Fr = o(Y1,Ys, ..., Yy). Tegyiik fel, hogy az allitas igaz (n — 1)-ig.
Ekkor

(Zo=kY ={F(Z, 1) =k—1} = U{{F(j) —k=-1}n{Z1=j}}

F(j) € F;, valamint az indukciés feltevés miatt {Z,_1 = j} € Fj, igy a jobb oldalon
minden esemény mérheté Fj_q-re nézve. fgy {Zn = k} € Fi, azaz Z, megallasi ido6.
A 3.2 Tétel miatt tetszélegesn = 0,1,2, ... esetén az Yz 11, Yz, 1o, ... valoszintiségi
valtozdk egymastol és Z,,-t0l fiiggetlenek és az eredeti Yy, sorozattal azonos eloszldsuak
lesznek. Azt kapjuk, hogy:
Zy=1=5p;

Zl—Zozylzsl;
Z1—Zo
Ly — 2y = Z Yzy+5 = 52
j=1

Zn_Zn—l

L1 — Zp = Z Yz, 14+j = Snt1

J=1

fgy az eddigiekkel 6sszehangban Z, =1+ 51+ ...+ 5,.
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Tekintsiik az alabbi (X, x, Fn ) sorozatot. Legyen n,k =1,2,... esetén

1

\/1 +m + mn—1 ' (Yk B m> ) X{k S Zn—l}, és

Xn,k -

Fok = O'{Yl, Ys, ... ,Yk} generalt o-algebra.

Az X, i kettOs sorozat tagjai az alabbi alaktak lesznek:

(Y1—m), 0, 0,...;
1 1 1
m'(yi_m)7 \/H—m(yé_m)v e m'(YZl_m)a 07 07~--;
1 1

(Yi—m), ..., (Yz, ,—m), 0, 0,...;

Vi+m+...+mn1 \/1+m+...+mn—1'

Vildgos, hogy (X, x, Fnx) martingdldifferencia széridk sorozata. Meghatarozzuk a

széridk Osszegeit, illetve a feltételes szorasnégyzeteik Gsszegeit.

o F(Zn_l)—m-Zn_l 7(51—|—SQ++Sn)—m(1+5'1—|—+5’n_1)
Vi+m+...+mn1 Vi+m+...+mn!

Y

n

(Yk—m)2'X{k < Z, 1} UQ'X{k < Z, 1}
—1 fn,k—l - 717
1+m+...+m" l+m+...+mn

onr=E(X0 | Fupmr) = E(

0'2an1 2 1+Sl+—|—Sn,1

anl
V2= o2 = =0°- .
" ; o l4+mA4 4 mnt I+m+...+mnt

Belatjuk, hogy az (X, x, F, ) martingaldifferencia széridk sorozatara teljesiil a 3.4
Tétel (i) és (ii) feltétele.
(i) A 3.10 Tétel miatt V2 — o - W trividlisan teljesiil.

L(n,e) =

- iE< (Vi — m)? X{ Yy — m| > 5} | ]:n’k_1> ‘X{k < Zn_l} =

T+m+...+m =\ Vitm+.. tm?
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anl
1

. — 2. — n71>
L+m+...+mn? k:1E<(Yk m)” x{[Ye —m[>evVi+m+.. +mrl).

Kihasznalva, hogy az Y, k=1,2,..., 7, 1 valtozdk fiiggetlenek és azonos eloszlasuak:

I+ S+ S
1+m—+...+mn!

-E((Yl—m)z-x{\Yl—m|>€\/1+m—|—...—|—m"*1}>.

Tetszbleges € > 0-ra evV/1+m+...+m" 1 — oo, han — oo, igy a Lebesgue-féle

dominalt konvergencia tétel miatt:

E<]Y1—m|2x{|Y1—m] >€\/1+m—|—...—|—m"—1}> — 0, han — oo.

Az elso6 tort pedig 1 valdszintiséggel W-hez tart, igy korlatos marad. Tehat tetszoleges
e > 0-ra L(n,e) — 0 1 valészintliséggel, és igy sztochasztikusan is.

X
A 3.4 Tétel miatt S N(0,1). Azaz:

n

Yo (S1+S+ . 4+ Sy)—m-(1+Si+ .+ Sh)

v, o VIFS ... F 5

VIFS +.. F5,, S+ Sy + ...+ 8,
= . —m =
1+S1+...4+ 5,1

g

VIS L+ S
o

(pt, —m) —4 N(0,1).

Tudjuk tovabba, hogy

1+S+...+8, )
\/ +Si+. S W, fey
1+m+...+mnr!

%-\/W(1+m+...+m”‘1)-(un—m) —a N(0,1).

Innen pedig o-val valé szorzas utan adodik a tétel allitasa. O
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ésszefoglalés

A dolgozat els6 részében megvizsgaltuk az elagazé folyamatok legfontosabb jellem-
z6it. Kiszamitottuk az n-edik nemzedék lélekszaméanak generatorfliggvényét, varhatod
értékét valamint szorasnégyzetét. Az utddszam generatorfiiggvényének segitségével
megmutattuk, hogyan lehet a kihalds valdszintiségének pontos értékét meghatarozni,
az utdédszam varhato értékének ismeretében pedig egyszeriien ellendrizhetd feltételt
adtunk a kihalasra és annak idejére a szubkritikus, kritikus valamint szuperkritikus ese-
tekben. T6bb érdekes példat is mutattunk a szereplo tételek alkalmazéasaira. Megvizs-
galtuk a kezdeti s leszarmazottainak szamanak generatorfiiggvényét, varhato értékét
és szérasnégyzetét.

A masodik részben martingédlok segitségével elemeztiik az elagazé folyamatokat. Az
E(Sn+k | Sn) feltételes varhato érték segitségével belattuk, hogy a W, = m—z sorozat
martingal. Megvizsgaltuk ezen sorozat konvergencidjat, és a hatarérték kapcsolatat a
kihalas eseményével. Az utolso szakaszban a szuperkritikus esettel foglalkoztunk. Az
els6 n generaci6 oOsszlétszamanak ismeretében becslést adtunk az utdédszam véarhatéd
értékére, majd eddigi eredményeink segitségével bebizonyitottunk egy eldgazé folya-

matokra vonatkozd centralis hatareloszlas-tételt.

Koszonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom témavezetémnek, Moéri Tamds Tandr Urnak a dolgozatom
elkészitésében nyujtott nélkiilozhetetlen segitségéért. A késziilo6 munka tobbszori fi-
gyelmes elolvasasaval, a pontatlansdgok kijavitasaval, valamint hasznos tartalmi és

formai tanacsaival nagyban hozzajarult a dolgozat végleges formajanak kialakitasahoz.
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