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Bevezetés

A szakdolgozatban a Mandelbrot halmaz egy altaldnositaséval foglalkozunk. Vizs-
galataink alapdtletét az adja, hogy az iteraciot leiro fliiggvényt szétbontjuk valos és
képzetes részre, majd azt figyeljiik, hogy ezen valos fiiggvények kiilonboz6 valtoz-
tatasa a Mandelbrot halmazon milyen torzulast okoz. Vizsgaljuk tovdbba a halmaz
és a hozza tartozo Julia halmazok Osszefiiggéségét.

Az els6 fejezetben a témakor elméleti hatterét foglaljuk Gssze réviden, a sziik-
séges definiciok, allitasok és tételek segitségével. Az alfejezetekben a Riemann-féle
szamgodmb definicibja és konstrualasa taldlhato, a Fatou és Julia halmazokkal kapcso-
latos fontosabb &sszefiiggéseket, majd a halmazok lokalis tulajdonsagait vizsgaljuk.
A fejezet végén a kitoltott Julia halmaz altal keriiliink kozelebb a cimben emlitett
halmazhoz.

A maésodik fejezetben magaval a Mandelbrot halmazzal foglalkozunk. Pontosan
definidljuk a halmazt, majd réviden Gsszegeziink Benoit Mandelbrot munkéssagat
és az OsszefiiggGségrol szolo cikk tartalmat ismertetjiik. A fejezet végén a egy nem
tal ismert megkozelitést vazolunk, ez a szakdolgozat téméja.

A kovetkezd részben az altalam irt programok koédjai szereplenek és rovid is-
merteté a miikodésiikrol.

Az utolso fejezet két kérdést fogalmaz meg, melyekre megprobalunk valaszt adni.
Ebben a fejezetben van leirva a sajat eredményiink. Az érhetGség érdekében sok

képpel illusztraltuk a leirtakat.



1. fejezet

Alapfogalmak és tételek

A fejezetben megismerkediink a fontosabb definicidokkal és tételekkel. Ahol sziik-

séges példat is mutatunk.

1.1. Riemann-gémb

Tortlineéris leképezések vizsgalatanal érdemesebb a komplex sikot egy oo ponttal
kiegésziteni, amelynek a kornyezetei a korlatos halmazok komplementeri, és tugy
tekinteni, hogy a z +— (az+b)/(cz + d) leképezésnél —d/c képe oo és a 0o képe a/c.
Az igy kiegészitett komplex sikot Riemannn-féle szamgobnek nevezziik és C jeldljiik.!
A szamgomb elnevezés azért helyénvalo,
mert a sik és az egységgdmb feliilet
kozott bijekciot lehet adni, ezt hivjuk
sztereografikus projekciénak.

A vetités alapgondolata az, hogy a
gomb déli polusat (S) és a

komplex szamsikon az origot feleltessiik

meg egymasnak. A sik minden pontjat (A illetve B) kossiik Gssze az északi polussal
(N), ahol ez a szakasz metszi a gombfeliiletet ott lesz a komplex szam képe (A’ illetve
B’). Ahogy az origotol tavolodunk a sikon, azaz a komplex szam abszolutértéke tart

a végtelenhez, tgy kozelediink a gombfeliileten az északi polushoz, de azt soha nem

1Jarai Antal: Modern alkalmazott analizis
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érjiik el, ez feleljen meg a oo képének. Az igy kapott leképezés kolesonosen egyértelmi
a Riemann-féle szamgomb és az egységgdmb feliilet kozott.

Vizsgaljuk meg a sik és a gombfeliilet konvergencia viszonyait is. Mindkét irany-
ban folytonos a megfeleltetés, igy ha a sikon z, — z, akkor a gombon is igaz lesz
a konvergencia, azaz z,, — 2’. Ez nyilvan valo a z # oo esetben. Ha z, = oo akkor
a konvergenciat éppen a gombi képe utan értelmezziik, vagyis a z, — oo jelenti a
|zn| = co. Emiatt nem kell a —oo-t hozza venni a Riemann-gémbhoz.

Ezek utdn konnyen meggondolhat6, hogy a szakasz képe geodetikus szakasz, az

egyenes képe pedig egy, az északi poluson dthaladé kor.

1.2. A Julia halmaz

1.1. Definicié. Legyen D C C tartomdny. F elemei g : D — C holomorf
fuigguények. F-et normdlis csalddnak nevezzik, ha minden g, € F sorozatnak van

D-n lokdlisan egyneletesen konvergens részsorozata.

1.1. Megjegyzés. Weierstrass tétele miatt a részsorozatok is holomorf fiigguényhez

konvergdlnak.

Ezt szoktak &altalaban normalis csaladnak nevezni. Nekiink egy altalanosabb

definiciora lesz sziikségiink.

1.2. Definicié. Legyen D C C, ami a gomb feliletet résztartomdnya. F-nek D-n
meromorf fiigguények az elemei. Ezeket a figguényeket f : D C S? — S? fiigg-
vényekkel azonositjuk, ahol S? = {x,y, z : 2*+y*+2% = 1}. Az F normdlis csaldd,

ha létezik gy, lokdlisan egyenletesen konvergens rész sorozata a gomb feliileten.

1.2. Megjegyzés. A 1.1 és a 1.2 definiciok nem teljesen ekvivalensek, még akkor
sem ha F csak holomorf figguényeket tartalmaz.
Példaul: legyen f(z) = 2" alaki figguények, az eqység kor kilsején a 1.1 definicio
szerint nem tartozik f normdlis csalddjiba, mig a 1.2 definicio szerint bele tartozik,
mert 2" lokdlisan eqyenletesen tart a véglelenhez.

Az viszont igaz, hogy ha F csak holomorf fiigguényekbdl dll és a 1.1 difinicio

szerinti normdlis csaldd, akkor minden g, sorozathoz taldlhato olyan gy, részsorozat,
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melyre lokdlisan egyenletesen konvergdl vagy egqy g holomorf fliggvényhez vagy a
végtelenhez, azaz Vv g, sorozathoz 3 gy, részsorozat: vagy gy, — g, ahol g holomorf

vagy g, — oo lokdlisan egyenletsen.

1.1. Tétel (Vitali-Montel). Ha létezik olyan K>0 szam, hogy minden g € F

esetén | g |< K, akkor F normdlis csaldd.

1.3. Definici6. Legyen f°(z) = id, fo1(2) = f(2), f%(2) = fo f(2), ... ,f"(2) =
fofo..of(z), azaz f°" az n-szeres iterdlt.
—_—

1.4. Definicié. Legyen f : C — C raciondlis tortfiggvény. Ha zy-nak van olyan D
kérnyezete, melyre fo D-n normdlis csaldd akkor zo € F(f), azaz zy az f figgvény
Fatou halmazdban van.

A J(f) = C\F(f) az f fiiggvényhez tarozé Julia halmaz.

Egy egyszeri példa a Julia halmazra: a f(z) = 2? fiiggvény. Vizsgaljuk meg,
hogy ennek a leképezésnek mi a Julia és mi lesz a Fatou halmaza!

Azt allitom, hogy az f-hez tartoz6 Julia halmaz az egységkorvonal. A tér tobbi
része azaz az egységkor kiilseje és belseje pedig az f-hez tartozo Fatou halmaz. Ezt
kénnyen be tudjuk latni, ha a definicidkat ellenérizziik.

Nézziik elsGszor az egységkor belsejét. Ha r<1, akkor f°*(B(0,r)) = B(0,7?"), tehat
f lokalisan egyenletesen konvergal a 0-hoz B(0, 1)-en. Hasonléan meggondolhatjuk,
hogy a kor kiilseje is a Fatou halmaz része.

Az egységkorvonal barmely kis kdrnyezetében van olyan pont, amely a végtelen-

hez és olyan, amely a 0-hoz konvergal, ezért nem lehet a F'(f)-ben.

OOOUC

-0.076023-0.0058481 0.076023-0.181267i 0.134503+0.017544i -0.169591+0.157895i

1.1. 4bra.

C = J(f)J F(f) 6sszefiiggés miatt az egységkorvonal az f-nek a Julia halmaza.

Kivételes ez az eset, abban, hogy a Julia halmaz nagyon sima, egyszert. Altalaban
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sokkal Osszetettebb. Nézziik meg, hogy kicsi perturbacié esetében hogyan viselkedik
a Julia halmaz. Vegyiik a f(z) = 2% + ¢ fiiggvényt, ahol ¢ € C és kicsi abszultt
érteki.

Ekkor a Julia halmaza mar nem kor lesz, hanem a kor egy perturbaltja. Minél
nagyobb a c¢ abszolutértéke annal nagyobb lesz az eltérés a kortdl (1.1).

Nagyobb abszolit értékt konstans ese-

‘%”;
tén mar semmilyen hasonlésdg nem i&v? B ?Q,ﬁq\i:}é
mﬂnﬂ*\ ,..W""s ‘Q‘J j? V{Q(
2 o p = e ", o
fedezhets fel az korrel. A 1.2 képen a X {g\% %‘%ﬂ» P
tn. Douady nytl lathato, mely a ¢ = é:ggm;;vs“;j e o)
4 K
—0.12256540.744864i ponthoz tartozik. g v
A bt
Ez a halmaz Adrien Douady francia 9?"3\ £ A
g"‘k B, [ PR
matematikusrol kapta a nevét, és jol ) ;w;}% Y
WA N [
szemlélteti a Julia halmazok komplexi- i (é’f i”"@g“fﬁ;}
o3 -
tasat. %
2p = 00 esetén a g(z) = ﬁ fiigg- 1.2. abra.

vényt vizsgaljuk a 0 pontban, mert az

igy kapott 10j fiiggvény a 0-ban ugyan tgy viselkedik, mint az eredeti a oco-ben.
1.1. Allitas. Ha f foka legaldbb 2, akkor J (f)-ben nincs izoldlt pont.

1.2. Allitas. J(f) invaridns f-re nézve, azaz f(J(f)) = f~1(J(f)) = J(f).

1.3. LokAlis vizsgalat

Most a pontok lokalis kornyzetét vizsgaljuk meg és osztalyozzuk.

1.5. Definicié. Legyen zg f-hez tartozo fixpont. Ekkor a fizpont sajdtértékén a
f'(z0)-t értjiik, ha zy # oc.

1
f(3)

Ha zy = oo, akkor vegyiik a g(z) = segéd figguényt. Ebben az esetben z
f-hez tartozo sajdatértékén g’(0)-t értjiik.

Jelolés: \¢(zy), ha [ €s zy egyértelmd akkor A-val jelolink.

1.6. Definici6. Azt mondjuk, hogy zo az f fiigguénynek
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e vonzd fizpontja, ha sajdtértékénck abszolitértéke kisebb eqynél, azaz |\ < 1,
e szupervonzo fixpontja, ha sajdtértéke 0, azaz X =0,

e taszito fixpontja, ha sajdtértékének abszolutértéke nagyobb eqynél, azaz

|A] > 1.

1.7. Definicié. Legyen zy az f figguény k-hosszi periodusa. Ekkor o periodikus

pont sajdtértékén a (f°F) (20)-t értjik, ha 2o # oo.

1.8. Definici6é. A vonzd, szupervonzd és taszitd periodikus pont az elébbiekhez ha-

sonloan definidlhato. Azt mondjuk, hogy zo
e vonzd periodikus pont, ha || < 1,
e szupervonzo periodikus pont, ha A =0,
e taxité periodikus pont, ha |\ > 1.

Legyen Dy = B(zp,¢) € > 0. Jelsljiik Dj-gyel f~!(B(20,¢))-nak azon kompo-
nensét, amely tartalmazza zo-t. Hasonldé gondolatmentet alkalmazva D, legyen az
f~Y(D,_1)-nak azon komponense, amely tartalmazza zo-t.

Konnyen meggondolhat6, hogy ezen tartoményok monton névé sorozatot alkot-
nak, azaz Dy oCO Dic..cD,,CD,cC..

Legyen D = U D,,. Ekkor D a zy-hoz tartoz6 vonzasi tartomany.
n=0

1.3. Megjegyzés. D fiiggetlen -tol.

1.2. Tétel. Minden vonzo periodikus pont pdlydja a Fatou halmazban van. Tehdl
D C F(f), de 0D C J(f).

Minden taszité periodikus pont pdlydja a Julia halmazban van.

1.9. Definicié. Azt mondjuk, hogy zo kritikus pont, ha zy # oo, f(z0) # oo, de
f'(z0) = 0 teljesiil.

1.3. Allitas (Kritikus pont). Legyen f raciondlis tortfigguény, 2o [-nek egy vonzd
fizpontja, és w zy vonzdsi tartomdnya. Ekkor w tartalmazza flegalabb eqy kritikus

pontjdt.
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1.10. Definici6. Egy periddikus pontot parabolikusnak (f°"(z9) = zo) neveziink,

ha a sajatértéke 1 és az f°" nem az identitds.

1.4. Megjegyzés. f°" csak akkor lehet identitds, ha f olyan linerdris tortfiiggvény,
amelynek két fizpontja van, melyeknek sajdtértéke n-edik eqységqyok.

1.3. Tétel (Koenigs). Legyen f(z) = Az + a92? +az2® + ... Ha |\ # {0, 1}, akkor
ha létezik 0-nak olyan nyilt kornyezete S, és létezik ¢ : S — C raciondlis tortfiggvény
#(0) =0, w = ¢(z), hogy po fod™ 1w Iw linedris leképezés, és ¢ konstanssal

valo szorzds erejéig eqyértelmd.

1.4. Tétel (Bottcher). Legyen f(z) = > 07, a,2", ahol k > 2, a;, # 0 raciondlis
tortfiigguény. Akkor ha létezik 0-nak olyan nyilt kérnyezete S, és létezik ¢ - S — C
leképezés ¢(0) = 0, w = ¢(2), hogy o fo™ :w — w", és ¢ egyértelmi egy

(n-1)-szeres gyokkel vald szorzds erejéig.

1.4. Kitoltott Julia halmaz

1.11. Definicioé. Legyen f(z) d-ed foki polinom, d > 2. Jeldljik K(f)-fel azon pon-
tok halmazdt, amelyek pdlydja korldtos, K(f) komplementerének barmely z pontjdra
az iterdltjai a végtelenhez tartanak. Fkkor K(f)-et az f figguényhez tartozo kitoltott

Julia-halmazdinak hivjuk.

1.4. Allitas. Legyen f(2) = 2F + ap_12" " + ... + a1z + ag, és legyen
C =2+ 2(Jag_1| + |ag—2| + ... + |a1| + |ao|) (esak f-tdl figgd) konstans.

1. {f™(z0)} korldtos, azaz zy eleme a K(f)-nek.

2. {f°"(z0)} nem korldtos.

2.1 f°" tart a végtelenbe, n — oo esetén.
3. minden n € NU {0} esetén |f"(z)| < C.
4. létezik n € NU {0}, hogy |f°"(20)] > C.

Fkkor az 1.) ekvivalens a 3.)-mal, illetve a 2.) a 2.1) és a 4.) is ekvivalensek.
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1.5. Megjegyzés. Az eldzd dllitas 1. és 2. (2.1), illetve a 3. és 4. pontja eqgymds

ellentéter.

1.4 Bizonyitas:

2.)=-2.1) Trivialis.

2.)=4.) Ha f°" nem korlatos, akkor minden C’ esetén létezik olyan n, hogy az
| f°"| nagyobb C’-nél. Legyen C" = C-nek, ekkor a 4.) allitas igaz lesz.

4.)=2.1) |z| > C akkor

|f(20)’ = ‘Zg + an_lzg_l + ...+ aiz + CLO| >
> |25 = |25 |(lan-a] + lan—a| + .. + |ar] + |aol) =
> |25 {120 = (Jan-1] + an—a| + .. + lar| + |ao])} >

> 2|20t > 22|

|f%(20)| > 2F|20| > 28C. Ha |f°!(20)| > C, akkor |f**(2)| > 2*C, azaz f" a
végtelenbe tart, ha n-el a végtelenbe tartunk.
3.)=1.) Ez az irany is egyételmii, mert ha zo palyaja kisebb C-nél, azaz van fels
korlatja akkor zy benne van K(f)-ben.
1.)=3.) A 1.5 megjegyzésbdl kovetkezik.

1.4 allitas egy masik atfogalmazasa:

1.5. Allitas. Legyen f(2) = 2" 4+ ap 12" " + ... + a1z + ag, és legyen

C = 24+ 2(ap-1| + |an—2| + ... + |a1| + |ao|) (csak f-tdl fiiggs) konstans, melyre
20 € K(f) akkor és csak akkor, ha zy pdlydlya C-nél kisebb abszolitértékd pontokbdl
all.

1.6. Allitas. OK = J(f)

Bizonyitas:
1) J(f) C 0K
int(K) C F(f) a Vitali-Montel tétel miatt. C\ K = ext(K) és minden

zp € ext(K) pontnak egy kornyezetében f°" lokalisan egyenletesen tart végtelenbe.
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Ebbél kévetkezik, hogy ext(K) C F(f). Tudjuk, hogy F(f) U J(f) = C, ezért
J(F) C 0K

2) 0K C J(f)

Legyen 2, € 0K, akkor z, barmilyen kicsi kdrnyezetében vannak olyan z és w
pontok, melyekre igaz, hogy |f°"(2)| < K és f*(w) — oo. Emiatt 0K nem lehet
része az F'(f)-nek. Tehat 0K C J(f)

Ha tudjuk, hogy J(f) C 0K és 0K C J(f) akkor 0K = J(f) |

1.7. Allitas. Legyen f polinom. Ekkor J(f) akkor és csak akkor Osszefiiggd, ha

K(f) tartalmazza f dsszes kritikus pontjdt.



2. fejezet

Mandelbrot halmaz

2.1. Definici6. Legyen M C C halmaz, ahol M = {c € C|z,, = 22_| + ¢ » o}, az

M halmazt Mandelbrot halmaznak nevezzik.

Azaz a Mandelbrot halmaz elemei olyan komplex szamok, melyekre a z,, = 22| +c
iteraci6 nem tart a végtelenbe. Ha ezen pontokat abrazoljuk a komplex szamsikon
akkor kapjuk a mar sokak altal ismert fraktalalakzatot. Az 1.7 allitas alapjan meg-

fogalmazhat6 egy masik, az elébbivel ekvivalens definicié.

2.2. Definici6. Legyen f. : C — C fiiggvény ahol f(z) = 2° + c¢. Azon ¢ € C pon-
tokat melyekre a hozzdjuk tartozo Julia halmazok dsszefiiggdek Mandelbrot hal-

maznak nevezzik.

2.1. Benoit Mandelbrot oroksége

A torténelem folyamén nem Mandelbrot volt az, aki elGszor vizsgalt iteraciokat,
példaul Helge von Koch, Wactaw Sierpiniski, Gaston Julia, Pierre Fatou, vagy Riesz
Frigyes. Mandelbrot 1j szemléletében az volt az {ittors jelent&ségii, hogy nem csak
magat az iteraciot vizsgalta, hanem a kapott alakzat is érdekelte. Igy jutott el az
onhasonlé alakzatok vildgahoz. A fraktal elnevezést is 6 alkotta meg, 1975-ben meg-
jelent Les objets fractals, forme, hasard et dimension cimi cikkében, a latin fractus
szObol, amely torottet jelent utalva a dimenzi6é szamra.

Legkorabbi élménye ezzel a témakorrel 1945-ben volt,amikor nagybatyja, aki

12
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szintén matematikus volt Gaston Julia egyik cikkére hivta fel a figyelmét. Ekkor még
nem fordult ebbe az irdnyba, csak mintegy 25 évvel  késGbb.

Benoit Mandelbrot (1924-2010) sokat

*

foglalkozott a kadosszal, komplex rend- Frou
szerekkel, mégis amir6l mindenki ismeri
a nevét, az a rola elnevezett halmaz. Ezt R
de csak ’82-ben Adrien Douady és J. + neas
Hubbard nevezte el a halmazt. ke sk n 58
e
Egy iteracioval foglalkozott a komp- prrcy

lex szamsikon, amelyet mar a bevezetSben 2.1. abra. Mandelbrot-halmaz

emlitettiink. Itt z értéke allando és c
értéke valtozik. Azt vizsgalta, hogy milyen c esetén lesz konverens az iteracio és

mikor nem. Eszre vette hogy ha konvergens a sorozat, akkor vagy 0-hoz vagy co-hez

konvergal.

Megallapitotta, hogy ha az iteracio
soran a szam abszoltutértéke meghalad
egy hatart, akkor biztosan a végtelen-
hez tart. A szines abrakon legtobb es-
etben a fekete rész azon szamok hal-
maza, amelyek korldtosak, ez a halmaz
belseje. A tobbi szin pedig a végtelenhez

valo konvergalas sebességét jelenti. 2.2

abran egy pont miné¢l sotétebb kékkel
2.9 4bra. van szinezve anndal gyorsabb a konver-

gencia sebessége.

2.2. Az Osszefiiggdség bizonyitasa

Evekig nyitott kérdés volt a Mandelbrot halmaz 6sszefiigg6sége. Az abrak alapjan

azt gondoltak, hogy a halmaz nem 0Osszefiiggs, de az elsé rajz megsziiletése utan
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4 évvel, 1983-ben be lett bizonyitva, hogy ez a halmaz Osszefiiggé. A. Duoady és
J.H. Hubbard Iteration of complex quadratic polinomials cikkében piblikaltak az
eredményt. Ezen cikk felvetett tobb fontos maig tisztézatlan kérdést. A mai napig
nem sziiletett ennél jelent&sebb, kozérthets eredmény a témaval kapcsolatban. A
kovetkezékben réviden ismertetjiik a cikk tartalmat:

A cikk a méasodfoki leképezések iterdcidival foglalkozik a Riemann-szamgomb
felett, pontosabban a f.(z) = 2% + ¢ alaki fiiggvényekkel, ahol ¢ € C. A oo erés
vonzo6 pontja f.-nek és a vonzasi tartomény az egyetlen kritikus pontot vagy tartal-
mazza vagy nem tartalmazza. Az els6 esetben f. Julia halmaza Cantor-tipusi nem
Osszefiiggd halmaz, mig a masik esetben a Julia halmaz ugyan Gsszefiiggd, azonban
topologidja nem egyszeri (Ld Douady nyul 1.2).

Az els6 tétel kimondja, hogy M 0Osszefiiggs, komplementere pedig konform ek-
vivalens az egység korlappal. A komplementere pedig konform ekvivalens az egység
korlappal. A harmadik tétel pedig M komplementuma és az egységkorlap kdzotti ter-
mészetes konform bijekciot a hataron, azaz az egységkorvonalon vizsgalja. Belattak,
hogy M belsejének mindegyik komponense konform ekvivalens az egységkorlappal.

(A konform leképezés expliciten adott.) Bévebb részleteket 1d. [4].

2.3. A iteraci6 ujra gondolasa

Azdta, hogy az els6 abrak elkésziiltek mar sokan sokféleképpen tjra gondoltak a
szabalyt, és az altalanositas lehet&ségét. Volt aki a hatvanyt novelte, volt aki méas
polinommal dolgozott, de szinte mindig komplex szamsik feletti iteraci6 volt.

4. szaballyal késziilt Abrakat megnézziik, akkor semmilyen hasonlésagot

Ha 23, 2
nem lehet felfedezni az alaphalmaznak tekinheté Mandelbrot halmazzal. Ezekben
az esetekben hatarozottan latszik valamilyen fajta kozépponti szimmetria, mely az
eredeti halmaz esetében nem volt meg. Mi arra toérekedtiink, hogy minél kisebb
valtozast idézziink el6 a kapott halmazokban.

Ezért egy még nem sokak &ltal vizsgalt megkozelitést alkalmaztunk. A szakdol-

gozatban két kétvaltozos valos fiiggvényként tekintiink a probléméara. Ha komplex

fliggvényként néznénk akkor az egyik fliggvény lenne a valés rész, mig a masik a



2.3. A iteracio tjra gondolasa 15

képzetes rész. Tehat az esetiinkben a Mandelbrot-halmaz hozzarendelési szabalya:
flz,y) = 2% —y* +c1, g(x,y) = 22y + co, ahol z,y,c1,c € R.

Ilyen jellegli vizsgalatokat elGttiink mér tobben is végeztek, példaul Bergweiler
[6], Flechter és Goodman [5]. A szakdolgozat alapétlete ezen miivektdl fiiggetleniil
sziiletett meg, és a munka soran nem hasznaltuk fel a tartalmukat. Azon olvasok
szamara, akik érdeklgdését felkeltettiik ezen témakor irant, gy gondoljuk j6 kiinduld
pont lehet e két cikk.

A programnak inputként teszéleges valos fiiggvény megadhatd, nem feltétleniil
csak polinomok. Ezen tulajdonsig a program megirasanak kovetkezménye, de minket
elsGsorban csak a polinom inputok érdekelnek, azok koziil is csak azok melyek az
altalunk az elején meghatarozott kritériumokat teljesitik.

Els6 sorban azt vizsgéaltuk, hogy a paraméterek valtoztatasa milyen hatassal van
a kapott halmazra: latvanyban, a halmaz illetve a hozza tartozé Julia halmazok
OsszefiiggGségére. A dolgozatban egyetlen fiiggvény part vizsgalalunk:

flz,y) = 2* —y?, g(x,y) = 2zy + 0.92°.



3. fejezet

Program

A program MATLAB-ban késziilt, 3 részbdl all: mandelbrot.m, julia.m, mm.m. A
program megirdsa soran a kordbban tanultakat hasznaltam fel, illetve ahol sziikséges
volt ott segitségét kértem.

A konnyebb kezelhetGség érdekében készitettem egy GUI-t, mely segitségével a

paramétereket konnyebben lehet allitani. A vezérlS panel a 3.1 abran lathato.

A felosztéas finomsagat célszerd 1000 [EW PE x|
alatt tartani, mert ekkor még konnyen S Felssziés 400
szamolhaté az iteracio, 2000 nagysag

Mazodik flgavény: alzy)= Dty ty Herdcidazam -
rend esetén méar a plottolas nehézséget
okoz a gépnek. Az iteracio szamot 35 felé e o R EE
mar nem érdemes emelni, mert ekkor vimynn [ e s |
-3 3

mar nincs latvanyos eltérés az addig

kapott abrakkal, de a program futési

N sveli. A Iv min ,
idejét megnoveli. A tengely minimum és 31, 4bra.
maximum koordinatai esetében figyelni

kell arra, hogy egy négyzet intervallumot adjunk meg, ha nem igy tesziink akkor az
abra torzulni fog.

A 3 féle mod koziil tudunk valasztani, melyet a legordiilé meniiben talalunk:
Semmi: A halmaz kirajzolasa utan a program leall.

Julia: A kezdd halmaz 3 kattintéssal kivalastott pontjaihoz tartozé Julia halma-

16
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zokat rajzolja ki, minden abra kiilén ablakban jelenik meg, a kivalasztott pon-

tokat az abra fels6 részén megtalaljuk.

Nagyit: A kezdd halmaz egy kattintassal valasztott pontja kis kérnyezetében tjra
szamolja az iteracio, ezaltal nagyitani lehet a képet. Ezt egymas utdn 3-szor

lehet megismételni.

Az iteracio futtatasat a Start gomb megnyomaésa utan kezdi el, és a készitett
abrat kiilon ablakban mutatja.

A két rajzolast biztosité6 program minden beallitott értéket felhasznal. A pro-
gramok tgy lettek megirva, hogy 6nalldan is tudjanak futni, de ekkor minden prar-
métert kézzel kell megadni, a megfelel§ input sorrendet tartva.

Az alapértékek a GUI-ban tugy lettek megvalasztva, hogy viszonylag gyorsan
fusson a program és a kapott abra mutassa a sajatossagokat. A kezdd fiiggvények a
Mandelbrot halmazt rajzoljak ki.

A dolgozatban szerepls képek esetében az iteracié szam 25, a felosztas szam 700
volt. Ekkor egy kép elkészitése koriilbeliil fél percet vett igénybe. A 2000 iterécio
szamnal ez tobb volt mint 3 perc, de a képek kozott szabadszemmel észrevehets

eltérés nem volt.

3.1. mandelbrot.m

Ez a program vezérli a GUI-t. Az itt taldlhato kod nem teljes, ez csak a lényegi

rész.

function pushbutton_start_Callback(hObject, eventdata, handles)
f=get (handles.edit_f,’String’);

fstr=£f;

save T f

load f

f=0(x,y)eval(f);

g=get (handles.edit_g,’String’);

save g g



3.1. mandelbrot.m

load g
gstr=g;
g=0(x,y)eval(g);
m=get (handles.edit_feloszt,’String’);
m=str2num(m) ;
xmin=get (handles.edit_xmin, ’String’);
xmin=str2num(xmin) ;
xmax=get (handles.edit_xmax, ’String’);
xmax=str2num(xmax) ;
ymin=get (handles.edit_ymin, ’String’);
ymin=str2num(ymin) ;
ymax=get (handles.edit_ymax, ’String’);
ymax=str2num(ymax) ;
iter=get(handles.edit_iter, ’String’);
iter=str2num(iter) ;
figure
mm(m,f,g,xmin,xmax,ymin, ymax,fstr,gstr,iter);
switch get(handles.popupmenu_valaszt,’Value’)
case 2
[pl,qll=ginput(1);
[p2,q2]=ginput (1) ;
[p3,93]=ginput (1) ;
pl=(xmax-xmin) *pl/m+xmin;
ql=(ymax-ymin)*ql/m+ymin;
p2=(xmax-xmin) *p2/m+xmin;
g2=(ymax-ymin)*q2/m+ymin;
p3=(xmax-xmin) *p3/m+xmin;
g3=(ymax-ymin)*q3/m+ymin;
figure
julia(m,pl,ql,f,g,xmin,xmax,ymin,ymax) ;

figure

18
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julia(m,p2,92,f,g,xmin,xmax,ymin, ymax) ;

figure

julia(m,p3,q3,f,g,xmin,xmax,ymin, ymax) ;

case 3

n=1;

for

end

end

n=1:3

[xx,yyl=ginput(1);

xx=(xmax-xmin) *xx/m+xmin;
yy=(ymax-ymin)*yy/m+ymin;
xmin=xx-0.57"n;

xmax=xx+0.57"n;

ymin=yy-0.57"n;

ymax=yy+0.57°n;
mm(m,f,g,xmin,xmax,ymin,ymax,fstr,gstr);

n=n+1;

3.2. julia.m

Ez a program tartalmazza a Julia halmaz kirajzolasasnak kodjat. A fontosabb

paraméterek allithatok. A késztett abran a halmazhoz tartozé pont koordinatai az

abra tetjén talalhatok, feliil a valos alul a képzetes rész.

function []=

% m felostas

julia(m,cl,c2,f,g,xmin,xmax,ymin, ymax)

% cl, c2 a julia halmazhoz tartozd konstans

Wf,g a flggvények

%xmin, xmax,
x=linspace(-

y=linspace (-

ymin,ymax a koorditndték
3,3,m);
3,3,m);

[X,Y]=meshgrid(x,y);
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T=X;

TT=Y;

for k=1:20
Fi= £(T,TT)+c1;
F2=g(T,TT)+c2;
T=F1;
TT=F2;

end

W=exp(-sqrt(F1."2+F2.72));
pcolor (W) ;

colormap ’hot’;

shading flat;
axis(’square’,’equal’);
title([cl,c2]);

end

3.3. mm.m

Mandelbrot-szerii halmaz kirjzoléssa, az dbra tetején az a 2 valos fiiggvény talél-

hato melyek alapjan az iteracio fut.

function [] = mm( m,f,g,xmin,xmax,ymin,ymax,fstr,gstr,iter )

%» m felosztas finomsaga

»f,g valds fiiggvények, ezek alapjan késziti az abrat

Jxmin xmax ymin ymax a korrdindta tengelyek min és max értékei
hfstr gstr a fiiggvények mint Stirngek

hiter iteracidszam

x=linspace(xmin,xmax,m) ;

y=linspace(ymin,ymax,m) ;

[X,Y] = meshgrid(x,y);

T=zeros(m) ;

TT=zeros (m) ;



3.3. mm.m

for h=1:iter;
F1=f(T,TT)+X;
F2=g(T,TT)+Y;
Z=F1+11%*F2;
T=F1;
TT=F2;
end
W=abs(Z);
colormap(’Hot’)
pcolor (W) ;
shading flat;
axis(’square’,’equal’,’off’);
title({fstr;gstr});

end

21



4. fejezet

Eredményeink

Mandelbrot halmaz 22 + c iteraljaihoz tartozik. Fébb tulajdonsagai:
i) 2 kritikus pontja van: 0, co

ii) Iranyitas tarto.

Douady és Hubbard &ltal az Gsszefiiggéségre adott bizonyitasban fontos momen-
tum volt az, hogy csak egyetlen véges kritikus pontja van a halmaznak, ezért olyan
Mandelbrot-szeri halmazokat vizsgalunk, melynek pontosan egy véges kritikus pont-
ja van és ez legyen a 0 . Az irdnyitastartist szerepét nem vizsgaljuk, de ezen tulaj-
donsagat megtartjuk.

Ezek alapjan két f6 kérdésre keressiik a valaszt a dolgozat folyaman:
1. A kapott halmaz Gsszefliggé-e?

2. Az egyes pontokhoz tartoz6 Julia halmaz Osszefiiggs-e?

4.1. A paraméter megvalasztasa

Mint mar korabban leirtuk egy komplex fiiggvény helyett két valos fiiggvénnyel
dolgozunk, ezek f(z,y) + « és g(x,y) + [ alakuak, ahol «, 5 € R. A kritikus pontra
vonatkozo6 leger&sebb allitas az, ha a Jacobi-matrix determinansa 0.

2

Az altalunk hasznélt program a Mandelbrot halmazt a f(z,y) = 2% — y? és

g(z,y) = 2xy fiiggvények segitségével rajzolja ki. Az alapgondolat az volt, hogy ezen

22
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fliggvények perturbacioit vizsgaljuk, mind a vizualis és mind matematikai szempont-
bol.

Azt az esetet nézziik, amikor a g(z, y)-t valtoztatjuk, és az f(z,y)-t nem . Legyen
az 0j fiiggvényiink g(z,y) = 2zy+ Ax? + 3 alaki. Keressiik meg azt az intervallumot,
ahonnan a A értékeit vehetjiik. Feltessziik, hogy A > 0.

Vizsgaljuk meg az f(x,y) és g(z,y) fiiggvényekhez tartozo egyiittes Jacobi métrix

a determinansat:
2z —2y

2yt 2 =4x? +4y? +4 vy = 4(2? +y* 4+ vy) = 4(3:—1—%3/)2—(’\4—2—1)3/2.
Ha A = 0 akkor az eredeti Mandelbrot halmazt kapjuk vissza.
Ha A = 2 lenne akkor nem egy kritikus pontja lenne a halmaznak, hanem egy egyenes
mentén lennének ilyen pontok.
Ha A\ > 2 akkor gérbe mentén a determinans 0 lenne.
Tehéat a A értékét a (0,2) intervalumbol kell venni.
Az abrak alapjan latszik (4.1(a)-4.1(h)), hogy ha a A értéke 0-hoz kozeli akkor a
kapott kép nem mutat jelentés eltérést az eredeti halmaztol, viszont a 2-hez kozeli

értékek esetében mar jelentds az eltérés.

A X = 0.9 értéket valasztottuk (4.1(e))és ezen halmaz tulajdonsagait vizsgaltuk.

2x 2
Ebben az esetben a Jacobi méatrix: 4 Ennek a determininsa

2+ 1.8z 2z
4((x +0.45y)% + (1 — 0.45%)y?) alakban irhato fel. Innen is latszik hogy ez a kifejezés

akkor és csak akkor lesz 0, ha z = y = 0. Kénnyen belathato, hogy a (0,0) pont képe
a (a, B) pont par lesz és ennek barmely kis kornyezetében 16vG pontnak pontosan
két Gsképe van, de a («, §) Gsképe egyértelmd. Ugyan ez az allitas igaz a végtelen kis
kornyezetére is. Ezen tulajdonsag is igazolja, hogy a 0 és a végtelen kritikus pont. Ez
a tulajdonsag igaz a Mandelbrot halmazra is, vagyis a 0 kis kérnyezetében az &skép
nem egyértelmd. A szakdolgozat egyik alapkérédése hogy a megvaltoztatott szabaly

megdérzi-e ezen tulajdonsigokat, vagy a Mandelbrot halmaz ilyen téren egyediilallo.
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() A=05 (d) A= 0.6

(€) A=0.9 (f) A= 1.2

@ A=15 (h) A

4.1. abra. \ paraméter valtoztatasai
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4.2. A generalt halmaz 6sszefiiggGségének vizsgalata

Az algoritmus otthoni szamitégépen futtatuk, igy a felhasznalhaté kapacitastol
is fliggott a keésziilt kép részletessége és mindsége illetve a program tarhely igényét
is figyelembe kellett venni. Nem kizart, hogy ha ezt a programot vagy ennek egy
javitott kiadésat egy jobb teljesitményti szamitogépen futatnank akkor észre vennék
a most nem latott részleteket is, és ezek a valaszokat befolyasolhatjak.

Az el6z6ekben feltett kérdésekre most megprobalunk valaszt adni. Az eredményeink
csak intuiciok, matematikai eszkozokkel nincs bebizonyitva. A Mandelbrot halmaz
OsszefliggGsége esetén a bizonyitas meghaladta a Bsc képzés alatt tanultak szintjét.
Fontos azt is megjegyezni, hogy el6szér a Mandelbrot halmazrol is azt hitték, hogy
nem Osszefiiggd és csak kés6bb bizonyosodott be, hogy az egyes pontok kdzott mindig

van kapcsolat, igaz néha az abrdkon ez egy hajszalvékony szalként latszik csak.

Az 1. kérdés megvalaszolasaban fontos szerepet jatszott a kapott kép nagyitasa-
nak lehetgsége. Tobb esetben a nagyobb felbontasi abran méar latszott az 6sszefiig-
gbségre utald szal, mig ez az eredeti felbontdsban nem volt kivehetd.

A (4.1(e))abran lathatoé a vizsgalt fiiggvények altal kirajzolt Mandelbrot-szertd
halmaz. Két részére kiilon elnevezést hasznidlunk a kénnyebb érhetGség érdekében.
A kép jobb oldalan 1év6 részt torzsnek mig a bal oldalon 1évét csovanak fogjuk
nevezni. Az kép alapjan nem jelenthetjiik ki biztosadggal hogy ezek Gsszefiiggek.
Az lathatd kép 700-as felosztas mellett és 25-szoros iteracioval késziilt, igy a kapott
eredményt valosaghiinek gondoljuk. A nagyitast kdvetGen sem tiintek fel olyan, az
eredeti abran nem lathato szalak, ami alapjan dsszefiiggdségre gondolunk. A (4.2(a)-
4.2(d)) abrakon a torzs csova feloli részét latjuk kiilonboz6 nagyitasok mellett ezt
az alattuk talalhato szam jelzi. Az (4.2(e)-4.2(g)) dbrakon a csova torzs feldli része
talalhato, hasonlo jel6lés rendszerrel. Minden esetben kiilon allénak latszik a két rész,
de nem zarhatjuk ki annak a val6szintiségét sem hogy ez csak a program korlatai
miatt van. De az mindenképp igaznak tiinik, hogy a torzs csova feloli részén van egy
kiilon allo nyalviny mely a nagyitas soran se latszott Osszefiiggének.

A hatarvonal ennél a felosztasnal egységesnek tiinik. Az érdekesség az, hogy 400-

as felosztas mellett a hatar sraffozottnak latszik. A teszt fazisokban mind végig a
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400-as felbontas hasznaltuk és csak az eredmények pontositasa miatt tértiink ra a

finomabb esetre. Ekkor tiint fel ez a jelenség.

A 2. kérdés vizsgalatanal a program azon tulajdonsagat hasznaltuk ki, hogy ki
tudja rajzolni az adott ponthoz tartozé Julia halmazt. A Mandelbrot-halmaz es-
etében tudjuk, hogy a halmaz belsejébdl valasztott pont Gsszefiiggs, mig a komple-
menterbdl nem Osszefiiggd a Julia halmazt kapunk. Ezért elsésorban a hatarvonal
pontjaihoz tartoz6é halmazokat vizsgaltuk. A kép fels§ részében megtaldlhato szam-
parok azt a pontot jelentik melyhez a Julia halmaz tartozik.

Néhany kisérlet utan méar latszott, hogy a torzs belsG pontjaihoz tartozo Julia
halmazok osszefiiggdek (4.3(a)-4.3(d) abra). A csova esetében mar nem tudtunk ilyen
fajta megallapitast tenni. Az esetek csekély részében talaltunk olyan Julia halmazt,
mely szabad szemmel Gsszefiiggdnek tiint (4.3(e)-4.3(f)), mindegyik részekre szakad.

A Julia halmazok sok félesége és Gsszetetsége tovabbra is megmaradt, de megfi-
gyelhetd egyfajta tendencia, a kapott halmazok koziil sok nagy hasonlésagot mutat
egymassal, van egy kitlintetett halmaz, természetesen a cséva és a torzshoz tartozoak
esetén ez méas-mas alakzat. Egy masik megéllapitasunk az volt, hogy a halmazok-
nak van egy északnyugat-délkelet tajoltsaguk, ez a Mandelbrot halmaz esetében ez
a vizszintes tengely.

Az el6bbiekben leirtak alapjan megfogalmazhaté a kérdéseinkre a valaszok: A
kapott halmaz nem Osszefiiggd, a fej és a csova nem biztos, hogy diszjunktak, de
talalhaté olyan része a képeknek melyeknél nincs a kapcsolatra utald jel. A Julia
halmazok esetében tehat a torzshoz tartozoak Gsszefiiggének latszanak, de a csova

esetében ez nem latszik.
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4.2. abra. Nagyitasok
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-0.545798 -0.162143
0.347269 -0.565075

(a) (b)
0.363421 -0.442444
-0.389857 0556128

(c) (d)
1 5261 1 62679
091663 1.00773
. AN

4.3. 4bra. Julia halmazok
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Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretnék kdszonetet mondani elsGsorban témavezetGmnek, Sigray Istvan-
nak, aki a konzultaciok sordn mindig tiirelemmel fordult felém, tanacsaival és idejével
is segitette a szakdolgozat elkésziiltét.

Koszonettel tartozom csaladomnak is a tamogatasért.
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