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Bevezeto

Az embriologia a biol6gidnak azon része, amely az embri6 kialakulédsaval és néve-
kedésével foglalkozik a megtermékenyitéstsl a sziiletésig. Az embrio névekedése egy
alaptervet kovetd folytonos folyamat, ez az alapterv a terhesség korai szakaszaban
alakul ki.

Az alakfejlédés vagy morfogenetika a mintézat és a forma noévekedésével fog-
lalkozik. A novekedési alapterv kialakulasa ismeretlen, akircsak a mechanizmusok
amelyek sziikségessé teszik a helyi mintazatok kialakulasat, hogy kiilonh6z6 szervek
jojjenek létre. A dolgozatban olyan mechanizmusokroél lesz sz6, amelyek képesek he-
lyi mintézatot illetve formékat létrehozni, és amelyek kiilonb6z6 morfogén esetekben
is helytalloak lehetnek.

A sejtosztodas a megtermékenyités utan kezdddik meg. Elégendd sejtosztodas
utan a noévekedd embrioban a legfontosabb kérdés, hogy hogyan oszlik el a homo-
gén sejttomeg és a novekedési folyamat hogyan zajlik. Biologiai értelemben a sejtek
megkiilonboztetddnek, attol fiiggden, hogy a szervezetben hol helyezkednek el.

A kémiai mintazat szempontjabol az embriologia a novekedés folyamatat tobb
lépésre bontja fel: a legels6 1épés a morfogén koncentracié kialakitasa. A morfogén
egy olyan kémiai anyag amely az alakfejlédésben vesz részt. A helyzeti informécié a
kémiai el6irason alapszik, vagyis egy sejt a kémiai koncentraciobdl tudja kiolvasni a
helyét és elvalni, hogy alkalmas alakvaltozason menjen keresztiil, vagy annak meg-
felelsen helyet valtoztasson. Igy, ha a mintazat megalapozott, az alakfejlsdés mar
egy eldirt folyamat. A dolgozat reakcio-diffizié modellekkel foglalkozik, mint lehet-
séges biologiai mintazatokat kialakité mechanizmussal. Az alapgondolat, hogy az

alakfejlsdésben reakcié diffazio jatszik szerepet Turingtol (1952) szarmazik.






1. fejezet
Reakc16-diffizi6

1.1. Az egyenlet

Legyen V C R? egy tetszéleges tartomany a térben, S = 9V, a V-t hatarolo felii-
let. Tételezziik fel, hogy a tartomanyon beliil bizonyos egyedek vannak, és ezek arra
aramlanak, amerre kevesebb egyed talalhatd. Ekkor V-ben az egyedek mennyiségé-
nek az idében valé valtozasa megegyezik az S hataron aramlo egyedek és a V-ben

sziiletett egyedek dsszegével. Igy felirhatjuk a kovetkezd képletet:

0
1.1 — de=— [ Jd dx.
(1) 5 [ caie == [1as+ [ rar

Itt c az id6t6l (z) és helytdl (¢) fiiggs koncentraciofiiggvény, J a hataron valo dramlas,
vagyis a fluxus, f pedig a tartoméanyon beliil sziiletett 4j egyedek szaméat jeloli,
ami fiigghet c-t6l, 2-t6l és t-t6l. Alkalmazzuk Gauss divergenciatételét a feliileti

integralra:

(1.2) /Sst:/VV-dec.

Ezt felhasznalva és feltéve, hogy c folytonos fiiggvény, kapjuk:

(1.3) L{%#—V-J—f(c,m,t)} dz = 0.

Mivel feltevésiink szerint V' tetszéleges lehet, az integrandusnak 0O-nak kell lennie.

Igy felithato c-re a kovetkezs egyenlet:

(1.4) %+V~J—f(c,x,t).
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Ez még barmilyen fluxusra igaz, de mi most diffuzot tételeziink fel (vagyis, hogy az

s

ahol D fiigghet x-t6l és c-t6l. Ezzel az utobbi egyenletiinket igy irhatjuk fel:

Oc

(1.5) =

= f(c,z,t) + V- (DVec).

Most tegyiik fel, hogy tobb egyed vagy kémiai anyag van egymassal kolcsonhatés-
ban. Legyen u = (uy(z,t) ug(z,t) ... uy(x,t)) vektor, ahol u;(z,t), i = 1...m a
kiilonb6z6 egyedek koncentracidja, mindegyik a sajat D; diffuzids egyiitthatojaval,
amik f-t6l fiiggGen viselkednek. Ekkor az (1.5) egyenlet igy alakul:

Gu_

(1.6) o

f+ V- (DVu).

Ahol D a diffazios egyiitthatokbol alkotott matrix, ha nincsen az egyedek kozott
keresztbe aramlas, akkor diagonélis. Mivel itt Vu egy tenzor, V - (DVu) vektor lesz.

1.2. Reakcio-difftiziv mechanizmusok

Turing javasolta el6szor, hogy bizonyos koriillmények kozott kémiai anyagok tud-
nak ugy reagalni és diffuzalni, hogy azzal kémiai vagy morfogén jellegt helyi hete-

rogén térbeli mintazatot alakitsanak ki.

Tekintsiik a kdvetkezs alakban az el6z6 részben levezetett egyenletet:

@ = f(c) + DV,

(1.7) -

ahol ¢ a morfogén koncentraciot tartalmazo vektor, f a reakcioban felléps mozgas,
és D a pozitiv konstans difftzids egyiitthatokat tartalmazo diagonalis matrix. A
dolgozat két kémiai anyagra felirt modellel fog foglalkozni, legyenek ezek A(r,t) és
B(r,t). Ekkor az egyenletrendszer:

= F(A,B) + DAV?A,

(1.8) aaé

= G(A,B) + DpV*B,

ahol F' és G a mozgés, sosem linearisak.

Bizonyos skalazasbeli valtoztatasokkal és 1j valtozok bevezetésével minden reakcio-
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diffizios rendszert fel lehet irni a kovetkezd altalanos alakban:

Uy = u,v) + V3u,
(1.9) ¢ =7f(u,v)
Uy = ’79(% U) + dVQU,

Ehhez tekintsiik az egyenletet a kovetkezd alakban:

U U,V Diu
(1.10) ) 2 (T e (P)
Uy g(u,v Dsyv

u U, v Dyu(y(x),t
- 3 W RC0) B R
U g(u,v DQU(]J(I),t)
Az egyenletet szorozva LL)—Ql—el:
L? L? U u(y(x),t
- 2 (w) £ (100 G st
1 Ut ! g(U,U g_iv(y(x)ut)

= Dit g = D2 gy = L2 Fyeket felhaszndlva megkapjuk (1.9)-et:

L2 Dy Dy
Uy u, v u
(1.13) "=+ o)} | g
(. g(u,v dv

d a diffazios egyiitthatok aranya és y-nak haromféle jelentése lehet:

e 72 a tartomany egydimenziés mértékével ardnyos, mig v a kétdimenzos terii-

lettel.
e 7 a reakcidban résztvevd anyagok relativ erdsségét is jelentheti.

e ~ novekedésére gondolhatunk gy, mint d csdkkenésére.

1.3. Stabilitas vizsgalat

Egy reakcio-diffizio rendszer akkor okoz diffiizié okozta instabilitast, vagy Turing
instabilitast, ha a homogén egyenstlyi pont stabil kis zavarasokra ha nincs diffazio,
mig instabil kis helyi zavarasokra, ha diffuzié van jelen. Tehet a kialakult helyi

mintazatot diffizié okozza. Ebben a szakaszban levezetjiik a sziikséges és elégséges
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feltételeket a diffazio okozta instabilitdshoz valamint a kialakulé mintazat alapjait

az alaprendszer esetében.

Tekintsiik a kovetkez§ feladatot:

uy = vf(u,v) + Vi, v =vg(u,v) +dV3v,
(1.14) u
(n-V) =0, redB, u(r0)éswv(r,0) adottak
v

ahol OB a zart hatara a B tartomanynak, ahol a reakcio-diffazids rendszert értel-
mezziik. n a normélis egységvektora dB-nek. Minket a mintazat dnfejlédése érdekel
ezért 0 fluxussal a kiils6 behatasokat kizarjuk. Most levezetjiik ehhez a feladathoz a
mintazatképzodéshez sziikséges feltételeket.

Tekintsiik az (ug, vg) egyensilyi pontot, amely megoldésa az f(u,v) =0, g(u,v) =0
egyenleteknek. Ennek az egyensiilyi pontnak a linedris stabilitasara vagyunk kivan-
csiak, ami csakis a helytél fiigg. Vagyis, ha nincs semmilyen helybéli valtozas, az
egyensilyi pontnak stabilnak kell lennie. Most az ehhez sziikséges feltételeket vezet-
jiik le.

Ha nincs helyzeti valtozas, akkor u és v kielégiti a kévetkezd egyenleteket:
(1.15) u = vf(u,v), v =~yg(u,v)
Linearizalnunk kell (ug,vo) egyensilyi pont koriil. Ehhez legyen

U — Ug
(1.16) w =

UV — Vg
és J a Jacobi-matrix az (ug, vg) pontban, vagyis:

fu Jo
gu gU

(1.17) J =
(u05v0)

Ekkor (ug, vo) kicsi kornyezetében, vagyis elég kicsi |w|-re fenndll a kovetkezs egyen-

let:
(1.18) wy = yJw

Ez mar egy linearis egyenlet, aminek az altalanos megoldasat w = reM alakban

keressiik, ahol A sajatérték és r a hozza tartozo sajatvektor. Tudjuk, hogy a w =0
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egyensilyi pont linearisan stabil, ha ReX < 0, mivel ekkor w — 0, ha ¢t — oo. Tehat

(1.18) igy irhato:

(1.19) et = vy JreM,
Egyszerfisitve eM-vel:

(1.20) 2w = yJw.

Ebbdl kapjuk a kovetkezd sajatérték-problémat:

(1.21) 0= |yJ — |
V=X Ly
[y = Al| = = (1fu = N9 = A) =V fogu =0
YGu  VGy — A
(1'22) =\ - V(fu + gv))‘ =+ VQ(fugv - fvgu> =0.

Ebbd6l a masodfoki egyenlet megoldoképletébe behelyettesitve kapjuk, hogy

1
(123) /\172 == 5’}/

1
(fu+g0) £ {(fu + 9@)2 — 4(fugv — fvgu)} ] .
Tehat ReA < 0 biztosan, ha
(1.24) Trd = fu+9, <0, |J|= fugo — fogu > 0.

Mivel ug és vg a mozgasi paraméterek fiiggvényei, a fenti két egyenlGtlenséggel meg-
szoritasokat kaptunk ezekre. Bar T'r.J és |J| barmilyen elGjeli lehet, szamunkra csak

ez az egy lehet&ség érdekes.

Most foglalkozzunk a teljes difftzids rendszerrel és linearizaljuk ezt is az egyensulyi

pont koriil, ami az elébbi w-vel a w = 0 pont. Igy az egyenletiink:

1 0
0 d

(1.25) wy =vJw + DV*w, D=

Ahhoz, hogy meg tudjuk oldani ezt az egyenletet a peremfeltételekkel, elgszor meg
kell oldanunk a sajatérték-feladatot. Tehat legyen W (r) az id6t6l (¢) fiiggetlen meg-

oldasa a kovetkezd sajatérték-feladatnak:

(1.26) VAW + k*W =0, (n-V)W =0, har € 9B,
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ahol k sajatérték. Példaul egydimenzioban az egyenlet W = —k2W. Ha mondjuk

nmwx
a

0 < x < a, akkor a megoldas W = a cos(“X%) alaku, ahol n egész szam. Ez kielégiti

a peremfeltételeket © = 0 és © = a esetén. A sajatérték k = "*, és % = - a mérték-
egysége a hullam-szerd mintanak. A k sajatértéket hullamszamnak (wavenumber)

szokds nevezni és + a w, hullimhosszal (wavelenght) ardnyos. Ebben a példdban

k

Legyen Wy, (r) a k sajatértékhez tartozo sajatfiiggvény. Korlatos tartomanyt tételez-
tiink fel, igy a sajatértékproblémanak véges sok sajatértéke és sajatfiiggvénye van,
amelyek teljes orthonormalt rendszert alkotnak. Az (1.25) feladat w(r, t) megoldasait

Fourier-sorba fejtve keressiik:

(1.27) w(r,t) = Z e Wi(r),
2

ahol ¢ a Wi (r)-hez tartozo Fourier-egyiitthato, A sajatérték. frjuk vissza a megol-

dast az egyenletrendszerbe, ekkor minden k-ra fennall:
(1.28) MW, = v J e Wy, + DV 2 e,
cpeM-vel egyszertsitve:
(1.29) MWV, = vJW,, + DV2W,.
k sajatértéke W, sajatfiiggvénynek, igy
(1.30) MWV = v JW,, + DE*W,.

Wi-ra nemtrivialis megoldast varunk el, igy A-t megkaphatjuk a karakterisztikus

polinom gytkeibdl:
(1.31) A —~vJ + DE*| = 0.

frjuk be J és D helyébe a matrixukat:

A= fu+ K —fv
(1.32) 0= = (A= [ut+E)A=7gu+dE*) —7* [, 90
—YGu )‘ — YGv —+ dk}2

A-ra rendezve:

(1.33) 0=N +A[K(d+1) = (g0 + fu)] + h(K?),
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(1.34) h(k?) = dk* — y(dfu + 90)K* + 7> (fugo — folu)-

(uo, vo) egyenstlyi pont akkor lesz linearisan stabil, ha a fenti masodfoku egyenlet
A megoldasara Rel < 0. Mar megoldottuk azt az esetet, amikor nincs semmilyen
helybéli valtozas, ekkor Rel(k* = 0) < 0. Erre az esetre a feltételek (1.25)-ben
talalhatoéak. Ahhoz, hogy az egyensiilyi pont instabilld viljon valamilyen helybeli
valtozasra ReA(k) > 0 sziikséges valamilyen k& # 0 mellett. Ez lehetséges, ha A
egyiitthatoja negativ, vagy ha h(k?) < 0 valamilyen k # 0 esetén. Mivel g, + f, <0
sziikséges és k*(d + 1) > 0 barmilyen k # O-ra, ezért \ egyiitthatoja nem lehet

negativ:
(1.35) [K*(d+ 1) —v(g0 + fu)] > 0.

Vagyis ahhoz, hogy ReA(k) > 0 legyen, az egyetlen lehetSség, hogy h(k?) < 0, k # 0.

Ez rogton lathaté az méasodfoki egyenlet megoldasabol is:
1 2 3
(1.36) M2 =5 [— <k2(d+1)—7(9v+fu)> i{ [F*(d+1)=y(g0+ fu)] —4h(k:2)}2],

Mivel megkdveteljiik, hogy fug, — fogu > 0, ezért h(k?) csak gy lehet negativ, ha
df, + g, > 0. De azt is megkoveteljiik, hogy f, + g, < 0 legyen, igy d # 1 esetén
fu-nak és g,-nek ellenkez§ elGjeltinek kell lenniiik. Tgy az eddigi feltételeinkhez hozza

kell venniink a kovetkezst is:
(1.37) dfu + g, >0=d# 1.

Ez egy sziikséges de nem elégséges feltétel ahhoz, hogy ReA(k) > 0 legyen. Ahhoz,
hogy h(k?) negativ legyen valamilyen k-ra, h;, < 0 sziikséges. Ehhez derivaljuk le
h(k?)-et k? szerint:

(1.38) W (k*) = d2k* — y(dfy + gv)-

Ebbdl kapjuk, hogy a minimumbhely:

]C2 — V(dfu + gv)

(1.39) 5
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Ezt h-ba visszairva megkapjuk a minimumértéket:

(1.40)

YA(dfy + gv)?
42

Y(dfu + gv)

2d '

Pomin = d
mwn 4d

_’Y(dfu'f_gv) +’72(fugv_fvgu) = ’72 [|J|_

Ezzel egy Gjabb feltételt kaptunk arra, hogy h(k?) < 0 legyen valamilyen k # O-ra:

(dfu + g0)°
(1.41) >
hmin = 0 pontosan akkor, ha W = |J|. Ez azt jelenti, hogy adott mozgasi

paraméterek meghataroznak egy d. kritikus diffazios egyiitthatot:

A2 f2 + 2d.fugo + g2
Ad,

(1'42) |J| = fuGv — foGu =

(1.43) A2 f2 +2(2fogu = fugo)de + g2 = 0.

Valamint ezek az egyiitthatok k. kritikus hullamszam értékét is meghatarozzak:

1 1
defu+ 9o |J| ’ JuGo — fo9u ’
1.44 2 = _— = —_— = R .
( ) kc Fy 2dc Vldc ’y dc

Instabil sajatfiggvenyekhez
tartozd hulldrmszamok

(a)
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Minden olyan k-ra, amelyre h(k?) < 0 X pozitiv lesz. Valamint minden d > d.-re az
instabil hullamszamok osszessége h(k?) két gydke, ky és ko kozott helyezkedik el:
(1.45)

(fu+gv)_\/(fu+gv)2_4d‘J|<k2< (fu+gv)+\/(fu+gv)2_4d’<]|

_ 1.2
2d " 2d = Ky

ki =~

A = \(k?)-et szoraskapcsolatnak (dispersion relation) nevezziik. d > d. esetén az

d
%—ben van.

instabil hullimszamokra Re\(k?) > 0 maximuma k2, =

Visszatérve w(r,t) megoldasra, a lényeges tagok azok, amikor ReA(k?) > 0,
ugyanis t novekedésével csak ezek nem tartanak 0-hoz exponencidlisan. Tehat azok-
hoz a hullamszamokhoz tartozo sajatfiiggvények érdekesek, melyekre k3 < k% < k3.

Vagyis a megoldasunk elég nagy ¢ esetén igy irhato:
ko

(1.46) w(r,t) ~ Z e ENW ().
k1

Fontos megjegyezniink, hogy véges tartomanyban vagyunk, igy a sajatérték-problémanak
is csak véges sok sajatértéke van. Vagyis a hullamszamok egy diszkrét sorozatot al-
kotnak, igy csak bizonyos k-kra érdekes a megoldas.

A kulcs feltevés az, hogy a megoldasban a linearisan instabil sajatfiiggvények egy
ideig exponencialisan nének, majd a reakcio-diffiizios rendszer nemlinearis tagjainak
hatasira ez a novekedés hirtelen megszakad, ezzel egy végss, helyzetileg inhomogén
egyensulyi pontot kialakitva. A feltevésiinkben lényeges szerepet jatszik, hogy az

egyiitthatok végesek.

1.4. Szoéraskapcsolat

Helyi mintézat kialakuldsdhoz két tulajdonsidgnak egyszerre kell teljesiilnie, ne-

vezetesen:

1. az egyensilyi pontnak kis zavarasra stabilnak kell lennie, vagyis minden \(k?)-

re A\(k? = 0) < 0 kell, hogy legyen;

2. csak bizonyos k hullamszamokra kezdhet el mintézat néni, amikor is A\(k? #

0) > 0.
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Ezeket a feltételeket a szoraskapcesolat magaban hordozza (), k?) illetve (X, w?) for-
méajaban. A mésodik tulajdonsag magaban foglalja azt is, hogy ha a helyi zavaras
mintédzathoz tartoz6 k nagy, akkor a zavarashoz tartozo hullamhossz tul kicsi, igy az
egyensilyi pont Gjra stabil lesz. Ebbdl kdvetkezGen a szoraskapcsolat egybél megadja
a kiilonb6z6 méretd mintazatok novekedésének kezds mértékét, avagy hanyatlasat.
Mivel a lineéris sajatérték feladat megoldasai koszinuszokbol és szinuszokbol allnak,
a kiilonb6z6 helyi mintazatok mérete a trigonometrikus fiiggvények hullaimhossza-
iban mérhets. Igy egydimenzioban a névekedd mintazat vizsgalata leredukalodik
arra, hogy mennyi hullam fér bele a tartomanyba. Kétdimenziéban is hasonlo a fel-
adat, csak ott figyelni kell arra is, hogy a hullamok hogyan helyekednek el egyiitt.
A szoraskapcsolat gorbéje megmutatja, hogy egy mintazat né-e, és ha igen, akkor

mekkora lesz a mérete. A gorbe két nélkiilozhetetlen jellemzGje:

1. (k = 0,w = o) helyen stabil, vagyis a nagyon nagy hullimszamhoz tartozo

hullamok noévekedése negativ.

2. a hullamhosszoknak csak kis halmaza tud néni, ezek koziil van egy ami a

leggyorsabban né, az ami legkdzelebb van a gorbe cstcsahoz.

Altalaban a rendszer paraméterei koziil egyet valtoztatunk addig, amig el nem éri
a gorbe a kivant alakot. A kritikus k. értéket, ami mellett még van instabil megoldas,

mar megadtuk d = d, mellett (1.44)-ben. Ekkor van egy kritikus hullamhossz is:

o 27 o dc % _ fugv B fvgu % %
(1-47) e S g, T [vQ(fugy - fv.QU)] ke = [7 [d—] ] '




2. fejezet

A Schnakenberg-reakci6

Ebben a fejezetben a Schnakenberg-reakcié néven ismert reakcié-diffizios rend-
szerrel fogunk foglalkozni. Levezetjiik a hozza tartozo stabilitas-vizsgalatot el6szor

egy-, majd kétdimenzioban, valamint bévebben foglalkozunk a szoréskapcsolattal.

2.1. A Schnakenberg-reakci6

Az egydimenzi6és Schnakenberg-rendszer a kovetkezs:

2.1) wy = V[ (U, 0) + Upe = Y(a — u+ U*0) + Upg,
. vy = vg(u, V) + dvge = (b — u*) + dvg,.
Az egyenlet nullklinait az f(u,v) = 0 és g(u,v) = 0 egyenletek megoldasaibol kap-

juk. Nevezetesen:

u—a
(22) V1 = 02 s Vg = E
Az (ug,vg) pozitiv egyensilyi pont pedig:
b
(23) up = a+ b, Uozm, b>0, a+0b>0.
Ekkor az egyensulyi pontban a parciélis derivaltak:
b b—
fulwv) = 12w = fuluew) = —1 42— = T
fv(uav) :U2 = fU(UOaUU) = (CL"—b)Q,
(2.4) , , b
u\ W, = - = u ) = T4,
gu(u,v) uv 9u(uo, vo) P

2

go(u,v) = —u? = g,(ug,v9) = —(a+b)2

13
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Az el6z6 fejezet harmadik szakaszaban levezettiik a helyi mintazat kialakulasa-
hoz sziikséges feltételeket az (ug, vp) egyensilyi pont koriil. Ezek most a kovetkezd
feltételeket adjak a paraméterekre:
fu €s g, kiilonboz6 elGjeld, ha b > a.

(2.5)
fugo = fogu = (a+0)* >0,
futge<0 = 0<b-—a<(a+b)?
dfu+g, >0 = d(b—a)> (a+b)?
(dfu + 90)% = 4d(fugo — fogu) >0 = [d(b—a) — (a+b)*]* > 4d(a + b)*.

Az ezekkel az egyenlStlenségekkel meghatarozott (a,b, d) paramétertartomanyt ne-
vezziik Turing-tartoméanynak (Turing-space). Ezen a tartomanyon beliil lesz a rend-
szer instabil bizonyos zavarasokra adott k hullamszamok mellett.

Tekintsiik most a feladathoz tartozo sajatérték-probléméat, ha 0 < z < p:
(2.6) Wy + KW =0, W,=0, haz=0,p

Ennek a megoldasai

(2.7) W, (z) = A, cos (?), n==+1+2 ...

nm

ahol A,-ek tetszéleges konstansok. k = o sajatértékek a diszkrét hullamszamok,

w = 2?” = % pedig a hozzajuk tarozé hullamhosszok. Minden olyan k-ra, melyre
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(1.45) teljesiil, a hozza tartozo W, sajatfiiggvény linearisan instabil lesz, és t-vel
egylutt ea:p{)\(%)Qt} gyorsasaggal fog noni.
A megfelel6 hullamszamokat a kévetkez6 egyenlGtlenségekkel hatarozhatjuk meg:
(2.8)
2 2 nm 2 2
vL(a,b,d) = k* < k? = (?> < k2= yM(a,b,d), ahol

1 3 3)2
- ld(b—a)— _ —a) — 4 1
L(a,b,d) = 5 s [d(b a) — (a+ b — /(d(b—a) — (a + b2 — dd(a +b) }
_ ) 3 ) — 32 _ 4
M(a,b,d) = 5 [d(b a) — (a+b)® + /(b —a) — (a+ b?)2 — 4d(a + b) }
W,, instabilitasdhoz a sziikséges hullamhosszok:
4r? 2p\ 2 4r?
2.9 —— =wi >w == F=—.
(29) SL(abd) 1Y ( n> =2 = D (a, b, d)

Erdemes észrevenni, hogy v mennyire fontos szerepet t6lt be: a legkisebb hullam-
szém 7, amit n = 1 esetben kapunk. Ez azt jelenti, hogy adott (a,b,d) paraméterek
esetén, ha ~ elég kicsi, akkor nincs hullamszdm a megengedett tartomanyban. Vagyis
nincs olyan W), sajatfiiggvény, ami instabil volna. Ebbél kovetkezéen minden w(r, t)
megoldés exponencialisan tart a 0-hoz és az egyensiilyi pont stabil.

Tehat az eredeti rendszer megoldasai:

ng 9
(2.10) w(r,t) ~ Z Crexp A<m> t p cos (@>
- p p
alaktak. A adott, (1.33) pozitiv megoldasa. n; a legkisebb olyan egész, amely na-

gyobb vagy egyenld %—Vel, no pedig a legnagyobb olyan egész, amely kisebb vagy

egyenld ’%—vel. Cy-ek a megfelels (nem nulla) Fourier-egyiitthatok.

Most térjiink at a kétdimenzios rendszerre, ahol a tartomanyunk: 0 < x < p,

0 <y < q, a hatara pedig 0B. A sajatérték-probléma igy alakul:
(2.11) VW + kW =0, (n-V)W =0 ha (z,9) € 0B,

a sajatfiiggvények pedig:
(2.12) Wyl y) = Cnvmcoswcosmwy,
p q

ahol n és m egész szamok. A kétdimenzids linearisan instabil megoldasok azok a

Wi(z,y) fiiggvények, melyekre a k hullamszam

2 2
2 o(n°  m
(2.13) k*=m <_p2 + P )
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alaka, és benne fekszik az a,b,d paraméterek altal meghatarozott tartomanyban.
Tegyiik fel, hogy ~ olyan nagy, hogy van legalabb egy hulldimszam, amihez tartozik

megfelels sajatfiiggvény. Ekkor az instabil megoldasa a rendszernek:

w(w,y,t) ~ Z C'n,mexp{)\(ﬁ)t}cos%cos m;ry7

(2.14) .

vL(a,b,d) = k2 < k? = WQ(Z—Q + = ) < k2 = yM(a, b, d).

e
A szumma minden olyan (n,m) parra értendd, amelyek kielégitik az egyenlGtlense-
get, L és M pedig ugyanigy vannak definidlva, mint az egydimenzios esetben, \(k?)

pedig ugyancsak a pozitiv megoldasa (1.33)-nak. ¢ novekedésével egy helyi mintazat

alakul ki, amit w(x,y,t) hoz létre.

2.2. Szoéraskapcsolat

A Schnackenberg-reakciéban 4 paraméter van: a két mozgasi paraméter a és b,
a difftzios egyiitthato d, valamint v a skaldzas paramétere. A tovabbiakban megha-
tarozzuk a paramétertartomanyt. a, b és d-re mar megadtuk a feltételeket (2.5)-ben
ahhoz, hogy helyi mintazat johessen létre. Azt is megmutattuk, hogy ~ milyen sze-
repet jatszik ebben. A kapott egyenlGtlenségekkel algebrailag meglehetésen nehéz
banni. Tehat kozelitsiik meg a problémat egy kicsit mashogyan. Legyen (ug, vg) az
egyensilyi pont, és tekintsiik ug-t egy nemnegativ paraméter-valtozonak. Ekkor v

és b megadhatoak a és ug segitségével:

(2.15) vozuo_a, b=1uy— a.
Ug

A parcialis derivaltakat az egyensulyi pontban ekkor igy frhatjuk:

2
fu:_1+2u000:1__a7 fv:ugv
u
(2.16) g — 0 )
Gu = —2ugvp = —2 . Go = —Ug.
Ug

Ezekkel kifejezve a diffazio-okozta instabilitdshoz sziikséges feltételeket, olyan 1j

feltételeket kapunk, amelyek tijabb hatérokat definialnak a paramétertartoményban.
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Az els6 feltétel (2.5)-bol:

2a
fut g, <0 = 1—u——u0<0,

(2.17) N a>@%;@7

b=wuy—a<wuy— = .

2
Ekkor a hatargorbe b = M Ezekkel az egyenl6tlenségekkel az (a,b) térben
meghataroztunk egy tartomanyt paraméteresen minden ug pozitiv értékre. Az dsszes

tobbi egyenlStlenségre ugyanezt megcesinéljuk.
(2.18) fuGo — fogu >0 = ul>0.

Ez minden esetben teljesiil.

dfy + g9, >0 = d(l—z—a)—u3>0

u%
(2.19) N a<@%}£7
. Uo(d — Uo) . Uo(d + UO)
= b=ug—a>u 50 = 54 ,
. L e uo (d+u,
és a hatargorbe b = O(Q—d(’).
(dfu + gv)2 - 4d(fugv - fUQU) > 0,

2a 2
= d(l — =) —u)” —4du? > 0
(2.20) (l Uo) ) ‘

= [uo(d — uf) — 2ad]2 — 4dug > 0
— 4q2d% — 4adu0(d— u%) + [ug(d— ug)2 — 4du3] > 0.

Ezzel kaptunk egy méasodfoki egyenlGtlenséget a-ra. Aminek a megoldasai:

2
1— 5 -2
a; < Uo—d,
(2.21) Lo
Ao > Ug 9 \/E

Ez az egyenlGtlenség igy két hatargorbét hataroz meg:

2
14+ 20 4 2w
by = ug—b Y
(2.22)

1+ 3 - 2%

2
Ahhoz, hogy f, és g, kiilonbo6z6 elGjeliiek legyenek b > a sziikséges. A gorbék és a

bg = Ug

kbzrezart tartomany paraméteresen meghataroznak egy paramétertartoményt, vagy
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Turing-tartomanyt, ahol az egyensilyi pont diffazio altal instabilla tud valni, ezzel
helyi mintazatot 1étrehozva.

Ezeket a gorbéket minden wug pozitiv értékre értelmezziik adott d mellett. A
Turing-tartomanyt 6t gorbe hatdrozza meg, de van olyan, amelyik ugyanazt a gorbét
definialja, mint egy masik. Példaul, mivel uy > 0 mindig:

1_§_% 1-4 uo(d — o)

2.23 < < —a<
(2.23) @ = o 2 oy “ 2d

Vagyis ha, (2.21)-bol a; teljesiil, akkor a (2.19) automatikusan teljesiil.
Mivel

ud _ Uy oy 2w
1—70<U0—1 d+\/3
2

(2.24) ()

ezért a (2.19)-nek és (2.21)-bol ay-nek nincs kozos része.

d > 1 miatt

2
1-= 1 —ul
(2.25) u— T > ug 5 0

Ez azt jelenti, hogy az (2.17) egyenlGtlenség altal meghatarozott hatérvonal (2.19)
alatt helyezkedik el: vagyis el6bbi kisebb tartomanyt hatarol.

Tehat a rendszer Turing-tartomanyahoz két paraméteres gorbe elegendd:

a>uo(1—ug)’ b:Uo(1+U(Q))7
22 2 2 2 2

1— % _ 2w 1+ﬁ+ﬂ
a<ug—d2 \/E’ b:u—d2 vd

(2.26)

d = 1 esetén a két egyenl6tlenség egymésnak ellentmondo, igy nincs Turing-tartomény,
vagyis helyi mintidzat sehol nem tud kialakulni. Ha d > 1, akkor van egy kritikus
d = d. érték, amelytdl kezdve a Turing tartomany né. Példaul, ha a = 0 és b = 1,
akkor a d, értékét ki tudjuk szadmolni:

d:fy +2(2fogu — fugo)de + g7 = 0.
(2.27) d§ < 2a

2
1- —) + 2(=3ug + 2aug)d.. + uy = 0.
Ug

Ha a = 0 akkor a megoldas:

(2.28) (de)ro = ul(3 £ 2V/2)
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Valamint, ha b = 1, akkor uy = 1, és igy a megoldas d. = 3 + 2v/2. A taromény igy
két feliilet altal van meghatéarozva az (a, b, d) térben. Attol, hogy adott d mellett a
és b a Turing tartoméanyba esnek, még nem biztos, hogy a rendszer képes mintazatot
létrehozni, hiszen a skallazas (y) és a redszer értelmezési tartoménya is fontos sze-
repet jatszanak. El6fordulhat az is, hogy a sajatfiigvények nem adnak megengedett

megoldast.

2.3. Lehetséges mintazatok

Tekintsiik az (2.10) és (2.14) altal definialt egy-, és kétdimenzios instabil meg-
oldasokat. Ebben a részben levezetjiik, hogy milyen mintazatok alakulhatnak ki.
Elgszor az egydimenzids esettel foglalkozunk.

Legyen most v olyan, hogy csak n = 1 esetben legyen hullamszam a (2.8) &ltal
definialt tartoméanyban. Ekkor w = 2p és az egyetlen instabil sajatfiiggvény cos%,

az instabil megoldas pedig:

(2.29) w(r,t) = wap{A(%)Qt}cos(%),

ahol \ a pozitiv megoldasa (1.33)-nek £* = (%)Z—el. Minden més n-re a sajatfiiggvé-
nyek exponencialisan tartanak 0-hoz, ha t — oco. C-et csak a kezdeti feltételekbdl
lehet kiszamitani. Ahhoz, hogy valamennyire meg tudjuk érteni, hogy mi torténik
vegylik most Ci-et (g, ¢)-nak valamilyen kicsi e-ra, valamint tekintsiik « morfogént.

Ekkor, az utolso egyenlethdl, valamit w definiciojabol (1.16)-bél kapjuk:

(2.30) u(x,t) ~ ug+ sexp{)\<%)2t}cos<%%>.

Ezt az instabil megoldast, ami ¢ ndvekedésével névekszik, mutatja az alabbi képen a
(b) abra. A szoraskapcsolat az u 4ltal létrehozott mintazatot josolja meg, ((a) abra).
A (c) abran a sotétebb rész az, ahol u koncentracioja az egyenstlyi pont felett van,
a vildgosabb rész pedig ahol alatta.

Nyilvanval6an, ha az exponencialisan noveked6 megoldas minden t¢-re érvényes
lenne, akkor ¢ — oo esetén u — oo is. A mi példankban a mozgasi paraméterek a

pozitiv negyedre vannak korlatozva, ami a megoldast is korlatozza. Az a feltevésiink,
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| \l‘" r:\ I‘i_x_.' :l

1< 1y

|'|r|'|

hogy ez a noveked6 megoldas végiil egy helyi mintazatot alakit ki, ami hasonlit egy
koszinusz goérbéhez. Ezt szamos numerikus vizsgélat és mas analitikus vizsgéalatok
alatdmasztjak.

Duplazzuk meg a tartomanyt. Mivel egydimenzioban /7 aranyos a hosszal, igy
ha v a mértékegység, akkor a tartomany megduplazasa azt jelenti, hogy -t néggyel
szorozzuk. Ez pedig azt jelenti, hogy a szoraskapcsolat és az instabil tartoméany is a
k? illetve w? tengelyen mozognak.

Vegyiik az eredeti v = ~;-et. Ekkor az instabil sajatfiiggvényekhez tartozé hullam-

hosszok

Ar? A2
2.31 —_ >ty —
( ) VlL(C% b7 d) v P)/lM(C% ba d)

Ujra megduplazva a tartomanyt, hogy v = 4v; legyen, a szoraskapcsolat ugyantgy
néz ki, mint az el6z6 esetben, csak arrébbtolva a w? tengelyen, mivel az instabil sa-

jatfiiggvények hullamhossza w = p lesz és n=2. Ebbdl is latszik, hogy a tartomany
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mérete mennyire befolyasolja a kialakul6 mintazatot.

Kétdimenzioban az instabil sajatfiiggvények a tartomany hosszusagatol (p) és
szélességétdl (q) is fiiggenek, v csak a skalazast hatarozza meg. Ha g elég kicsi, vagyis
m = 1 kiviil esik az instabil tartoményon, akkor visszakapjuk az egydimenzios esetet.
A szélesség novekedésével mar valodi kétdimenzids instabil sajatfiiggvények lesznek,

m

mivel 72(2—2 + p—;) az instabil tartomanyon beliil esik. Néhany lehetséges mintazat

az alabbi Abrakon lathatoak kiilénbo6zo n és m értékek mellett:

=1, m=0 n=2, m=0

n=1, m=1 n=2, =2
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