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1. fejezet

Bevezeto

A statisztikdban jelentds szerepe van a permutaciok alkalmazasanak.
Gyakran a mintat néhany kiugro6 érték annyira eltorzitja, hogy a matematikai
modszerek nem a varakozésainknak megfelels eredményeket adjak. Ezért
felmeriilt egy olyan &tlet, hogy a konkrét mintaelemek helyett a rangjukkal
szamoljunk. Ebben a szakdolgozatban a célom olyan matematikai &sszefiig-
gések attekintése, amelyek lehet6vé teszik rangsorok alkalmazaséval nyert
statisztikai eredmények sziiletését. Otleteimet féként a [1] konyvbdl meritet-
tem. A legtobb metrikdnak kiszamitjuk a varhato értékét, ezt probaltam
minél kiilonb6zébb modszerek tutjan bemutatni, megmutatva, hogy a per-
mutéaciokkal valé szdmolasokban milyen lehetGségek rejlenek, egy-egy 1j otlet
felhasznalasa soran. Latni fogjuk, hogy egyes esetekben a virhato érték és a
metrika maximuma milyen szoros kapcsolatban allnak, illetve, hogy milyen
Osszefiiggések kotik Ossze a metrikdk vilagat a korrelacioval, végiil az alka-
Imazésok kozott specidlis fiiggetlenség-vizsgalati és homogenités-vizsgalati

moédszereket mutatunk.



2. fejezet

Permutaciok és tulajdonsagaik

2.1. Definicid. (Permutéacié) Legyen X tetszdleges halmaz és s : X — X
figgvény, ha D(s) = R(s) = X és s bijekcid, akkor az s fiiggvényt az X

halmaz permutdcidjanak nevezzik.

2.2. Definici6. (Szimmetrikus csoport) Legyen X tetszdleges halmaz, ekkor
X dsszes permutdcicjanak halmazdt a kompozicio miveletével elldatva Sx

szimmetrikus csoportnak nevezzik.

Legyen n € N és jeloljiik az n legkisebb pozitiv egész szambol all6 halmazt

n] ={1,2,...,n}, ekkor az S}, szimmetrikus csoportot csak S,-nel jeléljiik.

2.3. Definici6. (Transzpozicié) Legyen s € Sx permutdcid, ha létezik olyan
x,y € X, amelyre x # y esetén s(x) =y, s(y) = = és minden z € X \ {z,y}

esetén, s(z) = z, akkor az s permutdcidt transzpozicionak nevezzik.

Tehat egy s € Sx permutéicié pontosan akkor transzpozicio, ha az X
halmaz két kiilonb6z8 elemét kicseréli és a tobbi elemét helyben hagyja.
2.1. Allitas. Legyen X wéges halmaz és s € Sx permutdcid, ekkor létezik

k

olyan ti,to,... t, € Sx transzpozicio, amelyre s = Hti'
i=1



2. fejezet Permutaciok és tulajdonsagaik

2.4. Definici6. (Ciklus) Legyen s € Sx permutdcid, ha létezik olyan
T1, %o, ..., o, € X, amelyre minden i € {1,2,...,k — 1} esetén s(z;) = w1,
s(xg) = x1 €s minden © € X \ {x1,29,..., 21} esetén s(x) = x, akkor az s

permutdciot ciklusnak nevezziik.

2.5. Definici6. (Diszjunkt ciklusok) Legyen c¢1,co € Sx ciklus, ha
{r e X |al@) £z}n{y e X | ey #y} =0, akkor ¢ és co diszjunkt

ciklusok.

2.2. Allitas. Legyen X véges halmaz és s € Sy permutdcid, ekkor léteznek
k

olyan cy,co, ..., cp € Sx diszjunkt ciklusok, amelyekre s = H G
i=1
A ciklus definicioja szerint minden ¢ = (xyxq...1x;) € Sx ciklus esetén
c = (r1xe...71) = (vow3...2911) = - = (xywy...71-1) 68 ha ¢1,¢90 € Sx

diszjunkt ciklusok, akkor cicy = cocq, mert kiilonb6z6 elemeket mozgato cik-

lusok esetén az eredmény nem fiigg a szorzas sorrendjétsl. Legyen s € Sx
k

tetsz6leges permutacio, s = H ¢; az s diszjunkt ciklusfelbontasa és minden
¢ = (xpzie ...y, ), ekkor miﬁélen i esetén létezik olyan j; amelyre

zy, = min {z;; | j € {1,2,...,1;}}. Irjunk fel minden ¢; ciklust

¢; = (@i}, Tiji+1 .. T, Tq1 - .. Tij,—1) alakban, ezzel elértiik, hogy minden cik-
lus a legkisebb altala mozgatott elemmel kezd&dik. Most tekintsiik a ciklu-
sok kezdd elemeit, legyen x] < 25 < --- < ) az xyj,, Toj,, - - ., Tyj, elemek
novekvd sorrendje, ekkor egyértelmten létezik olyan ¢f € {ci,ca, ...} cik-
lus, amely az z] elemet mozgatja, ha minden c¢; ciklust

¢; = (Zij,Tiji41 - - - Tig; Tix - - - Ti5,—1) alakban frunk fel és a ciklusok sorrendjét is

a kezd§ elemiik szerinti névekvé sorrendnek valasztjuk, akkor az s permutécio
k
igy meghatarozott s = H c; ciklusfelbontéasa egyértelm.
i=1

2.3. Allitas. Legyen X véges halmaz ésn € N, ha | X| = n, akkor Sx = S,,.



3. fejezet

Metrika értelmezése szimmetrikus

csoportokon

Legyen (Q2, A, P) valosziniiségi mezd, (S, d) metrikus tér, S,7:Q — S,
egyenletes eloszlast permutacio értéki valdszintiségi valtozo és X, : 2 — R
olyan valoszintiségi valtozo, amelyre minden w € €) esetén
Xy(w)=d(S(w),T (w)), ekkor az X, valosziniiségi valtozot a d metrika altal

generalt valoszintiségi valtozonak nevezziik és minden x € R esetén

_ ‘{(s,t) € S%|d(s,t) :x}|
|Sal '

A relativ gyakorisag szerint felirt képletbdl az eloszlas meghatarozasa
a legtobb esetben még nem tul nagy n esetén is elég sok szamoléssal jar.
Minden n esetén %2 szamitast kell elvégezniink, ha belegondolunk, hogy a
metrika szimmetrikus tulajdonsaga miatt az Osszes lehetGség fele épp ugyanazt
az eredményt adja, mint a masik fele. Ez n = 10 esetén is mar 6.584.094.720.000,

viszont a kovetkezd tulajdonsag teljesiilése drasztikusan csokkenti ezt az

értéket.



3. fejezet Metrika értelmezése szimmetrikus csoportokon

3.1. Definicié. (Invaridns metrika) Legyen (S,,d) metrikus tér és s,t € S,
tetszdleges permutdcio, ha minden r € S, permutdcid esetén

d(s,t) = d(sr,tr), akkor a d metrikdt jobbrol invaridns metrikinak nevez-
ziik és hasonldan, ha d(s,t) = d(rs,rt), akkor a d metrikdt balrdl invaridns

metrikdnak nevezzik.

Legyen minden s € S, permutaci6 esetén D(s) = d(s,id) és az
S, T :Q — S, egyenletes eloszlasi valoszintiségi valtozok esetén
Xp(S(w)) = Xa(S(w),id), ha d jobbrdl invaridns metrika, akkor minden
t € S, permutécio esetén d(s,t) = d(st™!,id) = D(st™'), igy
X4(S(w), T(w)) = Xp(S(w)T~*(w)). Ekkor meggondolhato, hogy ST~ is
egvenletes eloszldsii. Ha d balrél invarians metrika, akkor minden s € S,
permutacio esetén d(s,t) = d(id, s~'t) = D(s™'t), igy
X4(S(w), T(w)) = Xp(S™'(w)T(w)). Ekkor meggondolhato, hogy S™'T is
egyenletes eloszlasi. Ez az oOtlet segitségiinkre lesz abban, hogy metrikakat

valoszintiségi valtozoként tekintve kiszamoljuk a varhato értékét és a szorasat.

3.2. Definicid. (Metrika varhaté értéke és szorasnégyzete) Legyen (S,,d)
metrikus tér, ekkor a d metrika vdrhato értéke E(d) = E(X4) és szordsné-

gyzete D*(d) = E(X3) — E*(X,).

3.1. Diszkrét metrika

3.3. Definicid. (Diszkrét metrika) Legyen s,t € S, permutdcio és

1 s#t
dD<87t> = % )
0 s=t

ekkor a dp : S — R fiiggvényt diszkrét metrikinak nevezziik.



3. fejezet Metrika értelmezése szimmetrikus csoportokon

A diszkrét metrika konstrukcidja elég egyszertd ahhoz, hogy példat mu-
tassunk arra, hogy egy metrika varhato értéke és szorasa hogyan szamolhato
ki az altala generdlt valoszintiségi valtozo eloszlasanak segitségével. Legyen
minden s € S, permutaci6 esetén D(s) = d(id, s), a diszkrét metrika invar-
ians metrika ezért, ha egyenletes eloszlas szerint véletlenszertien valasztunk

1
egy permutaciot, akkor P(Xp = 0) =

—, mert D(s) = 0 pontosan akkor, ha
n!

l—1
d(id,s) = 0, ami csak tgy teljesiilhet, ha s = id. Ezért P(Xp = 1) = o —
n!
Definici6 szerint kiszamithatjuk a varhato értéket:
! n!—1
E(Xp)=)» kP(Xp=Fk)=P(Xp=1)= -
k=0
n!—1

Tehat két permutacié atlagos tavolsaga a diszkrét metrikdban '
n!

A szoérasnégyzet meghatarozasihoz sziikségiink van a valosziniségi valtozo

masodik momentumara, viszont ez éppen a varhato értéke. Ezért

D*(Xp) zngP(XD — k) — (”’—1)2 _nl—1 (n!—1>2 -1

n! n! n! n!2
, . , . U . .. vnl—1
Tehat a diszkrét metrikdban a permutaciok tavolsiganak szorasa -
n!

3.2. Hamming metrika

3.4. Definicié. (Hamming tavolsag) Legyen s,t € S, permutdcid, ekkor a

dg(s,t) = Z d(si, t;)

kifejezést az s és t permutdcidk Hamming tdvolsdgdnak nevezzik (ahol 6 a

Kronecker-féle 0 figguényt jelili).

3.1. Allitas. (S,,dy) metrikus tér.



3. fejezet Metrika értelmezése szimmetrikus csoportokon

Bizonyitds: Legyen s,t € S, tetsz6leges permutéacio, ekkor dg(s,t) = 0
pontosan akkor, ha s = t és dy(s,t) = dy(t,s) a metrika definiciojabol

kovetkezik. Minden s, ¢ € S, esetén dy(s,t) felirhato

dp(s,t) = ngn|5i — 1]
i=1

alakban. Mivel minden a,b € R esetén sgn (Ja +b|) < sgn|a| + sgn|b| és
sgn (Ja| 4 1b]) < sgn|a|+sgnl|b|, ezért ezt felhasznalva belathatjuk a haromszog-

egyenlGtlenséget. Legyen s, t,r € .5, tetszbleges permutécid, ekkor

n n

dy(s,t) = ngn|3i —t;| = ngn|3i —ri+ri—t] <
i=1 i=1
< ngn(\si —ri|+|ri—t]) < ngn|si — |+
i=1 i=1

+ ngnm —t;i| =dy(s,r) +dp(r,t)
i=1
Tehét a dy = S? — R fiiggvény metrika, tehat (S,, dy) metrikus tér. O

Szamitsuk ki a Hamming tavolsag varhato értékét és szorasat. Legyen
minden s € S, permutécié esetén Fix(s) = |[{z € [n] | s(z) = a}| az s
fixpontjainak szama és H(s) = dy(id,s), ekkor H(s) = n — Fix(s), mivel
H(s) éppen annak a szama, hogy hény pont nem fix az s permutécioban.
Jelolje az X valbszintiségi valtozo egy egyenletes eloszlas szerint véletlensz-
ertien valasztott permutéacioé fixpontjainak szamat és X; az i-edik pozicioban

lévé fixpontok szamat. Ekkor

X =
0 Sz#Z



3. fejezet Metrika értelmezése szimmetrikus csoportokon

és X = Y X;. Mivel (n — 1)! féleképpen fordulhat els, hogy az i-edik
=1
poziciéban fixpont van, ezért

) 1
lgy E(dg)=E(n) — E(X)=n— Z — =n — 1. Tehat két véletlenszertien
n
i=1
valasztott permutacié dtlagos Hamming tavolsaga n — 1.
A szoras meghatarozasahoz sziikségiink lesz a Hamming tavolsdg masodik

momentumaéara, ehhez kiszadmoljuk az X valoszintiségi valtozé masodik mo-

mentumat.

—E (ix) —E(ZX2+QZXX>

1<J
Zn: (X7)+2) E(X:X)) ZZ#
i=1 1<j i=1 t=0
QZZtP (X, X; =1t) ZP(Xi:1)+2ZP(XiX]~:1)
i<j t=0 =1 1<J

Minden ¢ # j esetén a P(X;X; = 1) éppen annak a valoszintisége, hogy
két kiilonb6z6 pozicidban fixpont van. Az i és j poziciokban egyféleképpen
lehet fixpont, a tébbi pozicioban szerepls értéket a megmaradt n — 2 elem
elhelyezésével tetszélegesen valaszthatjuk igy (n—2)! féle lehetéség képzelhetd
el, ezért P(X;X; =1) = (n ;'2)!, tehat

1<j

eszerint E(X?) = 14+ 2.3 = 2. A maésodik momentum felhasznalaséval

10



3. fejezet Metrika értelmezése szimmetrikus csoportokon

D*X) = E(X?) — F*(X)=2-1=1,igy D(X) = 1. Persze a metrika

definicioja szerint H = n — X, ezért D(H) = 1. Tehat két véletlenszeriien

valasztott permutaci6 tavolsaganak szordsa a Hamming metrikdban 1.
Tekintsiik az n — H valoszintiségi valtozot, megmutathato, hogy a

lim (n — H) hatareloszlas létezik és Poisson(1) eloszlasu.
n—oo

A H(s) kifejezés megegyezik az s permutacio diszjunkt ciklusfelbontésaban
szerepld ciklusok sszhosszaval. Példaul s = (1,3,4,2,5), ekkor
s = (234), tehat pontosan 3 olyan elem van, amely nem 6nmagéba megy, igy

H(s) = 3.

3.3. Spearman metrika

3.5. Definici6. (Spearman tdvolsag) Legyen s,t € S,, permutdcid, ekkor a

ds(s,t) =Y |si — til
=1

kifejezést az s és t permutdciok Spearman tdvolsdgdanak nevezzik.
3.2. Allitas. (S,,ds) metrikus tér.

Bizonyitds: Legyen s,t € S, tetszbleges permutécio, ekkor
ds(s,t) = 0 pontosan akkor, ha s =t és dg(s,t) = dg(t,s) a metrika defini-

civjabol kovetkezik. Legyen s,t,r € S,,, ekkor

di(s,t) =Y |si—ti| =Y |si—ritri—t] <> (si —ri| + ri — t;]) =
=1 =1 =1

D lsi—ml 4+ i = til = ds(s,r) + ds(r, 1),
=1 =1

11



3. fejezet Metrika értelmezése szimmetrikus csoportokon

tehat a dg : S2 — R fliggvény metrika, ezért (S, dy) metrikus tér. O

A Spearman metrika azonos az L' metrikdval, a szimmetrikus csoport
elemein.

A Spearman metrika két permutacioé tavolsagat pozicionként kiszadmolt
értékek Osszegeként szamitja ki, ezért ha az X valoszintiségi valtozo jeloli egy
egyenletes eloszlas szerint véletlenszerden valasztott permuticié Spearman
tavolsagat az identitastol, és Xinjelijli az i-edik pozicidban szamolt kiilonb-
séget, akkor X felirhato X = ZX" alakban. Tehat X varhato értékének
kiszamitasahoz hatarozzuk meézﬁl?(Xi) értékét minden i € {1,2,...,n} es-
etén. A varhato érték definicioja szerint

n
E(X;) =Y kP(X;=k).
k=0

Tegyiik fel, hogy ¢ < HTH Ha k = 0, akkor P(X; = k) = %, mert
csak akkor lesz |i — s;] = 0, ha s; = ¢. Ha k € {1,2,...,i — 1}, akkor s;
kétféleképpen lehet pontosan k tavolsagra i-t6l, tehat P(X; = k) = % Ha
k€ {i,i+1,...,n — i}, akkor az |i — s;| = 0 egyenlet egyik megoldasa
negativ lenne, tehat P(X; = k) = % Végiil, ha k > n — ¢ akkor az egyik
megoldés szintén negativ, a masik viszont n-nél nagyobb, igy P(X; = k) = 0.

Osszefoglalva tehat

0 k>n—1
PXi=k)=4q 2 ke{0,4,i+1,...,n—1}
2 ke{1,2,...,i—1}

fgy mar konnyen kiszamithato a varhato érték, ugyanis

12



3. fejezet Metrika értelmezése szimmetrikus csoportokon

2k k i(i—1) n+1-—2
( ) — ;n n n + 2
i(t—1)+(n+1—1)(n—1)
on '

Nyilvanvalo, hogy X, .1_; ugyanolyan eloszlasi, mint X; és mivel F(X;)

szimmetrikus kifejezés i-ben és n + 1 — ¢-ben, igy ez lesz a varhato érték

n+1

minden 7 > esetén is. Tehéat

E(X):Zi(i—1)+zn+l2—2i: (n—1)3(n+1)‘

=1 =1

(n—1)(n+1)
3 .
. Megmutathato, hogy X asz-

Ezért két permutacio atlagos tavolsaga a Spearman metrikdban
(n+1)(2n?+17)

45
imptotikusan normadlis eloszlast, a kozelités n > 10 esetén mar elég jo.

Levezethet, hogy D?(ds) =

3.4. Cayley metrika

3.6. Definici6. (Cayley tavolsag) Legyen s,t € S, permutdcid és minden t;

transzpozicio, ekkor a

k
de(s,t) = mkln{sgti =t}

kifejezést az s és t permutdcick Cayley tdvolsdganak nevezzik.
3.3. Allitas. (S,,dc) metrika.

Bizonyitds: Természetesen a trividlis tulajdonsagok konnyen ellenérizhetok.

A haromszog egyenlétlenség is konnyen megmutathato. Legyen

13



3. fejezet Metrika értelmezése szimmetrikus csoportokon

s,t,r € S, tetsz6leges permutacio, a Cayley tavolsag megadja a minimalis
transzpoziciok szamat, amelyekkel az s permutacié attranszformalhato a ¢
permutacioba. Ezért do(s,t) transzpozicio sziikséges ahhoz, hogy s-et &t-
transzforméaljuk ¢-be és do(t,r) transzpozicio sziikséges ahhoz, hogy t-t &t-
transzformaljuk r-be, ezért legfeljebb do(s,t) + de(t,r) transzpozicioval s

atvihets r-be, vagyis do(s,t) + do(t, r) > do(s,r). O

Ha az egyik valtozot az identitasnak vélasztjuk, akkor legyen
C(s) = de(id, s). A C(s) kifejezés megadja, hogy legalabb hany transzpozicio
sziitkséges az s permutacio felirasdhoz, ezért C'(id) = 0. Ha K (s) jeloli a korok
minimalis szamat, azaz a diszjunkt ciklusfelbontasban szerepls kordk szamat,

(K (id) = 0), akkor az alabbi Osszefiiggés teljesiil:

3.4. Allitas. Legyen s € S, tetszdleges permutdcid, ekkor

H(s)=C(s)+ K(s).

k
Bizonyitds: Legyen s = Hci és legyen [; = {z € [n] | ¢;i(x) # z}| a ¢

ciklus hossza. Tegyiik fel, ilrzlg)gy s felbontasaban a ciklusok hosszuk szerinti
sorrendben szerepelnek, azaz [; < [;11. Szamoljuk meg, hogy hany azonos
hosszu ciklus szerepel a felbontasban, tehat legyen

am = {e € Sy | l; = m}|, azaz hogy hany ciklus pontosan m hosszi a ¢;
ciklusok kozott. Legyen a = (aq, ag, ..., ay), ahol oy = 0, mert minden
1-hosszu ciklust az identitasnak tekintjiik, amit ebben a reprezentaciéban
nem izémoltunk a ciklusok kozé. Az a vektor meghatarozza a korok szamat,
igy Z a; = K(s), mert a korok szama nem fiigg a korok hosszatol, igy csak

i=1

Bssze kell adni, hogy hany 1-hosszu, 2-hossz1, ..., n-hosszi ciklus szerepel

14



3. fejezet Metrika értelmezése szimmetrikus csoportokon

benne. Ugy kapjuk meg, hogy hany transzpozicio sziikséges s felbontasahoz,
ha a diszjunkt ciklusfelbontasban szerepld ciklusokat bontjuk fel transzpozi-

ciok szorzatara, ekkor a

¢ = (xpxin. .. xy,) = (Taie) (Titis) - . (Ti,—2Ti,—1) (T, —1T4, ), tehat
l—1

C; = H(:cijxijﬂ). Irjuk fel o segitségével a ciklusok szamabol a transzpozi-
j=1
ciok szamat, « szerint s-ben « 2-hosszi ciklus, azaz transzpozicié szerepelt,

ezek szerepelni fognak a transzpoziciokkal felirt szorzatban is, egy 3-hosszt
ciklus az el6z6 felbontas szerint elGall 2 transzpozicié szorzataként, de as
darab ilyen volt s-ben, igy ezek a ciklusok 3a3 darab transzpozicioval névelik
az eddig felfedezett transzpoziciok szamat. Hasonloan, egy ¢-hosszu ciklus
i — 1 transzporzicio szorzatara bonthato, igy a; darab i-hosszu ciklus (i — 1)«;
darab transzpozicié szorzatira borr;lik, ezért Osszesen

Oar +1las+2as+- -+ (n—1)a, = Z(z— 1)a; darab transzpozicié szorzatéara
i=1
bontottuk s-et. Kénnyen latszik, hogy ennél kevesebb transzpozicié szorza-
n

tara mar nem tudjuk felbontani, ezért C(s) = Z(z — Da;. Az iqy szorzat
i=1
éppen az i-hosszu ciklusok szaménak i-szeresét hatarozza meg, tehat egyenld
az Osszes i-hosszu ciklus altal mozgatott elemek szaméaval, ezt minden i-re
n

Osszeadva az eredmény éppen a ciklusok Gsszhossza, tehat E io; = H(s).
i=1
n
Mivel a E «; kifejezésben Osszeadjuk az 1-hosszi, 2-hossz, n-hosszu ciklu-
i=1
sok szamat, ezért ez az Osszeg éppen az s-ben 1év§ ciklusok szaméat adja meg,

vagyis Zai = K(s). Ezért adodik, hogy
i=1
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3. fejezet Metrika értelmezése szimmetrikus csoportokon

A Cayley metrika varhato értékét kiszamolhatjuk a kovetkezd modon: An-
nak a valosziniisége, hogy egy véletlenszertien valasztott S = (S1, Sa, ..., Sy)

permuticioban S; = 1, az P(S; = 1) = 1. Ha S; = 1, akkor annak a

n

valoszintisége, hogy Sy = 2, az P(S; = 2 | S; = 1) = -5 és hasonloan
1

inden P(S, =k |S1=1,5=2,...5%_1=k—1) = ————. Mivel

minden P(Sy | Sy , Sy , 1 ) o ive

nem tudjuk, hogy az egyik pozicioban 1év6 érték a helyén van vagy cserével

érhetjiik el, hogy a helyére keriiljon, ezért jelolje X; azt, hogy az i-edik pozi-

3 1 1
cioban kell-e cserélniink. Igy P(X, 11 ;=1)=1—=és P(Xp41s=0) = —.
2 2
Ezért
X=> X, gy B(X)=3", (1-21)=n—3" 1 Tehat
i=1
B =n-3 e =3 (1ot
- i g i)

i=1 =1

3.5. Kendall metrika

3.7. Definicié. (Kendall metrika) Legyen s,t € S, tetszdleges permutdcid,

ekkor a

dT(S,t) = ZX(SZ < Sj,ti > t])

i?j

kifejezést az s és t permutdciok Kendall tdvolsdgdnak nevezziik.
3.5. Allitas. (S,,d,) metrikus tér.

Bizonyitds: Legyen s,t € S, tetszbleges permutécio, ekkor
d;(s,t) = 0 pontosan akkor, ha s = t és d,(s,t) = d,(t,s) trividlisan

kovetkezik a metrika definiciojabol. A haromszog egyenlétlenség igazolasdhoz

hasznaljuk a definiciobban szereplé kifejezés egy ekvivalens alakjat. Legyen
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3. fejezet Metrika értelmezése szimmetrikus csoportokon

s, t,r € 5, tetszbleges permutacio, ekkor

dT<S,t) = ZX(S,L < Sj,tl' > tj) =

i7j

ZX(SZ'_SJ' <O,ti—t]’ >O) =

1<j

Z sgnsgn(s; — s;) —sgn(t; — ;)|
i<j

Ezt felhasznalva beldthatjuk a hiromszog egyenlGtlenséget

dr(s,t) =Y sgn|sgn(s; — 5;) — sgn(t; — ;)| =

i<j

Z sgn‘sgn(si —sj) —sgn(r; — ;) +sgn(r; — ;) — sgn(t; — tj)}

i<j
< ngn({sgn —sgn(r; — Tj)’ + |sgn(r2- —rj) —sgn(t; — tj)D
1<J
< ngn‘sgn —sj) —sgn(r } + ngn‘sgn —sgn(t; — t; )|
1<j 1<j

=d.(s,r) +d.(rt).

Szamitsuk ki a Kendall-féle tavolsag varhatod értékét és szorasnégyzetét.
Legyen 7(s) = d.(id, s) és jel6lje Inv(s) az s permutacio inverzidszaméat, ekkor
7(s) = Inv(s). A metrika invarians tulajdonsagat kihasznéalva szamitsuk ki a
metrika varhato értékét és szorasat. A Kendall-féle tavolsag annak a szamat
adja meg, hogy hanyféleképpen vélaszthatunk ki olyan (i, 7) € [n|x([n] \ {i})
parokat, melyekben az els§ valtozoban szereplé permutaciéban a megadott

pozicibban 1év6 elemek ellentétes relacioban &llnak a maéasodik valtozéban
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3. fejezet Metrika értelmezése szimmetrikus csoportokon

szerepl§ permutacioban megfelel6 pozicidiban taldlhato értékekkel.
Jelolje az X valoszintiségi valtozo egy egyenletes eloszlas szerint véletlen-
szertien valasztott permutacié inverziészamat és legyen minden ¢ < j esetén
1 s, > S

Xij:
0 s < S;

Ekkor X = ZX” mert az inverziészam éppen azt adja meg, hogy hany
i<j
esetben fordul el hogy kisebb indexti pozicibban nagyobb érték taldlhatd a

nagyobb indexi{i pozicioban talalhato értéknél.

1
1<j i<j 1<y t=0 1<J
A P(X;; = 1) valoszintiség kiszamitasahoz ki kell valasztanunk azt a két
elemet, amelyek inverzioban allnak, ezt (Z) féleképpen tehetjiik meg és a

maradék n — 2 elemet (n — 2)! féleképpen valaszthatjuk meg, igy

P(X;=1) = G2t _ % czért B(X) = Zl - 1(”)

n! ‘) 2\2
1<)

A széras kiszamitasadhoz sziikségiink lesz X méasodik momentumaéra.

E(X)=) E(X})+ Y EXyXy)=> Y £’P(X;=t)

i<j i<j i<j t=0
k<l
(,9)#£ (k1)
1

+ Z th(Xinkl =t)= ZP(XU =1)+ Z P(X;j X =1).

i<j  1=0 i< i<j

k<l k<l

(4,0)#(k,0) (4,9)#(k,0)

A P(X;; Xy = 1) valoszintség kiszamitasahoz esetszétvalasztast kell végezni

aszerint, hogy az i, j, k és [ indexek koziil melyek egyenlSk, mivel ¢ < j,

18



3. fejezet Metrika értelmezése szimmetrikus csoportokon

k< 1lés (i,j) # (k1) ezért, hai < j =k <lvagy k <l =1 < j,
akkor P(Xy Xy = 1) = GO 0 40— has £ L vagy i £ k és

n! 6
. oy 2(B) ey, o o
Jj =1, akkor P(X;; Xy = 1) = —=%——— = 2 és ha |[{i,],k,[}| = 4, akkor

n! 3

n'n72'n74! ’
P(XiyXu=1)= G0 St T lay:

n!

Ly, .
E P(Xinklzl):é‘{@?%k,l)E[n]4’Z<J:k<l}’+
i<j
k<l
(6,5)# (k1)

Ty, . o
6‘{(2,],/4:,[) € [n}4 | k<l:z<]}‘

1

sHG kD e [i=k<j#Lk<l}+

%}{(i,j,kz,l) el li#k<j=lLi<j}+

sy e gkt =0l =5 () +3(5) +3 () +

Ekkor E (X?) = %(Z) + g(g) + ;(Z)

Ezt felhasznalva a szorasnégyzet mar konnyen kiszadmolhato, mivel

D*(X) = E(X?) — F*(X), igy egyszer(isités utan adodik, hogy

i)

D*(X) = w A Cayley tavolsag azt méri, hogy két permutacié hany
transzpozicioval transzformalhaté egymésba, viszont a Kendall tavolsag a két
permutécié kozt 1év6 inverziot szamitja, ami éppen az egymasba transzfor-
malashoz sziikséges szomszédos transzpoziciok szama, ezért C' < 7. Megmu-

tathato, hogy minden s,t € S, permutécio esetén d. (s, t)+dc(s,t) < ds(s,t)
és dg(s,t) < 2d.(s,t).
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3. fejezet Metrika értelmezése szimmetrikus csoportokon

3.6. Ulam metrika

3.8. Definicid. (Ulam téavolsag) Legyen s,t € S, tetszdleges permutdcio és

L(s) a leghosszabb névekvd részsorozat hossza s-ben,ekkor a
dy(s,t) =n — L(ts™)

kifejezést az s és t permutdciok Ulam tdvolsigdnak nevezziik.

A szokasos modon rogzitsiik a metrika egyik valtozojat, legyen
U(s) = dy(s,id) és tekintsiik a kovetkezd problémat: legyen egy polcon n
darab konyv valamilyen sorrendben, ekkor hany lépésben tudjuk elérni azt,
hogy a konyvek, egy el6re megadott sorrendben kovessék egymést? Legyen
a konyvek eredeti sorrendje az identitas és az elérni kivant sorrend s, ekkor
minimélisan U(s) lépésben tudjuk a kivant sorrendbe rakni a kényveket.
Ennek a metrikdnak az eloszlasa, varhato értékének és szorasanak kiszamitasa

maig megoldatlan probléma. Az varhato értékre felirhato, hogy

. n — E(dU)
lim ——=
nooo  /n

=2.
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4. fejezet

Rangkorrelacio

Legyen d : S? — R metrika az S,, szimmetrikus csoport elemein, mivel S,

2d
max, ;d’

véges halmaz, ezért max,; d(s,t) létezik és véges. Legyen d=1-
ekkor a d metrikibol nyert d : S? — [—1,1] fiiggvény korrelacios egyiit-
thatoként hasznalhato és, mivel nem a mért adatokat csak az azok rangjanak
megfelel6 permutaciokat hasznalja, ezért nevezziik rangkorrelacionak. Az ed-
dig emlitett metrikdk esetén megadhaté bel6liik nyert rangkorrelacio, de erre

nem tériink ki, inkdbb két gyakran hasznalt rangkorrelacios eszkozt emlitiink.

4.1. Spearman-féle rangkorrelaci6

A statisztikiban egy adott (x1,v1), (z2,v2), ..., (s, yn) minta esetén a

korrelacios egyititthatot az

r

n

Z(iﬁi —z)? Z(yz -7’

=1

kifejezés hatarozza meg. Bizonyos esetekben, néhany kiugré értéknek koszon-
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4. fejezet Rangkorrelacio

het6en, ez a képlet nem megfelelGen fejezi ki a két mennyiség kozti korrelé-
ciot. Annak megel6zése érdekében, hogy a kiugrd értékek eltorzithassédk az
eredményt, a korrelaciés egyiitthatoé helyett a mennyiségek rangkorrelacios
egyiitthatojat szamoljuk ki. Ez azt jelenti, hogy a mintaban szereplé értékek
helyett, azok rangjat helyettesitjiik a képletbe.

Legyen s; = [{z; | z; < x;}| az z; rangja és ¢, = [{y; | v; < vi}| az y;

rangja, ekkor a
n

> (6= 8)(t =

ICEEDUED

kifejezés meghatarozza a rangok korrelaciojat, ezért nevezziik rangkorrelacio-

0=

nak. A keplet egyszer(ibb alakra hozhat6. Mivel

B 1 1 . n+1 , .. ,

5= — S = — 1= és ez minden rangsor esetén teljesiil, ezért
n =1 n =1

- n+1

t=5= 5 A szamlalo a kovetkezs alakban irhatd

( ) (t—1) = Z(S n+1)(ti n+1) Zst—nJrlZsz
n“Zt Z(n+1) Zst n+1)+n(n1—1)2:

n

12
S s, Mt

: 4
i=1

A nevez§ a kovetkezd modon egyszertsithetd:

S-S =3 (i) =

=1 =1 =1
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4. fejezet Rangkorrelacio

4 6 2
nn+1)?2 (n—1)n(n+1)

4 12

Z(i2_i(n+1>+(n+l)2):n(n+1)(2n+1) n(n+1)2+

Ezt a képletet atalakithatjuk a kovetkez6 modon:

n

1 2
S s, - Mo
=1 4

12 - n+1
= T~ Daln+ 1) (n—DMn+D%;S ]
12
12 = (n—1) - (4n +2) 2(2n +1)
= iti =1l-——
(n—DMn+D§;S * n—1 n—1

12 ~ . 2@2n+Dn(n+1)
T = et D) ; G ey

n

12
D

i=1

6 2n(n+1)(2n + 1) z B
1—<n_1)n(n+1)< 5 —Q;Sitl)_

1 n . n

3
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(m) (- ayuee 2 -

3

3

(n—lu) (Zs Qg;sitmtgtg) _

n

_ - b4 ) —1— — N
(”;1)21 — 2sit; +17) = <n§1> z‘:1(
6&(51»—@)2
T

4.1. Definici6. (Spearman-féle rangkorrelacié) Legyen

(x1,91), (T2,Y2), - - -, (Tn, yn) minta, s; az x; rangja, t; az y; rangja, ekkor a

03 (s

o(z,y) —1—m

kifejezést az (x,y) minta Spearman-féle rangkorreldcidjdnak nevezziik.

Legyen minden s,t € .S, permutacid esetén

fols,t) =) (si = ta)°

i=1

Eddig konzekvens médon d-vel jeloltiik a metrikdkat, viszont az f, flig-
gvény nem metrika az S, szimmetrikus csoport elemein, viszont a \/f_g fiig-
gvény igen, mert megegyezik az euklideszi metrikival. Szamitsuk ki a varhato
értékét. Az invariancia kihasznélasaval rogzitsiik az egyik valtozot az iden-

titasnak és legyen F,(s) = f,(id,s), ekkor
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4. fejezet Rangkorrelacio

1 . 1 & o
fe _nIZF H;;(Z—Si)zzE;E(Zz—%si—i—s?):
%Z(iQZl—%Zsi—f—zsf):
Ti=1 s s B
%i(z’?n!—Qi(n—1)!i]‘+(n_1)!ij2>:
L=l 1 P

niZ:: (z n! — 2i(n — 1)! er (n — 1)!n(n+1)6(2n+1)> _

(n—1)n(n+1)
6

n(n+1)

gy f, varhato értéke 5

Az tudjuk hogy az f, fiiggvénybdl

megfelel transzformacioval rangkorrelacié alkothato, ekkor a transzformal-
2fe

maxs,t fo

0= f/;, ezért maxgtfg - 2E(fg)

és tudjuk, hogy o =1 — f# tehat

tra az teljesiil, hogy fg =1- n2—1)"

4.2. Kendall-féle rangkorrelacio

A Kendall metrikdnal megismert fiiggvénybdl kiindulva, rangkorrelacios

egyiitthatot allithatunk el a c@ =1- % transzforméacioval. Mivel

2, _ (%)—2d,
G )

léve parok szama ng és a nem inverzidban 1évé parok szama n., ami éppen

max; ¢d, = nnl) (g), ezért c/l\T =1-

5 . Legyen az inverziéban

ne = (3) — na. Ezt behelyettesitve adodik, hogy d, = Ane=na),

n(n—1)
4.2. Definicié. (Kendall-féle rangkorrelacio) Legyen
(mla y1)7 (l‘g, y2)7 R (xna yn) minta: S; A2 T Ta'ngja7 t’L az y; mngja, ekkor a
2n. —
S (e — na)
n(n —1)
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kifejezést az (x,y) minta Kendall-féle rangkorreldcidjinak nevezziik.

4.2.1. Kendall préba

Egy adott (z1,v1),(%2,92),..., (%s,y,) minta esetén fontos kérdés an-
nak eldontése, hogy a mintadban szerepld valtozok fliggetlenek-e. Legyen
az egyiittes eloszlas H(x,y), tegyiik fel, hogy ez folytonos. Ekkor logikus
azt a hipotézist vizsgalni, hogy ez felbomlik-e H(x,y) = F(x)G(y) alakban.

Legyen minden 1 <7 < 7 < n esetén
Z(xl7xj7yl7y]) =

A7 =2P((x; — xj)(y; —y;) > 0) — 1 a Kendall-féle 7, kdnnyen latszik, hogy

ha z és y fiiggetlenek, akkor 7 = 0, viszont ez forditva nem mindig teljesiil.

2T

Legyen T = ZZ(xi,xj,yi,yj), ekkor megmutathato, hogy a 7 = 2T

kifejezés torzit;jlan becslése T-nak, ahol T éppen a Kendall-féle rangkorrelé-
cio, igy F(T) = 7. Legyen a nullhipotézis Hy : 7 = 0, ekkor tetszéleges «
terjedelem esetén a Hy : 7 > 0 ellenhipotézis mellett a kritikus tartomany a
K ={T > k,} halmaz, ahol k,-ra teljesiil, hogy

P(T > ko, = a. Ha Hy : 7 < 0 az ellenhipotézis, akkor K = {T' < —k,} a
kritikus tartomany. Kétoldali ellenhipotézis esetén

K ={T > k4, vagy T < —k,, }, ahol a = ay + ay a proba terjedelme.
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Alkalmazasok

5.1. A Mallows modell

Egy versenyen a zstiritagok a megjelent versenyzéket egy meghatarozott
szempont szerint rangsoroljak, ha a versenyzék szama n € N, akkor tekintsiik
a zsiiritagok altal meghatarozott rangsorokat egy-egy S,-beli permutacionak.
A Kendall-féle tavolsag segitségével hozzunk létre egy olyan P valoszintiségi
mértéket az S, csoporton, amelyet egy s € .S, pozicidparaméter és egy A > 0

skalarparaméter definial. Legyen minden s € S,, permutécié esetén

e—)xdT(s,so)

E €_>\d7(5750) )

S

P(s) =

Ahogy az so-tol vett tavolsagot csokkentjiik, tigy ez a valészintiség ex-
ponencidlisan csokken. Ha a A paramétert O-nak valasztjuk, akkor egyen-
letes eloszlast kapunk. Tegyiik fel, hogy a versenyzék "valodi" sorrendje
so, feltehetjiik, hogy sqg = id. A zsiiritagok paronként hasonlitjak Gssze a
versenyzdket és az ¢ < j versenyzdGk osszehasonlitasanal p > % valoszintiséggel

ismerik fel a valodi sorrendet és 1 — p valoszintiséggel tévednek. Ha az igy
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elvégzett (’2‘) Osszehasonlitas egy linearis rendezést ad, akkor

nv(s), (5)—Inv(s / p —Inv(s ;P
P(s) = C(1 = p)mpli)=im) = 0/(L 2y ) = o'

Azaz & = e valasztassal éppen a Mallows modellt kapjuk.
—p

5.2. Egy kétmintas probléma

Két megfigyelés soran az egyik alkalommal egy n € N elemii populacio
esetén my, egy méasik alkalommal my mérést végeztiink. Legyen az els6 meg-
figyelés soran a j-edik alkalommal, a populacié i-edik tagjan végzett mérés
eredménye f;(z;) és a masodik megfigyelés soran a j-edik alkalommal, a pop-
ulacio i-edik tagjan végzett mérés eredménye g;(x;). Ezeket az adatokat

nagysag szerint névekvg sorrenbe allitottuk és az

fi(@1) < --- < fi(xzn) sorrendben szerepls i-edik elemet Xjj-vel, mig a
g;(z1) < -+ < gi(z,) sorrendben szerepld i-edik elemet Yj;-vel jeloltiik és
ezt minden j = 1,...,my, mg esetén elvégeztiik. Ekkor minden j esetén

egyértelmiien létezik olyan p;, ¢; € S,, permutacid, amelyre

pi(fi(@:) = [} (x) €s q;(g;(w:)) = g;(@s). Legyen f;(x) = (fi(z1) ... f;(xn))
és g;j(z) = (gj(z1) ... gj(xy)), ekkor az

fi(z), fo(x), ..oy fo (2), 01(2), g2(2), . . ., gmy(x) € R™ adatok helyett hasznal-
hatjuk a p1,p2, .. Dmys Q1525 - - - Gmy, € Sn rangsorokat. Legyen (S,,d)
metrikus tér és rajzoljuk fel a P = {p1,pa, ..., Pm,} 68 Q@ ={q1, %2, -, Gm, }
permutaciok G = (V| F) teljes grafjat. Ekkor V = PUQ éslegyenc: E — R
olyan koltségfiiggvény az élek halmazan, amelyre minden uv € FE esetén
c(uv) = d(u,v). Keressilk meg a G grafban a legolecsobb utakat tartalmazo
feszit6fat a Prim algoritmus segitségével. Szinezziik a P-beli permutéciokat

reprezentalo fabeli csticsokat pirossal és a (Q-belieket kékkel. Legyen Z a P-
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beli és -beli pontokat 0sszekots élek szama, Z eloszlasat vizsgalva tudjuk
igazolni, hogy a két vizsgalt populacié mennyire hasonld, ha rogzitjiik a faban
szerepld éleket és egy véletlenszer( szinezés esetén kiszdmoljuk Z értékét,

akkor elég sokszor elvégezve a szimuléciot kovetkeztethetiink Z eloszlasara.

Példa: Németorszagban és Anglidban egy-egy loversenyen megfigyeltiik, hogy
10 16 hogyan teljesit egy évadon keresztiil és kivancsiak vagyunk arra, hogy
a lovak mennyire hasonl6 vagy éppen mennyire kiillénb6z6 eredményeket fu-
tottak, tehat hogy befolyasolta a teljesitményiiket a hazai illetve a kiilfoldi
palya. Németorszagban egy idény soran 15 futamon, illetve Angliaban 20 fu-
tamon jegyeztiik fel, hogy a lovak milyen id6ket futottak és az Osszegytjtott
adatok szerint minden egyes futamra felirtuk a lovak beérkezésének rang-
sorat. A mérési adatoknak megfelelen elkészitettiik a miniamalis koltségi

éleket tartalmazo feszit6tat.
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A permutaciokat reprezentald graf feszitéfaja
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5. fejezet Alkalmazasok

Miutan a fat kirajzoltuk és meghatéiroztuk a két szinosztéily kozt halado élek
szamat, ami a minta alapjan 11 volt, a két szinosztaly méretének megfelelgen
1000 szimulaci6 soran tjra és tjra beszineztiik a fa csticsait és minden esetben
megfigyeltiik, hogy hany él haladt a szinosztalyok kozott. Az eredményeinket

egy hisztogramon &brézoltuk.
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Z értékei

Z Hisztogramja

Mivel a hisztogramrol leolvashatd, hogy az altalunk kapott érték elég szél-
sGséges, azaz szignifikansan eltér az atlagtol, igy elutasithatjuk azt a hipotézist,
hogy a loverseny eredménye fiiggetlen a helyszintél, azaz lényegesen kiilon-

bozik a németorszagi és az angliai versenyek kimenetele.

5.3. Robosztus regresszio

Célunk nemlinearis regresszié kozelitése rangokkal. Legyen

fo9 : X — R paraméteres fiiggvénycsalad és (z1,v1), (€2,%2), - - -, (T, Yn) meg-
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5. fejezet Alkalmazasok

figyelés. Olyan 9 € © értéket keresiink, amelyre y; kozel van fy(z;)-hez. A
klasszikus megkozelités a legkisebb négyzetek modszerével taladlja meg a kere-

sett 9 értéket a

n

> (i — fola))?

i=1
kifejezés minimalizalasaval. Eszrevették, hogy bizonyos értékek esetén ez
a képlet nagyon érzékeny, azaz, ha néhany z vagy y érték tal tavol van a
tobbitdl, akkor az nagy hatassal lehet a minimumra. FEzért ¢ értékét ugy
kéne megvalasztanunk, hogy fy(z;) rangja a lehetd legkizelebb legyen y;
rangjahoz. Jelolje t; az y; rangjat és sy, az fg(x;) rangjat. Kereshetjiik
azt a v paramétert, amelyre d(¢, sy) minimalis, ahol d tetsz6leges metrika a

permutacok halmazan.
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