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1. BEVEZETES

Szakdolgozatom abbol az alavet§ kérdésbdl indul ki, hogy hogyan lehet egyéni
véleményekbdl igazsagosan - vagy éppen, hogy manipulativ médszerrel, igazsdgtalanul
- kifejezni a kozosség akaratat. Ha pontosabban akarom megfogalmazni, akkor pedig

inkdbb az igazsdgos szavazasi rendszer lehetetlenségérsl szol.

A téméban (a tarsadalmi valasztésok elmélete) Arrow (Kenneth Arrow, 1921-) az
amerikai matematikus-kozgazdasz tette le az alapkovet az 1950-es években az Arrow-
féle lehetetlenségi torvénnyel melyet azota tobben is altalanositottak (pl.: List-Pettit),
és amiért meg is kapta 1972-ben a kozgazdasagi Nobel-dijat. A tétel lényegében azt
mondja ki - mint, ahogy azt majd részletesebben is latni fogjuk - hogy ketténél tébb
alternativa és harom vagy tobb doéntéshozo esetén nincs olyan tébbségi véleményag-
gregalasi technika, ami a minimalis etikai kovetelményeknek eleget tenne (igazsigossag,

méltanyossag, racionalitas).

A dolgozat els6 részében (2. fejezet) bevezetjiik a téma targyalasahoz sziikséges
jeloléseket és deficiniciokat, majd kimondjuk és bebizonyitjuk (3. fejezet) May-tételét,
mely ramutat arra, hogy az egyik legegyszeriibb, a sima tobbségi elven miik6dé szavazas
modszere, milyen pontosan ki tudja elégiteni az igazsagossag feltételeit, de csak bi-
zonyos koriilmények kozott!

Utana bemutatjuk a Condorcet valasztési rendszereket és raimutatunk azok alapvetd
hidnyossidgéara, hogy nem mindig adnak gy6ztest, majd ehhez a valasztasi rendszerhez
viszonyitva megnéziink még néhany més metoédust is.

Ezutan ratériink a méar emlitett Arrow tételre, amit bizonyitunk, egy egyszert ge-
ometriai szemléleti gondolatmenettel. Majd megmutatjuk ennek a tételnek egy mu-
tatos kdvetkezményét az Ostrogorsky paradoxont.

A kovetkez6 fejezetben pedig bemutatjuk a Gibbard-Satterthwaite tételt ami azt
mondja ki, hogy egy valasztési rendszer vagy manipulalhato, vagy nem lehet diktéator-
mentes. Ennek egy specidlis esetét bizonyitjuk is, amikor csak két valaszté van.

Végiil pedig megnézziik Sen paradoxonat (mas néven a liberalis paradoxont), ami
azt mondja ki, hogy nem minden esethen GsszeegyeztethetGek az egyének “szabadsagjo-
gai” a kollektiv dontésekkel.



2. DEFINICIOK, JELOLESEK, KERETRENDSZER

Egy valasztasi rendszerben vannak individuumok és jeloltek. Az individuumok egy
rendezést allitanak fel maguknak a jeloltek kozott és feltételezziik, hogy ez alapjan adja
le szavazatat. Az individuumok szavazatait egy véleményosszegzé fliggvény leképezi sz-
intén egy rendezésbe, vagy egy jeloltre attol fiiggGen, hogy szocidlis joléti vagy szocialis
valasztofiiggvényrdl beszéliink. Ennek a fiiggvénynek kell(ene) titkréznie a kollektiv

akaratot. A fejezetben ezekre a fogalmakra kezdiink el keretrendszert épiteni.
Definiciok és allitasok:

e Jelolje X a vélasztasi lehetGségek halmazat, | X |= n pedig a halmaz
szamossagat.

Ha mas megkdtést nem tesziink akkor feltessziik, hogy| X |> 2.

Ha Z C X, akkor X\A jelolje Z komplementerét az X-ben.

Legyen >binér relaci6 az X-en.

Ha x,y € X és z > y, akkor azt, mondjuk, hogy x gyengén preferdlt y-hoz
képest.

Ha z > y fennal, de nem teljesiil y = z, akkor ezt = > y-al jeloljiik és azt

mondjuk, hogy x erdsen preferdlt y-hoz képest.

Ha teljesiil x > y és y >~ «x is, akkor ezt x ~ y jeloljiik és azt, mondjuk, hogy x

indifferens y-ra.

e (X, >) részbenrendezés X-en, ha:

— a >~ relacié reflexiv, azaz Vo € X-re x = x.

— a >~ relacié tranzitiv, azaz ha Vr,y,z € X, x = y és y = z esetén fennal

T .

— a >~ relacid antiszimmetrikus, azaz ha Ve,y € X, v = y és y = z , akkor

kovetkezik, hogy = = y.

o Az (X, ) parost teljesnek nevezziik, ha Vz,y € X -re fennall az x = y vagy
Yy = x.



e [gy teljes és tranzitiv relaciot rendezésnek neveziink.

e [gy binér relaci6 linearis rendezés, ha teljes, tranzitiv és antiszimmetrikus.

Jelolje L(X) a lineéris rendezések csaladjat X-on.

Allftas: Ha | Y |= n, akkor L(Y) elemszdma megegyezik az {1,2, ..., n}halmaz
elemeinek a kiilonb6z6 permutacionak a szaméaval, ami éppen 1x2x...x(n—1)xn =

n!

o Az > relaci6 inverzét jelolje =~! ahol z =1 y akkor és csak akkor ha y > x.
Allftas: Az =1

antiszimmetrikus, vagy
— teljes, vagy

— tranzitiv, vagy

linearis <—-ha > is az.

o Legyen Y C X, > pedig binér relaci6 X-en, ekkor > megszoritasat Y-ra jelolje
t|y, ahol
r =,y <har=yaholz,yecY

e Azt, mondjuk, hogy az (X, ») tartalmaz kort, ha 3z, x9, ..., z; € X, hogy:

Ty = T > ... = x; = x1 (ezt i + 1 hosszusdgi kornek nevezziik)

xr € X-et az (X, =), legjobb, vagy legerdsebb elemének nevezziik, ha Yy € X-re:

z =y fennall. Jelolése (X, =)MAX vagy RMAX yagy pMAX.

xr € X-et az (X, =) legrosszabb, vagy leggyengébb elemének nevezzik, ha
Vy € X-re: y >~ x fennall.

Megjegyzés:

e Az, hogy egy X tartalmaz-e kort a kés6bbiekben kiemelten fontos szerepet fog
jatszani, hiszen ha példaul
X ={z,x9,...,x,}€s 11 = T3 > .... = x, = x1, akkor nincsen X-nek legjobb

eleme.

e Szép példa kort tartalmazo (X, =) parosra a ké-papir-ollé nevi jaték ahol:

X = {k6, papir, ollé} és a rendezés pedig: k6 > oll6 = papir > k6



e Altalanosan, a tranzitivitas sziikséges,de nem elégséges feltétele annak, hogy

létezzen legjobb elem.

Jelblések:

e Jelolje N az egyének halmazat akikek megfeletetiink a 1,2, ..., n elemeinek
(n>2).

e Ha minden i € N egyén meghataroz egy p; € L(X) rendezést X-en, akkor
p" = (p1,p2, ..., ps) € L(X)N

e Valasztasi tereknek hivjuk, az X felett meghatarozott linaris rendezeket és a
(P, X) parossal jeloljiik Gket.
Jelolése: (P, X) C L(X)N, ha pedig (P, X) = L(X)", akkor P-ét teljes valasztasi

térnek hivjuk (mindenki szabadon szavazhat).

e Jelolés ha Y C X, akkor P(Y) alatt azt a valasztési teret értjiik, amiben a

linaris rendezéseket megszoritottuk Y -ra.

Definicié: Egy p € (P, X) elemet profilnak hivunk és p; i € N jeloli az 1.

individuumnak a preferecia rendezését p-ben.

Jelblés:

e Ha egy p € (P, X) profilban a p; preferencia sorrendjében z gyengén preferal
y-hoz képest, azt x =; y-al jeloljiik, vagy ha nem egyértelmi, hogy melyik profil
szerinti véleményérdl van sz6 i-nek, akkor x =¥ y-vel, vagy p;(z) = p;(y)-al

jeldljiik
e Hasonloan értelmezhetSek az x A y és az x = y jeldlések is.

e Ha Y C X, akkor pjy jelolje a megszoritasat a p profilnak Y-ra.

Definicié: Ha S C (P, X) részhalmaz ekkor jel6jon p € S egy olyan profilt ahol
p(i) € S Vi € N-re.

Definici6 [4 pp. 39]: :



e Szocidlis joléti figguénynek nevezziik a f : (P, X) — L(X) fiiggvényeket. Azaz
egy olyan dsszegz fiiggvényt ami egy (p1, p2,....,pn) :=p € (P, X) C L(X)V
profilhoz hozzarendel egy linearis L(X) rendezést.

e Ha f(p)tranzitiv minden p € (P, X) esetén, akkor tranzitiv értékinek nevezzik.

e Ha egy p € (P, X) profilra f(p) altal megadott rendezésbenz gyengén preferal
y-hoz képest, azt x =, y-al jeloljiik. Itt is hasonlé modon értelmezhetSek

azr “ypp) Y €8 az T =) y jelolések.

Definici6 [4 pp. 41]:

e Egy adott (P, X) valasztasi téren az {x,y, 2z} C X alternativiknak szabad

hdrmasnak nevezzik, ha

(PAz,y,2}) = L{x,y, 2}V

e Azt mondjuk, hogy a P valasztasi tér rendelkezik a szabad hdrmas tulajdonsdggal,
ha | X |> 3 és Va,y,z € X-re az {x,y, 2z} szabad harmas.

e Azt mondjuk, hogy a P vélasztasi tér rendelkezik a ldnc tulajdonsdggal, ha | X |>
3 és minden rendezett (x,y), (w, z) parra (z,y,z,w € X) létezik egy k € N és
V1, V2, ..., Uk sorozat, hogy a

{z,y, 01}, {y,v1, 02}, {v1, 02,03}, ..., {vg, w, 2} harmasok mind szabadok.

Megjegyzés [4 pp. 41]: Az, hogy P-re teljesiil a lanc tulajdonsag gyengébb feltétel an-
néal, mintha a szabad harmas tulajdonsag teljesiilne. Példaul, legyen | X |> 3 és legyen
R egy rogzitett rendezés az X \ {a} halmazon. A P tartomany tartalmazza az Gsszes
p profilt, ahol Vi € N-re p(i) := R vagy p(i) := R™'. Tovabba az a pozicitja legyen
szabad az r(i)-kben, kivéve, hogy nem lehet indifferens egy masik elemre. Ekkor P
nem szabad harmas tulajdonsagu, de teljesiil ra a lanc tulajdonsag, hiszen(z,y), (w, z)

parra az {z,y,a}, {y,a,w}, {a, w, z}harmasok szabadok.
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3. MAY TETELE

A legegyszeriibb szavazasi eljarasok egyike az, amikor:
e mindenki egyszerre szavaz
e névteleniil szavaznak(azaz mindenkinek a szavazata ugyanannyit ér)

e két alternativa koziil kell valasztani (példaul, hogy megépitsenek-e egy hidat,
vagy a két elnokjelolt koziil ki legyen a megvalasztott)

Kenneth May megmutatta, hogy olyan szociélis joléti fliggvény, ami a fenti feltételeket
kielégiti csak egy van, és ez az egyszert tobbségi valasztasi fiiggvény. A késGbbiekben
majd latni fogjuk Arrow tételénél, hogy ez a szocialis joléti fiiggvény nagyon sériilékeny,
példaul mar akkor sem miikodik jol, ha t6bb mint két alternativa koziil valaszthatnak

az individuumok.

Ebben a fejezetben ha kiilon nem kotiink ki mast, akkor feltessziik, hogy az alter-
nativak szama ketts, azaz | X |= 2. Ebbdl adodoan hasznéaljuk az f(p) = z jeldlést,
ha f(p) altal meghatarozott rendezésben z > y teljesiil, (ez nyilvan a két elem feletti

rendezést egyértelmiien meghatarozza).

Definiciok |2 pp. 39: Egy f: P — L(X) szavazatosszegz$ fiiggvényt

e univerzalisnak (U) neveziink, ha az értelmezési tartomanya teljes valasztasi tér,
azaz, ha P = L(X)N. Tehét az univerzilis szavazatdsszegzd fiiggvény minden

lehetséges valasztasi lehetdségre fel kell mutatnia egy kollektiv déntést.

e anonimnak (A) neveziink, ha: Vp € P-re és az individuumok minden ¢ : N —

N permutaciojara (® dnmagara bijektiv leképezés) teljesiil, hogy

o semlegesnek (N) neveziink, ha X = {a,b} és Vp € P profil esetén a
p(i) := —p(i) ellentett profilra: f(p) = v <= f(p) = —x teljesiil, ahol z € X
,x=>b

esetén jeldlje —x :=
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e pozitiv eltolodonak (P) nevezziik, ha mondjuk f(p(1),p(2),...,p(n)) = a esetén
,p(i) =
aVvb ,p(i)

Vp — re ahol p(i) = ‘.
b

fp)=a

Jel6lés: Jelolje N(x >, y) azoknak az i-knek a szamat a p € P profilban ahol z >; y

tejesiil.

Definiciok [2 pp. 39] (T6bbségi elven miikods szavazatosszegzo fiiggvények):

o Egy f szavazatosszegzé fiiggvény az egyszerid tibbségi elven miikédik, ha Vp € P-
re:
f(p) =2 N(x =, y) > N(y =) z)

e Egy f szavazatdsszegz6 fliggvény az abszolit tobbségi elven miikodik, ha Vp € P-

re:

| V]
2

fp) == N =py) 2
Tétel (May 1952) [2 pp. 40-41]:

Egyf: P — L(X) szavazatisszegz$ fliggvény akkor és csak akkor tudja kielégiteni

mind az
e univerzalitas (U)
e anonimitas (A)
e semlegesség (N)
e és a porzitiv eltolodas (P)

feltételeit, ha az az egyszert tobbségi elven miikodik.
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Hogy May eredeti bizonyitdsanak a gondolatmenetén végigmehessiink sziikségiink van

még néhany definicio és jelolés bevezetésére

Jelolés:

e Vi € N-re és Vp € (P, X)-re legyen rendre d = +1,0,—1, ha a p(i)-hez tartozo
R; € L(X) rendezédben x =y, x ~ y, y > x.

e Hasonloan jelolje D? := g(d}, db, ..., d°
értékeket vesz fel aszerint, hogy az f(p) altal meghatarozott R rendezésben x > y,

x ~y, y > x teljesiil-e.

Bizonyitas:

Elgszor vegyiik észre, hogy a g(dY,db, ..., d?) értéke Vp esetén nem fiigg d sorrend-
jetdl és a d¥ = 0 elemek szamatol sem, csak az N(xRPy)és N(yRPx) szamoktol (hiszen
N(x ~y) =|N| = N(z >y) — N(y > x)). Tehat, az anonimitasbol kovetkezik, hogy
g(di, db, ..., dP) értéke csak N(xRPy) és N(yRPx)-t6l fiigg.

Maésodszor belatjuk, hogy ha N(zRPy) = N(yRPx), akkor D? = 0. Tegyiik fel indi-

rekt, hogy DP = g(d}, db, ..., d?) := 1, ekkor tudjuk a semlegességhdl, hogy g(—d, —db, ...

—g(dy,db, ..., d") = —1. De az els§ lépéshol és N(xRPy) = N(yRPz) feltételbdl tudjuk
hogy:

g(—=di, —db, ..., —dP) = g(d},ds, ..., dP).

Hasonloan lathato, —1 esetre is az ellentmondas, azaz N(zRPy) = N(yRPx) esetén
DP = 0.

Harmadszor belatjuk, hogy N(xRPy) > N(yRPx) esetén D? = g(d}, db, ...,d") = 1.
Tegyiik fel, hogy N(xRPy) = N(yRPx)+ m, ahol 0 < m < |N| — N(yRPx). ElGszor
tekintsiikk az m = 1 esetet, amikor N(zRPy) = N(yRPz) + 1. Ekkor, 3k : d; =
1. Tekintsiik, most a (dﬁ’,,dg,...,dﬁ') profilt, ahol df/ = Vi # k esetén és dgl =
0. Ekkor az tj profilca N(zRP'y) = N(yRPz), ekkor az el6z6 részbol tudjuk, hogy
g(d' d¥,....d") = 0. Innen a pozitiv eltolodasbol tudjuk, hogy g(d?,db, ....d¢) =1

Végiil pedig nézziik a kovetkezs indukeiot: tegyiik fel, hogy N(zRPy) = N(yRPx)+
m -b6l kévetkezik, hogy ¢(dy,...,d,,) = 1. Azt fogjuk bizonyitani, hogy N(zRPy) =
N(yRPz) + (m + 1) -bél is kévetkezik, hogy g(dy,...,d,) = 1. Ezért tegyiik fel, hogy
N(zRPy) = N(yRPz) + (m + 1). Ekkor ezért megint 3k, hogy d = 1 a (df,..,d")

), ahol g szavazatosszegzd fiiggvény is+1,0, —1

—dpr

n

)
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profilban. Legyen ismét a (&7, d ..., d”) profil, olyan ahol d”' = dVi # k és d¥ =
0. A p profilban N(zRPy) = N(yRPz) + m. Az indukcios feltevésbol kovetkezik a
p profilra, hogy g(df,d%,....d") = 1. Igy a pozitiv eltolodasbol kévetkezik, hogy
g(di. db, ...,d?) = 1. Tehat a feltételek kikényszeritik a tobbségi szavazasi eljaras.

cey Wy
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4. Condorcet paradoxon

Az el6z6 fejezetben May tételénél lathattuk, hogy az egyszert tobbségi elven miikodé
demokracia igazsidgosnak tiinik, ha csak két opcio koziil kell valasztanunk. Mi a helyzet
azonban akkor, ha a szavazok tobb alternativa kozott donthetnek? Az egy ilyen lehet-
séges valasztasi rendszer a Condorcet (Condorcet egy matematikaval, statisztikaval, és
szociologiaval foglalkozo franciaorszéagi tudos volt, a 18. szazad mésodik felében) féle

szavazatOsszegzl fiiggvény. [1 pp. 85-90]

4.1 A Condorcet valasztas

Definicio: A Condorcet-modszer azoknak a valasztasi rendszereknek a gyiijténeve,

amelyek eleget tesznek a Condorcet-kritériumnak.

Definici6: Condorcet-kritériumnak nevezziik, azt ha egy véalasztasi rendszerben a

Condorcet-nyertes, lesz a valasztas gyGztese.

Definicié: Condorcet-nyertes az a jelolt, amelyik legelérébb szerepel abban a ren-
dezési relacioban, amelyiket ugy kaptunk vélasztok individudlis (nem felétleniil tel-
jes)preferencia rendezésébdl, hogy minden x = y relaciorol tobbségi szavazassal don-
tottiink.

Definicié: A Condorcet vesztes eljarasok azoknak a vélasztasi rendszereknek a

gyijténeve, amelyekben nincs olyan profil, ahol a Condorcet vesztes nyer.

Példa: Az aldbbi egyszerdi példa, bemutatja, hogyan mtikodik a gyakorlatban a
Condorcet szavazatOsszegzés.
Vegyiik azt az esetet, amikor 5 jellt (A,B,C,D,E) indul egy valasztason, 1 pozi-

cidért. A valasztok az alabbi voksokat adtéak le:

Szavazatok szama | Preferencia sorrend
31 darab A-E>-C>-D>B
30 darab B-A>-E
29 darab C-D>B
10 darab D>-A>E

Innen az Gsszes lehetséges parbarendezést megvizsgalva az alabbi nyerési mutatok

jonnek ki:



Parositas | Eredmény | Gy6ztes || Parositas | Eredmény | GyGztes
Avs. B 41:59 B Bvs. D 30:70 D
Avs. C 71:29 A Bvs. E 59:41 B
Avs. D 61:39 A Cvs. D 60:10 C
Avs. E 71:0 A Cvs. E 29:71 E
Bvs. C 30:60 C Dvs. E 39:61 E

Azaz a Condorcet gy6zelmek és vereségek szama:

Jelolt | Gy6zelmek | Vereségek | GyGzelmek - Vereségek
A 3 1
B 2 2
C 2 2 0
D 1 3 -2
E 2 2 0

15

A fenti tablazat ulolso oszlopaban szerepls szamok (Gy&zelmek - Vereségek) a jeltol-

tekhez tartozo Condorcet szam. Mivel az A jeldltnek a legmagasabb ez az értéke, ezért

6 a Condorcet gyGztese ennek a vélasztésnak.

4.2 A Condorcet paradoxon és valészintisége

A fenti példaban lattuk, hogy a Condorcet eljaras rendkiviil egyszertien alkalmazhaté

tobb alternativa esetén és elsG ranézésre igazsagosnak is tlinik, azonban jobban megvizs-

galva hamar kideriil, hogy van egy sulyos hidnyossaga: mégpedig, hogy nincs mindig

Condorcet gy6ztes! [1 pp. 85-90]

Nézziik az alabbi egyszerii példat, ahol harom alternativa (A,B,C) koziil valaszt

hérom valaszto (x,y,z). Tekintsiik az alabbi rendezéseket:

A-IB-1C

B>~ C>FA

C-LA>IB
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Parositas | Eredmény | GyGztes
Avs. B 2:1 A
Avs. C 1:2 C
Byvs. C 2:1 B
Jelolt | Gy6zelmek | Vereségek | Condorcet szam
A 1 1 0
B 1 1 0
C 1 1 0

Lathato, hogy a tranzitivitas sériilt a szavazatosszegzé fiiggvénynél (A >¢ B >
C >; A), mivel mindenkinek a Condorcet szama 0 lett. Igy az eredeti eljarassal
nem adhaté ilyen helyzetben gy6ztes. Guilbaud azt kutatta, hogy mekkora a ’don-

tésképtelem tarsadalom’ 1étrejottének a valdszintisége a Condorcet valasztasi modell-

ben. Tekintslink ebbdl egy esetet:

Legyen 6 valaszto N={1,...,6} és ismét 3 alternativa (A,B,C) koziil valasztanak.

Ekkor ezek koziil a preferencia rendezések kozott kell donteniiik:

Azt, hogy hogy az 1,2,3-as valasztok rendre az >;, >;, > preferencia relacidkat

A= B> C

B> C>=5 A

C>-3A>-3B

C=4B>=4 A
As>=5C>=5B

C>6A>6C

valasztjak jeloljik igy: (i,j,k)

Tekintsiik az els6 harom rendezést. Lattuk, hogy ha a teljes vélasztasi profil az
(1,2,3) preferencia relaciokbol all, akkor sériil a szavazatosszegzG fliggvény tranzitiv-

itasa, azaz nem lesz Condorcet gy6ztes. Trividlis, hogy ez akkor is teljesiil ha a profil

az (1,3,2), vagy (2,1,3), (2,3,1), (3,2,1), vagy pedig (3,2,1).
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A masodik 3 rendezésben is analog moéd ugyan igy 6 olyan rendezést taldlunk, ahol
nem taldlunk Condorcet gy6ztest és konnyen be is lathato, hogy ezeken kiviil nincs is
ennél a 12-nél t&bb olyan profil, ami ezt a helyzetet elgallitana.

Osszesen a harom vélasztd a harom jeldlttel 216 (6 x 6 * 6) kiilénbozd lehetséges
valasztasi profilt allit el6. Tehat annak a valdszintisége, hogy nem lesz Condorcet

gy6ztes mar egy ilyen kis 1étszamu valasztést tekintve is [1 pp. 90]:

12 _ 0,0555
216

A valbszintiség kérdését csak emlités szintjén engedi a szakdolgozat kerete vizsgalni,
de azt mindenképp fontos megjegyezni, hogy ha noveljiik a valasztok és a valaszthato
alternativik szamat, igy néni fog annak a valoszintisége is, hogy nem lesz a vilasztasnak

Condorcet gysztese.

4.3 Mas valasztasi eljarasok a Condorcet-kritértium fényében

Vizsgaljuk meg az alabbi valasztasi fliggvények erGsségeit és gyengeségeit, mikozben
a mar megismert Condorcet eljarashoz is hasonlitsuk Sket. ElGszor latni fogunk egy
Condorcet-vesztes eljarast a Pluralitdsos szavazast, majd egy olyan szavazatosszegzd
fiiggvényt, amely se nem Condorcet-nyertes se nem Condorcet-gyGztes tipust, és végiil
megmutatjuk a Kemény-Young médszert, ami Condorcet-nyertes tipusi. A fejezetben
azok a jeloltek, akikek nem jeldl egy valasztd, azok ugyanazon - az utolsé - helyen

szerepelnek a rendezésben.

4.3.1 Pluralitasos szavazas

Ez a leginkdbb elterjedtebb és az egyik legegyszertibb szavazasi eljaras, de olyan
gyengeségei vannak, melyek komoly korlatokat szabnak. [4 pp. 103-116]

A Pluralitasos szavazas az egyéni preferencia rendezések legelsé helyét vizsgilja
csak. Osszeszamolja, hogy ezeken a helyeken hanyszor szerepelnek a jeloltek, és akit a
legtobbszor tettek az elsG helyre az nyeri a valasztast. Mar a 18. szazadban felfedezték a
legnagyobb gyengeségét, hogy nemcsak, hogy nem felel meg a Condorcet kritériumnak,
de van hogy egyenesen a Condorcet valasztas vesztesét hozza ki gy6ztesnek. Azaz nem

teljesiti a Condorcet vesztes kritériumot sem.

Példa: Most 3 jelolt (A,B,C) koziil valasszon 10 szavazo az alabbiak szerint:
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Szavazatok szama | Preferencia sorrend
4 darab A-B>C
3 darab B-C>A
3 darab C-B>A
Parositas | Eredmény | Gy6ztes
Avs. B 4:6 B
Avs. C 4:6 C
Byvs. C 7:3 B

a Condorcet valasztas vesztese is.

szerepel n-1 pontot ad, annak aki a masodik helyen n-2 pontot, egészen a rendezésben

4.3.2 Borda szavazas

Ekkor a Pluralitdsos szavazas gy6ztese az A, aki mint lathato egyértelmien egyben

A Borda szavazas a pontozasos szavazasok kozott annak ellenére a legelterjedtebb,
hogy szamos hatrannyal rendelkezik (példédul a manipulédlhatosaggal). [9 pp. 31]

Ha n jelolt van, akkor a valaszté annak aki a preferencia rendezésében az elsé helyen

az utolso helyen szerepl§ jeloltig, aki 0 pontot kap.

az aldbbiak szerint alakultak:

Példa: Legyen 4 jelolt (A,B,C,D) és 7 szavazonk. Tegyiik fel, hogy a szavazatok

Szavazatok szama | Preferencia sorrend
3 darab D>-C=B>A
2 darab A>-D>-C>B
2 darab B>~A>D>C

Ekkor a Borda szamok az alabbi szerint alakulnak:

Jelolt | 3|2 | 1|0 | Borda pont
A 212103 10
B 210132
C 01322
D 3121210 15
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Tehat D jeloltnek lett a legnagyobb a Borda szama, igy a valasztast ¢ nyerte. A

teljes eredménye a Borda szavazatosszegz6 eljarasnak: D>A>B>C.

A Borda szavazas egyik legnagyobb gyengesége, hogy ha egy jeldlt visszalép, azzal
tudja manipulalni az eredeti sorrendet, mert mint ahogy latni fogjuk nem csupan annyi
torténik, hogy a szavazatosszegzé fiiggvény altal kapott rendezésbdl toroljiik a jeldltet
és a tOobbiek relativ viszonya valtozatlan marad. Az el6z6 példankbol, ha kihagyjuk a

D jeloltet, akkor igy alakul a szavazas:

Szavazatok szama | Preferencia sorrend

3 darab C=B>A
2 darab A-C-B
2 darab B=A>C

Ekkor a Borda szamok az alabbi szerint alakulnak:

Jelolt | 3|2 | 1|0 | Borda pont
A 01223 6
B 012312 7
C 013110 8

Azaz, most C jeldlt gy6zott, pedig akkor amikor D jel6lt is indult a valasztason, de
a valasztok az eredeti preferencia rendezésiik alapjan adtak le a szavazatukat, akkor
az utolso helyen végzett. Az 1j szavazis (Borda)végeredménye tehat a kovetkezs lett:
C>B>A.

Egy masik fontos probléma a Borda szavazéssal, hogy bar teljesiti a Condorcet
vesztes kritériumot, mégsem Condorcet eljards. Azaz a jelolt aki Condorcet vesztes

biztosan nem lesz gy&ztes, de nem mindig a Condorcet gyGztes nyer.

4.3.4 Kemény—Young maximum likelihood eljaras

Ez a szavazasi eljaras is megengedi a valasztoknak, hogy a valasztaskor akar egynél
tobb jeloltet jeloljenek meg, azokat sorrendbe allitva. Itt sem kotelezd teljes sorrendet
allitani. [4 pp. 43-49]

A Kemény-Young eljaras az egyének preferencia rendezését dsszeveti az 0sszes lehet-
sadgot, aszerint, hogy hény azonos rendezési parjuk van. Annal a rendezésnél ahol ez a
tavolsag (un. Kemény-index) a legnagyobb (legyen K) azt valasszuk ki. Az els§ olyan

szavaz6 akinek a tavolsiga K volt, az lesz a Kemény gyGztes.



20

Példa: Legyen harom jeloltiink X={A,B,C}, és harom szavazonk N={1,2,3}. A

valasztok egyéni preferencia rendezéseik legyenek az aldbbiak [4]:

Mivel 3 jelolt van, ezért ezeknek Osszesen 6 kolonboz6 permutaciojuk van. Tehat

osszesen 6*3=18 osszehasonlitast kell végezniink a tavolsdgok “lemérésére”

C>‘1A>‘1B, B>-2C>-2A, A>-3C>—3B

C>A>B | B-C>A | A-C>B C>A>B | B-C>A | A-C>B
A>B 1 0 1 A>B 1 0 1
AXC 0 0 1 AXC 0 0 0
B>C 0 1 0 C=B 1 0 1

A=B>=C t6] mért tavolsagok: 4

A>C»=B t6l mért tavolsagok: 5

C>-A>B | B-C>-A | A-C>B C-A>B | B-C-A | A-C>B
B>A 0 1 0 AXB 0 1 0
A>C 0 0 1 C-A 1 1 0
B>C 0 1 0 B>C 0 1 0

B>=A>C t6] mért tavolsagok: 3

B>C>A t6] mért tavolsagok: 4

C>A>B | B-C>A | A-C>B C>A>B | B-C>A | A-C>B
A>B 1 0 1 A>B 0 1 0
CxA 1 1 0 AXC 1 1 0
C=B 1 0 1 C=B 1 0 1

C>=A>B t6l mért tavolsagok: 6

C>=B>A t6] mért tavolsagok: 5

Azaz a C>A>B rendezés van legkozelebb a szavazok véleményéhez, ezért a Kemény

gyoztes a C jelolt.

Ez az eljardas nemcsak, hogy a Condorcet vesztes kritériumnak felel meg, de ez
maga is Condorcet vilasztas, azaz ha van Condorcet gyGztes akkor mindig azt nyeri a

valasztast. Viszont az eljaras kikiiszoboli azt, hogy a tranzitivitas sériiljon.

Most pedig gondoljuk kicsit precizebben végig, hogy a “tavolsag” és “kozelség” jelzGk
hasznalat teljesen jogos, hiszen a Kemény-tavolsag valojaban egy metrikus teret definial

az alternatividk rendezésének terén.
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Legyen R a halmaza az 6sszes R binaris relacioknak X-en. R, R’ R”, részhalmazai
a rendezett paroknak az X x X -en. Tekintsiik a kovetkezs fiiggvényt d:R? — R, ahol:
d(R,R)=|(R-R")J(R’-R)|. Ekkor d egy metrikat definial X-en, hiszen:

1. d(R,R’) >0

2. d(R,R’) = 0 <ha R=R’

3. d(R,R’) = d(R’,R)

4. d(R,R”) < d(R,R")+d(R’,R”)

feltételek teljesiilnek.
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5. Arrow tétele

Amikor a valasztasi eljarasok egyik legfontosabb kérdése, hogy téarsadalmilag mit
tekinthetiink igazsagos és demokratikus szavazasnak. Ennek tobbféle megkozelitése is

lehet, tekintsiik most a kovetkezéket:

(1) a szavazok szavazhassanak barmely jeloltre szabadon

(2) a végeredmeény fiiggetlen legyen az irrelevans alterenativakra

(3) hogy ha minden vélaszto el6nyben részesiti az egyik jeloltet egy méasikkal szem-
ben, akkor az els6 nyerjen

(4) legyen a rendszer diktatormentes, azaz ne legyen olyan szavazo, akinek a szavazata
minden mas egyén akaratatol fliggetleniil érvényesiil a valasztas végeredményét tek-

intve.

Ebben a fejezetben kimondjuk és bizonyitjuk Arrow tételét, mely ramutatott, hogy
sajnos nem lehet olyan valasztasi modellt kredlni, ami mind a négy fenti feltételnek

eleget tudna tenni.

5.1 Arrow-féle lehetetlenségi tétel

El6szor vegyiik at mik is az elvarasaink a szavazatosszegzo fliggvényiinktdl [9 pp.

26-30]:

1. Univerzalis értelmezési tartomany: A preferencia-Osszesit fliiggvénynek az
Osszes lehetséges bemenetre tudnia kell eredményt szolgaltatni: értelmezési tartomanya
az Osszes rendezett n-es, amelynek tagjai az alternativiakon értelmezett rendezések. Ez

a korabban mar bevezetett teljes valasztasi térrel ekvivalens, azaz:

(P, X)=L(X)N

2. Gyenge Pareto elv (P): Ez a feltétel azt mondja ki, hogy ha minden valaszto
egyhangtan jobban preferalja y-t mint x-et, akkor az Osszesitett véleményben is az y

elényben részesiil x-el szemben azaz:

Vp € (P, X)-re, ha Vi € N esetén ha teljesiil p;(y) > p;(z), akkor
f(p) = R € L(X)-ben yRz-nek teljesiilnie kell.

3. Binaris fiiggetlenség (BI): Ez a feltétel azt fejezi ki, hogy az x,y alternativa-
paros rendezése a kollektiv rendezés szerint csak az egyének x-re és y-ra vonatkozo

preferenciaitol fiigg.
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4. Diktator-mentesség: Fz a kitétel azt a meggyézidésiinket formalizélja, hogy
az igazsdgos dontések nem diktatorikusak, azaz nem létezik egy olyan személy, hogy a
preferencia-osszegzés mindig az 6 véleményét adja eredményiil, tekintet nélkiil a tobbiek

preferenciaira.

#i € N, hogy Vp € (X, P)-re f(p) = pZMAX

Tétel (Arrow): Tegyiik fel, hogy tobb mint ketts alternativa koziil valaszthatnak
a szavazok, azaz |X|>2. Ekkor nem létezik olyan szavazatosszegzé fiiggvény , amely
teljesitené az univerzalitast, a gyenge Pareto elvet, a binéris fliggetlenséget és a diktator
mentességet gy, hogy minden lehetséges preferencia prfilhoz olyan relaciot rendel,

amely rendezés.[9 pp. 26-30]

Bizonyitas: Bar szamtalan bizonyitasa van a tételnek, mégis van kozottiik egy
olyan ami kittinik a t6bbitdl, hiszen ez egy geometriai szemléleti bizonyitas. Tekintsiink
egy szabélyos haromszoget. A csucsai legyenek a jeloltek (A,B,C). Huzzuk be mind a

harom csticsbol a felezGmerélegeseket, ezzel a haromszoget 6 részre osztva:

Ez a 6 egyenld teriiletii rész egyértelmien megfeleltethetd a jeloltek kozti Gsszes
lehetséges permutacionak, azaz a rendezéseknek gy, hogy ha vessziik egy pontjat a
haromszognek, akkor azt megfeleltetjiik egy valaszté szavazatanak. A preferencia ren-
dezést a csticsoktol valo tavolsag hatarozza meg, ugy, hogy legeldl az a jelolt szerpeljen
akivel a megfeletetett csics a legkdzelebb van a valasztott ponttol és igy tovabb névekvd
sorrendben. Azaz az egyértemiiség kevéért a felosztott kis haromszogetbdl vett pontok

éppek az alabbi rendezésnek felenek meg:
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reT | A-B-C
x €Ty | B-A-C
rel; | B-C-A
reTy | C-B=A
reTs | C-A-B
reTls | A-C~B

Ahol a T7 az AB oldalra esé bal oldali haromszog, a tovabbiak pedig az éramuato
jarasaval megyezd irdnyban haladva.

Legyen a szavazok szama n € N, n>2. Tovabba tegyiik fel, hogy az Gsszes szavazo a
Ty, a T3, vagy a Ts haromszogeknek megfeleltetett preferencia sorrendekbdl valasztott,
azaz x,y,z € N szamok rendre jel6ljék, hogy hany szavazat esett a Ty, a 15, és a Tj

haromszogekbe:

A B

Ekkor nyilvan teljesiilnie kell, hogy x-+y+z=n.

Legyen C azon profilok halmaza, amelyek kielégitik az x + y + 2 = n egyenletet,
tovabba legyen S C (' az a részhalmaz amelybdl a szavazatosszegzo fiiggvényiink az

A>B>C rendezést generdlja. Ha x=n feltétel teljesiilne, akkor a gyenge Pareto tula-

jdonsaghol kévetkezne, hogy a rangsor a vart A>=B>C lenne azaz ez a profil biztosan
benne lenne az S halmazban. Ha viszont egy profilra teljesiil az y+z=n egyenlet, akkor
az biztosan nem lesz S eleme, hiszen szintén a gyenge Pareto tulajdonsagbol fennallna

a szavazatosszegzl altal generalt eredményre a C>B rendezés.
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Legyen p az a profil ahol a x = min{z € N: p € S}. Tehat f(pi1,...,pn) = (A =
B > (). Tegyiik fel, hogy p; € p preferencia sorrendje T; beli (mint azt lattuk kell
ilyen i-nek léteznie). Konstrualjuk meg a kovetkez6 p'profil az alabbiak szerint: P; =Dy
j={1,i-2,i-1,i+1,i+2..,n} és df, # d”. Belatjuk, hogy ekkor az i. szavazo egy diktator.

Vegyiik el6szor azt az esetet amikor p; rendezése a T -be esik. Az igy keletkezett p?
profilra ha teljesiilne a f(p?,...,p3) = (A = B = (), akkor ellentmondasra jutnink a p
profilra nézve az x minim feltevése miatt. A binéris fiiggetlenség miatt f(p3,...,p3) =
(C = A= B) vagy p(py,...,p,) = (A= C = B).

Tekintsiik most azt az esetet amikor p; rendezése a Ty -be esik. Az igy keletkezett
profil legyen p°. Ekkor szintén a binaris fiiggetlenségnek koszonhetSen a generalt
végeredményben teljesiilni fog B>C rendezés. Az el6z6ekhez hasonléan a f(p3, ..., p2) =
(A= B = O), itt sem teljesiilhet ezért kizarasos alapon a f(p3,...,p2) = (B = A = O)

-nak kell teljesiilnie. Hasonléan lathato, hogy ha a az eddigi jelélésiinket hasznélva a

p), profilt tekintjiik, akkor ott a f(pf,...,pt) = (B = A = C) eredményt kell kapnunk a
szavazatosszegz6 fiiggvényiinkkel. A binéaris fiiggetlenség miatt a B,C relativ viszonyé-
nak egyeznie kell a p? és a p* profilokban. Ezzel kizartuk, a g(p?, ...,p2) = (A > C > B)

eshetGséget, hiszen ez ellentmondas lenne.

Tehat tudjuk, hogy f(p1,...,pn) = (A = B = C)-et és f(p},...,p3) = (C = A = B)-
at. Innen egyszertien adodik, hogy a t6bbi profilra valo elmozdulés estén is a szavaza-
tOsszegz6 végereménye azonos azokkal amit a T, ..., Ty hdromszogek meghataroznak.
Idaig csak a Ti-es tipust szavazo preferencidit valtoztattuk, a tobbiekét nem. Most gon-
doljuk meg, hogy mi térténik akkor, amikor egy szavaz6 az 6ramutatéval ellenkezGen

lépked az egyes teriiletekre.

Ha egy valaszt6 az 6ramutato jarasaval egyezGen lépekd, akkor a péaros preferenciai
koziil mindig egy valtozik meg. Ha példaul az 1-es személy T — ra mozdul akkor a

rendezésében csak {A,B} viszonya valtozik.

A valaszott Ti-es tipust személyt hivjuk ezentil kvazi-diktatornak fogjuk hivni.
Jeloljiik p’{1 — 6}-tal azt, hogy az eredeti prfilban az Ti-es tipusi szavazo6 és néhany
masik Ti-es tipusubol Ty-os lesz. Ekkor igy keletkezik a p’ profil. Ekkor a binAris
fiiggetlenség feltételt alkalmazva azt kapjuk hogy f(p’l —6) = A = C = B .
Ebbél analog mod megkapjuk az Osszes tobbi f(p’1 — 6)-ot, igy lathatjuk, hogy
ezen j=1,3,4,6-ra a szocialis rangsor egyezik a kvazidiktatoréval. Lathato, hogy az 4]
szavaz6 megint helyet cserélhet, mondjuk az Ts-re. Az hogy a kvazi diktator egyben
diktator is az kell csak észrevenni, hogy hagyhatjuk a maradék szavazokat valtoztatni.
[9 pp. 26-30]

5.2 Osztrogorszky paradoxon
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Az Osztrogorszky paradoxon egy érdekes hidnyossagara hivja fel a figyelmet a
szavazofiiggvény egy osztalyaval kapcsolatosan, mégpedig arra, hogy nem mindig az
nyer egy valasztast, akivel a szavazok a leginkdbb egyetértenek. Osztrogorsky para-
doxona tulajdonképpen Arrow tételének az egyenes kovetkezménye. Nézziink ra egy
példat:

Legyen 5 valasztonk N = {1,2,3,4,5}, és 2 jeloltiink X = {x,y} és legyen harom
témakoriink 7' = {A, B,C}. Az egyének az alapjan dontenek, hogy hény témakor-
ben értenek a jeloltekkel egyet. A leadott szavazataikat tobbségi szavazasi eljarassal

Osszegezziik.

AIB|C|>
1. x|y | x| x
2. | x|y | x| x
3. |y | x| x| X
4 |y |y |y |Y
5. |y |y |¥y |y
Yy |y |x|?

Ebben a példaban jol 1athato, hogy tarsadalom a témakoroket tekintve leginkabb az
y-jelolt allaspontjaval ért egyet (2:1 aranyban), azonban hidba, mert a fenti szavazasi

rendszerben mégis az x jelolt nyer.
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6. A Gibbard-Satterthwaite tétel

A Gibbard-Satterthwaite tétel az Arrow-tétel kovetkezménye. Sajnos azt, mondja
ki, hogy ha elvarjuk egy szavazatosszegzé fliggvénytél, hogy igazsagos legyen, akkor
azzal mindenképp szamolnunk kell, hogy egyben manipulalhato is lesz. Azaz a szavazok
egy csoportja ha nem a valos preferencidit adjak le szavazatukat, hanem “taktikazva”
azt a szdmukra kedvezGbb végeredményért cserébe meghazudtolva sikereket érhetnek
el.[11 pp. 307-315]

6.1 Szocialis valasztasi fliggvény és kritériumai

Arrow tételénél az egyének szavazatait (a profilt) megprobaltuk “igazsagos” modon
egy szocialis joléti fliiggvénnyel egy teljes és tranzitiv rendezésbe képezni. Arrow tétele
kimondta, hogy ez nem lehetséges. Talan tal magasra tettiik a lécet? Nézziik meg,
hogy mi lenne akkor, ha a szavazatosszegzs fiiggvényiink nem L(X)-be képezne, hanem

X-be, azaz csak egy gy&ztest adna ki a jeldltek koziil. [11]

Definicio: Az f : (P,X) — X fliggvényeket szocialis valasztési fiiggvényeknek
nevezziik (roviden jeloljok SCF-nek a “Social Chouse Funcion™bdl )

Definicié: Egy f € SCF nem trividlis szocialis valasztasi fiiggvény ha dp,q €
(P, X) tgy, hogy és f(p) # f(q)

Nézziik meg, hogy az Arrow tételnél alkalmazott négy megkotés hogy viszonyul az
SCF-ekhez:

A teljes értelmezési tartoméanyt és a diktatormentességet ugyan ugy értelmezhetjiik
ahogy eddig. A gyenge Peatro-elvet is tudjuk értelmezni ezeken a fiiggvényeken és
majd latni fogjuk, hogy minden SCF-fiiggvényre teljesiil is. A binaris fliggetlenséget
pedig teljesen hagyjuk el, hiszen a fiiggvény értékkészlete nem egy rendezést ad, ezért
nem tudunk beszélni x és y viszonyarol benne.

Szeretnénk olyan valasztési fiiggvényt taldlni, ami a hétkdznapi értelemben véve
vett igazsagérzetiinket is kielégiti. Ezért logikusnak tiinik megvizsgalni a manipulal-
hatésig fogalmét. J6 lenne ha a valasztaskor nem fordulhatna elg olyan helyzet, hogy
valamely egyénnek, vagy egyének egy csoportjanak jobban megérje az eredeti, igazi
preferenciarendezését modositani annak érdekben, hogy szdmara kedvez6bb végered-
mény sziilessen, ezzel manipulalva a szavazast. Bodranal lattunk mar példat arra, hogy
egy jelolt a visszalépésével, hogyan tudja befolyasolni a szavazas kimenetelét, de most
nézzink egy példat arra, mit tudnak a szavazok csinalni hamis preferenciasorrendet

leadva voksoléaskor:
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Definaljuk az f € SCF-et az alabbi tablazattal, ahol X={z,y, 2} és N = {1,2}.
Oldalt lathatjuk az 1-es valaszto lehetGségeit, a fejlécben pedig a 2-esét. Kozépen pedig

a fliggvény kiértékelését.

1\2 | xyz | xzy | yXz | yzx | zxy | z2yX

Xyz | X X X X X X
Xzy | X X y Z Z Z
VX7 | % zZ z zZ z zZ
VZX | 7 7z zZ 7 zZ 7z

Xy | Y y y y y y

ZyX

Tegyiik fel, hogy a masodik valasztonak az igazi preferenciarendezése yzx, de észreveszi,

hogy ha megvéltoztatja azt yxz-re, akkor abban az esetben, ha az 1-es voksold xyz-ét
véalasztja, akkor sikeriilt manipulalnia a valasztast. De tegyiik fel, hogy ezt észreveszi
az elsG valaszto is ezért § sem az eredeti szavazatat adja le, hanem az xyz-re szavaz,
ezzel végérvényesen eldontve a valasztast. Ekkor azt mondjuk, hogy f nemcsak manip-
ulalhat6, de ellenlépéssel is manipulalhaté.

Vegyiik észre, hogy ha a tablazat masodik oszlopa megegyezne az elsével, akkor nem
lenne manipulalhaté a valasztés, de diktatoérikus lenne, hiszen mindig az els6 valaszto
akarata érvényesiilne. Ha pedig csupa x, vagy y szerepelne a kiértékelésekben, akkor a

valasztas triviadlis lenne.

6.2 A Gibbard-Satterthwaite-féle lehetetlenségi tétel

A kérdést, hogy létezik-e olyan SCF fiiggvény, amely kielégiti az “igazsdgossag
felételeit Gibbard-Satterthwaite tétele adja meg, ami tulajdonképpen Arrow-tételébdl
kovetkezik (Allan Gibbard and Mark Allen Satterthwaite, 1970). A fejezetben rendezés

alatt végig erds rendezést értiink.[12]

A tétel kimondasa el6tt nézziink meg két lemmat. Az elsé lemma azt mondja ki,
hogy egy nem manipulalhatoé SCF fiiggvény irrelevans azokra a preferenciaviltoztaté-
sokra, amiket tigy kapunk, hogy a gy6ztessel paronként vizsgéilva a tobbi jeloltet nem

torténik valtozas

Lemma (monotonitas): Tegyiik fel, hogy f € SCF nem manipulélhaté fiiggvény,
p € (P,X) és f(p) = a. Ekkor minden ¢ € (P, 5) esetén f(q) = a teljesiil, ha fenn &ll
Vr € X-re és i € N-re az aldbbi Gsszefiiggés|12]:
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gi(a) = qi(x) ha pi(a) = pi(x)

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a p és ¢ profilban az i-edik individuumok ugyan tugy
szavaznak az els§ szavazot kivéve, azaz p; = ¢;, ha ¢ > 1. Tegyiik fel tovabba, hogy
f(p1,q1) = b. A mainpulalatlansag feltevése miatt p;(a) = p1(b) és ebbdl kovetkezik,
hogy ¢1(a) = ¢1(b). A nem manipulhatosagbol kovetkezik még, hogy ¢1(b) = q¢i(a).
Mivel er6s rendezésrsl beszéliink, ebbdl kovetkezik, hogy a = b. Innen mér teljes
indukcioval (n = 2....|N|) adodik az allitas.l

A mésodik lemma azt mondja, ki hogy a (gyenge) Pareto-elv teljesiil minden SCF-

re:

Lemma: Tegyiik fel, hogy f € SCF nem manipulalhat6. Ekkor Vp € (P, X) — re,
ahol teljesiil, Vi € N-re, hogy =Ry x,y € X, v # y= f(p) # y.[12]

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy egy a feltételeket teljesité p € (P, X)-re, teljesiil
f(p) =y és flq) = x, ¢ € (P,X). Tekintsiik a p € (P, X) preferencia profilt, ahol
Vi € N-re:

pi(x) > pi(y) > pi(2) éspi(x) = pi(z)Vz € X — {x,y} esetén
Ekkor y = f(p) = f(p') és x = f(q) = f(p) ami ellentmondas, hisz f(p) # tM

Tétel (Gibbard-Satterthwaite): Minden olyan f € SCF amiben legalabb 3
jelolt van (| X| > 3) teljesiti az univerzalitast és a manipulalhatatlansiagot, az sziik-

ségszertien diktatorikus.[12]

Megjegyzés: Mivel az eredeti bizonyitas részletes targyalasara nincs mod, ebben
a dolgozatban csak az |[N| = 2 esetre bizonyitjuk a tételt. Nézziink meg egy példat,

hogy lassuk a gondolatmenetet ami mentén a bizonyitas halad:

Példa|12]: Legyen két valaszto N—={1,2} és harom jelolt X—={a,b,c}. Hogy lassuk a
tétel bizonyitasat elGszor keressiink egy diktatort. Ehhez csinaljunk egy olyan prefer-
enciaprofil (p € (P, X)), ahol mindkét individuum az ’a’ és a 'b’ jeldltet c elé helyezi,

de mas-mas a legerGsebb elem a rendezésben.

L o

(@)
(@)
o
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Ekkor a Pareto-elv teljesiilése miatt (masodik lemma) egészen biztos, hogy nem
nyerhet a c jeldlt.

Tekintsiik azt az esetet amikor p profilt gy modositjuk, hogy a masodik individuum
az a jeloltet az utolso helyre rangsorolja (p € (P, X)). A gy6ztes ilyenkor szintén a
lesz:

A Pareto-elv miatt ugyanis f(p’)= a vagy f(p’)= b, de utoébbi nem lehet a nem
manipulhatosag miatt.

Ekkor adott egy preferencia profil ahol az els6 individum rendezésében a legerGsebb
“a” masodikban a leggyengébb elem. A monotonitas lemmajabol adédoan, minden
profilban ahol ez a feltétel teljesiil ott “a” lesz a gyGztes. Tehat az elsd valaszto itt egy

diktator.

Most bizonyitsuk be, hogy minden N = |2| és tetsz$leges alternativa esetén létezik

egy diktator.

Bizonyitas:
Legyen |N| =2, azaz N = {1,2}, p€ (P,X) = L(X)? és a,b € X, a # b ugy hogy

pi(a) = p1(b) = pi(x) és pa(b) = pa(a) = pa()

minden x € X — {a,b}-ra. Ekkor f(p) = f(p1p2) = a vagy f(p) = b a gyenge
Pareto-elv teljestilése révén.

Tegyiik fel, hogy f(p) = a.

Most legyen ¢o € L(X) olyan, hogy:

02(0) = ¢2(x) = g2(a)

minden z € X — {a,b}-ra. Ekkor f(p1,q2) = a vagy f(p1,q2) = b szintén a Paretro-
elv miatt, de utobbit kizarhatjuk a manipulalhatatlansag miatt f(pi,q2) # b.

A monotonitasbol (els6 lemma) most kovetkezik, hogy f(p) = a Vp € L(X)? esetén,
ahol az “a” a legerGsebb elem a p; rendezésében.

Nyilvan az (a,b) helyett minden péarra az X-bdl igy viselkedik a rendszer ezzel két
X; € X 1 = 1,2 részhalmazt kapva, ahol X; tartalmazza azokat az = alternativakat
ahol az f mindig x-et ad eredményiil ha az i. individuum x-et teszi meg rendezése
legersGebb elemének.

Legyen A3 = A—(A;UA,). Nyilvanvaloan |[A| < 1. Mivel | X| > 3, vagy az A;vagy
az As iires halmaz. Tegyiik fel, hogy a € Ay, ekkor A3 = @. Ebbél pedig kivetkezik,
hogy Az = @, mert: tegyiik fel, hogy ¢ € Asés legyen r € L(X)? tigy hogy
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ri(c) > ri(a) > ri(z) és ro(a) > ra(c) > ra(x)

minden x € X — {a,c}-ra. Az el6zmények miatt, c € A; vagy a € Ay ami ellent-
modas. Ezért A, = A és 1 =1 egy diktator.
Ha a feltevés pedig a € As lett volna, akkor i=2 lenne a diktator H[12]

6.3 Szavazas napirend manipulaciéval

A manipulélhatosagnak vannak az el6z&ektdl teljesen kiilonboz6 formai is. Ilyen
példaul a napirdend manipulacio. Tegyiik fel, egy csoportnak (mondjuk a parlament
tagjainak) tobb dontést is meg kell hozniuk, azokrol egy adott sorrendben szavazva
és az allitdsok kozott legyen logikai kapcsolat is. Tegyiik fel tovabba, hogy a partok
racionélisan dontenek, azaz nem szavaznak a logikai feltételeknek ellentmondva. Ekkor
ha valamelyik part kezében van a lehet6ség a szavazés sorrendjének dontésérdl, az

komoly el6nyhoz juttathatja [6]. Tekintsiik a kovetkezd példat [6]:

Legyen harom péart, akik dontenek a kérdésekrsl N={1,2,3} és dontsenek 6t kérdés-
r6l X={z1, 29, 23,y,21 Nx2 Nx3s — y }. Egy konkrét helyezetet tekintve legyenek
példaul a kérdések:

1 tébb pénzt kell kélteni az okatasra

To: tobb pénzt kell kolteni az egészségiire

T3 tobb pénzt kell elkiilénitani a hadi kiadasokra
y: addemelés sziikséges

x1 Nxa Nzs — y:  ha xy, z9, x5 megszavazott, akkor addemelés kell

A partok allaspontjat kérdésekben a kovetkezd tablazat mutatja:

xy T x3 y | miAveNvs —y
1 part | igen | igen | nem | nem igen
2 part | igen | nem | igen | nem igen
3 part | nem | igen | igen | nem igen

Azaz mindharom part pontosan 2 teriiletre szanna tobb pénzt és adot egyikiik sem
akar emelni, de abban mind egyetértenek, hogy ha mindharom teriiletre plusz forrast
tennének elérhetévé, akkor adot is kéne emelni. Tegyiik fel, hogy a 2. part - vagy egy

vele egy allasponton 1év6 személy - dontheti el, hogy milyen sorrendben szavazzanak
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a kérdésekrdl, és valahonnan megsejti, hogy a tobbi part hogyan fog szavazni (példaul
az elGzetesen tett nyilatkozatokbol) az adott kérdésekben. Ekkor ennek a személynek

lehetGsége nyilik a szavazas manipulalasra, az alabbi szavazasi sorrend felallitdsaval:
Ly, 20y ANee Aoz —y; 30y 4rxs; 5o

Az els6 négy témaban mindenki az el6zetes terveknek megfelelen voksolt (a szavaza-
tokat sima tobbségi eljarassal 6sszegeztiik és mindharom partnak ugyanannyi képvisel6je

szavazott):

y: nem; x; Nzo \xs —> y: igen xyiigen; 3 :igen;

Ekkor a partok az utols6 kérdésre - xo-re - kénytelenek a sajat elképeléseiknek
ellentétesen szavazni, hiszen kiilonben el kellene ismerniiik, hogy addéemelést akartak,
és inkonzisztens lenne a szavazésuk. Tehat a 2. part akarata teljesiilt a napirend
modositasaval.|6]
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7. Sen paradoxon

A Sen-paradoxont (més néven a liberalis paradoxon) 1970-ben Amartya Sen (1933-
) indiai kozgazdasz fogalmazta meg, az Arrow-tételhez kapcsolodoan és késébb ennek
koszonhetGen is megkapta a kozgazdasagi Nobel-dijat. Sen azon helyzetek vizsgalataval
foglalkozott, amikor a személyeknek vannak bizonyos értelembe vett szabasigjogaik és
kell hozniuk egy kollektiv dontést gy, hogy az egyhangisagi elv teljesiiljon, azaz,
ha a kozosség minden tagja egyet ért egy dontésben, akkor a kollektiv dontésnek is
kovetnie kell ezt. Sen paradoxona arrdl szol, hogy vannak olyan eshetdségek, amikor
ez az egyhangusagi elv nem egyeztethetG Gssze a személyes, vagy kollektiv szabadsag-

jogokkal. Tekintsiink hires példat a paradoxonra[12]:

Nézziink egy két {6s kozosséget, akik arrdl akarnak dontést hozni, hogy elolvassak-e
a “Lady Chatterley szeretgje” cimi konyvet. A kozosség egyik tagja legyen Lewd (L)
és a masik pedig Prude (P).

l: Lewd olvassa a kényvet
p: p olvassa a konyvet

[ — p: ha Lewd elolvassa a konyvet akkor Prude is el akarja olvasni

L szeretné a konyvet olvasni, de P-nek a konyv az erkolcsei ellen vald, ezért &
visszakozna ett6l. P viszont fél, hogy hogy ha L elolvassa a konyvet akkor az ha
megrontja L erkolcseit akkor nem fog tudni rajta segiteni, ha nem tudja, hogy mi
annak a tartalma, ezért ugy dont, hogy ha L olvassa a konyvet, akkor & is fogja. Es
mivel L gy gondolja, hogy a konyv hasznos, ezért szeretné ha P is elolvasna. Tehat
mindketten egyetértenek abban, hogy a dontés arrol, hogy elolvassak-e a konyvet az &
egyéni, szuverén dontésiik, de abban is egyetértenek, hogy ha L elolvassa a kényvet,

akkor ez P-nek is kotelessége lenne.

1 p [ —p
Lewd dontése igen | (igen) | igen
Prude dontése | (nem) | nem igen
Kollektiv déntés: | igen nem igen

Jol leolvashato a fenti tablazatbol az ellentmondés, miszerint az egyéni dontések
szabadsagat figyelembe véve meghnozni a kollektiv dontést végiil ellentétbe keriilt azzal,

amit szintén mindketten helyesnek taldltak volna (I — p).
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