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Bevezetés

Mit6l lesz egy szam prim és ez hogyan ellenérizhets, vagy egy Osszetett szamrol
egyetlen valodi osztojanak ismerete nélkiil hogyan donthetjiik el, hogy valéban 6ssze-
tett? Az tgynevezett primtesztek erre a problémara nytjtanak (méara mar 100%-os
biztonsagi) valaszt. A primtesztekhez szorosan kapcsolodd témakor a primfelbontés.
A gyakorlat szaméara mar tobb gyors primfaktorizaciéos modszert dolgoztak ki nagy
szamok felbontasara, de ennek a problémanak a polinomiélis ideji elddnthet&sége
még mindig nyitott kérdés a matematikiban. Ennek a témakornek az ,ereje” — vagyis,
hogy egy nagy szam felbontasa rengeteg idGt vesz igénybe a tudoméany jelenlegi allasa
szerint — pontosan ebben rejlik, ezért remekiil alkalmazhato a kriptografidAban mint
nyilt kulcsu titkosirasi modszer. Kiilénboz6 feladatok megoldasaval és sajat példak
gyartasaval hoztam kozelebb ezen témakoroket a kevésbé jartas olvasok szamara is.
Készitettem primteszteket és primfelbontésokat illusztrdland6 programokat, melye-

ket C++ nyelvben irtam meg és CD formajaban mellékeltem a dolgozathoz.

Eziton szeretném megktszonni témavezetémnek, Freud Robertnek a dolgozat tar-
talmi és formai részéhez flizott értékes megjegyzéseit, csaladomnak és bardtaimnak

a tdmogatast és a IXTEX-ben nytjtott segitséget.



1. fejezet

Primtesztek

Hogyan donthetjiik el egy nagy szamrél, hogy prim vagy Osszetett? A kérdés igen
érdekes, a valasz pedig az un. primtesztekben rejlik, vagyis az olyan szamelméleti
modszerekben, melyek a valodi osztok ismerete nélkiil képesek ezt eldonteni. A ko-
vetkez§ fejezetben megismerkediink a primtesztek csaladjanak alapvet6bb tagjaival,
melyek (szamitogépen) viszonylag gyorsan megadjak a valaszt arra a kérdésre, hogy

egy szdm prim-e vagy sem.

1.1. Fermat-féle teszt

A kis Fermat-tétel kozvetlen kivetkezményeként kapjuk ezt az eljarast, amely majd-
nem 100%-os pontossaggal eldonti egy szam mibenlétét. Aggodalomra csak az un.
alprimek vagy pszeudoprimek adnak okot, de szerencsére ezek a szdmok ritkan for-

dulnak els.

1.1.1. Tétel. (Euler-Fermat-tétel) Legyenek a, n egészek és (a,n) = 1, ekkor

19az az alabbi kongruencia:
a?™ =1 (mod n) (1.1)

Tulajdonképpen a tétel specidlis esetére, azaz a kis Fermat-tételre lesz sziikségiink.

1.1.2. Tétel. (Kis Fermat-tétel) Legyen p prim és pta, ekkor

a? =1 (mod p) (1.2)



Ekkor azt csinalhatjuk, hogy vesziink elég sok (kb. 1000-5000) n-hez relativ prim
szamot (n-nél kisebbeket) és mindegyikre ellendrizziik a feltételt. Barmelyiknél is

sériil a kongruencia, akkor biztosan Osszetett a szamunk. Viszont, ha az 6sszes pro-

1000

ban atmegy, akkor nagyjabol 2~ (1000 kiilonb6zG alapra) az esélye annak, hogy

tévedtiink, vagyis, hogy az Osszes a; alapra a;'

tett.

1 =1 (mod n), és az n mégis dssze-

Ugyanis a mar emlitett specialis Osszetett szamok, azaz dlprimek d&tmehetnek a tesz-
ten. Ha véletleniil ilyen szadmmal &llunk szemben, és a modszer primnek gondolja,
akkor 100%-osan tévedtiink.

1.1.3. Definici6. Legyen n > 1 dsszetett és (a,n) = 1. Ha a" ! = 1 (mod n),

akkor n-et a alapi/bazisi dlprimnek vagy pszeudoprimnek nevezzik.

1.1.4. Példa. 2-es alapt alprim a 341, de nem 3-as alap.

Ugyanis 341 = 11-31, tovabba 21 =1 (mod 11) és 2° = 1 (mod 31), tehéat 2340 = 1
(mod 341). Viszont nem 3-as alapi, mert 3310 = (339)10. 330. 310 = 310 = ¢ £ 1
(mod 31), igy 3% £ 1 (mod 341).

1.1.5. Példa. 3-as alapu alprim a 91, de nem 2-es alapt.

Ugyanis 91 = 7-13, tovabba 3° = 1 (mod 7) és 3> = 1 (mod 13), ezekbdl kovetkezik,
hogy 3% =1 (mod 91). De nem 2-es alapt alprim, mert 20 = 26 = —1 (mod 13),
ebbdl kovetkezik, hogy 2% # 1 (mod 91).

1.1.6. Allitas. Legyen n pozitiv ésszetett egész. Ekkor a kévetkezdk igazak:

(i) Azn szdm a alapt dlprim <= o,(a) | n — 1.

(7i) Han az ay és az ay alapokra dlprim = n dlprim az ajay és alagl alapokra 1s.
(i13) Ha a™' # 1 (mod n) egy (a,n) = 1 alapra, akkor az a; € U(Z,,) alapok legaldbb

a felére bukja a tesztet.

1

1.1.7. Megjegyzés. Az a~ szamon az a szam inverzét értjiilk az n szerint vett

redukalt maradékrendszerben, amit U(Z, )-nel jeloliink. Vagyis ! az a szam, melyre
ala=aa"' =1 (mod n), ¢s U(Z,) ={a € Z, : (a,n) = 1}.

Bizonyitas.
(1) rész

= irdny:



Mivel n egy a alapi alprim, ezért "' = 1 (mod n) teljesiil. Ebb6l o,(a) | n — 1
oszthatosag kovetkezik.

< irdny:

Tudjuk, hogy o,(a) | n — 1< 3k > 0 o,(a)k =n — 1. Ezért az a®(@ =1 (mod n)
kongruenciit k-adikra emelve kapjuk, hogy a**»(*) =1 (mod n), ami pont a" ' = 1
(mod n).

(1) rész

al™" = 1 (mod n), ezt jobbrol beszorozva aj '-nel kapjuk, hogy a} ™' - af™! =
(a1a2)"" = 1 (mod n). Ezt jobbrél beszorozva a; " V-nel 1 = o' = ¢,V
(mod n)-hez jutunk. Mindent dsszevetve teljesiilnek az (ajay’)"™' = 1 (mod n),

(a1a2)" ' =1 (mod n) kongruenciak.

(i47) rész

Legyen a;, amire (1.2) teljesiil. Ekkor (aa;)" ™' = a" ' -a}' = a" ! # 1 (mod n).
Ha van k db paronként nem kongruens alap, amire (1.2) igaz, akkor ezt mindegyikre
elmondhatjuk. Az aa;-k paronként inkongruensek, ugyanis, ha a; # a; (mod n),
akkor (a;,n) = 1 miatt aa; # aa; (mod n) (i # j). Tehat akdrmennyi a;-t adnak
is meg, legalabb ennyi aa; létezik, vagyis egy redukilt maradékrendszer elemeinek
legalabb a fele az Gsszetettség tantja.

Ezzel az allitast belattuk. U

1.1.8. Példa. 2-es és 15-6s alapu alprim a 341, tehat 30-as alapi is.

15-6s alapt, mert 15 = 2 (mod 31) az 1.1.4 példa miatt pedig 15 = 2° = 1
(mod 31), és 1519 = 1 (mod 11). Az el6z6 allitas (i) részébdl rogton kovetkezik,
hogy 30%%° =1 (mod 341).

Sajnos léteznek olyan alprimek, melyek minden a alapra teljesitik a teszt feltételeit,
vagyis legyen n ilyen, ekkor V(a,n) = l-re a®! = 1 (mod n). Nem olyan remény-
telen a helyzet, ugyanis az ilyen 1n. univerzalis alprimek még inkabb ritkdabban
helyezkednek el. Annak az esélye, hogy biztosan cs6dét mond a teszt, gyakorlati

szempontbol elhanyagolhato.

1.1.9. Definici6. Legyen n > 1 dsszetett, ha minden (a,n) = 1 esetén a"' = 1

(mod n) igaz, akkor n-et univerzdlis dlprimnek vagy Carmichael-szamnak nevezzik.



1.1.10. Példa. Carmichael-szam a 2821.

Ugyanis 2821 = 7 - 13 - 31, tovabba legyen (a,2821) = 1 tetsz6leges. Ekkor a kis
Fermat-tétel miatt a® = 1 (mod 7), a'? = 1 (mod 13) és a®* = 1 (mod 31). A
Kinai maradéktételbsl kiovetkezik, hogy a®** =1 (mod 2821).

Eme példan jol latszik az univerzalis alprimek egyik karakterizicidja, azaz igaz a

kovetkezs allitas.

1.1.11. Allitas. Ha n univerzdlis dlprim, akkor négyzetmentes és p ln=p—1|

n—1.

Ennek felhasznalasaval konnyen igazolhato példaul, hogy a Carmichael-szamoknak

tobb, mint ketté primosztéjuk van.

1.1.12. Kovetkezmény. Egy n univerzalis dlprimnek legaldbb harom primosztdja

van.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt, hogy n = p-q (p # ¢). Tudjuk, hogy p—1 | n—1 =
pg—1=pg—p+p—1=p(g—1)+p— 1. Tehat azt kaptuk, hogy p—1 | p(q¢ — 1),
viszont (p,p — 1) = 1 miatt p — 1 | ¢ — 1 is igaz. Szerepcserével a ¢ — 1 | p — 1

oszthatosag is fennall, amibdl kovetkezik, hogy p = ¢, ami ellentmondéas. [J

A Fermat-féle primteszt sebességének lelke az a™! (mod n) érték kiszamitasan mi-

lik. Ismételt négyzetre emelésekkel ez gyorsan szamithato. A modszer a kovetkez6:

e Adott n — 1 értékét atvaltjuk kettes szamrendszerbe

e Sorban (mod n) szamolva kiszamitjuk az a, a2, a?, ..., a2" """ szamokat

e Majd az n — 1 kettes szdmrendszerben felirt alakjaban ahol egyes
szerepel, ott az annak megfelel§ kettGhatvinyokat dsszeszorozzuk iigyelve

arra, hogy minden esetben (mod n) redukaljunk

Nézziink erre is egy példat:

1.1.13. Példa. Szamoljuk ki a 3'°% (mod 103) értéket!
3 =3 (mod 103)
32 =9 (mod 103)



3% =81 (mod 103)

3% =72 (mod 103)

316 =34 (mod 103)

332 = 23 (mod 103)

3% =14 (mod 103)

102 =5 1100110 = 102 =64+ 32+ 4+ 2

Tehat 3192 =364.332.34.32=14.23.81-9=13-81-9=23-9=207=1. A

szamolast megsporolhattuk volna, hiszen 103 prim, ezért 3'°2 = 1 (mod 103) régtén
latszik.

Ezek alapjan elkészitettem a sajat Fermat primtesztemet. A programot C+—+ nyelv-
ben irtam meg és a kovetkezGk a lépései:

Kér egy pozitiv egész szamot, majd azt atvaltja kettes szamrendszerbe. Kévetkezd
lépésben létrehoz egy 25 hosszu vektort, amit feltolt 2 — 102 kozotti véletlenszamok-
kal, ezt a C++ beépitett (rand()) véletlenszam generatoraval késziti el. Ezek utan
pedig a megadott szamot és az alapokat rendre teszteli (1.2)-re, csak arra az esetre
tigyelve, mikor az alap (véletleniil) pont a mi szimunk. Mivel csak a primeket vettem
figyelembe, tehat kihasznalva, hogy pontosan 2 oszt6juk van, a program nem ellen-
6rzi minden alapra a relativ primséget. Ha valamelyiknél (1.2) sériil, akkor megall
és kiirja, hogy ,Biztosan Osszetett”. Ha minden bazisra atmegy, akkor a ,,99,9999%,
hogy prim” iizenettel megall. Az az eset még fennallhat, amikor pl. egy univerzalis
alprim egyetlen valodi osztdja és annak tobbesei sem alapok, ekkor kudarcot vallot-
tunk.

A programot két tesztnek vetettem ala, az egyikben megvizsgaltam, hogy 2 —50000-
ig milyen jol ismeri fel a primeket, a masikban pedig, hogy az els6 12 Carmichael-
szamot milyen pontossiggal mondja Osszetettnek. Nyilvan a kettd Osszefiigg, de ér-
demes kiilon-kiilon megfigyelni. Mindkét esetet 5-szor futtattam. A tesztelések soran
az eljaras minden esetben hibatlanul miikodoétt, vagyis 50000-ig megtalalta az Gsszes
primet a program. Gyorsabb szamitogépek képesek 10-es vagy afolotti nagysag-
rendig is felismerni a primeket. A probak soran lathatova valt, hogy az univerzalis
alprimek inkabb elméleti akadalyt jelentenek, a gyakorlatban tgy tiinik, hogy kis
szamokra kudarcot vallanak mint primek. Persze ehhez az is kellett, hogy valame-

lyik primtényez6 osztoja legyen egy baziselemnek.



A tesztnek mas valtozatai is 1éteznek, példaul gyengébb, de sokkal gyorsabb, ha csak
egy alapra vizsgalodunk, de nyilvan tobbszor mond csédot ez a valtozat. Ha ismer-
jiikk mondjuk az els6 100-200 primet, akkor ezek is szolgalhatnak bazisként, de ezek
megkereséséhez is sziikségiink van egy primkeress algoritmusra. Ezért is valasztot-
tam a mar emlitett valtozatot egy pici modositassal persze, mellette szo6l, hogy, ha
mégis kiszamitanam (a,n) értékét, ami nagyjabol log(n) lépésben szamithato, he-

=1 (mod n)-t, ami ugyancsak log(n) lépés. Tehat mindkeét val-

lyette kiszamitom a
tozat ugyanolyan gyors. Igazabol (a, n) kiszamitasaval — amikor nem relativ primek —

talalhatunk egy valodi osztojat n-nek, de ebben a fejezetben ezzel nem foglalkoztam.

A Fermat-féle tesztnél az alprimeket nem tudjuk teljes biztonsiaggal kisziirni (a
Carmichael-szamokat egyaltalan nem). A kovetkezd primteszt ezt a problémat kii-

szOboli ki, amit egy erdsebb ,feltétel” alkalmazasaval ér el.

1.2. Solovay-Strassen teszt

A Solovay-Strassen primteszt Robert Martin Solovay és Volker Strassen matemati-
kusok nevéhez fliz6dik. Ezt az eljarast, amely a Fermat-teszt egy tovabbfejlesztett
valtozatanak tekinthetd, 1974-ben publikaltak. A modszer (hasonloan az el6bbihez)
véletlenszamok segitségével redukélja annak az esélyét, hogy egy alprimet tévesen

primszamnak gondoljunk. A méar emlitett ,feltétel” egy specidlis esete a kovetkezs:

1.2.1. Definici6. Legyen p > 2 prim és p{a tetszdleges. Ekkor az

(a> 1 , ha z* = a (mod p) megoldhats
p) | -1 ,haa’=a (mod p) nem oldhatd meg

szdmot a per b Legendre-szimbolumnak hivjuk.

1.2.2. Tétel. Legyen p > 2 pozitiv primszdm. Ekkor bdrmely a esetén fenndll az

aldbbi kongruencia:

a'T = (%) (mod p) (1.3)

Bizonyitas. Mivel p prim, ezért tetszbleges a esetén igaz ra (1.2), amibdl kovetkezik
az a7 = +1 (mod p) kongruencia, ami ekvivalens 22 = a (mod p) megoldhatdsa-

gaval, ebbdl pedig kévetkezik, hogy (E) = +1. Azaz a két oldal mindig kongruens.
p



Ezzel az allitast belattuk. O

A Legendre-szimbolum altalanositdsa a Jacobi-szimbélum, ennek felhasznéalasaval

a
mar tetszéleges (a,b) = 1 szamok esetén is értelmezhets az (3) szimbolum.

1.2.3. Definicidé. Legyen b > 1 egész szam és b = py-...- py primek szorzata. Legyen

(a,b) =1, ekkor (%) = <pi) (5), ahol <£> a megfeleld Legendre-szimbolum.
1 2 i

a e N N 7’ .o
Az | =] szdmot a per b Jacobi-szimbdlumnak nevezziik.

b
1.2.4. Tétel. Legyen n > 3 pdratlan szam. Ekkor az

0" = <9) (mod n) (1.4)

n

kongruencidra igazak a kovetkezdk:
(1) Ha n prim, akkor tetszdleges a szamra teljesil.
(11) Han dsszetett, akkor eqy n szerinti redukdlt maradékrendszer elemeinek legalabb

a felére nem teljestil.

Bizonyitas. Ha n prim, akkor az 1.2.2 tétel miatt készen vagyunk. Ezzel (i) kész.

Ha n paratlan Gsszetett szam, akkor eldszor is azt kell belatni, hogy minden ilyen

ne a
n-hez létezik olyan a szam, melyre a" Z | — ] (mod n), nevezziik ezeket tantinak,
n

mivel az Osszetettséget tanusitjak, és cinkosnak vagy Euler-féle alprimnek azokat,
melyekre teljesiil a feltétel.

Két esetet vizsgalunk, amikor n négyzetmentes, és amikor nem.

Tegyiik fel tehat, hogy 3 p prim, hogy p* | n. Legyenek az m primosztoi a p =
p1, P2, ..., pr primek. Es legyen d primitiv gyok mod p?, ilyen van, hiszen p prim.

Nézziik a kovetkezd szimultan kongruenciarendszert:

r=d (modp?) é& x=-1 (modp) (i=2,..,k) (1.5)

Mivel a modulusok relativ primek, ezért mod [p*ps - ... pi] kongruencia erejéig egy-
értelmten létezik megoldas, legyen ez u. Mivel V i > l-re p; { u, ezért (u,n) = 1.
Azt szeretnénk megmutatni, hogy u tanu. Tegyiik fel tehat indirekt, hogy Euler-féle

alprim, azaz, hogy

u'T = (—> (mod ) (1.6)



teljesiil. Ha most (1.6)-ot négyzetre emeljiik, akkor kapjuk, hogy

u" =1 (mod n).

Mivel p? osztoja n-nek, ezért igaz az aladbbi kongruencia is:

n—1

u"'=1 (mod p?).

(1.5) miatt u = d (mod p?), és mivel d primitiv gyok mod p?, ezért o(d) = p(p?) =
p(p — 1). Azt kaptuk tehat, hogy p(p — 1) | n — 1, amib6l kovetkezik a p | n — 1
oszthatosag is. Vagyis p | n — 1 és p | n, ami lehetetlen, tehat u tana.

Most attériink a négyzetmentes esetre. Itt kiilon fogjuk vizsgélni azt az esetet, ami-

kor minden (a,n) = 1 alapra fennall az
az =1 (modn) (1.7)

kongruencia, és azt, amikor van olyan (b,n) = 1, melyre nem.

Kezdjiik azzal, amikor minden (a,n) = 1 esetén (1.7) igaz. Ekkor legyenek n prim-

osztoi rendre a pq, ..., pr primek és legyen g% = —1 (mod py), azaz )=
P

(ilyen g létezik, mert p; prim), ekkor tekintsiik a kovetkezs szimultan kongruencia-

rendszert:

r=g (modp;) ¢é =1 (modp;) (i=2,..k). (1.8)

Legyen ennek v egy megoldasa. Ekkor (v,n) = 1, tehat (1.7) igaz ra. Behelyettesitve

v-t (1.4)-be azt kapjuk, hogy:
1 1
= (£> . (—) (—) =—1#1 (modn)
D1 D2 Pk

=) -G )
ve =(—|=—) .- [—
n b1 Pk
Tehat v tant.

Térjiink at arra az esetre, amikor létezik egy (b,n) = 1 alap, hogy b £ 1 (mod n).

Nyilvan létezik olyan primosztéja n-nek pl. p;, hogy b # 1 (mod p;). Tekintsiik

a kovetkezd szimultan kongruenciarendszert:

r=b (modp;) é =1 (modp) (i=2,..,k) (1.9)

11



Legyen ennek egy megoldasa w. Ekkor w-re igazak a kovetkezé kongruenciak:

n—1

w'T #£1 (mod p1) = w 2 #1 (mod n)

Tovabbé igaz az alabbi kévetkeztetés is:

n—1

w2 =1#-1 (modpi):>wnT_1 #% -1 (modn) (i=2,..,k)

Osszesitve az eredményt azt kaptuk, hogy w"z # +1 (mod n), de nyilvan <%) =
+1. Tehat w tant.

Ezzel megmutattuk, hogy minden &sszetett paratlan szamhoz létezik tant.

Mar csak azt kell belatni, hogy egy mod n szerinti redukalt maradékrendszer leg-
alabb a fele az. Ez pedig igaz, hiszen legyen (z,n) = 1 egy tant és (¢,n) = 1 pedig
egy cinkos. Ekkor persze (cz,n) = 1 is igaz. Megmutatjuk, hogy cz is tani. Tegyiik
fel indirekt, hogy mégis cinkos. Ekkor a kévetkez6t kapjuk:

n—1 C n—1 n—1 n—1 n—1 Cz C z n—1 z
zz =(—|-22 =cz 272 =(cz)z =|—|=(—-)|-)=2z7 =|-
n n n n n

Ez pedig ellentmond annak, hogy z tani. Mar csak azt kell, megmutatni, hogy két
inkongruens cinkosboél inkongruens tanut kapunk. Ez nyilvan igy van, hiszen, ha
¢1 Z ¢y (mod n), akkor (z,n) = 1 miatt ¢;z Z coz (mod n).

Ezzel belattuk, hogy akdrmennyi inkongruens cinkosunk is van egy mod n szerinti
redukalt maradékrendszerben, legalabb annyi tani is létezik, més szoval egy redukalt

maradékrendszer elemeinek legalabb a fele tana. [J

1.2.5. Megjegyzés. A Solovay-Strassen teszt ,feltételének” négyzetre emelésébél
kovetkezik (1.2), ezért jogos az ,erésebb” jelzG. Emiatt igaz, hogy ha egy szamot a
Fermat teszt Osszetettnek itél, akkor a Solovay-Strassen teszt ,méginkabb” annak

mond. Tehat a Solovay-Strassen hatékonyabb.

A megjegyzésbdl kideriilt, hogy ebben az esetben is léteznek alprimek, viszont most

,strtbb szitan” kell, hogy dtmenjenek, ezért kiilon definiciot érdemel ez az eset.

1.2.6. Definicié. Ha az n dsszetett szamra és az (a,n) = 1 alapra teljesil az
ne a .
T = (—) (mod n) kongruencia, akkor azn szimot a alapi Euler-féle dlprimnek
n
nevezzik.
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1.2.7. Példa. 29-es alapu Euler-féle alprim a 15.

Ugyanis 15 =3 -5, és 29" = (—1)" = —1 (mod 15), masfelsl (%) = (I—;) = -1
Nyilvan igaz, hogy, ha n Euler-féle alprim az a alapra, akkor ,kozonséges” a alapt
alprim is. Viszont az univerzalis alprimeknek nem létezik ilyesfajta megfelelGje, hi-
szen az 1.2.3 tétel szerint az Osszetett szamok egy id6 utén leleplezédnek. Tehat ez
is mutatja, hogy a Solovay-Strassen teszt joval hatékonyabb.

Most a Jacobi-szimbolum kiszamitasdhoz sziikséges lépésszamot fogjuk targyalni.

1.2.8. Allitas. A Jacobi-szimbolum kiszimitdsdhoz elegendd c - logn lépés.

Bizonyitas. Adott (a,n) = 1 szamok Jacobi-szimboélumat szeretnénk kiszamitani.

A legnagyobb kettGhatvany levalasztésaval és a kvadratikus reciprocitasi tétel, vala-

2
mint maradékos osztasok alkalmazasaval a (—) és/vagy (—) Jacobi-szimboélumokhoz
p q

lehet eljutni, ezek pedig egy maradék kiszamitasaval megkaphatok. Igy (majdnem)

logn

ey (ahol ¢ > 0 konstans)

minden lépésben felezGdik a szamlalo, tehat c-log,n = c-

lépés elegends. [
. o (8
1.2.9. Példa. Szamitsuk ki (2—29> értékeét!
85\ L (229) (29 (85 L (26 _ (2 (1) _ (13 _ _(39) _
220/ \8 /) \8) \59) \59) \59/\59)  \59)  \13)
T\ (13\  [-1\ 1
13) \7) \7) 7
Ezek alapjan a Solovay-Strassen primteszt szamitogépen hasonloéan (2logn 1é-

pésben) kivitelezhets, mint az elGdje. Ugyanis a kovetkezdk lehetnek a lépései:

e Elkészitjiik a véletlenszamokbol allo listdnkat, ezek képezik az alapokat
ne a
e Mindegyik alapra kiszamitjuk oz (mod n) és  — | értékeket
n
e Ha valamelyik alapra a kongruencia nem teljesiil, akkor n biztosan Osszetett,

ha (1.4) mindegyikre igaz, akkor a jeloltiink nagy valoszintiséggel prim.

A most kovetkezs primteszt az eddigieknél is hatékonyabban leplezi le az Gsszetett

szadmokat.
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1.3. Miller-Rabin teszt

A Miller-Rabin primteszt alapja a kis Fermat-tétel, pontosabban az, hogy egy p
prim és egy p { a pozitiv egész &ltal alkotott e e (mod p) sorozat
minden esetben 1-gyel kezd&dik, és vagy végig 1-esekbdl all, vagy az els6 nem egyes
az éppen —1. A gondolat alapja az, hogy egy prim szerinti redukalt maradékrend-
szerben a legfeljebb masodrendii elemek csak az 1, —1. Gary Miller és Michael Rabin

a kovetkez6 tesztet taldltdk meg.

1.3.1. Tétel. (Miller-Rabin) Adott n > 2 pdratlan egész, és legyen n — 1 = 2Fr,

ahol r pdratlan. Tekintsik a kévetkezd sorozatol:

a,a®,a', . a® T (1.10)
Nevezziik ezl jo sorozatnak, ha mod n van kéztik —1, vagy, ha mod n mindegyik
1-es. Ekkor n fiigguényében (1.10)-re a kivetkezdk igazak:
(1) Ha n prim, akkor tetszdleges n 1 a esetén jo sorozatot alkot.
(1) Ha n dsszetett, akkor egy n szerinti redukdlt maradékrendszer kevesebb, mint a

felére alkot jo sorozatot.

Bizonyitas. Ha n prim, akkor barmely (a,n) = 1 esetén ¢! = 1 (mod n) =
a's =41 (mod n), ugyanis egy p prim szamra az > = 1 (mod p) kongruencianak
a megoldasai csak az 1 és —1, tehat végig vagy l-esbdl all a sorozat, vagy van —1
benne. Ezzel az (i) rész készen van.

A tétel mésodik feléhez, hasonléan az 1.2.4 tételhez, nevezziik tanunak azokat az
a-kat, melyekre (1.10) nem alkot jo sorozatot és cinkosnak, melyekre igen. Most is
azt fogjuk beldtni, hogy minden n-hez létezik tan.

Legyen p? | n, és q primitiv gyok p? szerint, és legyenek n primosztoi a p = pi, ..., ps
primek. A kovetkezSképpen konstrualhatunk tantut, legyen v az alabbi szimultan

kongruenciarendszer egy megoldasa:
r=q (modp?) é =2 (modp) (i=2..,59).

Az x = 2 (mod p;) kongruencidk arra kellenek, hogy biztositsak (v,n) = 1-et. Te-
gyiik fel indirekt, hogy v cinkos, azaz, hogy (1.10) jo sorozat. Ekkor az utolso tagra
igaz, hogy v = 41 (mod n), ebbdl kovetkezik, hogy v"~! = 1 (mod n), ez el-

mondhaté p? | n-re mint modulusra is, vagyis v"~! = 1 (mod p?). Viszont v = ¢
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(mod p?), tehat o(q) = p(p—1) | n—1, vagyis p | n—1, és p | n, ez pedig lehetetlen,
azaz v tanu.

Most tegyiik fel, hogy n Osszetett, négyzetmentes és n = pyps-...-ps. Olyan (a,n) =1
szamot kell taldlnunk, melyre a sorozat lehetd legtobb tagja nem kongruens £1-gyel
(mod n). Olyan a létezik, melyre a®” % 1 (mod n), ahol 0 < j < k — 1, példaul
a = —1,j = 0 ilyen. Legyen j a legnagyobb ilyen tulajdonsiga (amelyhez van ilyen

a). Nézziik a kovetkez6 szimultan kongruenciarendszert:
r=a (modps) és x=1 (modp;) (i=1,..,s—1)
Ennek legyen egy megoldésa w. Ekkor w tani, ugyanis

w’"=a?"#1 (mod p,) = w¥"#1 (mod n)

w’"=1%# -1 (mod p;) = w”" =1% -1 (mod n)

Tehat w?” # +1 (mod n), viszont j volt a maximalis olyan, melyre w®” % 1
(mod n), ezért a w¥ " = 1 (mod n) kongruencidnak igaznak kell lennie. Azt kap-
tuk, hogy w™ # +1,..,w?" # +1, de w? """ =1 (mod n),...,w" ' =1 (mod n), és
ebben nincs —1, és nem végig 1. Azaz w tanusitja n Osszetettségét.

Hasonléan az 1.2.4 tétel és az 1.1.6 allitas bizonyitasdban latottakhoz belathato,
hogy tetszGleges sok paronként inkongruens cinkost végigszorozva w-vel inkongru-

ens tanukat kapunk, vagyis egy redukalt maradékrendszer legalabb a fele tanu. [J

A Miller-Rabin primteszt egy lehetséges valtozata:

Az n szdmrdl szeretnénk eldénteni, hogy prim-e. Vesziink k db kiilonb6z6 véletlen-
szamot, ezek lesznek a b; alapok, és n — 1-et elGallitjuk 2°r alakban, ahol r paratlan.
Kiszamitjuk b7 (mod n) értéket, ha ez +1, akkor a sorozatunk ,,jo”, tehat attériink a
by béazisra. Most b (mod n) értéket vizsgaljuk, ha mondjuk ez nem %1, akkor négy-
zetre emeljiik és mod n szamoljuk az ujabb (legkisebb abszolutértékii) maradékot,
ezt addig tessziik, amig —1-et nem kapunk valahol, ha ez nem fordul el6, akkor n
biztosan Gsszetett, ha az Osszes bazisra n jo sorozatot alkot, akkor tobb, mint 2%
valészintiséggel prim. A sorozat tagjainak kiszamitésa a Fermat-féle médszernél em-
litett ismételt négyzetre emelésekkel logn db miivelettel végezhets.

A fenti bizonyitasban is tulajdonképpen ilyen w alapot ,.gvartottunk”, amelyre w? " =
1 (mod n) igaz volt, de a sorozat tbbi tagjara w? # +1 (mod n) (0<j <k —1)
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inkongruencidk teljesiiltek.
Sajnos ez a teszt sem nyujt 100%-os biztonsagot, ugyanis ebben az esetben is létez-

nek alprimek, viszont univerzalis alprimek itt sem fordulnak elG.

1.3.2. Definicié. Legyen n pdratlan dsszetett szam, ésn—1 = 2r. Ha egy (a,n) =
1 szdmra az n szam a fenti értelemben j0 sorozatot alkot, akkor n-et a alapi erds

dlprimnek nevezziik.

A kovetkezd példaban lathatova valik, hogy ha egy n szam "T’l—dik hatvanya kong-

ruens —1-gyel mod n, akkor erds alprim.

1.3.3. Példa. A 15 erds alprim a 29-hez, mint alaphoz. A 15(= 2-7+ 1) nem prim,

29) = —1 (mod 15),

és mar lattuk, hogy Euler-féle dlprim a 29-hez, azaz 297 = <ﬁ

tehat a 297,291 (mod 15) j6 sorozatot alkotnak.

Most azt mutatjuk meg, hogy a fenti példa miért is volt jo.

1.3.4. Allitas. Han =3 (mod 4), akkor n pontosan akkor erds dlprim az a alapra,

ha egyben Euler-féle dlprim is.

Bizonyitas. Ha n erds alprim, akkor a"z = +1 (mod n) teljesiil, n = 3 (mod 4)
n—1 1
a 2

:l:l 2 5 n—1
miatt pedig (—) = =1, igy (ﬁ) = ( ) =41 =a 2z (modn). Mivel
n n

n
n — 1 kettének csak az els6 hatvanyaval oszthato, ezért csak az a'z tag fordul eld

a sorozatban, és, ha n Euler-féle alprim, akkor a5 = +1 (mod n) igaz. O

Altalaban a két fajta ,alprimség”’ nem ekvivalens, vagyis abbél, hogy n Euler-féle

alprim egy (a,n) = 1 alapra nem koévetkezik, hogy erds alprim is.

1.3.5. Példa. Az 1729 = 7 - 13 - 19 Euler-féle alprim az 5 alapra, de nem erds,
ugyanis (5,1729) = 1-re 5" = 1217 (mod 1729), 5°* = 1065 (mod 1729), 5'% =1

e -1 () - Q)6 - (I

2\ /-1\"
(g) (?> . Tehat a Solovay-Strassen-teszten atmegy, viszont a Miller-Rabin-tesztnél

nem alkot jo sorozatot.

Most belatjuk, hogy a Miller-Rabin primteszt hatékonyabban leplezi le az Gsszetett

szdmokat a Solovay-Strassen tesztnél.
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1.3.6. Allitas. A Miller-Rabin teszt hatékonyabb, mint a Solovay-Strassen teszt,
azaz, ha azn szdm a alapi erds dlprim, akkor a alapi Euler-féle dlprim is.

k
Bizonyitas. Legyen n = [] p", és n—1 = 2°r, ahol r paratlan, és tegyiik fel, hogy
i=1

P , -1 n—1 .,
n erés alprim az a alapra, azaz a”,a?",...,a> " =a = jo sorozatot alkot. Azt kell

ne a
megmutatni, hogy ekkor a"z = (= ). Két eset lehetséges:
n

1. eset:

1 T
a” =1 (mod n), most (ﬁ) = 1 kell nekiink. De 1 = (—) = (a_> = (
n n n

hiszen r paratlan.

2. eset:
Ebben az esetben létezik —1-gyel kongruens tag a sorozatban. Két alesetet vizsga-
lunk. Els6ként nézziik azt, amikor van olyan 0 < 57 < s — 1, hogy:

2j+1

a¥r=-1 (modn) é a¥ "=1 (modn) (1.11)

Tehat @™z =1 (mod n), ezért a cél <ﬁ) = 1 megmutatéasa. Az (1.11) kongruenciak
n

igazak minden p; primosztora is, ezért a,,(a) { a¥r, de 0,,(a) | a®"'r, ezért 0,,(a) =
2t1r, ahol r; | r. Masrészt p; prim volta és a rend definicidja miatt a?r; = —1
(mod p;) lehet csak. A kis Fermat tétel miatt pedig o,,(a) | p; — 1, tehat létezik ¢,

melyre
pi —1=2""rit

Ezt felhasznalva adodik, hogy
(2) =o' = ¥t = (—=1)%  (mod p;)
pi
Ebbdl kévetkezik, hogy

(%) ) (ﬁ> - Zﬁ (%) = ﬁ(—l)“"ti — (—1)2”“

k
Tehét Y ayt;-rol kell belatni, hogy paros.
i=1
k k k N
nl}lp g<+ rit;) g(w riti + ( rit? +

k
t ( “ 1) U pimlyaiml y gUonp g0y — 1 4 N "ty + 2K
& — 4
1=1
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Mivel n — 1 = 2°r, ezért azt kapjuk, hogy
k
2N " agrit; = 2°r — 9K
i=1

k k
27t _vel valo egyszertisités utan > ayrit; = 25777 — 2K adodik, azaz > ayrit; = 21
i=1 i=1
k a
alaki, mivel minden r; paratlan, ezért > a4t; is paros kell, hogy legyen, azaz (—) =
i=1 n
1.
A masik aleset — vagyis mikor a"z = —1 (mod n) teljesiil — is hasonloan belat-

k

hato. Ekkor j = s — 1-re nézve a > aurit; = 25777 1r — 2K egyenletet, kapjuk, hogy
i=1

k k

ST ayrit; = 2% — 2K = r — 2K, mivel r és minden r; is paratlan, ezért > a;t; is az,

i=1 =1

igy megkaptuk, hogy (2> =-—1.
n

Az ebben a fejezetben emlitett tesztek altal primnek vélt szamokat egy egyszert el-
jarassal ,leellenérizhetjiik”, azaz megvizsgalhatjuk, hogy valéban prim-e a szamunk.
A modszer lényege az, hogy az n pontosan akkor prim, ha létezik olyan (a,n) = 1,
amelyre 0,,(a) = n— 1 (vagyis a primitiv gyok). Tehat kiszamitjuk minden p; | n —1
primosztora és az a alapra az a’r (mod n) értéket, és, ha ezek kozott nem fordul
elg 1-es, akkor n prim. Ennek a modszernek a hatranya az, hogy nagy szdmoknél a
primosztok megtalaldsa reménytelen feladatnak igérkezik.

A most kiovetkez§ fejezetben ezt a probléméat fogom korbejarni, és kiilonbéz6 mod-

szereket mutatok be a primtényezdékre bontashoz.
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2. fejezet

Primfaktorizacid

A primfaktorizdciés modszerek olyan szamelméleti eljarasok, amelyek egy szam
primtényezds felbontasat adjak meg. Legtobb esetben célszert elséként elvégezni egy
primtesztet, hogy a felesleges szamolast megsporoljuk. Nagyon nagy szamok esetén
még igy is szinte lehetetlen megéllapitani a primfaktorokat, ha mondjuk egy 30000
jegyl szamon szeretnénk egy ilyet elvégezni, akkor a jelenlegi leggyorsabb szamito-
gépnek — ami masodpercenként t6bb millio miveletet végez — is tobb idébe tellene
kiszadmitania, mint az Gsrobbanastol eddig a pillanatig eltelt 6sszes masodperc. En-
nek tiikrében a legtobb ilyen algoritmust a nagy szdmok felbontasara alkottak meg,
els6ként emlitem a legegyszertibb primfaktorizaciés modszert, ami jol mutatja, hogy

,nyers erével” egy orokkévalosagig tartana felbontani egy nagy szamot.

2.1. Proébaosztasos modszer

Ennek a modszernek a lényege, hogy vesziink egy szamsorozatot [y/n]+ 1-ig, legjobb
lenne a csak primeket tartalmazé sorozat, de ez nem kényelmes, inkdbb vegyiik
az a; = 2,a3 = 3,a3 = 5,a4 = 7,...,a;,a; + 2,....,[\/n] + 1 sorozatot, és ennek a
tagjai mentén addig osztjuk n-et, amig oszt6t nem talalunk, majd a hanyadossal
folytatjuk a szamolést. Készithetiink egy primtablazatot is, vagyis csak a primekbdl
allo sorozatot is nézhetjiik, de ez nem mindig all a rendelkezésiinkre.

Nézziik meg, hogyan is néz ki ez az algoritmus!

2.1.1. Algoritmus. Az algoritmus egy /N szdmnak a primosztoit keresi meg.

1. 1épés:  Legyenek n := N, ay,...,a; = [\/N] + 1 a prébaosztok és py, ...
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a primosztok.

2. 1épés:  n-et a sorozat tagjaival addig osztjuk maradékosan (n = a;q + ), amig a
maradék nem nulla vagy véget nem ér a sorozat.

3. 1épés:  Ha a maradék nulla, akkor osztot taldltunk, n:=n/q, p; = a;
(a; prim, hiszen a sorozatunk ezt garantalja).

4. lépés: Ha a maradék nem nulla és ¢ > a;, akkor még nem értiik el egy /n-nél
nagyobb primosztojat n-nek, tehéat jra osztunk (2. lépés). Ha ¢ < a;,

akkor n prim, mert nem talaltunk osztot.

Ha marad a sorozatban Osszetett szam, akkor is helyes eredményt kapunk, hiszen
minden paratlan szdmot tartalmaz, ezért ennek az Gsszetettnek a primtényez6it is,
melyek el6rébb szerepelnek, azaz, ha ez a szam oszt6ja N-nek, akkor ez mar el6bb
kideriil.

Nézziik az alabbi szampéldat a probaosztasok modszerére:

2.1.2. Példa. Bontsuk tényezskre az N = 349625(=: n) szamot!

Sorban haladva kapjuk, hogy 5 | 349625, tehat n := % = 69925. Ekkor elegendd
onnan folytatnunk, ahol abbahagytuk, vagyis a3 = 5-t6l. Rogton latszik, hogy 5 |
69925, ezért n := 13985, ami szintén oszthatd 5-tel, tehat n = % = 2797, ekkor
p1 = p2 = p3 = 5. Sorban haladva a3-t6l egyetlen osztot sem talalunk, de azt kapjuk,
hogy ay; = 53-ra 2797 = 53 - 52 + 41 (ami nem meglepd, ugyanis [v/2797] = 53),
vagyis 52 < 53, ezért py, = 53. Tehat 349625 = 52-2797. Ebben a példaban 28 osztast

végeztiink, nézziink egy masik példat.

2.1.3. Példa. Legyen N = 102043(=: n) (prim).

Mivel N prim, ezért a sorozatban egyetlen osztéra sem leliink, de [v/102043]4+1 = 320
miatt ajg; = 321-ig kell elmenniink, ezzel 161 osztast végziink el (ami papiron nem
kevés, mar a 28 sem az), amikor is kapjuk, hogy 102043 = 3213174286, és 317 < 321
miatt pedig biztosak lehetiink benne, hogy N prim.

Ezekben a példakban lathattuk, hogy kézzel elég sok 1épést kell végrehajtani mér
wiszonylag” kis szamokon is. Nyilvan a szamitogépek korében ezek a szamitasok pil-
lanatok alatt lefutnak, de ha egy nagyon nagy szam négyzetét nézziik, akkor ez oriasi
id6t vesz igénybe. Az eljaras két kimenettel érhet véget, vagy megtalilja az Osszes

primosztot, vagy a felbontani kivant szam prim. Ezért is igaz, hogy a lépésszam
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max(p;_1, \/p_j)—vel aranyos, ahol 7 a legnagyobb primoszto indexét jeloli, tehat kis
szamoknal optimalis. A sebességet gy novelhetjiik, hogy a primek tobbeseit sziszte-
matikusan kivessziik a sorozatboél (pl. 3-mal, 5-tel oszthato szémokat, és igy tovabb).
A kovetkezd eljaras mar sokkal nagyobb sikerrel bontja primtényezékre a nagy sza-

mokat.

2.2. Monte Carlo modszer

J. M. Pollard 1975-6s médszere azon a tényen alapul, hogy a mod n vett maradé-
kok ciklizalnak, hiszen Z, véges, igy egy id6 utdn olyan maradékot kapunk, ami méar
egyszer el6fordult. A véletlenszamoknak most is nagy jelent&ségiik van, de ebben
az esetben més a szerepiik, arra kellenek, hogy a keresett osztok nagyobb valdszi-
niiséggel essenek bele egy n szerinti ciklusba. Ezeket az (al)véletlenszamokat egy f
mésodfoki rekurzio fogja nekiink biztositani (pl. f(z) = 22 + 1), azaz x;41 = f(z;).
Ekkor kiszamitjuk az (xz; — xj,n) (i > j) értékeket és abban bizunk, hogy z; és x;
az n-nek egy p primosztéja szerint ugyanabban a maradékosztilyban vannak, de
n szerint nem, ezért, ha (z; — x;,n) > 1, akkor egy valodi osztot talaltunk. Ezért
nem vezet eredményhez, ha f(x) = ax + b alaka fiiggvényt adunk meg, ugyanis,
ha z; = z; (mod n) = f(x;) = f(z;) (mod n) = f(x;) = f(x;) (mod p), igy nem
kaphatunk nem trividlis osztot.

A modszer igazabol nem szamitja ki minden (x;, x;) parra az (x; — xj,n) értéket,
hiszen ekkor nagyon sokat is kellene szdmolni, illetve nehezen is kovethets. A triikk
az, hogy a sorozatban a 2F-dik elemmel szamitjiik ki a legnagyobb kozos osztot, amig
el nem érjiik a 2¥1-dik tagot, igy megsporolva sok szamolast, méasrészt exponen-
cidlisan novekszik a x;-k kozti tavolsag, igy nagyobb eséllyel hamarabb elérjiik egy

p | n szerinti periédus hosszat. Vagyis a helyzet a kovetkezd.

Legyen f : Z, — Z, és x( tetsz6leges kezdGérték. Jelolje k a kettes szamrendszerbeli
szamok szamjegyeinek a szamat, ekkor 2¥ —1 a legnagyobb k jegyt kettes szamrend-

szerbeli szam (k = 0 esetén x(-t értiink).



xy = f(x3) = (x4 — 23,1), (kK =3)
x5 = f(24) = (v5 — x3,1), (k= 3)
v = f(ws) = (x5 — x3,n), (k= 3)
x7 = f(z6) = (7 — x3,1), (kK = 3)
xg = f(x7) = (8 — 27, 1), (kK = 4)

zi = f(rim1) = (27 — Toe_q,m), 1 > 2F
Igy egy id6 utan belefutunk egy olyan esetbe, ahol a legnagyobb kozds oszté na-
gyobb, mint egy.

Ezek alapjan a Monte Carlo modszer 1épései a kovetkezdk.

2.2.1. Algoritmus. Monte Carlo modszer

0. lépés:  Primteszt N(=: n)-re, ha prim, akkor megallunk.

1. 1épés: A fenti modon kiszamitjuk a legnagyobb k6zos osztot, a sorozat
tagjait pedig mod n szamoljuk.

2. lépés: Ha a legnagyobb kozos oszto 1 és n kozé esik, akkor elvégziink ra
egy primtesztet, ha n-nel egyenls, akkor megallunk, ha 1-gyel,
akkor kiszamitjuk a kovetkez6 Inko-t.

3. lépés: Ha az oszto6 prim, akkor p; = (z; — x9x_1,n) és n := n/p;, ha nem,
akkor valoszintileg kudarcot vallottunk, azaz ezzel a moédszerrel nem
tudjuk felbontani (de késébb kiilon elvégezhetjiik erre az osztora az

algoritmust mas paraméterekkel), majd tovabb lépiink a sorozatban.

2.2.2. Példa. Bontsuk primtényezékre N = 34203-at, f(z) = 22+ 1 és 79 = 1
mellett!

— 2= (2-1,34203) = 1
( =5= (b —2,34203) = 3 (prim)

= n =320 = 11401, (5 — 2,11401) = 1

o)
1) =
2
3
= f(22) = 26 = (26 — 2,11401) = 1
= f(x3) = 677 = (677 — 26,11401) = 1
= f(x4) = 458330 = 2290 (mod 11401) = (2290 — 26, 11401) =
= f(x5) = 11042 (mod 11401) = (11042 — 26,11401) = 1
= f(zg) = 3471 (mod 11401) = (3471 — 26,11401) = 13 (prim)
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= n = L = 877 (prim)
Tehat 34203 = 3 - 13 - 877.

2.3. Fermat modszere

Fermat modszerének lényege, hogy egy N = rs (r < s) Osszetett paratlan szamra
léteznek a # b € [0, ..., N] egészek, hogy N = a* — b? = (a + b)(a — b), igy nyilvan
a = %, b = 5% jo lesz. Az algoritmus akkor a leghatésosabb, ha r és s is kozel
vannak v/ N-hez, emiatt o ,nagy” — vagyis v/ N-hez kozeli — és b? kicsi” lesz. Tehat

a kovetkezo egyenletrendszer megoldasaval kapjuk a Fermat-féle felbontést.
QQ—N:bZ, 0<b<a<N

Ha talaltunk egy a, b megoldést, akkor »r = a + b és s = a — b Osszefiiggések alapjan
megkapjuk az osztoparokat is.

A kovetkez6 algoritmus abbol indul ki, hogy r és s is v/ N-hez kozeli értékek, konk-
rétan az r = |V N| = s feltételbsl. Feltehets, hogy N paratlan, hiszen ellenkezd
esetben 2 hatvanyok levalasztasaval paratlant kapunk. Az algoritmus az r+s+1 =
204+1=2|VN|+1=1d ésr—s+1=2b+1=1=:1b értékekkel dolgozik és

! ’ ’ /
a—-b a-+b-2
2

5 nem teljesiil.

addig noveli, illetve csokkenti ezeket, amig N =

2.3.1. Algoritmus. Egy lehetséges eljaras

1. 1épés:  Legyenek o', b és m segédvaltozok. A kezdeti feltétel és a paritas
szempontjabol legyen o' = 2|vV/N| + 1,0 =1, m = [vV/N|> — N.
Im| < @' ésb < a' mindig igazak, ezek garantaljak,
az eljaras véges voltat.

2. lépés:  Vizsgaljuk a maradék elGjelét, vagyis, ha m > 0, akkor m-et
csokkentjiik b'-vel és b'-t noveljiik 2-vel, hogy a paritas ne valtozzon,
ha m < 0, akkor m-et néveljitk a'-vel, a'-t pedig szintén 2-vel noveljiik.

3. lépés:  Ha m = 0, akkor N = % . %H, igy megkaptuk a kivant felbontast.

2.3.2. Példa. Bontsuk tényezGkre az N = 459-et!
|V459| = 21, igy m = 212 —459 = —18,a =43 ¢s b = 1.
ym<0
m=25ésa =45

Ym>0
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m=24ésb =3
Ym>0

Im>0
m=9ésb =9
Ym>0
m=0¢éb =11
Im=0

459 = 5l B2 = 1727 =17 37

A 27-et a modszer 2-szeri alkalmazésaval hasonléan tényezdékre bonthatjuk.

A Fermat-féle felbontasnak léteznek méas megvalositasai is. Példaul vizsgalhatjuk az
N = a? — b? egyenletet (b*re rendezve) az a®> — N = b? alakban, vagyis, hogy az
a?> — N = c egyenletben mikor lesz ¢ négyzetszam. Ekkor a helyére ([v/N] 4+ 1)-gyel

kezdve helyettesitiink [v/N| +i-t (i = 2,...), amig ¢ megfelel nem lesz.

2.3.3. Példa. Bontsuk tényezékre az N = 87-et!

[V87] +1 = 11 = 112 — 87 = 34, ami nem négyzetszam. [v/87] + 2-vel folytatva
kapjuk, hogy 122—87 = 57, ami szintén nem az. A kivetkezd proba a [v/87]+3 = 13-
mal torténik, igy 132 — 87 = 82, de ez sem teljes négyzet. Sorban haladva a [/87] +
5 = 16-nal fordul el6, hogy 16 —87 = 169 = 132, ezért 87 = (16—13)(16+13) = 3-29.

A kovetkez6 valtozat alapja az, hogy ha van k db kiilénb6z6 p; primiink és k +
1 db olyan b; szamunk, melyeknek nincs a p;-kt6l kiilonboz§ primosztéjuk, akkor
mindig kivalaszthaté néhany b;, melyek szorzata négyzetszam. Miel6tt ratérnék a

bizonyitasra, definidlom a faktor bézis és a hasonlésagi vektor fogalmat.

2.3.4. Definicié. Egy B = {(p1 = —1),pa, ..., 0} kiilonbiozd (kivéve py = —1-et, &
a negativ maradékok miatt szerepel) primek halmazdt faktor bazisnak nevezzik. Eqy
b egész B-szdm egy adott n-re, ha (a legkisebb abszolit értékben vett) b* (mod n)

felirhaté B-beli elemek szorzataként.

k
2.3.5. Definicié. Egy b; = [] p?j B-szdm hasonldsdgi vektora az a v; ZE-beli vek-
j=1

tor, amelynek koordindgtdira v} = (a; (mod 2)).
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2.3.6. Allitas. Legyen B = {(p, = —1),pg,....px} és legyenek by, by, ..., by, b1 kii-
[onbéz6 B-szamok. Ekkor létezik 1 < 5 db b;, melyek szorzata teljes négyzet.

Bizonyitas. Legyenek a by, bo, ..., by B-szamok hasonlosagi vektorai rendre a vy, vg, ..., Vgy1
Zk% vektorok. Mivel k + 1 db Z&-beli vektorrdl van sz6, ezért ezek linedrisan ssze-
fliggnek, azaz nem csak trividlisan adjak ki a nullvektort. Ebben az Osszegben az
1 egyiitthatoju v;-knek megfelels b;-k szorzataban 16v6 p;-k kitevGje paros, vagyis

négyzetszam. L[]

Ekkor azt csinalhatjuk, hogy vesziink egy ilyen B = {p1,pa, ..., pr}-t és n-et, és két
kiilonb6z6 moédon gyartunk olyan szamokat, melyeknek a négyzeteik kongruensek
mod n, de 6k maguk abszolutértékben nem azok. Tegyiik fel, hogy ismeriink (2 <)q
db b; B-szamot, melyek hasonlésagi vektoraik linearisan osszefiiggnek, ekkor a ko-
vetkez6t tessziik: kiszamitjuk [[7_, b, (mod n)-et, jeloljik f;-vel a legkisebb abszo-
lat értékd maradékat a b? (mod n) értéknek. Ekkor 3; = Hlep?”, igy [[8: =

P R?]

Hle pjz % és most abban bizunk, hogy H?Zl p; > # Il b (mod n) (mert,
ha 22 = y? (mod n) és x # 4y (mod n), akkor (z + y,n) vagy (x — y,n) n-nek
egy valodi osztojat adjak). Elsfordulhat, hogy kongruensek, ekkor mas B-szamokkal
(melyek hasonlosagi vektoraik Osszefiiggnek) sikeresebben jarhatunk el. Mivel egy

k . . , ., e es
bi = [,_, P} szam esetén az x? = ¢* (mod n) kongruencianak pontosan 2% kiilon-
i @i

boz6 megoldasa van, ezért annak az esélye, hogy Hlepj 2 ==+, b (modn)
teljesiil kevesebb, mint % A gyakorlatban egy ilyen B faktor bazis elGallitasa kérdé-
ses, vehetjiik példaul az els6 k£ db primet, ekkor egy véletlen modszer segitségével a
megfelel6 primekkel és kitevkkel elGallitjuk a b-ket. A kovetkezs példa ezt mutatja
be.

2.3.7. Példa. Legyen B = {—1,2,3,5,7} és N = 2451. Nyilvan [v/2451] = 50 ké-
riili szamokkal érdemes kezdeni, hiszen ekkor kicsi a maradék mod 2451, igy kapjuk,
hogy:

48* = —147= —3-7* (mod 2451) = v; = (1,0, 1,0,0)

49* = —50 = —2-5% (mod 2451) = v, = (1,1,0,0,0)

502 =49 =7 (mod 2451) = v3 = (0,0,0,0,0)

51> =150 =2-3-5* (mod 2451) = v, = (0,1,1,0,0).
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Lathatjuk, hogy vy + vy + vy = 0 (b = 48,by = 49,b3 = 51). Tehat linearisan
Osszefiiggnek, ezért minden kitev6bsl paros sok van, tehéat kiszamithatjuk a fentebb

emlitett szorzatokat.

3
[[bi=48-49-51=-147 (mod 2451) és

1=1
5 2i %
I[r; 7 =(-1)-2-3-5-7=1401 (mod 2451).

Jj=1

Ezek pedig nem kongruensek (de (—147)% = 1401?), vagyis (1401 — 147,2451) =
3(prim) és (1401 +147,2451) = 129 osztokat kaptuk, igy 22+ = 19(prim), tehat mér
két primosztonk van, ezekbdl 2221 = 43(prim), vagyis 2451 = 3 - 19 - 43 felbontést

319
kaptuk.

Mivel arra toreksziink, hogy a b? (mod n) maradékok kicsik és viszonylag kis pri-
mek szorzatai legyenek, ezért a b? (mod n) felbontésat szamitogépen akar a proba-
osztasok modszerével is elvégezhetjiik. A kovetkezd algoritmusban 0sszegzem a fenti

példaban latott eljarast.

2.3.8. Algoritmus. Faktor bazissal valo felbontas.

1.1épés: Legyen B = {—1 = py,pa, ..., pr} az elsé k—1 prim (gyakorlati szempontbol
az elsé 15-20 elegendd, ha nem, akkor noveljiik)

2. lépés: Teszteljiik sorra a vin és Vin +1 (I =1,2,...) szamok kozotti értékeket,
hogy jok-e B-szamnak

3. 1épés: A hasonlésagi vektorokbol valasszunk ki linearisan Osszefiiggd rendszert

4. 1épés: Szamitsuk ki az a :=[[,_, bi-t és a b:= H?Zl pjz% értékeket, ha ezek
inkongruensek (a #Z £b (mod n)), akkor (a £ b,n) valodi osztokat kapjuk,

ha kongruensek, akkor probalkozzunk més B-szamok keresésével.

Igazabol Fermat az 1640-es években nem pontosan igy bontotta szorzatta a szamo-
kat. O is az a®> — N értéket nézte, hogy mikor lesz teljes négyzet, de nem kizvetlen
probalgatassal jart el, hanem bizonyos szamokra megnézte, hogy egy négyzetszam
milyen maradékot adhat ezekre a modulusokra, és igy kévetkeztetett az a tulajdon-
sagaira, majd csak a megfelel§ a-kat helyettesitette be.

Ez szolgal alapul a kovetkez6 primfaktorizacios eljarasban, vagyis a szitamodszerben.
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2.4. Szitamodszer

A szitamoédszerben egyméshoz és N-hez relativ primeket vesziink modulusnak és a
segitségiikkel vizsgaljuk a®> — N az ezekre a szamokra vett osztasi maradékait. Tehat
mondhatni, hogy Fermat eredeti modszerének a kidolgozott valtozata. Pontosabban

arrél van sz6, hogy ha vessziik példaul az N = 20203 szadmot és nézziik a kdvetkezs

maradékokat:
m a (mod m) a’* (mod m) a*— N (mod m)
3 0,1,-1 0,1,1 ~1,0,0
5 0,1,2, -2, —1 0,1,—1,—1,1 92.-2.1,1,-2
7 0,1,2,3,-3,-2, -1 0,1,-3,2,2,-3,1 ~1,0,3,1,1,3,0
8 0,1,2,3,4,-3,-2,—1 0,1,4,1,0,1,4,1 —3,-2,1,-2,-3,-2.1, -2

Ezekbdl kiolvashato példaul, hogy ha a®> — N teljes négyzet, akkor a Z 0 (mod 3)
lehet csak, szintén ezért a = £2 (mod 5), a = +£1,£3 (mod 7) és a = +2 (mod 8),
vagyis a paros, elég a [v/20203] = 145-nél nagyobb vagy egyenl§ 2-vel oszthato
szamokat keresniink. Szerencsére hamar megtaldljuk a 1582 — 20203 = 4761 = 692
megoldast. Tehat 20203 = 89 - 227.

Készitsiik el a szitatdbldzatot a fenti abra szerint, és ebbd@l konnyen leolvashato,
hogy a® — N lehet-e teljes négyzet (van-e kozos elem a masodik és harmadik oszlop-
ban). A kovetkezd algoritmushoz legyenek N a felbontando6 szam, m; (i = 1,2, ..., k)
paronként relativ prim modulusok, valamint (m;, N) = 1 és legyen a = [y/n]. Ekkor
az eljaras minden m;-re megvizsgalja az a*> — N (mod m;) maradékot és, ha minden
m;-re ez lehet négyzetszam, akkor leellendrzi, hogy a? — n valoban négyzetszam-e.
Az m;-kbdl célszerd minél tébbet bevenni, ezaltal sokkal kevesebb tényleges probat
kell elvégezni, mas szoval hamarabb kideriil az a-rol, hogy nem ,jo”, azaz a®> — N

nem lehet teljes négyzet.

2.4.1. Algoritmus. Szitamoédszer

1. lépés: Legyen a = [v/N]

2. lépés: Ha a®> — N (mod m;) minden i = 1, ..., k-ra ad olyan maradékot, ami
lehet négyzetszam, akkor b := [v/N]| vagy b := [v/N|, ha van
olyan 1 <t < k, melyre a®> — N (mod m;) nem lehet négyzetszam,
akkor x := x + 1 és kezdjiik elolrsl a 2. 1épést

3. lépés: Ha a? — N = b2, akkor a —b és a+b osztokat taldltuk meg, ha a®> — N # b2,
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akkor x := x + 1, és menjiink a 2. lépésre

A tablazat alapjan gyorsithatunk az eljarason, ha bizonyos oszthatosagok is fennall-
nak példaul, ha (2 <)I | N, akkor elegendd a [v/N] + [ alaki szamokat leellendrizni.
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Utbszo

Az eddigi primtesztek nem 100%-o0s, hanem csak 99,9999...%-os biztonsaggal allitot-
tak egy szamrol, hogy prim és hosszi évekig nem tudtak, hogy létezik-e olyan teszt,
amely tévedhetetlen és gyorsan szamithato is egyben. 2002-ben valtozott a helyzet,
ugyanis hirom indiai matematikus, név szerint Manindra Agrawal, Neeraj Kayal
és Nitin Saxena kidolgoztak egy olyan primtesztet, ami nem csakhogy 100%-os biz-
tonsagot nyujt, polinom idében szamithaté. Az alapkoncepcié az, hogy, ha n prim,
akkor Z,-ben az n-edikre emelés tagonként végezhets, azaz (r—a)" = 2™ —a". Ekkor

n —=

a kis Fermat-tétel miatt (z — a) 2™ —a (mod n). Viszont (z — a)"-ben a bino-
miélis egyilitthatok kiszdmitdsdra nem ismert hatékony modszer, ezért az eljaras azt
csinélja, hogy 2" — 1 alakt polinomra, mint modulusra vizsgélja az 2" —c =" (z —c¢)"
kongruenciat. Ekkor az n prim < 2" — ¢ = (z — ¢)" (mod z" — 1) tétel biztositja a
teszt tévedhetetlenségét.

Az altalam C+-+ nyelvben megirt tesztek kb. 50000-ig képesek eldonteni egy szamrol,
hogy prim-e. A primfaktorizaciés programokban, mint pl. a Monte Carlo felbontés-
ban lehet mas masodfoku fliggvényt is alkalmazni vagy mas konstans tagot szerepel-
tetni, igy bizonyos esetekben — amikor nem tudjuk felbontani n-et az f(x) = 2%+ 1
fiiggvény hasznélatéval — is sikerrel jarhatunk. Végiil megjegyzem, hogy a primfak-
torizacio probléméjanak eldonthetésége (vagyis, hogy létezik-e gyors modszer, ami
megtalalja egy n szam primfelbontésat) maig nem ismert, de ,yvaloszini”, hogy nincs
is ilyen. Viszont a jov&beni kvantumszamitogépekkel mar elképzelhets lehet egy ilyen

felbontas gyors megtalalasa.
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