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Koszonetnyilvanitas

Eziton is szeretném megkoszonni témavezetdmnek, Dr. Grolmusz Vince tanar tr-
nak a szdmos konzultacidt, valamint a sok segitséget és itmutatast, amelyek nélkiil ez
a szakdolgozat biztosan nem johetett volna létre. Kiiloén szeretnék kdszénetet mondani
azért, hogy felhivta figyelmemet a t6bbszoros szekvenciaillesztési probléma szakdolgo-
zatom témajahoz kapcsolodo vonatkozasaira, s ezaltal el tudtam késziteni diplomamun-
kam egy fontos fejezetét. Koszonettel tartozom csalddomnak is, akik a szakdolgozat
megirasanak ideje alatt végig biztattak és biztositottak tamogatasukrol, amely sokat

segitett a dolgozat elkészitése soran.



1. fejezet
Bevezetés

Szamos, a gyakorlati alkalmazasok szempontjabol is alapvetd jelentGségiinek nevez-
het6 problémarol kozismert, hogy NP-teljes: példaul gondolhatunk egy graf kroma-
tikus szdmanak meghatarozésara, az utazéd iigyndk problémaéara, a hatizsak-feladatra
stb. Ugyanakkor éppen ezen problémak gyakorlati fontossdga miatt sziikséges, hogy
optimalizalési feladat esetén legaldbb valamilyen becslést, kozelits eredményt lehessen
alkalmazni, még annak tudataban is, hogy a pontos eredmény meghatarozasa altalanos
esetben a jelenlegi technologiai korlatok mellett szinte lehetetlen, és ez varhatéan rovid
és kozéptavon is igy fog maradni.

Az utazo ligynok probléma (travelling salesman problem, TSP) természetesen meriil
fel minden olyan feladat esetén, amelyben egy hélozat pontjai kézott kell legrovidebb
bejarasi utvonalat keresni: gondolhatunk példaul egy telefonhalozat létesitésére vagy
egy telepiilés csatornarendszerének kialakitasara. Ide sorolhatd tovabba egy chipgyar-
tasban felmeriil§ probléma is: az eszkdz létrehozasa sorédn egy lézersugérnak veégig
kell jarnia az integralt aramkor bizonyos pontjait gy, hogy ez a lehetd legrévidebb
ideig tartson. Ezenkiviil szdmos alkalmazas talalhato a kozlekedési halozatok, a jar-
kovetkeztében nagy szamu kozelits algoritmus sziiletett erre a feladatra, amelyek a gya-
korlati feladatok esetén altalaban az optimaélishoz kimondottan kozeli approximaciot
adnak (pl. Lin és Kernighan d-path modszere). [19]

A cstcslefedési probléma gyakorlati alkalmazasi kore sztikebbnek nevezhets a TSP-
énél, ugyanakkor ennek a feladatnak a jelentGségét sem szabad alabecsiilni. Ebben a
vonatkozéasban elGtérbe keriilnek a biologiai alkalmazasok: példaul fejlédéstorténeti fak

egyes fehérjék genetikai informacioira épiil§ meghatarozasanal fontos elemként jelenik



meg egy minimalis elemszamu lefedd csicshalmaz megtalalasa. Megemlithet6 tovabba
az egyedi nukleotid polimorfizmus (single nucleotid polymorphism) illesztési feladat
is, amelynek az egyik megoldési algoritmusa szintén magaban foglal egy cstcslefedési
problémat. [24]

Nem szabad megfeledkezni arr6l, hogy az NP-teljes problémak meglehetGsen eltérd
jellemzokkel rendelkeznek azon a kozos tulajdonsagon kiviil, hogy mindegyikiik a leg-
nehezebb matematikai feladatok kozé tartozik. Ezért nem nevezhets meglepének, hogy
ha kozelithetGségi szempontbol vizsgaljuk ezeket a kérdéseket, akkor is kimondottan
valtozatos eredmények sziiletnek: egyes problémak approximacios viselkedése rendki-
viil j6, azaz akar az optimum tetszélegesen jo kozelitése elérhetd, mig mas esetekben
egyaltalan nem vagy csak bizonyos specialis esetekben érheté el approximacio.

Fontos kiemelni, hogy az alkalmazott matematikdban az utobbi néhany évtized-
ben szintén fontos szereppel rendelkezd véletlen (randomizélt) algoritmusok nem képe-
zik targyat szakdolgozatomnak. Természetesen bizonyos esetekben ezek az eljarasok
is hasznalhatok approximaciora, ugyanakkor ezekrél sem jelenthet6 ki, hogy minden
probléméaval kapcsolatban, altalanos érvénytien alkalmazhatdak lennének. A P = NP
kérdéshez hasonldéan nagy jelentéségii probléma, hogy vannak-e olyan feladatok, ame-
lyeket randomizalt modon nagy valoszintiséggel meg tudunk oldani (ezeknek osztalyat
RP-vel jelolik), viszont hagyomanyos algoritmusokkal polinomialis id6ben nem oldha-
tok meg. A problémakérrel foglalkozd matematikusok tobbsége szerint nincsenek ilyen
probléméak, azaz feltételezésiik szerint ha valamit sikeriil a véletlen felhasznélasaval
(nagy valosziniiséggel) megoldanunk, akkor a véletlen eljarasok alkalmazasa nélkiil is
meg lehet oldani. Erdemes tovabba megjegyezni, hogy egy NP-teljes probléma csak
akkor lehet RP-ben, ha NP = RP, igy NP-teljes problémak kozelitése valoszintileg
egyaltalan nem lehetséges véletlen algoritmusokkal. [15]

Gyakran el6fordul, hogy egy adott (akir NP-teljes) problémara sikeriil olyan algo-
ritmust talalni, amely bizonyos specidlis inputokon gyorsan lefut és pontos megoldast
ad, s6t az sem nevezhet§ ritkinak, hogy az eljaras a feladat legtébb (esetleg tulajdon-
képpen az Gsszes) gyakorlatban eléforduld esetét meg tudja oldani. Ugyanakkor ezen
algoritmusok esetében mindig konstruilhaté a problémanak olyan példanya, amelyre
a talalt megoldasi modszer nem képes polinomidében lefutni. (Talan a legalapvetGbb
példa ilyen eljarasra a szimplex modszer az operaciokutatés teriiletérsl.) Bar felfedez-
het6 bizonyos hasonlosig ezen algoritmusok és a jelen dolgozatban vizsgalt kozelits

eljarasok kozott, fontosnak tartom egyértelmisiteni, hogy szakdolgozatomban olyan



approximaciés algoritmusokat vizsgalok, amelyek egy probléma minden inputja ese-
tén adott mértékd kozelitést biztositanak. Ebbdl kovetkezGen az el6z6ekben emlitett
algoritmusok vizsgalatara sem keriil sor diplomamunkam keretében.

Erdemes megemliteni, hogy még az NP-teljes probléemak kézott is vannak olya-
nok, amelyek statisztikailag konnyiinek nevezhetsk: ez alatt azt értem, hogy el6fordul-
hat, hogy bizonyos feltételek esetén egy adott kozelité algoritmus altal szolgaltatott
eredmény varhato értékére meglehetGsen pontos becslést lehet meghatarozni. Példaul
tekintsiink egy olyan n cstcsu véletlen G grafot, amelynek minden élét egymastol fiig-
getleniil p valoszintiséggel hiuzzuk be. Ekkor ismert, hogy ha p < %, akkor G
majdnem biztosan nem oOsszefiiggd, azaz annak a valoszintisége, hogy G mégis Gssze-
fiiggd, 0-hoz tart, ha n — oo. [11] Igy ebben az esetben kijelenthets, hogy G-ben
majdnem biztosan nincs Hamilton-kor (hiszen G nagy valoszintiséggel elég nagy n-re
nem is Osszefiiggs); ugyanakkor figyelembe véve, hogy egy igy definialt véletlen grafnak
varhatoan (;‘) p éle van, ha p-t az el6bbi felsG korlatnal kisebbnek, ugyanakkor %—nél
nagyobbnak vélasztjuk, akkor G-nek varhatéan legalabb n éle lesz. Ebbgl kévetkezGen
bar a paraméterek el6bbieknek megfelels valasztasa mellett majdnem biztosan nem lesz
G-ben Hamilton-kor, mégis lesz olyan véletlen graf, amely ezen paraméterek mellett
is fog tartalmazni Hamilton-kort. Egy olyan Hamilton-kor keres6 eljaras, amelynek
csak varhaté értékben kell meghizhaté eredményt nytujtania, az ilyen grafokra egy-
szertien mint ,rossz” inputokra tekinthet, és megteheti, hogy nem foglalkozik veliik
(hiszen varhato értékben ilyen p-re egy véletlen grafban valoban csak 0 valoszintiség-
gel lesz Hamilton-kor). Mindazonaltal a szakdolgozatomban targyalt algoritmusokkal
szemben az az alapvetd elvaras, hogy az adott probléma minden példanyara képesek
legyenek meghatarozott mértéki approximaciot biztositani, vagyis nem fordulhatnak
el6 az el6bbihez hasonld rossz inputok, amelyekre az algoritmus nem az elvarasoknak
megfelel6 eredményt ad.

Szakdolgozatomban NP-teljes optimalizalési problémak kozelithet&ségét vizsgalom
meg: elGszor néhany konkrét példa kozelité algoritmusain keresztiil, majd attekintem
a fontosabb kozelithetetlenségi eredményeket, végiil pedig az ezen a teriileten elért,
viszonylag frissnek tekintheté eredményeket, toviabba az ide kapcsolodo fébb, aktué-
lisan megoldatlan problémakat is ismertetem. Diplomamunkidm természetesen tartal-
ismertnek. A dolgozatban kiemelt hangsilyt kap a bioinformatikai problémak koziil a

tobbszoros szekvenciaillesztés kozelithetGsége is.



2. fejezet

Kozelit6é algoritmusok

1. Definici6. Legyen H egy optimalizdldsi probléma, amelynek minden y példanydhoz
tartozik egy F(y) megolddshalmaz. Minden u € F(y) lehetséges megoldds rendelkezik
egy pozitiv c(u) koltséggel, az optimdlis koltség (minimalizdldsi feladat esetén): opt(u) =
min{c(s) : s € F(u)} (mazimalizdldsi probléma esetén opt(u) = max{c(s) : s € F(u)}).
Ha az M egy olyan algoritmus, amely minden y példiny esetén eqy M(y) € F(y)
lehetséges megoldast eredményez, akkor M-et e-kizelitd algoritmusnak nevezzik (e >

0), ha Yy-ra
lc(M(y)) — opt(y)]
max{opt(y), c(M(y))}

A definici6 jelentése szavakkal megfogalmazva: egy algoritmus e-kozelité, ha bar-

<e [22]

mely inputra az eredmény relativ hibaja az optimadlishoz viszonyitva legfeljebb . A
definicidban szereplG tort nevezGjének valasztasat az motivalja, hogy igy a definicio
kozelité algoritmus altal adott eredmény mindig nagyobb vagy egyenlé az optimélis
megoldas (1 — e)-szeresénél, utobbi esetben pedig az optimumnak legfeljebb (1-)-
szerese.

Gyakorlati szempontbol elsGsorban a polinom ideji kozelité algoritmusok tekint-
het6k hasznalhatonak, emiatt is keriilt a kdvetkezd definicio, amely egyes problémak
kozelithet&ségét egy paraméterrel jellemzi, kizarolag ilyen eljarasok figyelembevételével

meghatarozasra.

2. Definicié. Egy H optimalizdldsi probléma kézelitési kiiszébén azon pozitiv e-ok in-

fimumdt értjik, amelyekre H-nak létezik polinom ideji e-kiozelitd algoritmusa. 22|



Mivel a kozelit§ algoritmus definiciojaban szerepld arany 0 és 1 kozé eshet az adott
probléma barmely példanya esetén, igy egy optimalizalasi probléma kozelitési kiiszobe
szintén ezen intervallumba es6 értékeket vehet fel. A legkedvezébbnek az tekinthetd,
ha a kozelitési kiiszéb 0, hiszen ekkor a probléma tulajdonképpen tetszdlegesen jol
kozelithetd, mig ha ez az érték 1-gyel egyenld, akkor a feladatra lényegében nem létezik

hasznalhato kozelité algoritmus.

2.1. Utaz6 ligynok probléma

Feladat: Legyen G egy teljes graf, amelynek minden e éle egy nemnegativ egész
c(e) sullyal rendelkezik. Keressiik azt a Hamilton-kort G-ben, amelynek stlya az adott

silyozas mellett minimaélis.

A TSP problémérél ismert, hogy NP-teljes, &m a kovetkez§ tétel szerint kozelithe-

tGségi szempontbol is a legnehezebb algoritmuselméleti feladatok kozé tartozik.
1. Tétel. Ha P # NP, akkor az utazd tigynok probléma kozelitési kiiszobe 1. |22]

Bizonyitds: Indirekt tegyiik fel, hogy létezik a TSP-re olyan e-kozelité algoritmus,
ahol ¢ < 1. Legyen adott a G = (V, E) graf, és készitsiik el hozza azt a teljes grafot,
amelynek |V| db cstcsa van, az e;; él stlya pedig legyen 1, ha i és j kozott volt él G-ben,
és %la kiilonben. Futtassuk le erre a grafra a feltételezett c-kozelité algoritmust.

Két eset lehetséges: ha egy |V/| 6sszkoltségii bejarast kaptunk vissza, akkor ez csak

1 salya, G-ben is szerepl$ éleket hasznél, azaz G-ben van Hamilton-kor. A mésik

14
l1—e

nagyobb, mint 1‘—‘1 Az algoritmus e-kozelité tulajdonsiga miatt az optimaélis bejaras

esetben szerepel a bejarasban legalabb egy silyu él, igy a kor 6sszkoltsége biztosan
stlya legalabb a visszadott bejaras silyanak (1 — €)-szorosa, azaz nagyobb, mint |V,
igy G-ben nincs Hamilton-kor. Kévetkezésképpen az e-kozelits algoritmus segitségével
tetszGleges G grafrol polinomidGben eldénthetd, hogy van-e benne Hamilton-kor, amely
probléma NP-teljes, azaz P = NP kovetkezik. [J

Ez alapjan azt lehetne gondolni, hogy a TSP-vel nem is érdemes kozelithet&ségi

szempontbol foglalkozni, azonban pozitiv eredménynek nevezhetd, hogy bizonyos, az



a)

2.1. abra. Christofides algoritmusa: a) Tegyiik fel, hogy T egy minimalis stlyu feszits
faja G-nek. b) Tegyiik fel, hogy M T paratlan foku csicsainak minimalis stlya péro-
sitasa (pirossal jelolve). ¢) T'+ M Euler-bejarasanak modositasaval kapott kozelités a
TSP-re (kékkel jelolve).

alkalmazéasok szempontjabol gyakran logikusan teljesiils feltételek esetén léteznek 1-
nél kisebb kozelitési kiiszobt algoritmusok. Példaul ha minden élsaly 1 vagy 2, akkor
(amellett, hogy minden algoritmus 3-kozelit6) :-kozelits algoritmus is létezik [23], a
kovetkezs tétel pedig a feladat egy masik specidlis esetére vonatkozoan biztosit appro-

Ximaciot.

2. Tétel (Christofides algoritmusa). Ha a ¢ sulyfiggvény metrika, azaz teljesiti a
hdromszdg-egyenldtlenséget (c(e;;) < clew) +clen;) V1I<i<j<|V|=n,i#k,j#k

esetén), akkor létezik a TSP-re 5-kizelitd algoritmus. [7]

Bizonyitds: Legyen T egy minimélis stulyi feszité fa a G teljes grafban, amelyre
meg szeretnénk oldani a TSP-feladatot. Jeloljiikk Z-vel T' paratlan foka pontjait, ekkor
|Z| péaros lesz. Vegyiik Z-nek egy minimalis koltségli M parositasat, igy a T és az
M élei altal alkotott T+ M graf Euler-graf lesz, mivel minden pontjanak foka paros.
Vegyiik egy W Euler-bejarasat 7'+ M-nek, amelybdl hagyjuk el azokat az éleket,
amelyek azt eredményeznék, hogy egy-egy csticson tobbszor haladunk at (ezzel a bejaras
Osszkoltségén a haromszog-egyenlGtlenség miatt csak csokkenthetiink).

Legyen H az optiméalis Hamilton-kor G-ben. Ekkor egyrészt ¢(T') < ¢(H), hiszen

c(H)
2

H meghatéaroz egy H' kort Z pontjain is, amelyre ¢(H') < c¢(H). H’ felbomlik két

minden Hamilton-kér tartalmaz feszit§ fat, mésrészt pedig ¢(M) < is teljesiil:

6



diszjunkt parositas (M; és Ms) unidjara, amelyekre M optimalitdsa miatt c(M) <
c(My) és c(M) < c(My), igy 2¢(M) < c(H') teljesiil. Osszevetve tehit a T+ M graf egy
Euler-bejarasanak koltsége legfeljebb %—szerese az optimalis Hamilton-kor koltségének,

azaz az algoritmus $-kozelits. [J

2.2. Maximalis vagas

Feladat: Adott a G = (V, ) graf. Particionaljuk a V' cstucshalmazt két részre (S
és T') agy, hogy S és T kozott a lehetd legtobb él menjen.

Algoritmus: Vegyiink egy tetszGleges részhalmazt V-ben. Az algoritmus egy lé-
pésében vizsgaljuk meg, hogy a vagas nagysidga ndvelhetd-e azaltal, hogy egy T-beli
csuicsot athelyeziink S-be, vagy egy S-beli csicsot T-be. Ha van ilyen csics, akkor

hajtsuk végre az adthelyezést és iteraljunk, ha nincs, akkor az algoritmus véget ér.
3. Tétel. A fenti algoritmus 5-kizelitd. |20]

Bizonyitds: Az algoritmus véges, s6t polinomidlis, mivel minden lépésben legalabb
eggvel nd a vagas nagysaga, igy az eljaras legfeljebb |E| iteracio utan véget ér. Az
%—kézelités bizonyitasahoz tekintsiik V' diszjunkt felbontésat V =V, U Vo U V3 U Vy-re
ugy, hogy az optimélis vagast V) U Vs és V3 U V) alkotja, mig az algoritmus altal adott
vagast Vi3 U Vg és Vo U Vg Jeldlje epn (1 < n < m < 4) aV, ésV, kozotti élek
szamat. A heurisztikus vagasrol tudjuk, hogy nem lehet a nagysagat azzal noévelni,
hogy athelyeziink egy csiicsot az egyik particiobol a masikba. Ez azt jelenti, hogy
minden Vj-beli cstcsra igaz, hogy a bel6le Vi-be és Vi-ba meng élek széma legfeljebb
annyi, mint a V5-be és a Vj-be mené élek szama. Ezt a gondolatmenetet V) Osszes
csiucsara alkalmazva a 2e;; + ey3 < ejp + ey egyenlStlenséget kapjuk, ebbdl pedig

e13 < erg + ey is teljesiil. A méasik harom halmazt vizsgalva hasonlé modon rendre a

kovetkez Osszefiiggések teljesiilnek:
e13 < €23 + €34

€4 < €12 + €33

€24 < €14 + €34



Vegyiik hozza még a fenti egyenlGtlenségekhez a trividlis modon teljesiils e14+e93 <
e14+e23+e19+e34 Osszefiiggést. Ezeket dsszevetve lathato, hogy az ej3+eos+e14+e93 <
2(e12 + €34 + €14 + e23) egyenlbtlenség teljesiil, azaz az algoritmus &ltal adott vagas

nagysaga legaldbb a fele az optimalisnak, vagyis az algoritmus %—kézelit(’i. [

2.3. Maximalis kielégithetGség

Feladat (k—M AX—GSAT): Adott n valtozos Boole-formuldk egy Q = {w1,...,wn}
halmaza, amelyek teljesen altaldnosak, kizarolag annyi feltételnek kell teljesiilnie rajuk,
hogy az n db valtoz6 koziil pontosan k£ db-ot tartalmaznak. Keressiik a valtozoknak

azt a kiértékelését, amely €2 formulai koziil a lehets legtobbet elégiti ki.

Legyen s; azon kiértékelések szama a 2% db koziil, amelyek w;-t kielégitik, igy az
n db valtozé egy véletlen kiértékelése wi-t P(w;) = 3 valoszintiséggel elégiti ki. A
kielégitett formulak varhatd szama igy egy véletlen kiértékelésnél

m

P(Q) =) Pw).
i=1
Jelolje Q[zy = igaz] azt a formulahalmazt, amely az xo, ..., x, valtozokat tartal-

mazza, és amelyet gy kapunk, hogy 2 mindegyik formuldjaban az x, értékét igazra
allitjuk be. Ekkor a P(Q[z; = igaz]) érték ismét kiszamolhato, és Q[zq = hamis| ha-
sonl6 definicoja mellett teljesiil, hogy P(Q) = 1(P(Qz; = igaz])+ P(Q[z1 = hamis])).
Ez azt jelenti, hogy x; értékét lehet tigy valasztani, hogy a keletkezé formulahalmaz
varhato értéke legalabb akkora lesz, mint az eredetié.

Az algoritmus teh&t minden lépésben meghatarozza, hogy az adott valtozo igaz
vagy hamis értékre torténd beéllitasa esetén nem csokken-e az 0j formulahalmaz var-
hato értéke, és ennek megfelelGen teszi a valtozot igazza vagy hamissa. Az algoritmus
az eljaras végén a valtozoknak egy olyan kiértékelését adja meg, amelyben minden
valtozo értéke be van allitva igazra vagy hamisra, ugyanakkor mivel a varhato érték
nem csokkent, legalabb P(Q) formula ki van elégitve. Legyen N azon formuldk széma,
amelyek egyenként kielégithetSk, azaz P(w;) > 0 teljesiil. Ekkor P() = SV, P(w),
ahol Vi: P(w;) > 0. A kielégithetd formulak maximélis szama (opt(Q2)) igy legfeljebb

N, azaz



P(Q) P(Q) : .
1-— Pt () <1- o <1 —min{P(w;) : P(w;) > 0}.

Ebbél adéddan a fenti algoritmus e-kozelits, ahol e értéke egy minusz az €2 ki-

elégithets formulai kozotti legkisebb kielégitési valoszintiség. Ugyanakkor érvényes a
min{P(w;) : P(w;) > 0} > 5 als6 becslés, hiszen ha w; kielégithets, akkor valtozoinak
2F db kielégitése koziil legalabb egy megfelels lesz.

Igy megfogalmazhato a kivetkezs allitas:

4. Tétel. A fenti algoritmus a k— MAX —GSAT problémdra e-kézelitést ad, ahol €
értéke 1 — 55. [22]

Speciélis esetben ez az érték viszonylag jo kozelitést jelent: példaul a MAX—SAT
probléma esetén ha azon literdlok diszjunkcioit tekintjiik egy-egy formulanak, amelyek
két konjunkcio kozott dllnak, akkor ezen formulak kielégitési valoszintisége legalabb %,
igy az algoritmus %—kézelit()', vagyis legalabb a formuldk felét kielégiti. Ha pedig még
az is teljesiil, hogy minden formula legalabb £k db kiilénb6z6 literalt tartalmaz, akkor

1

a legkisebb kielégitési valoszintiség 1 — 5z-val becsiilhets alulrol, azaz az algoritmus

%—kézelitfi lesz.

2.4. (Csucslefedés

Feladat: Adott egy G = (V,E) graf. Keressiik a csticsoknak azt a minimalis
elemszamu F' C V részhalmazat, amelyre teljesiil, hogy minden E-beli élnek legalabb
az egyik végpontjat tartalmazza.

Algoritmus: Induljunk ki az F = () iires halmazbol. Véalasszunk egy élt E-bdl,
adjuk hozza F-hez a végpontjait, és toroljiik ki ezeket a csicsokat (és a beldliik kiindulo
éleket) G-b6l. Ha van még él G-ben, akkor iteraljunk, ha nincs, akkor az algoritmus
leall.

5. Tétel. A fenti algoritmus %-ké’zel{té’, azaz a minimdlisndl legfeljebb kétszer nagyobb

elemszami lefogo csicshalmazt ad vissza eredményként. [14]

Bizonyitds: Az algoritmus futdasa soran Osszesen @ db fliggetlen élt valaszt ki, és

ezek végpontjai alkotjak F-et. Mar ezeknek a fiiggetlen éleknek a lefogasdhoz is sziikség



van @ db cstcsra, igy az optimalis lefog6 csiicshalmaz mérete is alulrol becsiilhetd @—
vel. Az algoritmus |F| db csucsot véalasztott ki, azaz az optimdlis halmaz méretének

legfeljebb kétszeresét, igy az algoritmus %—kézelit(’i. 0

Fontos megjegyezni, hogy a fentihez hasonléan egyszerid és talan még természete-
sebben ad6do algoritmus, amely minden 1épésben egy maximélis fokszadmu cstcsot ad
hozza F'-hez, majd a cstcs kitorlése utan iteracid kovetkezik, semmilyen € > 0 esetén
nem lesz e-kozelité algoritmus.

Mivel mér az el6z6 feladat is NP-teljes, igy természetesen a kovetkezd, silyokat is

alkalmaz6 valtozata is az:

Feladat: Adott egy G = (V, E) graf egy a csiicsokon értelmezett, nemnegativ ¢
koltségfiiggvénnyel. Keressiik az F' minimaélis silyi lefogé cstcshalmazt a ¢ koltség-

fliggvény mellett.

A kozelit6 algoritmus felirdsdhoz érdemes a problémat TP-feladatként megfogal-
mazni: legyen A G él-pont incidenciaméatrixa. Ekkor a feladat a kévetkezs alakban
irhato:

Ax >1

z € (0,1)V]
min cx

x i-edik koordinataja 0, ha az i-edik csicsot nem valasztottuk be F-be, és 1 kiilén-
ben. Az els6 sorban szerepld feltétel fejezi ki, hogy G minden éle le van fogva.
A dualis LP-relaxaltja:

Ve e E: Z y(e) < c(e)
)

ecd(v

ahol d(v) a v csticsbol kiindulé élek halmazat jeldli. Jeloljiik m(v)-vel a - . y(e)

Osszeget,.
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Algoritmus: Kezdetben legyen y = 0 és F' = (). Az algoritmus altalanos lépésében
valasszunk egy még le nem fogott e = (u, v) élt, és modositsuk y(e) értékét a kvetkezs-
képpen: y(e) := min{c(u) — 7(u), c(v) — w(v)}. Ezutan vizsgaljuk meg, hogy teljesiil-e
ac(u) =m(u) és a c(v) = w(v) egyenlGségek koziil valamelyik vagy akar mindketts. Ha
igen, az adott ponto(ka)t adjuk hozz& F-hez és iterdljunk addig, amig G-nek van olyan

éle, amely még nincs lefogva. [14]

6. Tétel. A fenti algoritmus %—ké’zelz’té’.

Bizonyitds:
D ew) =) w) <D w(w) =2 yle) <2max Y yle) =

=2 min ¢z < 2 min cz,

ahol ¥ az LP-relaxalt primal feladat optimumat jeloli, az utolsé egyenlGtlenség pedig
az LP- és TP-feladatok optimumai k6zott fennalld egyenlGtlenség miatt teljesiil. Ebbsl
kovetkezik, hogy a talalt lefogd csticshalmaz stulya a minimalis stlyunak legfeljebb a

kétszerese, igy az algoritmus valoban %—kézelitc’i. 0
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3. fejezet

Kozelithetetlenségi eredmények

Az NP-teljes problémék altalanos vizsgélataban fontos szerepet télt be a polino-
midlis visszavezetés fogalma, hiszen segitségével szamos problémarol be lehet latni,
hogy ebbe a bonyolultsagi osztalyba tartoznak. Ugyanakkor egy feladat polinomialis
visszavezetése egy masikra altaldban nem &rzi meg az eredeti probléma kozelithetGségi
tulajdonsagait: eléfordulhat, hogy az addig lényegében nem kozelitheté probléma jol
kozelithetévé valik, de ennek az ellenkezGje is bekovetkezhet. Ezért sziikséges egy a
polinomidlis visszavezetésnél erésebb fogalom bevezetése, amely megérzi a kozelithetos-
séget. (A fejezet soran alapvetGen Christos H. Papadimitriou Szdmitdsi bonyolultsdg

[22] cim miive vonatkozo fejezetének attekintését kovetem.)

3. Definicid. Legyenek A és B optimalizdldst problémdk. A-nak B-re vald L-visszaveze-
tése eqy F' és G logaritmikus tdrral kiszamithato figguényekbdl dallo pdar, amelyre telje-
stlnek a kovetkezok:

i) Ha y az A egy opt(y) optimdlis kéltségi példinya, akkor F(y) a B egy olyan
példdnya, amelyre igaz, hogy opt(F(y)) < aopt(y), ahol a > 0 konstans.

ii) Ha s az F(y) egy tetszdleges megolddsa, akkor G(s) azy-nak egy olyan megolddsa,
amelyre lopt(y) — c(G(s))| < Blopt(F(y)) — c(s)|, ahol B > 0 konstans.

A definicioban tehat F' A példényait képezi B példanyaira, G pedig B és A megol-
désai kozott hat. A ii) feltétel szavakkal megfogalmazva azt jelenti, hogy minden s-re G
biztosan y egy lehetséges megoldasat adja vissza eredményiil, amelynek az optimumtol

valo tavolsaga feliilr6l becsiilhets F'(y) és s tavolsaganak konstansszoroséaval.

12



Példa: Tekintsiik a maximalis fiiggetlen csicshalmaz és a minimaélis lefogd cstcs-
halmaz problémaékat azokon a grafokon, amelyek maximalis fokszama A (A-t |V]-t6l
fiiggetlen konstansnak tekintjiik). Legyen F' az identitésfiiggvény, G pedig helyettesitse
a K lefog6 halmazt V' — K-val. Ekkor F' és G L-visszavezetést alkot « = A + 1 és
B = 1 konstansokkal, mivel ha A a maximélis fokszam, akkor a maximalis fiiggetlen
csicshalmaz mérete alulrol becsiilhetd A|L+|1—gyel, a minimaélis lefogd ponthalmaz mérete
pedig legfeljebb |V|, igy @ = A + 1 valoban teljesiti ¢)-t. Tovabba Gallai tétele miatt
egy tetszGleges K lefogd ponthalmaz és a minimalis lefogas mérete kozotti kiilonbség
megegyezik a |V — K| és a maximalis fiiggetlen cstucshalmaz kozotti kiillénbséggel, ezért
B = 1 megfelels valasztas lesz. Belathato, hogy (F, G) ugyanezen « és (3 értékek mellett
a masik irdnyban is L-visszavezetést alkot. (Tetszéleges grafokra (|V]| — oo esetén) F
és G nem L-visszavezetés, mivel ha V-nek egyetlen valodi részhalmaza sem lefogo (pl.
teljes grafok esetén), akkor a minimaélis lefogd csicshalmaz mérete tetszélegesen nagy
lehet az optimalis fiiggetlen csiicshalmaz méretéhez viszonyitva, azaz nem létezik olyan

a, amely kielégitené i)-t.)

7. Tétel. Ha (F,G) az A probléma B-re wvalé L-visszavezetése, (F',G') pedig a B
probléma C-re vald L-visszavezetése, akkor az (F' o F,G o G') visszavezetés A-nak C-re

vald L-visszavezetése (kompozicids tulajdonsdg).

Bizonyitds: Felhasznélva, hogy F’ o F' és G o G’ kiszamithato logaritmikus tarral,
tekintsiik az A probléma egy y példanyat. Ekkor teljesiil, hogy opt(F(y)) < ajopt(y),
illetve opt(F'(F(y))) < asopt(F(y)). Igy opt(F'(F(y))) < araqopt(y), azaz az F' o F
fiiggvényre az ajas konstans mellett teljesiil az i) tulajdonsag.

A i) tulajdonsag bizonyitasahoz legyen s F' o F tetszGleges megoldasa, és jeloljiik
s-sel B azon megoldéasat, amelyre G'(s') = s teljesiil. Ekkor a definiciobol adédoan
egyrészt |opt(y) — c(G(s))| < Bilopt(F(y)) — c(s)|, ugyanakkor mivel G' a B és a
C' kozotti L-visszavezetés része, |opt(F(y)) — c(G'(s"))| < Balopt(F'(F(y))) — c(s")] is
teljesiil. Mindkét egyenlGtlenség bal oldalan felhasznalva a G'(s') = s Osszefiiggést,
lathato, hogy a G o G fiiggvény a (102 konstanssal kielégiti ii)-t, igy (F' o F,G o G')

valéban A L-visszavezetése C-re. O

Az L-visszavezetés fogalmanak bevezetése mogotti elsGdleges motivacio a kozelithe-

t6ségi tulajdonsig megdrzése volt, a kivetkezd allités ezt a jellemz6t fogalmazza meg:
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3.1. abra. Az A és B, illetve a B és C' kozotti visszavezetések, amelyek kompozicidja A
és C kozotti visszavezetést alkot. F' és F’ az egyes problémék példanyhalmazai kozott,

G és G’ pedig a megfelel§ megoldashalmazok kozott hat.

8. Tétel. Ha (F,Q) egy L-visszavezetés A-rol B-re a és B konstansokkal B-re létezik

afe _
1—¢

polinom ideji e-kézelitd algoritmus, akkor A-nak van kozelitd algoritmusa (e < 1).

Bizonyitds: Legyen y A adott példanya. Az algoritmus ehhez elkésziti B F(y)
példanyat, majd a B e-kozelits algoritmusat hasznalva keletkezik F'(y)-ra egy s kozelitd

megoldas. Ezt kovetSen tekintjiik A G(s) megoldasat, amely egy f‘—fz—kézelitést ad.

Ay _lopt)—c(G(s))|
max{opt(y),c(G(s))}
tulajdonsaga miatt a szamlalo feliilrsl becsiilhetd Slopt(F(y)) — c(s)|-sel. Az i) tulaj-

donsag miatt viszont a nevezd alulrol becsiilhetd W—vzﬂ, ami tovabb becsiilhets

maX{OPt(F(y))vc(S)}( lopt(y)=c(G()| aB _ |opt(F(y))—c(s)|
« max{opt(y),c(G(s))} — 1—e max{opt(F(y)),c(s

B e-kozelité algoritmusa miatt legfeljebb ¢, igy az egyenlGtlenség jobb oldala feliilrél

aranyt vizsgalva megallapithato, hogy az L-visszavezetések ii)

1 —¢)-nal. Igy 7T A maésodik tort

becsiilhetd f—fi—val, azaz az algoritmus f—_ﬁi—kézelit(’i. [

A kovetkezd definicid a fejezet hatralévs részében kiemelt fontossagu lesz:

4. Definicié. Az A optimalizdldsi problémdhoz eqy polinom ideji kozelitd séma eqy
olyan algoritmus, amely minden € > 0 esetén A minden y példdnydra eqy legfeljebb e
relativ hibdju megolddst ad vissza, és az algoritmus futdsi ideje [y/-nak egy e-tdl fiiggd
polinomjdval korldtos. (Ha a futdsidd %—to’l 15 polinomidlisan fiigg, akkor a kézelitd

sémdt teljesen polinomidlisnak nevezzik.)

Ha az el6z6 tétel bizonyitasdban e-nal 0-hoz tartunk jobbrol, akkor ?—sz is 0-hoz
tart, ebbdl kovetkezGen: ha 3 (F, G) L-visszavezetés A-rol B-re és B-re létezik polinom

idejd kozelitési séma, akkor A-ra is létezik.
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A kozelitd algoritmusok elméleti hatterének felépitéséhez sziikség van az NP osz-
taly megfelelGjére, azaz egy olyan problémahalmazra, amelyben szamos fontos teljes
probléma megtalalhaté. Ehhez el6bb be kell vezetni egy masik, 6nmagaban is érdekes

problémaosztalyt:

5. Definicié. Az SNP (szigori NP ) osztdlyba azon tulajdonsdgok tartoznak, amelyek
kifejezheték 3S Y x1 ¥V xy ... YV x, ¢(S, G, x1,...,x,) alakban, ahol ¢ olyan kvantor-
mentes elsérendd formula, amelyben az x;-k viltozokat, a G eqy struktirdt, a S pedig

egy reldciot jelol a vdltozok kozott. [22]

Példa: A k-SAT probléma (azaz a konjunktiv normélforméakon értelmezett SAT fel-
adatnak azon valtozata, amelyben minden kloz legfeljebb k db literalt tartalmazhat)
SNP-be tartozik. Jelolje ugyanis az el6z8 definicioban z; (i = 1, ..., k) a normaélfor-
méaban szerepl$ valtozokat, G a logikai miiveletek halmazat, S pedig a valtozok egy
kiértékeléset. Igy ¢ jelolheti az adott konjunktiv normalformat, a definicio formulaja
pedig ebben az esetben azt fejezi ki, hogy létezik a valtozoknak egy olyan S kiértékelése,
hogy minden kloézban szerepel legaldbb egy igaz literal.

A fenti, eldontési probléméakat tartalmazéd osztaly viszonylag természetes modon
optimalizalasi probléméak halmazava alakithatd, ha nem azt koveteljiik meg, hogy a
valtozok minden (x4, ..., x,) alaka, n elemi sorozata elégitse ki ¢-t S mellett, hanem

csupan egy olyan S-t keresiink, hogy ¢ a lehet§ legnagyobb szamu (zy,...,xz,) n-

P

altalanositva alakithato ki a kovetkezd definicio:

6. Definicié. Az A probléma a MAXSNPq osztdlyba tartozik, ha a kévetkezd alakban
irhato:

mgx\{(xl, coy ) €V (G, Gy Sy, T)

ahol A inputja a V véges alaphalmazon értelmezett G, ..., G, reldcick halmaza.

Tehat egy MAXSNP(-beli problémanal egy olyan S relaciot keresiink, amely ma-

ximalizalja a ¢-t teljesits (xy,...,x,) n-eseket.

7. Definicié. Eqgy optimalizdldst probléma a MAXSNP osztdlyba tartozik, ha L-vissza-
vezethetd eqy MAXSNP-beli problémdra.
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Példak: i) A maximalis vagas probléma MAXSNPy-ban van, ugyanis a kovetkezs
formaban irhato fel:

glca‘}/d{(u,v) :((G(u,v) VG(v,u)) AS(u) A=S(v)}

G(u,v) azt jeloli, hogy G tartalmazza az (u,v) élt, S(u) pedig azt jelenti, hogy az
u cstcs eleme S-nek. Igy a formula a cstcsoknak egy olyan S részhalmazéat keresi,
amely maximalizalja azon élek szamat, amely benne vannak G-ben és pontosan az
egyik végpontjuk van S-ben.

i1) A legfeljebb k-foku grafokon értelmezett fliggetlen csticshalmaz probléma szintén
MAXSNPy-beli, mint ahogy azt a kévetkez6 formalizalds mutatja:

rglg‘)/d{(u,vl,...,vk) C((uyvg, o) €Z)N(wES)A (v €S)N o A (v € S)}

Itt Z azon V feletti (u,vy,...,vx) (kK + 1)-esek halmaza, amelyekben a v; csicsok
u szomszédai (esetleg ismétlésekkel, ha u fokszama kisebb, mint k). Azaz a formulat
atfogalmazva: egy olyan S részhalmazat keressiik a csticsoknak, amelyre azon u € S-ek
szdma maximalis, hogy u szomszédai nem elemei S-nek.

iii) A legfeljebb k-foka grafokon értelmezett lefogd csticshalmaz probléma

MAXSNP-ben van, mivel L-visszavezethets az el6z6 problémara.

9. Tétel. Ha A egy
mgx\{(xb ey Ty) O

alaki M AXSNPq-beli probléma, akkor A-nak létezik (1 — 2%<15)—/~’.:b'zelz’zfo”’ algoritmusa,

ahol ng a ¢ formula S-et tartalmazoé atomi formuldinak szima. 22|

Bizonyitds: Legyen y A egy példanya, V pedig az A-hoz tartoz6 véges univerzum.
Helyettesitsiink be az Osszes lehetséges modon egy a = (aq,...,a,) € V™ rendezett
n-est az x; valtozok helyébe, a keletkezé formulakat jelolje ¢,. A ¢, formuldkban
el6forduld atomi formuldk harom csoportba sorolhatok: azok, amelyekben az S relé-
ci6 szerepel; valamely G; bemeneti relaciot tartalmazo atomi formulak; illetve az a;
valtozok kozotti egyenlGséget kifejez formulak. Az utobbi két tipusba tartozé atomi
formulédk a G; input relaciok és az aktudlis valtozok figyelembevételével rogton kiér-
tékelhetok, logikai értékiik pedig behelyettesithet§ ¢,-ba. Igy ¢q S(aj,,...,a; ) alakt

P
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y ezek szerint az Osszes lehetséges n-eshez tartozo ¢, alaka formulédk halmazabol all,
a kiilonboz6 (logikai valtozoként kezelhets) S(aj,, .. ., a;) atomi formulakat pedig ngy
kell kiértékelniink, hogy a kielégitett ¢, formulak szama a lehets legmagasabb legyen.
Ez a probléma viszont pontosan a k — MAX — GSAT feladat egy példanya, és a 2.3

pontban szerepld bizonyitas alapjan konstrualhato (1 — ﬁ)—kézelitc’i algoritmus. [J

A MAXSNP osztély eléz6 tételben szerepld tulajdonsaga az NP azon jellemzgjé-
vel allithato parhuzamba, hogy minden NP-beli probléma esetén létezik olyan nemde-
terminisztikus algoritmus, amely polinom idében megoldast ad. Természetesen az NP
esetében is determinisztikus polinomidlis algoritmus taldlasa a f6 cél, a MAXSNP-t
vizsgalva pedig egy polinom idejl kozelitési séma tekintheté hasonléan fontos ered-
ménynek.

Alapvetd kérdés, hogy minden M AXSNP-beli problémanak van-e polinomiélis ko-
zelitési séméaja (ez a kérdés tekinthets P = NP allitas kozelitG algoritmusokra vo-

v s

fogalmanak definialdsa a MAXSNP osztalyban:

8. Definicié. Egy MAXSNP-beli probléma MAXSNP-teljes, ha MAXSNP min-

den eleme L-visszavezethetd rd.

A 4. Definicié utani megjegyzésbél kovetkezik, hogy ha egy M AXSNP-teljes prob-
lémaéra létezik polinom ideji kozelitési séma, akkor minden M AXSNP-beli problémaéara

is létezik ilyen.

10. Tétel. A MAX-3SAT probléma (azaz a SAT azon specidlis esete, amelyben minden
klozban legfeljebb hdrom kilonbozd literdl szerepel) MAXSNP-teljes.

Ezen tételt, valamint a fejezet hatralévs részében szerepls eredményeket igazolasuk
Osszetettségére valo tekintettel bizonyitas nélkiil kézlom, ugyanakkor az el6z6 tétel

segitségével bizonyithatok a kovetkezd allitasok:

11. Tétel. A kiovetkezd problémdk MAXSNP-teljesek:

i) 4-foku fiiggetlen csicshalmaz (a mazimdlis figgetlen csicshalmaz feladat azon
grifokra megszoritva, amelyek mazximdlis fokszama legfeljebb 4)

i1) 4-foki lefogd csucshalmaz (a minimdlis lefogd csicshalmaz feladat azon grifokra
megszoritva, amelyek mazimdlis fokszama legfeljebb 4)

i) mazximdlis vdgds.
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A kozelithetetlenségi eredmények koziil mindenképpen az egyik legfontosabb a ko-

vetkezd:

12. Tétel. Egy A MAXSNP-teljes problémdra pontosan akkor létezik polinom idejd
kozelitési séma, ha P = NP.

Az el6z6 tétel kovetkezménye, hogy a 11. Tételben felsorolt problémak egyikére,
tovabba a csicslefedési feladatra sem létezik polinom idejd kozelitési séma, illetve a

maximalis fiiggetlen csticshalmaz és a maximalis klikk problémék kozelitési kiiszobe 1,
ha P # NP.
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4. fejezet

A kozelit6é algoritmusok egy fontos
gyakorlati alkalmazasa: tobbszoros

szekvencilaillesztés

Az elmilt évtizedekben a bioinformatika egyik legfontosabb problémajava valt a
multiple sequence alignment (t6bbszoros szekvenciaillesztés, MSA) kérdéskore. A
probléma biologiai—genetikai szempontt megkozelitése a kovetkezd: adott néhény
fehérje-, DNS- vagy RNS-szekvencia, ezek halmazat jelolje S. A feladat egy olyan
S’ szekvenciahalmaz keresése, amely a kiindulési szekvencidkhoz a legkozelebb esik ab-
ban az értelemben, hogy az Osszes szekvenciahalmaz koziil, amely bizonyos feltételek
betartasa mellett kialakithatd S-bél, S’-nek a legkisebb a létrehozasi koltsége.

A probléma gyakorlati sulyat az adja, hogy segitségével kimondottan nagy pontos-
saggal meghatarozhatoak egy-egy protein- vagy nukleinsav-csalad konzervativ régioi,
azaz a szekvencidk azon elemei, poziciéi, amelyek az adott csalad alapvetd jellemzdGit,
funkcioit kialakitjak. Az utobbi néhany évtizedben egyre nagyobb hangsilyt szerzd
genetikai kutatasokat tekintve nem nevezheté meglepének, hogy az MSA probléma a
bioinformatikaval foglalkoz6 szakemberek érdeklGdésének kézéppontjaban all. Fontos
negativ eredmény volt az MSA probléma NP-teljességének bizonyitasa |S| > 3 ese-
tén, kiilonosen figyelembe véve azt, hogy az |S| = 2 esetben Needleman és Wunsch
polinomialis, O(n?) idejt, dinamikus programozason alapul6 modszert talalt a feladat
megoldasara. |21] Ugyanakkor az MSA kiemelt jelentGségére tekintettel szdmos, az alta-

lanos esetre vonatkozo kdzelit algoritmus keriilt kidolgozasra, amelyek a gyakorlatban
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el6fordulo esetekben tobbnyire meglehetsen jol hasznalhato eredményt szolgaltatnak.

Szakdolgozatom ezen fejezetének témaja a multiple sequence alignment probléma
bemutatasa, kiemelt tekintettel az ezzel kapcsolatban kidolgozott approximécios algo-
ritmusokra. A dolgozat a témakorhoz kapcsolodo definiciok, elnevezések meghatéro-
zdsa utan tartalmazza az MSA feladat NP-teljességének bizonyitasat, illetve néhany
hasonléan jelent6s eredményt a problémakorhoz kétédGen. Ezt kévetGen részletezem
a tobbszoros szekvenciaillesztési probléma kozelitésére az egyik legszélesebb korben

hasznalt algoritmus, a Clustal miikddési elvét.

4.1. Definicidok

Egy véges ¥ abécé feletti stringet szekvencidnak neveziink. Az s) és s, stringek
az s1 és so szekvencidk illesztését alkotjak (alignment), ha s) tigy kaphat6 meg s;-bdl,
hogy s;-be, illetve s; elejére vagy végére un. iires jeleket (space vagy gap, jelolése:
—) szarunk be, és az igy keletkez§ s) és s, azonos hosszisagi. Kovetkezésképpen
sy minden karaktere egyértelmien megfeleltethetd s, egy karakterének. (Feltehetd,
hogy — eredetileg nem eleme Y-nak.) Két azonos pozicioban 1év6 megegyezd karakter
match-et alkot, mig két eltérd karakter egy mismatch-et, amely az adott pozicidban
bekbvetkez§ csereként is értelmezhets. Ha az egyik szekvencia egy x € X karakterének
a méasikban egy gap felel meg, akkor ez tekinthetd x torlésének a masodik szekvenciabol,
vagy x beszurasanak az elsé szekvenciaba.

Jeloljiik s| és s, hosszat [-lel. Egy illesztés kdltsége a kovetkez6 modon definiél-
hato: 321, d(s) (i), s4(i)), ahol s)(i) és s4(i) az alignment i-edik poziciojaban szerepld
két karaktert, d(s) (i), s5(i)) pedig két azonos pozicioju karakter (atalakitasi) koltségét
jeloli egy adott s koltségfiigguény mellett. (Szamos széles korben hasznalt koltségfiige-
vény keriilt kidolgozasra aminosavakra és nukleotidokra vonatkozoan.) Egy s kolt-
ségfiiggvénnyel szemben altalanosan elfogadott elvaras, hogy elégitse ki a haromszog-
egyenlGtlenséget, azaz Vo,y,z € LU {=} : s(z,y) < s(z,2) + s(z,y) teljesiiljon.
Két szekvencia optimdlis illesztésének azt az illesztést nevezziik, amely az Osszes le-
hetséges alignmentet tekintve minimalizdlja az illesztési koltséget. Két szekvencia
szerkesztési tavolsaga a két string minimalis illesztési koltségeként definialhato.

Az alignment fogalma természetes modon altalanosithatd ketténél tobb szekvenci-
ara. Egy A tobbszoris illesztés (multiple alignment) a kovetkezSképpen értelmezhetd

k > 2 szekvencia esetén: minden szekvencidba gapeket illesztiink gy, hogy a kelet-
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kez6 stringek azonos [ hosszisaguak legyenek, és a szekvencidkat egy kxl-es matrixban
helyezziik el. A szekvencidk minden mezGjére kiterjedGen definidlva van egy koltség-
fiiggvény, és A koltségén az egyes mezGk koltségeinek Osszegét értjiik. Az egyik leg-
gyakrabban hasznalt koltségfiiggvény az SP (sum of pairs) koltség: ezt alkalmazva
egy mez6 értéke a szekvencidk adott pozicioban allo6 karaktereibdl alkotott parok pé-
ronkénti koltségeinek Osszegeként all els. Igy A koltsége nem més, mint az A altal

meghatéarozott @ db paronkénti illesztés koltségének Gsszege. [29]

Példa: Legyen az illesztend§ szekvencidk halmaza S = {GCAT A, CTAG, GAT AC'},
az S P koltségfiiggvényt leiré tablazat pedig legyen a kovetkezo:

S|G|C|A|T| -

Nl | Q@A

— == o

2|1
012
210
111
1|1

O |= ==K~

1
1
0
1

(Ellendrizhetd, hogy a koltségfiiggvény teljesiti a haromszog-egyenlGtlenséget.)

Ekkor egy S-re vonatkozd t6bbszoros szekvenciaillesztés lehet az A = {GCAT A—,
—C —TAG,G — AT AC} halmaz, amelynek koltsége (az egyes mezskre lebontott kolt-
ségeket Osszeadva): 2+2 42+ 0+ 0+ 4 = 10.

4.2. A tobbszoros szekvenciaillesztés NP-teljessége

A kovetkezé alfejezetben az M S A probléma NP-teljességére vonatkozd bizonyitast
ismertetem. (Erdekességként érdemes megjegyezni, hogy a téma szakirodalmanak at-
tekintése soran olyan, ennek a tételnek egy speciélis esetére vonatkozo bizonyitassal is
talalkoztam, amely nagy valoszintiséggel hibas volt.)

Legyenek A és B stringhalmazok ugyanazon ¥ dbécé felett. Jelolje a tovabbiakban:

d(A,B)=> " d(a,b)

a€A beB

A bizonyitas soran sziikség lesz a kdvetkez6 fontos lemmaéra:
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1. Lemma. Legyen U az illesztendd S szekvenciahalmaznak egy olyan részhalmaza,
amely kizdrdlag ugyanannak az u stringnek néhdny példanydt tartalmazza. Ekkor S egy

optimalis illesztésében d(U,U) = 0. [4]

Bizonyitds: Indirekt tegyiik fel, hogy A egy optimalis illesztése S-nek és ebben U
koltsége o > 0. Legyen |U| = k; az el6bbi feltevésbdl kovetkezden az {uy, ..., ux}
halmaz legalabb kételemii, ahol u; jeldli u i-edik U-beli példanyanak A-ban szerepld
illesztett valtozatat. Legyen a ezek koziil az, amelyik minimalizélja a {d(u;, S \ U) :
i=1,...,k} értéket. Definidljuk a kovetkezs A’ illesztést: U minden elemét illessziik
ugy, ahogy A-ban 4 volt illesztve, S\ U-n pedig A’ egyezzen meg A-val. Ekkor A’-ben
d(U,U) = 0, azaz szigortian kisebb, mint A-ban, d(U, S\ U) koltsége @ valasztasa miatt
biztosan nem nétt, d(S\ U, S\ U) kéltsége pedig nem valtozott. Igy A’ kéltsége kisebb

A koltségénél, azaz ellentmondasra jutottunk. [
Az M S A probléma formalisan a kévetkezSképpen fogalmazhatd meg:

Input: S stringhalmaz 3 felett, d : ¥* — Ry koéltségfiiggvény, K > 0 valos szam.
Kérdés: Létezik-e S-nek legfeljebb K koltségil tobbszoros szekvenciaillesztése S P-

koltségszamitas és d koltségfiiggvény mellett?

13. Tétel. A tobbszoris szekvenciaillesztés probléma NP -teljes.

Bizonyitds: A tétel igazolasa soran Isaac Elias kételemi abécére (3 = {0,1}) és
az ugynevezett egységmetrikara (Vi € ¥ U {—} : d(i,i) = 0 és d(i,j) = 1 kiilonben)
vonatkozo bizonyitasat kovetem. (A bizonyitasban szerepld gondolatmenet néhany
teljesen technikai jellegii modositasaval az NP-teljesség minden olyan X-n értelmezett
koltségfiiggvényre igazolhato, amely rendelkezik egy metrika tulajdonsagaival.) [10]

Az MSA feladat nyilvan NP-beli (megfelel6 tana lehet egy legfeljebb K koltség
illesztés), igy az NP-teljesség bizonyitasdhoz mar csak egy NP-teljes problémat kell
polinomialisan visszavezetni M .S A-ra. Az ismertetésre keriil§ bizonyitasban ez a prob-
léma a maximalis fiiggetlen csicshalmaz feladat 3-regularis grafokra torténé megszori-
tasa (IND3) lesz, amely ebben a specialis esetben is NP-teljes marad. [3]

IN D3 inputjaban tehat adott egy G = (V, E) 3-regularis graf, valamint egy ¢ > 0

egész szam, a megvalaszoland6 kérdés pedig az, hogy van-e G-ben legalabb ¢ elemt
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fiiggetlen csticshalmaz. A bizonyitas soran az adott G-hez és c-hez megkonstrualunk
egy S X feletti stringhalmazt és egy K pozitiv szdmot, amelyekre az fog teljesiilni,

hogy pontosan akkor talalhaté G-ben ¢ darab fiiggetlen csics, ha S-nek létezik K

koltségi illesztése. Jeldlje G csucsait {vy,...,v,}, a v; és a v; cstcs kozotti élt pedig
e;; (1 <i < j < mn), tovabba a szokasos modon legyen |V| = n,|E| = m, valamint
b = 6nm?.

S-et harom particidja, T, P és C' lefrasaval adjuk meg, azaz S = T U P U C, ahol
T, P, illetve C' a kovetkezGkben keriilnek meghatarozasra. T ugyanannak a t stringnek
b darab példanyat tartalmazza, amelynek felépitése a kovetkezs: t = (10°)"711, igy
|t| = n+b(n —1). A bizonyitas soran a (b+ 1)(i — 1) + l-edik (¢ = 1,...,n) helyen
allo 1-es fogja v; szerepét jatszani, ezért ezt a mezdt az i-edik csicsmezének is lehet
nevezni. P szintén egy p string b darab példanyat tartalmazza, ahol p = 1°. Ezek a
stringek fogjak meghatarozni, hogy melyik ¢ darab cstucsot szeretnénk bevéilasztani a
fliggetlen csticshalmazba.

S tovabbéa tartalmazza még C-t is, amelyben m darab string talalhat6. Ezek mind-
egyike G egy-egy élének felel meg, felépitésiik pedig a kovetkezd: ha c;; az e;; élt

reprezentalja S-ben, akkor

Cij — 0471(006)2'—1 106—4n(00b)j—i—1 10b(00b)n—j—1004n.

A gyakorlatban c¢;; a kévetkezSképpen allithaté el6 ¢-bél: az i-edik és a j-edik
csucsmezében allo 1-es kivételével ¢ Gsszes mezGjébe 0-t irunk, a string elejére és a
végére is illesztiink 4n — 4n db 0-t, valamint az i-edik csicsmez6 utan kovetkezs b
db 0-bol torliink 4n db-ot. (Ha j = n, akkor ¢;, masodik 1-ese utan a fenti leiras a
kovetkezot adja: ¢, = ...10°(00°)7100%", ahol a negativ kitevét gy kell értelmezni,
hogy a masodik 1-es utani b db 0-t és a string végén 1évGé 4n + 1 db 0-bdl 1-et térolni
kell.) A konstrukciobol latszik, hogy |c;;| = 5n + b(n — 1), illetve egy tovabbi fontos
tulajdonsag, hogy ha nem sztrunk be gapeket egyik stringbe sem, akkor ¢-t és ¢;;-t
csak ugy lehet egymashoz illeszteni, hogy a ¢;;-ben 1év6 két 1-es koziil legfeljebb az
egyik lehet a neki megfelel§ csicsmezében 16v6 1-essel parositva. A konstrukcié célja
az lesz, hogy ha t-ben a v;-nek megfelel6 csticsmez6 1-ese barmely ¢;;-ben vagy cg;-ben
nem a neki megfelel§ C-beli stringben talalhato 1-essel van péarositva, akkor v; nincs

benne a fiiggetlen csicshalmazban.

23



Definialjuk S illesztéseinek egy viszonylag természetesen adodé osztalyat, amely

fontos szerepet fog jatszani a bizonyités tovabbi részében:

9. Definicié. Kanonikus illesztésnek nevezziik S eqy tobbszirds szekvenciaillesztését,
ha a kévetkezdk teljesiilnek: a T-beli stringekbe nincsenek gapek beszirva, azaz minden
T-hez tartozo sorban csak t eldtt vagy utdn szerepelhetnek gapek, valamint a stringek
eqymds alatt helyezkednek el; a P-beli illesztett stringek szintén eqymds alatt helyezked-
nek el és 1-eseik a T-beli stringek csicsmezdinek 1-eseivel vannak pdrositva; valamint
minden c;; € C string dgy van a T-beli stringekhez illesztve, hogy c;; elsd vagy utolso 4n
db 0-ja gapekkel van pdrositva, c;; fennmarado része pedig a T-beli stringek 0-ival és 1-
esewel (1gy c;;-be sem torténhet gapek beszirdsa, csak eldtte vagy utdna szerepelhetnek

gapek).

Példa: Tegyen G egy harom cstcsbol és két élbol allo ut (igy persze G nem 3-
regularis). Ekkor b = 72, igy |T| = |P| = 72, valamint |C| = 2. G legnagyobb
fiiggetlen csticshalmazanak mérete 2, igy legyen ¢ = 2. Ekkor S = T'U P U C egy

lehetséges kanonikus illesztése:

U1 ] U3

— -1 110 01110 01]- —
T

— — | 1]0 01110 01— —

— 1= N I — 1= _
P

— - 1] - . . . - — | = -1 |- —
C12 o ... 0]1]0 ... 0 1 o ... 01010 ... ... ... ... ... O0]0]— ... =—
Co3 — — 10 0 0 1 0 110 0

A tablazatban feliilrél lefelé haladva, egymastol vizszintes vonalakkal elvalasztva
T, P és C illesztése lathato. vy és vy, illetve vy és v3 mezdje kozott b — b db mezd
talalhato, vy mezdje el6tt és v3 mezdje utan pedig 4n — 4n db. c1o és cog illesztésébol
lathato, hogy ez a kanonikus illesztés azt fejezi, hogy a fiiggetlen cstcshalmazba v;-et
és vsg-at valasztottuk be, vo-t (az ut kozépsd cstcsat) pedig nem, mivel igy a v;-bdl
kiindul6 éleknek megfelel6 minden C-beli stringnél a v;-nek megfelel§ 1-es van a hozza

tartoz6 csicsmez6hoz parositva, és ugyanez teljesiil a v3-bol kiindul6 élekre is.
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A d koltségfiiggvény definiciojabol lathato, hogy S barmely illesztésére annak kolt-

ségét 2d(S, S) fogja adni, tovabba S particionalasat kihasznalva
1 1 1 1
§d(S, S) = §d(T, T)+ §d(P, P) + §d(C, C)+d(T,P)+d(T,C)+d(P,C).

Vizsgaljuk meg, az Gsszeg egyes tagjaira milyen Osszefliggések teljesiilnek:

(1) d(T,T) = d(P,P) = 0 minden kanonikus illesztésben a definiciobol adédoan,
illetve minden optimalis illesztésben is a korabbi lemmabdl kovetkezGen.

(2) d(T, P) = (n—c+b(n—1))b* barmely kanonikus illesztést tekintve: ugyanis egy
T-beli és egy P-beli stringet vizsgalva egy kanonikus illesztésben t Gsszes (n + b(n — 1)
db) mezdjében eltérés van, kivéve azt a ¢ db poziciot, amelyben p 1-esei ¢ csticsmezGihez
vannak illesztve, azaz egy ilyen par koltsége n — ¢ + b(n — 1). Mivel [T| = |P| = b,
igy d(T, P)-t b* db ilyen péar koltségének Osszege fogja alkotni. Az is lathato, hogy
egy optimalis illesztésre is érvényes ez a becslés, figyelembe véve, hogy egy t — p part
nem lehet n — ¢ 4 b(n — 1)-nél kisebb koltséggel egymashoz illeszteni, valamint hogy
a T-ben, illetve a P-ben szerepl§ stringeknek a korabbi lemma miatt egymas alatt
kell elhelyezkedniiik, igy d(7, P) elérheté minimalis koltsége egy ¢ — p par optimalis
koltségének b’-szerese.

(3) d(T,C) = 5nbm minden kanonikus illesztésben, mivel egy ¢ — ¢;; part vizsgalva
a definicio szerint ¢;j-ben 4n db 0 gapekkel van parositva, valamint ¢-ben n — 1, ¢;;-ben
pedig 1 db 1-es 0-kkal van illesztve, ezzel tovabbi n koltséget okozva, a t6bbi mezGben
viszont a két stringnél ugyanolyan karakterek szerepelnek. Ezenkiviil az is teljesiil,
hogy 5n-nél kisebb koltséggel nem lehet egymashoz illeszteni egy t — ¢;; part, igy egy
tetsz6leges illesztésre d(T, C') > bnbm.

(4) d(P,C) > (5n 4+ b(n — 1))mb — 3cb teljesiil minden kanonikus illesztésre: a
d(p,C) értéket vizsgalva lathato, hogy ha minden p — ¢;; par minden poziciéjaban
koltség keletkezne, akkor d(p,C) = (5n + b(n — 1))m lenne. Viszont tudjuk, hogy p
1-esei egy kanonikus illesztésben ¢ db csticsmez6hoz vannak illesztve, igy ezek ezt az
értéket csokkenthetik, hiszen minden c;;-ben az é4ltala tartalmazott két 1-es koziil az
egyik szintén egy csicsmez6hoz van illesztve. Egy cstcsmezd legfeljebb 3-mal csok-
kentheti ilyen modon ezt a koltséget, mivel G 3-reguléris, igy az 6sszes C-beli stringet

tekintve és egy adott csticsmezét vizsgalva legfeljebb 3 db 1-es szerepelhet ezekben a
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pozicidkban. Igy a d(p,C) > (5n +b(n — 1))m — 3c als6 becslést kaptuk, amelybdl ko-
vetkez6en d(P,C) > (5n+b(n—1))mb—3cb. Az el6bbi levezetésbdl az is lathato, hogy
ha G tartalmaz c elemt fiiggetlen csticshalmazt, akkor létezik S-nek olyan kanonikus
illesztése, amelyre a becslésben egyenl@ség teljesiil.

(5) 1d(C,C) < (8n+4)(") < 5nm? barmely kanonikus illesztésben, mivel a defini-
ciobol kovetkezden két C-beli stringet tekintve az egyik string elején, a masiknak pedig
a végén 4n — 4n db 0 lehet gapekkel parositva, tovabba Osszesen legfeljebb 4 db 1-es
lehet 0-kkal illesztve, a t6bbi mezében biztosan egyezés van. Igy egy ilyen par koltsége
legfeljebb 8n + 4, amelybdl az allitds mar kovetkezik.

A fenti becsléseket figyelembe véve a kévetkezGképpen hatarozzuk meg az MSA

probléma K fels6 korlatjanak értékét:
K = (n—c+b(n—1)b*+5nbm + (5n + b(n — 1))mb — 3cb + 5nm?

Az el6bbi becslésekkel Osszevetve nyilvanvalo, hogy ha G-ben van c¢ elemi fiiggetlen
csucshalmaz, akkor S-nek létezik legfeljebb K koltségii tobbszoros szekvenciaillesztése
(raadasul ilyen kanonikus illesztés is létezik). Igy mar csak azt kell belatni, hogy
amennyiben G-ben nincs ¢ db fiiggetlen csiics, akkor S minden illesztésének koltsége
nagyobb, mint K.

Elgszor vizsgaljuk meg a kanonikus illesztések koltségét ebben esetben. A (4) becs-
lést tekintve megéllapithato, hogy mivel nincs ¢ elemi fliggetlen csticshalmaz G-ben,
ezért minden P-beli string 1-esei koziil legaldbb 1 db egy olyan csticsmez6hoz van il-
lesztve, amely pozicioban a C-beli stringeket vizsgalva legfeljebb 2 db 1-es talalhato,
ez pedig legalabb b-vel noveli d(P,C) koltségét. Igy egy kanonikus illesztés koltsége
ckkor legalabb K — 5nm? + b > K, ahol kihasznélasra keriilt, hogy 3d(C,C) > 0.
Ebbdl kévetkezGen ha igazoljuk, hogy ilyenkor egy optimalis illesztés mindenképpen
kanonikus, akkor a tétel bizonyitasa befejezettnek tekinthetd.

Tekintsiink ezért egy optimélis illesztést, amelyrél azt gondoljuk, hogy nem kano-
nikus. Figyelembe véve, hogy az (1) és (2) becslések minden optimalis illesztésre is
teljesiilnek, valamint hogy d(7', C') egy optimalis illesztésben sem lehet kisebb kéltségii,
mint a (3) becslésben, lathato, hogy az egyetlen lehetGség arra, hogy egy kanonikus
illesztésnél kisebb koltséget érjiink el, az az, ha d(P, C) értékét probaljuk csokkenteni.
Az az eset, hogy a d(P, C) koltség egy kanonikus illesztéshez viszonyitva kisebb értéket
ér el, csak gy fordulhat el§, hogy néhany C-beli stringben mindkét 1-es a P-beli strin-

gek altal kivalasztott csicsmezék valamelyikéhez van illesztve. Legyen az ilyen nem
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kanonikus moédon illesztett C-beli stringek szama r; egy kanonikus illesztéshez képest
igy ad(P,C)+ %d(C, C) dsszeg nagysaga legfeljebb 2br + 5nm?2-tel csokkenhet. Ahhoz
4n db gapet be kell szurni, ezéltal a d(T,C) érték legalabb (8n — 2)br-rel nagyobb
lesz, mint egy kanonikus illesztésben. Mivel (8n — 2)br > 2br + 5nm?, igy val6jaban
nem sikeriilt egy kanonikus illesztéshez képest javitast elérniink, azaz ha G-ben nincs
¢ elemi fiiggetlen csicshalmaz, akkor az optimalis illesztés biztosan kanonikus, igy

ilyenkor minden illesztés koltsége nagyobb, mint K. [

4.3. A tobbszoros szekvenciaillesztés probléma egy
lehetséges approximacioja: a Clustal program
miikodése

Mint ahogy az el6z6 alfejezetben is szerepelt, a tobbszoros szekvenciaillesztés fel-
adat NP-teljes, igy a megoldasidra vonatkozo teljesen altalanos és gyors algoritmus
megtalaldsa nem valosziniisithet6. Mindazonéltal a probléma fontossaga miatt szamos
kozelitG algoritmust dolgoztak ki, amelyek koziil a kovetkez6kben az egyik leggyakrab-
ban alkalmazottat, a Clustal programcsalad approximacios eljarasat mutatom be.

A Clustal algoritmusa az tugynevezett progressziv illesztési konstrukcio elvét ko-
veti. A modszer lényegét tekintve paronkénti illesztésekkel dolgozik, a két egymasra
leginkdbb hasonlité szekvenciatol kezd6dden a legkevésbé egyezdk felé haladva.

Az algoritmus a kovetkezs 1épésekre bonthato:

(1) Az osszes paronkénti illesztés koltségének megallapitésa (dinamikus programo-
zéssal), az egyes stringparok optimalis illesztéseinek koltségét tartalmazo D tévolsag-
matrix 1étrehozasa;

(2) Un. vezérfa (guide tree) konstruéldsa neighbor joining modszerrel (részletezés
késsbb);

(3) A vezérfa altal kijelolt szekvencidk optimalis paronkénti illesztésének végrehaj-
tasa;

(4) A vezérfa felépitését kovetve az el6z6 1épésben nem illesztett szekvencidk hozzé-
illesztése a paronként illesztett szekvencidkhoz, illetve utobbiak egymashoz illesztése.

Az algoritmus addig fut, ameddig van olyan szekvencia, amely nem keriilt illesztésre.
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c) d)

4.1. abra. Neighbor joining algoritmus: az illesztendd szekvenicdkat egy graf csicsai
reprezentaljak (az abran fekete szinnel jelolve), az algoritmus kezdetén ezeket egy fiktiv
kozponti csucesal rendelkezd vezérfa (1d. a) abra) koti Gssze. A b) és a ¢) abrén az al-
goritmus elsd, illetve méasodik lépése lathatd: mindkét lépésben egy-egy 1j, a kiindulasi
szekvenciak cstcsai kozott nem szerepld csucs keriilt felvételre (sziirke szinnel jel6lve).
A d) abréan az algoritmus altal felépitett vezérfa lathato, amelynek létrehozéaséahoz két

tovabbi kiegészits cstics volt sziikséges.

Az algoritmus (2) 1épésében szereplé neighbour joining (,szomszédok egyesitése”)
modszer n > 3 szdmu szekvencia esetén a kovetkezs fazisokbol all:
(1) Az el6z6 algoritmus D méatrixanak felhasznéalasaval sziikséges egy () matrix

definidlasa, amelynek ¢(i, j) elemeire a kovetkezs Gsszefiiggés teljesiil:
q(i,j) = (n—2)d(i,j) = Y _d(i.k) =Y _d(j,k),
k=1 k=1

ahol d(i,j) s; és s; minimalis tavolsagat jeloli.

(2) A kiindulo vezérfa egy csillag, amelynek levelei az illesztendd szekvencidk. Ezt
modositjuk dgy, hogy a () matrix minimalis eleméhez tartozo két szekvenciat egy 4j u
csicesal kotjiik Ossze, u-t pedig a kezdeti csillag kbzponti cstcsaval.

Legyen s; és s; a () matrix minimdlis eleméhez tartoz6 két szekvencia. Ekkor a

vezérfaban az s;-t, illetve s;-t u-val 6sszekots él silya:

n

5(si,u) = %d(z’,j) + ﬁ(z d(i, k) = 3 dj, k:))

k=1
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d(sj,u) =d(i,7) — (si,u)

(Ezek az élstlyok az algoritmus hatralévs részében valtozatlanok maradnak.)

(3) Ezt kovetGen sziikséges a D és a () matrixok ujradefinidlasa, amelyekben ezutan
s; és s; helyett u szerepel, a D-ben 1évé megfelel§ silyok pedig a kdévetkezSképpen
szamithatok ki:

(k) = 3 (dli, &) + dG K) — d, )

Ezutan a @ méatrix (4j D-beli értékek felhasznalasaval torténd) ismételt kiszami-
tésaval iteracid kezdédik, amely addig tart, ameddig meghatarozasra keriil a vezarfa
minden élének stlya (n — 3 db iteracio). Az algoritmus minden 1épésben egy legfeljebb
n x n méretd matrixot hoz létre, igy az eljaras polinomidlis, maximalis mtiveletigénye

O(n?). [26]

29



5. fejezet

Néhany fontos tijabb eredmény, illetve
nagy jelentdségi, jelenleg is nyitott
probléma a kozelitdé algoritmusok

teruletérol

Az NP-teljes problémak kozelithetGségének fontossdgat mutatja tobbek kozott az a
tény is, hogy kidolgozasuk 6ta szamos matematikus dolgozott ezeknek a feladatoknak
az approximalhatosagan, illetve hogy ez a munka vilagszerte jelentGs szamua kutato-
csoport részvételével jelenleg is zajlik. Szakdolgozatom ezen részében megprobalom
roviden attekinteni a kozelitG algoritmusok kapcsan elért legfontosabb friss eredmé-
nyeket, els6sorban azokra a problémakra koncentralva, amelyeket a dolgozat korabbi
fejezeteiben is érintettem.

Az utazd tligynok problémaéaval foglalkozé szakérték az utobbi években az egyik leg-
intenzivebben a kovetkezd specialis feladatot tanulményoztdk: legyenek Xi,..., X,
egyenletes eloszlasi valosziniségi valtozok [0,1]%-en, és jeldlje L az Osszes X;-n at-
halado6 legrévidebb it hosszat az euklideszi tavolsdg mellett. Méar az 1950-es évektdl
ismert volt, hogy % — [ 1 valoszintiséggel, ha n — oo, az azota eltelt évtizedekben
pedig [-ra szamos kozelités sziiletett (also és felsd becslés egyarant). Ezek koziil a leg-
frissebb és jelenleg a legpontosabb Stefan Steinerberger approximacioja, amely szerint
24+ 2 ~0,63<5<0,92. [27]
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A maximalis vagas probléméara M A XSNP-teljességébsl kovetkezGen nem létezik
polinomialis idejd kozelitési séma, kivéve ha P = NP, ugyanakkor ennél az altala-
nos eredménynél konkrétabb megallapitasok is megfogalmazhatok ezzel a feladattal
kapcsolatban. A 2.2. pontban bemutatottnal lényegesen pontosabb kozelité algorit-
must fejlesztett ki Goemans és Williamson szemidefinit programozés és véletlenitett
kerekités (egy IP-feladat LP-relaxéltjara kapott tort értékd megoldas komponenseinek
randomizalt modon torténd kerekitése az eredeti feladat megoldasara) segitségével:
eljarasuk egy (1 — «a)-approximaxiot biztosit tetszéleges kiinduléasi graf esetén, ahol

2 0

o = = min T 5
To<h<m 1008

jaték-sejtés" (unique games conjecture [17]) igaz, akkor nem érhets el ennél jobb kize-

~ 0,878. [12] Fontos megjegyezni, hogy amennyiben az n. "egyedi

lités az altalanos problémara, ugyanakkor ha ezt a sejtést nem tessziik fel, még akkor
is NP-nehéz feladat ﬁ ~ 0,059-nél jobb kozelits algoritmust adni a feladatra, mint
ahogy azt Johan Hastad bebizonyitotta. [13]

Bar a MAX — SAT probléma M AXSNP-teljes, ez a tény nem jelenti azt, hogy (a
maximalis vagashoz hasonléan) a téméaval foglalkoz6 matematikusok ne probalnanak
egyre jobb approximaciés algoritmusokat megalkotni. A szakdolgozatom 2.3. pont-
jaban szerepld, az altalanosabb k— M AX —GSAT probléma kozelitésébdl szarmazo
%—approximéciét megjavitva az elmult években kidolgozésra keriilt tobbféle i—kézelitc’i
algoritmus is. (Erdekesség, hogy egy, az eléz6 eredményt biztosité randomizélt al-
goritmus megalkotdsa utéan, a konstrukcid6 mogott allo otleteket felhasznalva sikeriilt
létrehozni egy olyan eljarast is, amely mar determinisztikusan, a korabban mar emlitett
LP-IP atmenet segitségével képes elérni ugyanezt a kozelitést.) [25]

Az el6bbiekben felsorolt problémékkal szemben a (stlyozas nélkiili) minimalis lefogo
csticshalmaz feladattal kapcsolatban az elmilt évtizedekben sem sikeriilt a dolgozatom-
ban is szerepls egyszeri %—kézelité algoritmusnal hatékonyabbat taldlni, igy a téméval
foglalkoz6 szakemberek korében elfogadott sejtésnek szamit, hogy nem is lehetséges
olyan e-approximéciot kidolgozni erre a problémara, amelyre € < % A PCP-tétel bizo-
nyitasara épiilé technikak segitségével Dinur és Safra igazoltak, hogy a minimalis lefogo
csicshalmaz problémara nem létezhet 0,26-approximacioé vagy ennél jobb kozelités, ki-
véve ha P = NP. [9] Ha pedig igaznak bizonyul a maximalis vagassal kapcsolatban
méar emlitett egyedi jaték-sejtés, abbdl kovetkezik, hogy valoban nem lehet %—nél jobb
kozelits algoritmust elgallitani. [18]

Természetesen az elébbiekben ismertetett eredmények ellenére tovabbra is szamos

fontos nyitott probléma hatarozhaté meg az approximacios algoritmusokkal Gsszefiig-
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gésben. Példaként emlithetd, hogy a maximalis vagas probléma kozelitéséhez kapcso-
l6ddan hivatkozott (1 —a)-approximéacio elérése jelenleg csak szemidefinit programozas
alkalmazasaval valosithaté meg, ez azonban meglehetGsen szamitasigényes eljaras. Lo-
gikusan felmeriilg kérdés, hogy létezik-e esetleg egy olyan algoritmus, amely eléri vagy
akar csak jol kozeliti ennek az a-approximécioénak az eredményét, ugyanakkor konnyeb-
ben kiszamithato (pl. egy primél-dual modszer). Ide kapesolodo igéretes eredménynek
nevezhetd, hogy Luca Trevisan egy sajatérték-meghatarozasra alapuld 0,469-kozelitd
algoritmust tudott kidolgozni, amelynek szamitasigénye messze elmarad a Goemans-
Williamson-algoritmusétol. [28]

Szintén szamos fontos, approximacioval kapcsolatos, jelenleg még megoldatlan kér-
dés kapcsolodik a grafok szinezhetGségének problémakoréhez, hiszen mint ismert, egy
adott graf kromatikus szaménak meghatarozasa szintén NP-teljes feladat. Fzen prob-
lemak koziil az egyiknek az inputja egy iranyitatlan, 3-szinezhets graf (G = (V, E)), a
feladat pedig egy megfelel6 k-szinezés talalasa a lehetd legkisebb k mellett. Erre a prob-
lémara sikeriilt kidolgozni egy szemidefinit programozast hasznalé algoritmust, amely
megfelelen nagy grafokra nagysagrendileg legfeljebb /n szint hasznal, ahol |V| = n.
[2] Emellett viszont az is ismert eredmény, hogy NP-nehéz probléma egy 3-szinezhetd
graf egy jo 4-szinezésének megtalalasa, illetve ha a mér tobbszor emlitett egyedi jaték-
sejtés teljesiil, akkor adott (nem feltétleniil 3-szinezhets) G és k mellett hasonléan NP-
nehéz annak eldontése, hogy x(G) eleme-e a kovetkezd halmaznak: {3,k k+1,...}.
[16], [8] Ebbdl adodoan kézenfekvds célkitiizés lehet egy olyan algoritmus kidolgozésa,
amely elég nagy grafok esetén egy legfeljebb logn-nel ardnyos szdmu szint hasznélo
szinezést ad meg.

A gyakorlati alkalmazasok szempontjabol is kiemelt jelentGséggel rendelkezik az
altalanositott Steiner-fa probléma, amelynek inputjidban adott egy irdnyitatlan G =
(V, E) graf ¢ > 0 élstlyozassal, valamint V-ben ki van jelélve k db s;—t; forras-nyels par.
A feladat az élek egy olyan minimaélis stlyt F részhalmazanak meghatarozasa, hogy Vi-
re s; és t; legyenek Osszekotve (V) F))-ben. 1995-ben sikeriilt a problémara egy primal-
dual modszert alkalmaz6 3-kozelitG algoritmust talalni [1], valamint ha Vi : s; = s,
akkor visszakapjuk az eredeti Steiner-fa feladatot, amelynek megoldasara egy 0,28-
approximécios algoritmus is ismert |5]. Tovabbé azt a negativ eredményt is sikeriilt
meghatarozni, hogy ha P # NP, akkor nem létezhet %—nél jobb kozelité algoritmus
az eredeti Steiner-fa problémara. [6] Ezen eredményeket figyelembe véve célszeri lenne

az altalanositott Steiner-fa feladatra egy olyan e-approximaciot talalni, amelyre ¢ < %
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