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1. fejezet

Bevezetés

A dolgozatomban a homogén struktirak automorfizmus-csoportjaival fogunk
foglalkozni. Ezen beliil az Ggynevezett kiterjesztési probléma keriil az elGtér-

be, ami a kovetkez6t jelenti.

Legyen A egy véges struktura és legyenek pi,...,p, az A-nak parcialis
izomorfizmusai, ekkor keressiink egy olyan véges B struktirat, hogy A rész-
strukturaja B-nek, és a pq, ..., p, A-beli parcialis izomorfizmusok keterjeszt-

hetsek B automorfizmusaiva.

A masodik fejezetben egy topologiai bevezet§ lesz taldlhato, melyben fel-
idéziink néhany topologiai alapfogalmat melyeket fel fogunk hasznalni a dol-

gozat tovabbi fejezeteiben.

A harmadik fejezet a permutacidécsoportokkal foglalkozik, ahol felidéziink
néhany csoportelméleti fogalmat, tobbek kézott az izomorfizmus és a permu-
tacioesoport definiciojat. Tovabba ezek hogyan hozhatok kapcsolatba diszk-
rét topologikus terek szorzatéval. Szo lesz még a szabadon generalt csoport
fogalmarol is, és az ezen értelmezhets provéges topoldgiarol. Fel fogjuk még
idézni a homogén strukturidk definiciojat.

A negyedik fejezetben a kiterjesztési probléméval kapcsolatos korabbi



eredmények lesznek megtalalhatoak.

Az 6todik fejezetben két 0j eredményt fogunk bemutatni a kiterjesztési

probléméval kapcsolatban.

A 13. tétel ekvivalens feltételt ad arra vonatkozdan, hogy egy szabad
csoporton értelmezett homomorfizmus folytonos legyen.
A 14. tétel megad egy sziikséges és elégséges feltételt egy gyengén gene-

rikus elem létezésére Aut(A)"-ben.



2. fejezet

Topolbogiai Bevezetd

Ebben a fejezetben felidéziink néhany alapvetd topologiai fogalmat.

1. Definici6. Legyen X egy halmaz és legyen Q@ CP(X). Ekkor az (X,Q)
part topologikus térnek és Q) -t X-en értelmezett topologianak nevezziik ha

teljesiilnek rd a kovetkezd tulajdonsdgok:
o )
o Xc
e ha A indezhalmaz és minden a € A esetén U, € Q akkor |J,c, Uas € Q;
o ha Uy és Uy € Q akkor Uy NU, € Q.

Hasonlbéan a metrikus terekhez itt, is beszélhetiink nyilt illetve zart hal-

mazokrol.

2. Definicié. Egy U C X halmazt nyiltnak nevezink ha U € €.
Egy U C X halmazt zdrtnak nevezink ha X \ U nyilt.

3. Definicié. Egy ¥ C Q halmazrendszert az (X, Q) topologikus tér bdzisd-

nak hivunk ha minden Q-beli halmaz eldall YX-beliek unicjaként.

4. Definicib. Legyen (X, Q) topologikus tér. Ekkor x € X kornyezetein azo-
kat az U C X halmazokat értjik melyekre teljesiil, hogy létezik olyan V' nyilt
halmaz (V € Q) melyre x € V C U.



A nyilt halmazok és a kornyezetek segitségével értelmezhetjiik a topolo-

gikus terek kozott hato folytonos fiiggvények fogalmat.

5. Definicio. Legyenek (X,Q) és (Y, 7) topologikus terek és legyen f: X —
Y egy leképezés. Azt mondjuk hogy f folytonos, ha mindenV € 7-ra f~1(V) €

Q, azaz nyilt halmaz dsképe nyilt.

6. Definicié. Egy f : X — Y az x € X pontban pontosan akkor folytonos,

ha f(x) minden V kornyezetéhez taldlhato x-nek olyan U kérnyezete, hogy
fU)cVv.

Most a metrizalhato topologikus terekrél lesz sz6. Mivel nem mindegyik
topologikus tér metrizalhato, ezért elgszor felidézziik az M, és T) terek fogal-
mat, majd felidézziik a metrizalhaté topologikus terek definiciojat, és végiil

kimondunk egy tételt arrol, hogy mikor metrizalhaté egy topologikus tér.

7. Definicio. Egy (X, Q) topologikus teret My térnek neveziink, ha létezik

megszamldalhato bdzisa.

8. Definicié. Az (X, Q) topologikus tér normdlis, ha barmely két A B C X
disztjunkt zart halmazhoz léteznek olyan disztjunk, nyilt Uy és U halmazok,

melyekre A részhalmaza Ua-nak, és B részhalmaza Ug-nek.

9. Definicié. Egy (X, Q) topologikus teret Ty térnek nevezink ha normdlis,
és minden a,b € X-re létezik a-nak olyan kérnyezete amely nem tartalmazza

b-t. (Ez utdbbi feltétel a T\ szétvdlasztasi axioma.)

10. Definici6. Egy (X, Q) topologikus teret metrizdlhaténak hivunk, ha van
olyan o metrika az X alaphalmazon, melynek természetes topologidja ). Azaz

a 0 metrika szerinti nyilt halmazok halmaza éppen €.

1. Tétel (Uriszon metrizacios tétele). Ha (X, Q) topologikus tér Ty, és

My tér, akkor metrizdlhato.
A tétel bizonyitasa megtalalhat6 példaul [11]-ben.
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11. Definici6. Legyen A indezhalmaz és minden a € A esetén (X, 7,) topo-
logikus tér. Ekkor a [],c4 Xo halmazon adott topologidt szorzattopoldgidnak

nevezziik ha az aldbbi halmazrendszer eqy bdzisa:

{aealU, | ahol véges sok a € A-ra U, € 1, és a tébbi U, = X, }.

Ismert, hogy megszamlalhaté sok mertizalhatod tér szorzata metrizalhato
marad. (Részletekkel kapcsolatban [11]-re utalunk.)



3. fejezet

Permutaciécsoportok

Ebben a fejezetben a Bevezets szakaszban felidéziink néhany csoportelméle-
ti fogalmat, tobbek k6zott a szimmetrikus csoport definiciojat és azt, hogy
miként értelmezziik rajta a szorzattopologiat. Majd a Homogén struktarik
nevezetd szakaszban feidézziik a homogén struktira definicidjat és, hogy mit
értiink azon, hogy egy struktira bedgyazhaté egy masik struktiraba. A ko-
vetkez$ Parcidlis automorfizmusok kiterjesztése nevezet( szakaszban felidéz-
ziik a kiterjesztési probléma fogalmat. Végiil, a Provéges topologia nevezeti
részben felidéziink egy a szabadon generalt csoportokon értelmezett topolo-

giat.

3.1. Bevezeto

Ebben a részben néhény olyan csoportelméleti fogalom definicio6it idézziik fel,

amelyekre a késébbiekben hivatkozni fogunk.

Els6nek sziikségiink lesz a homomorfizmus, illetve izomorfizmus definici-
Ojara, mivel a kés6bbiekben ezek kiterjesztésével fogunk foglalkozni. Ezutan
beszéliink permutécidécsoportokrol,és palyakrol, végiil megvizsgalunk két de-

finiciot is a szabadon generalt csoportokra.

12. Definicid. Legyenek G és H csoportok x illetve @ miweletre nézve. Ekkor



Y G — H csoporthomomorfizmus ha mivelettarto, azaz tetszdleges a,b € G

esetén

Y(axb) =1(a) e (b)), és () = e,

H

ahol €€ és efl a G és H csoportok egységelemei.

Y 1zomorfizmus ha kélcsondsen egyérteld homomorfizmus.

G és H csoportokat izomorfnak nevezziik ha van G-bél H-ba mend izomorfizmus.
Jelolés: G = H.

1. Megjegyzés. A csoporthomomorfizmus definiciojdban megkdvetelt két tu-
lajdonsdgbdl kévetkezik, hogy v(a™') = v 1(a).

Ugyanis, e = (%) = (a! xa) = Y(a™t) @ ¥(a), innen kivetkezik, hogy
P(a™h) =y~ Ha).

Most idézziik fel a baloldali, illetve jobboldali mellékosztalyok fogalmat
melyekre sziikségiink lesz, hogy megadhassuk egy csoport idexének definici-

6jat.

13. Definicidé. Legyen H részcsoportja G-nek, ekkor a
gH ={gh|h € H}

halmazt baloldalt mellékosztdlynak nevezzik.

Hasonloan, a
Hg = {hg|lh € H}

halmazt pedig jobboldali mellékosztdlynak nevezzik.

14. Definicié. Legyen H részcsoportja G-nek, ekkor H G szerinti indeze a

H szerinti killonbozd mellékosztdlyok szama.
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Pontosabb lenne jobboldali, illetve baloldali indexr&l beszélni, erre azon-
ban nincs sziikség, ugyanis a jobboldali és a baloldali mellékosztalyok szama

megegyezik a kdvetkezdk miatt. Figyeljiik meg, hogy
(gH)' =H g~ = Hg™"

tehat ha a gH baloldali mellékosztalyhoz a hg~' jobboldali mellékosztalyt
rendeljiik hozza, akkor kolcsonosen egyértelmi megfeleltetést kapunk, ezért
ezek szdma megegyezik. FEnnek megfelelGen a tovabbiakban csak indexrdl fo-

gunk beszélni.

Most felelevenitiink egy szadmunkra fontos csoportfajtat: a permutécio-
csoportkokat, ez azért is fonos, mert mint ahogy a kévetkez6 tételbdl kideriil,
minden csoport izomorf egy permutéaciécsoporttal. Majd a permutaciécso-

portok segitségével beszélhetiink elemek palyairol.

15. Definicidé. Legyen X tetszdleges halmaz, és jeloljik Sx-el az X permu-
tacioinak halmazdt. Ekkor Sx csoportot alkot a kompozicid miveletére nézve.
Ezt az Sx csoportot hivjuk X szimmetrikus csoportjinak.

Sx részesoportjait pedig X permutdcidcsoportjainak.

2. Megjegyzés. Az Sx halmazon a kivetkezdképpen értelmeziink egy szor-
tattopologidt. Sx-re tekinthetiink gy, mint az XX részhalmazdra, igy van
értelme X~ -nek az Sx-re vonatkozd altér-topoldgidjdt vizsgdlni. A tovdbbiak-

ban ez az altér-topologia lesz Sx topoldgidja.
2. Tétel (Cayley). Minden csoport izomorf egy permutdcidesoporttal.
A tétel bizonyitasa megtalalhato példaul az [5] konyvben.

16. Definici6. Legyen G az X egy permutdciccsoportja. Ekkor az v € X
pont pdlydjan azon y € X pontok halmazdt értjik, melyekre létezik eqy g € G
permutdcio melyre g(x) = y. x palydjat Og(x)-el jeloljik.
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A palyak segitségével tudunk definidlni egy ekvivalencia relaciot, két pon-
tot ekvivalensnek tekintiink ha egy palyan vannak. Vagyis = ~ y, ha van egy

g € G permutacio, hogy g(x) = y.

A kovetkezd két definicié a szabadon generalt csoportokrol fog szolni,
els6ként felidéziink egy konstrukciot, majd felidéziink egy absztaktabb defi-
niciot is. Fzek utan emlékeztetiink arra az allitasra, hogy a szabadon generalt

csoport izomorfia erejéig egyértelmd.

17. Definici6. Legyen P egqy halmaz, és P~ tartalmazza a P halmaz ele-
meinek (formdlis) inverzeit. Legyen A = P U P~1. Nevezziik a A elemeibdl
képzelt véges sorozatokatl szavaknak. Ha eqy szoban egymds mellé keril eqy
beti és annak "inverze", akkor azokat toroljik a szobol. Legyen F(P) az a
csoport, aminek az alaphalmaza a A elemeibd képzett szavak, és tekintsiik a
szavak egymdsutdn irdsdnak a midveletét, ekkor F(P)-t a P dltal szabadon

generdlt csoportnak nevezzik.

A kovetkezd definicié egy absztaktabb definicidja lesz a szabad csopor-
toknak.

18. Definicidé. Legyen P egy halmaz, és H tetszdleges csoport. Ekkor G-t a
P C G szabadon generdlja, ha tetszdleges v : P — H fiigguény kiterjeszthetd

eqy V' G — H csoporthomomorfizmussd.

1. Allitas. F(P) izomorfia erejéig az egyetlen csoport, amit P szabadon ge-

nerdl.

Az &llitas bizonyitasa megtalalhato példaul az [5] konyvben.
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3.2. Homogén struktirak

Ebben részben néhany, a strukturdkhoz tartozo fogalmat fogunk feleleveni-

teni, tobbek kozott a bedgyazas és a homogén struktira fogalmat.

19. Definici6é. L-struktirdknaok nevezziik azokat a struktiurdkat, amelyek az
L nyelvvel rendelkeznek ,azaz az L nyelvbe tartozo fiiggvény, reldcio, és kons-
tansszimbolumokat tartalmazzdk, alapreldcioként, alapfiigguényként és kons-

tansokként.

20. Definicié. Legyen A, és B két L-struktira. Fkkor a T' : A — B leképe-
z€st homomorfizmusnak nevezzik, ha kompatibilis az L nyelv figguényszim-
bolumaival, reldcidszimbdlumaival, és konstansszimbolumaival. Azaz minden
k-vdltozos fligguényszimbolumra és minden xq, xs, ..., xx € A-ra teljesiil, hogy
B(C(x1),T(29), ..., T(x1)) = D(fA (21, 2, ..oy 1))

Minden k-vdltozos r reldcidszimbolumra €s x1, xa, ..., x € A-ra teljesiil, hogy
rA(zy, T, ..., 1) < rB(C(21),T(22), ..., T(21)).

B

Tovdbbd minden c konstansszimbolumra T'(c*) = 5.

Egy I' : A — B homomorfizmust bedgyazésnak hivunk, ha injektiv.

Egy I' : A — A bijektiv homomorfizmust automorfizmusnak neveziink.

21. Definicié. Egy A megszdmldalhato struktirdt homogénnek neveziink, ha
minden olyan izomorfizmus mely A végesen generdlt részstruktirdi kozott hat,

kiterjeszthetd A automorfizmusdvd.
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3.3. Parcialis automorfizmusok kiterjesztése

Ebben a részben bevezetjiik a parcidlis izomorfizmus fogalmat, és felidézziik

a kiterjesztési problémat, ami késGbb figyelmiink kézéppontjaban lesz.

22. Definicié. Legyen L eqy véges reldcids nyelv és legyenenek M és M' L-
nyelvi struktirdk . Eqy parcidlis izomorfizmus M-bél M'-be eqy izomorfizmus
M részstruktirdjdbol M’ részstuktirdjiba. Jeldlje Part(M, M') az M-b&l M'-

be mend parcidlis izomorfizmusok halmazdt.

Legyen C az L-strukturak osztalya (tartalmaz véges és végtelen strukti-
rakat is). Legyen My C-beli struktira és P az M, parcialis izomorfizmusainak
egy halmaza. A kovetkez6 probléméara keressiik a megoldast (melyre mint az
(My,C,P) kiterjesztési problémara fogunk utalni): Talaljunk egy M; € C
struktarat, aminek M, részstukturija, és minden p € P parcidlis izomor-
fizmushoz taldlhato o, M;-beli automorfizmus, hogy o, kiterjeszti p-t. Azt
modjuk hogy (M, o,),ep megoldasa a kiterjesztési problémanak, és a meg-
oldas véges, ha M; véges.

Azt modjuk, hogy C rendelkezik a parcialis izomorfizmusok kiterjeszthet6-
ségi tulajdonsagaval (késébbiekben a [3] Herwig-Lascar cikk terminologiajat
kovetve az EPPA roviditést hasznéaljuk), ha minden véges C-beli My-ra és
minden P C Part(My, My)-ra, ha van megoldasa az (M,,C,P) kiterjesztési

problémanak, akkor van véges megoldas is.
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3.4. Provéges topologia

Ebben a részben bevezetjiik a provéges topoldgia fogalmat, amit jol lehet

alkalmazni a szabadon generalt csoportokon.
23. Definicié. Legyen G egy csoport. Ekkor azt a topologidt, aminek eqy bd-
218G @ :

{gH : g € G és H g-nek véges indexi részcsoportja }

halmazrendszer, G provéges topologidjinak nevezziik.

A kovetkezd két tétel, melyekbdl az egyik Hall nevéhez kothetd, a méasik
pedig Ribes és Zalesskii nevéhez, a provéges topologia és a szabadon generalt

csoportok kapcsolatat vizsgalja.

3. Tétel (Hall). Legyen P véges halmaz és F(P) a P dltal szabadon gene-
rdlt csoport. Ekkor minden végesen gemerdlt részcsoportja az F(P)-nek zdrt
halmaz a provéges topologidban. Ez az dllitds megfogalmazhato a kévetkezd-

képpen is. Legyen H végesen generdll részcsoportja az F(P)-nek; ekkor:

H = ({K ahol K véges indexd részcsoportja az F(P)-nek és H C K}.

A tétel bizonyitasa megtalalhato példaul [1]-ben, de rekonstrualhatd a
|3]-ban talalhato eredmeényekbdl is.

4. Tétel (Ribes, Zalesskil). Legyenek Hy, Ho, ..., H,, végesen generdlt rész-
csoportjai F(P)-nek. Ekkor

H\Hy---H, = {hlhg ««+h,:h; € Hj,i = 1n}

zart halmaz a provéges topologidaban.
A tétel bizonyitasa megtalalhato példaul [7]-ben.
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4. fejezet

Kiterjesztési problémaval

kapcsolatos korabbi eredmények

Ebben a részben tobbek kozott Hrushovski, Herwig, Lascar, és Solecki ne-
véhez kapcsolodo eredményeket mutatunk be a [3] és [6] forrasok alapjan, a

kiterjesztési problémahoz kapcsoléddan.

4.1. Hrushovski tétele

5. Tétel (1.4. tétel a [3]-ban). Legyen 'y véges grif (irdnyitatlan és hu-
rokmentes). Ekkor létezik egy T'y véges grdf (irdnyitatlan és hurokmentes),
hogy T'y T'g-nak a kiterjesztése és minden ['g-beli parcidlis izomorfizmus ki-

terjeszthetd I'y automorfizmusaivd.

A fenti tétel ramutat arra, hogy az Osszes véges grathol allo osztaly ren-
delkezik az EPPA tulajdonsiggal.

Legyen C grafoknak az az osztalya amely az Osszes véges grafot tartal-
mazza, ekkor minden kiterjesztési problémanak van megoldasa, mivel bar-
mely véges graf bedgyazhato a Rado-gratba (megszamlalhato véletlen graf-
ba). Ismert, hogy a Rado-graf homogén, ezért véges parcialis izomorfizmusai

kiterjeszthet6k automorfizmusokka.
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4.2. UJEP

Ebben a részben egy specidlis bedgyazési tulajdonsagi strukturaka osztaly-
ol lesz sz6. Ezt a fogalmat a [6] cikkben vezették be, az ottani jeloléseket
hasznalva a késébbiekben az UJEP, azaz "uniform joint embedding property”
elnevezést hasznéaljuk. Majd a [6]-bol felidéziink egy tételt az UJEP és az EP

kapcsolatarol.

24. Definicié. Legyen K L-struktirdk eqy osztdlya, azt mondjuk, hogy K
rendelkezik a kiterjeszthetdségi, réviden csak EP tulajdonsdggal, ha minden
A € K és minden (fo, f1, ..., fu_1) A-beli parcidlis izomorfizmus esetén létezik
eqy B € K amire a kivetkezd tulajdonsdgok teljesiilnek. A bedgyazhato B-be

és minden f; kiterjeszthetd B-beli automorfizmussd.

Most kimondjuk a Fraissé-osztaly definicidjat, majd ehhez kapcsoloddan
felidézziik, hogy mit jelent egy struktira kora. Ennek a két fogalomnak a
segitségével pedig kimondjuk, hogy mit értiink egy Fraissé-osztaly Fraissé-

limesze alatt.

25. Definici6. Legyen K struktirdk eqy osztdlya, ekkor azt mondjuk, hogy

KC Fraissé-osztaly ha teljesiilnek rd a kovetkezd tulajdonsdgok.
o [zomorfizmus erejéig K-ban megszamlalhato sok struktira van.

o [C lefele zdrt, vagyis ha B € KK és A bedgyazhato B-be, akkor A € K.

o Kiz0s kiterjeszthetdség tulajdonsdg: minden By és By € K esetén létezik

eqy C € IC, hogy By és By is bedgyazhato C-be.

e Amalgdcids tulajdonsdg: Ha A, B1,By € K és o1 : A — By, po: A —
By bedgyazdsok, akkor létezik eqy C' € K, és léteznek iy : By — C' és
Vg : By = C bedgyazdsok, hogy p1 01 = 3 0 ts.
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Egy megszamlalhato A strukttra kora azokbol a végesen generalt struk-
turakbol all, melyek bedgyazhatoak az A struktaraba. Fraissé igazolta, hogy
a fenti definicioban felsorolt tulajdonsagok teljesiilése sziikséges és elégséges

feltétel ahhoz, hogy a K osztaly kora legyen egy homogén struktiranak.

Egy K Fraissé-osztaly Fraissé-limeszének hivjuk azt a struktirat amely-
nek K a kora.

Ebben a fejezetben K mostantél egy Fraissé-osztalyt fog jelolni, és My

jelolje a K Fraissé-limeszét.

Most kimondjuk az UJEP tulajdonsag definiciojat, majd kimondunk egy
tételt ami arrol szol, hogy az UJEP tulajdonsiggal rendelkezé struktira-
osztaly mikor rendelkezik a kiterjesztési tulajdonsaggal. A tétel kimondasa
elstt még be fogjuk vezetni a K struktiraosztalyokat ami sziikséges a tétel

megértéséhez.

26. Definicio. Legyen K reldacidstruktirdk egy osztdlya, ekkor K akkor és
csak akkor rendelkezik az UJEP tulajdonsdggal, ha minden A, B € K diszt-
junk strukturdkhoz létezik eqy C € K struktira, és f : A —> C, g: B — C
bedagyazdsok a kovetkezd tulajdonsdgokkal. Ha R eqy k vdltozos reldcioszimbo-
lum és a, a’ AU B-beli k-asok, igy hogy van elemiik A-bol és B-bdl is. Ekkor
minden i < k-ra a; € A pontosan akkor ha a; € A, ekkor C = R((f U g)(a))
akkor és csak akkor ha C |= R((fUg)(a’)), ahol (fUg)(z) = f(x) haz € A
és (fUg)(z) = g(x), ha x € B.(Figyeljik meg, hogy f-re és g-re tekinthetink
gy mant pdrok halmazdra, ugyanigy tekinthetink fU g-re is és mivel A és B

disztjunktak, f U g pont az a fiigguény amit az eldzéekben leirtunk.)

27. Definicié. Ha K reldciostruktirdk eqy osztdlya és n € w, akkor

K} = {{A fo, fi, . fo1) © A € K és fo, f1,..., far A-beli parcidlis

izomorfizmusok}.
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Tovdbbd K, = |

TLE(AJ

28. Definicié. Legyen A megszdmldalhato struktira, ekkor (g1, 92, ...,Gn) €
Aut(A)" gyengén generikus elem, ha

o minden a € A-ra g .,go,...90) (@) VEgES;

® (g1,G9,..., gn) konjugdltosztilya, vagyis
{7 oS, Frgof, s [ g0 f) 1 f € Aut(A)"} sird Aut(A)™-ben.

6. Tétel (2.10 Tétel [6]-ban). Tegyiik fel, hogy K rendelkezik az UJEP

tulagdonsdggal ekkkor az aldabbi dllitdsok ekvivalensek.

1. Minden (A, fo, f1, .-, fa1) € K} és minden a € A-hoz létezik (B, ko, k1, ...,

K}, hogy A részstruktirdja B-nek,
fO - kU?fl - kl)" afn—l - kn—h
a € (V;Zy dom(k;) €s Oeo s, b1 (@) S iy dom(k;).

2. K rendelkezik az EP tulajdonsdggal

kn_1) €

3. Minden n természetes szam esetén Aut(Mg)™-ben létezik eqy (go, g1, s Gn-1)

gyengén generikus elem.

4. Minden n természetes szam esetén Aut(A) —UJ,cq M(0,...,0,a) (ahol
0-b6l n darab van) komplementere lefedhetd Aut(A)-nak véges sok sehol

sem sUrd részhalmazaival.

A bizonyitas megtalalhat6 [6]-ban.

4.3. Turnamentek kiterjesztése

Turnamentnek hivjuk az olyan irdnyitott grafokat melyeknek minden cstics-

parja kozott pontosan egy iranyitott él van.
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7. Tétel (3.13. tétel [6]-ban). A véges turnamentek osztdlya rendelkezik
az EP tulajdonsdggal, vagyis minden véges G turnament bedgyazhato eqy md-
sik véges H turnamentbe gy, hogy G minden parcidlis izomorfizmusa kiter-

jeszthetd H automorfizmusaivd.

29. Definicié. G = (V| E) irdnyitott grifot gyenge turnamentnek hivunk ha

barmely két csics kozott legfeljebb eqy irdnyitott €l van.

8. Tétel (3.4. tétel [6]-ban). Minden A véges gyenge turnament bedgyaz-
hato egy mdsik B véges gyenge turnamentbe gy, hogy A minden parcidlis

izomorfizmusa kiterjeszthetd B automorfizmusduvd.

4.4. Parcialis izometridk kiterjesztése

30. Definicio. Legyen (X, p) és (Y,0) metrikus terek. Ekkor azt mondjuk,
hogy f : X — Y bijekcio izometria, ha minden x,y € X esetén teljestil, hogy

p(r,y) = o(f(x), f(y)).

31. Definicié. Legyen A metrikus tér, ekkor parcidlis izometrianak hivjuk

azt az izometridat amely A két metrikus értelemben vett altere kézétt hat.

9. Tétel (2.1. tétel [9]-ben). Legyen A véges metrikus tér. Fkkor létezik
eqy B véges metrikus tér, hogy B metrikus értelemben vett altere A-nak és A

minden parcidlis izometridja kiterjeszthetd B izomertidjdvd.

4.5. EPPA

10. Tétel (3.1. tétel [3]-ban). Legyen C az n-particiondlhaté kérmentes
grifok osztdalya. Ekkor C rendelkezik az EPPA tulajdonsdggal.

11. Tétel (3.2. tétel [3]-ban). Legyen L véges reldcids nyelv, és legyen T
véges része az L-struktirdk osztdlydnak. Ekkor a T mentes L-struktirdk osz-

talya rendelkezik az EPPA tulajdonsdggal.
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12. Tétel (4.5. tétel [3]-ban). Legyen r > 1. Tegyiik fel, hogy az L nyelv
egy darab 1 vdltozds reldcidszimbolumot tartalmaz; ez legyen R. Legyen A egy
c szdmossdgu L-struktira. Ekkor létezik eqy B L-struktira, amaire teljesiil,
hogy A részstruktirdja B-nek és B szimossdga kisebb vagy eqyenld mint 27"

és A minden parcidlis izomorfizmusa kiterjeszthetd B automorfizmusduvd.
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5. fejezet

Kiterjesztési problémaval

kapcsolatos 1] eredmények

Ebben a fejezetben két 1j eredményt fogunk részletezni a parcialis izomor-
fizmusok kitejsztésével kapcsolatban. A 14. tételben sziikséges és elégséges
feltételt biztositunk gyengén generikus automorfizmusok létezésére. Ennek
igazolasahoz sziikségiink lesz a 13. tételre, mely ekvivalens feltételt ad arra
vonatkozoan, hogy egy szabad csoporton értelmezett homomorfizmus foly-
tonos legyen. A 13. tétel igazolasdhoz tovabbi két lemmara is sziikségiink

lesz.

13. Tétel. Legyen A struktira. Minden véges B-re, ahol B részstruktirdja

A-nak, az aldbbi két dllitds ekvivalens:

1. Van A-nak véges Aqy része, hogy B részstruktirdja Ag-nak, és az dsszes
B-beli py, p1, ..., Pn_1 parcidlis izomorfizmus kiterjed Ay automorfizmu-

sa1vd.

2. A B-beli py,p1,...pn_1 parcidlis izomorfizmusok kiterjesztheték A-nak
Dos D1 - Py automorfizmusaivd gy, hogy ¢ : p; — pi kiterjed egy
¢ F(P) — Aut(A) folytonos csoporthomomorfizmussd, ahol P =
{po, 1, -1}

Az allitas bizonyitasdhoz sziikségiink lesz a kovetkezd lemmakra.
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1. Lemma. Legyen A halmaz, legyen G részcsoportja A szimmetrikus cso-
portjanak, és leqyen G, az a-t fizen hagyo G beli permutdciok halmaza. Ekkor
minden a € A-ra a G szerinti pdlydjdnak mérete megegyezik G,-nak a G beli

indezxével.

1. Bizonyitas. Legyenb € Og(a), ekkor van egy olyan f, € G, hogy fy(a) =
b. Figyeljiik meg, hogy
{feG:fla) =0} = filGa.

Ekkor van egy olyan ® figguény, amely az a elem pdlydjihoz G-nek G,
szerinti mellékosztdlyat rendeli hozzd, azaz ®(b) = f,G,.

Ekkor a lemma igazoldsdhoz elég beldtni, hogy ® bijekcio.

Tegyiik fel, hogy b,c € Ogla), és ®(b) = P(c), azaz f,G, = f.Ga, azaz
{feqG: fla)=b}={f €G: fla) =c}. Ezpedig csak akkor teljesiilhet, ha
b = c. Tehdt ® injektiv.

Legyen fG, G-nek G, szerinti mellékosztdlya, ® szirjektivitdsdhoz azt kell
megmutatnunk, hogy van egy olyan b € Og(a), melyre ®(b) = fG,, akkor ®
szirjektiv. Vilasszuk b-t f(a)-nak, ez kielégiti az el6z0 egyenldséget, tehdt ®

szurjektiv.

Tehdt ez a @ figguény bijekcid, tehdt | Og (a)| = Gy-nak G-beli indeze.

2. Lemma. Legyen A véges halmaz, Sa elldtva a szorzattopologidabol 6rokilt
altér-topoldgidval,és legyen F(P) a P dlltal szabadon generdlt csoport, elldt-
va a provéges topoldgidval. Ekkor minden o : F(P) — Sa homomorfizmus

folytonos.

2. Bizonyitas. Mivel A véges halmaz, ezért Ker(p) véges indext, emiatt

Ker(o) mellékosztdlyai nyiltak a provéges topoldgidban.

Tegyiik fel, hogy a € F(P), ekkor elég megmutatni, hogy o folytonos a-ban.
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Ekkor b € aKer(p) pontosan abban az esetben, ha a='b € Ker(p).

Figyeljiik meg, hogy (a='b € Ker(o)-t is felhaszndlva)
id = o(a™'b) = o(a™")o(b) = e(a) "' o(b)

ezt balrdl beszorozva o(a)-val ldtszik, hogy o(a) = o(b). Vagyis o folytonos a-
ban, mert tetszdleges nemiires nyilt € halmazhoz, melyre a € €, 6 = aKer(p)
olyan nyilt halmaz lesz, melyet o beleképez e-ba (sdt, a fentiek szerint a teljes
d-t o rdképezi o(a)-ra).

Ez elmondhato minden a-rol tehdt o folytonos homomorfizmus.
Most kovetkezik a fejezet elején megfogalmazott tétel bizonyitasa.

3. Bizonyitas (A 13. tétel bizonyitasa).
Uriszon tétele (1. tétel) kovetkeztében F(P)-n a provéges topoldgia metrizdl-
hatd, és A szimmetrikus csoportjdn rogzitett topoldgia is metrizdlhato. Ezért

metrikus terekre vonatkozo terminoldgidt haszndlhatunk majd.

(2) = (1)
Legyen A megszamldalhato stuktira, és legyen ¢ : F(P) — Aut(A) folytonos
homomorfizmus. Definidljuk G-t dgy, hogy G := {p(f) : f € F(P)}, ekkor G

is csoport lesz, mivel G = Ran(yp).

Allitdas: Minden a € A esetén Og(a) véges.

Bizonyitds:

Legyen a € A tetszdleges és € = {{a,a)}. Mivel ¢ folytonos az F(P)
identitds elemében, ezért létezik &, hogy ha h € F(P) §-ndl kizelebb van az

identitdashoz, akkor ¢(h) e-ndl kizelebb van a G identitds eleméhez.

Tehdt § < F(P),véges indexi, és ha h € 0, akkor p(h) kiterjeszti e-t.
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Ezért 6 < H* = {f : o(f)(a) = a}. Ekkor H* indexe is véges, ezért az

1. lemma miatt Og(a) véges.

Legyen Aj, az a halmaz, amiben minden i-re a p;-k értékkészleteinek és értel-

mezési tartomdnyainak unioja szerepel.
Legyen Ag := UaeA6 Ogla).

Ekkor az Ay alaphalmazi Ay struktira kielégiti a tétel feltételeit.

(1) = (2)

Legyen p € P, € véges parcidalis izomorfizmusa A-nak, és B := Dom(e) U
Ran(e).
Alkalmazzuk (1)-et B-re, ekkor létezik eqy véges Agy, melyre (1) teljesiil.

Legyen ¢ olyan, hogy ¢ : F(P) — A, a p; — p; figgvény homomorf ki-

terjesztése, és legyen ¢ = x — ¢(x)|4,-

Ekkor ¢ folytonos a 2. lemma mialt, és ¢ is folytonos mert létezik &, hogy ha

z,y € F(P) dgy. hogy d(z,y) < 0, akkor ¢'(x) = ¢/(y), ezért d(¢(x), (y)) <
E.

14. Tétel. Legyen A megszdmldlhato struktira.
Ekkor az aldabbi 1. dllitdasbol kovetkezik az aldbbi 2. és 3. dllitds, illetve a
megforditds is igaz, azaz ha teljesil az aldbbi 2. és 3. dllitdas, akkor ezekbdl

kovetkezik az aldbbi 1. dllitds.

1. Minden n természetes szam esetén Aut(A)"-ben van gyengén generikus

elem.

2. Minden n természetes szdm esetén a
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{(f1, fas s fn) € Aut(A) : (x; — fi)i,, folytonos F(x1,xq,...,x,) —
Aut(A)" homomorfizmussd terjed ki}

halmaz sird Aut(A)™-ben.

3. Hap= (p1,p2,-,Pn) € 4= (q1,q2,..-,qn) ahol p és q A"-beli parcidlis
izomorfizmus, akkor van olyan f € Aut(A"™), hogy pU f~'qf parcidlis

izomorfizmusa A™-nek.

4. Bizonyitas (14. tétel (1) = (2)). Rdgzitsik a g = (g1, g2, .-, gn) gyen-
gén generikus sorozatot, és rogzitsink eqy H nyill halmazt a szorzattopologi-
aban.

Muwvel g gyengén generikus elem, ezért g konjugdlzosztdlya sirid a szorzatto-
poldgidban, emiatt g-nek van h = (hy, ha, ..., h,) konjugdltja a H-ban.
Tekintsik az x; — h; (1 <i < n) kiterjesztését eqy homomorfizmussd.

Ez folytonos lesz, mert minden elem (hq, ha, ..., hy,) szerinti pdlydja véges.

5. Bizonyitas (14. tétel (1) = (3)).

Jeloljiik flq)-val f~1qf-et, flq|-ra tekinthetiink tigy, mint eqy halmazra, mely-
nek elemei az (a, f[q](a)) pdrok ahol a € dom(p). Ekkor kénnyen ldthatd, hogy
fla ={{f"Ha), f71(v)) : (a,b) € dom(q)}.

Figyeljiik meg, hogy

fla ={{a, fqf(a)) - a € dom(q)} = {(f~'(a), [q(a)) : a € dom(q)},
jeloljiik q(a)-t b-vel, ekkor azonnal adddik, hogy

Fla = {4/ (@), 17(8)) - {a,b) € dom(g)}.

Legyenek p = (p1,p2, -, Pn) €5 ¢ = (q1,q2, .-, Gn) tetszdleges A™-beli parci-
dlis izomorfizmusok, és legyen g = (g1, 92, ---, gn) @ gyengén generikus elem.
Mivel g gyengén generikus, tehdt a konjugdltosztilya siri Aut(A)™-ben, ezért
van olyan k € Aut(A), hogy minden i = 1,2,..n esetén p; C kg;k™', azaz
p C kgk™'. Ebbél kovetkezik, hogy k~'pk C g, azaz f[p] C g.

26



Hasonldan, van olyan h € Aut(A)", hogy hlq] C g.

Ekkor megmutatjuk, hogy f = k™'h teljesiti a (3)-ban megkivetelteket.
Vildgos, hogy f automorfizmus, mert k és h is automorfizmusok.

Nézzik o k~'gk automorfizmust. Ldttuk, hogy p és k= h is része k~'gk au-
tomorfizmusnak. Ezért ha k=gk-t megszorijuk dom(p) U dom(f[q])-ra akkor

megkapjuk az Aut(A)" kivant parcidlis izomorfizmusdt.

6. Bizonyitas (14. tétel (2) és (3) = (1)). Tegyiik fel, hogy (2) és (3)
teljestilnek.

Rogzitsiik n-t. Most meg szeretnénk konstrudlni egy Aut(A)"-beli gyengén ge-
nerikus elemet. Ehhez soroljuk fol Aut(A)" eqy bdzisdnak elemeit, ez legyen
{pi i€ w}.

Rekurzioval fogunk megadni eqy véges parcidlis izomorfizmus n-esekbdl dllo
{g9; : j € w} novd halmazt, ahol minden j-re A dsszes elemének g; szerinti
pdlydja véges, és ha j > i akkor g; belekongugdlhatd p;-be. Ha taldltunk ilyen
gj-ket akkor ezeket dsszeunidzva megkapjuk a g gyengén generikus elemet.
Most adjuk meg ezeket a gj-ket rekurzioval. Legyen g\ az a parcidlis izo-
morfizmus aminek értelmezési tartomdnya az tres halmaz. Teqyik fel, hogy
g; mdr adott, ekkor (2) szerint sdrin vannak p;-ben az olyan (fi, fo, ..., fn)
automorfizmusok, hogy a szabad csoport generdtorait ezekre az f;-kre képez-
ve, a homomorf kiterjesztés folytonos lesz. A kiterjesztés folytonossdga miatt
dom(p;) Uran(p;) minden elemének (f1, fa, ..., fn) szerinti palydja véges lesz.
Ezen elemek pdlydjdra szoritsuk meg (f1, fa, ..., fn)-t és (3) szerint konjugdl-
Juk ezt a megszoritdst g; mellé. Ez legyen gj11. Majd legyen g = Ujew gj-
Ekkor g gyengén genertkus elem lesz, mert minden elem g; szerinti palydja
véges a konstrukcio szerint, ezért g = | iew Y5 SzeTint palydja is véges lesz. A
véges palydkon kivil kell még, hogy g konjugdltosztdlya stri legyen Aut(A™)-

ben, ez pedig azért teljesil, mert minden j > i-re g; belekonjugdlhato p;-be.
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