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1. fejezet

Bevezetés

A szakdolgozat témdja a Morita-ekvivalencia, mely fogalom el8szor Morita [5] cikkében jelent
meg. Az elmélet kézponti kérdése, hogy mikor 1étezik az R és S gytiriik modulusainak kategdridi
kozott kategoria-ekvivalencia. A vélaszt Morita tétele szolgédltatja, amibol az deriil ki, hogy egy
7j6” tulajdonsdgokkal biré P R-S-bimodulus létezése sziikséges és elégséges feltétele a kategéridk
ekvivalencidjanak. Mint latni fogjuk, szamos modulus- és gytriifogalom Morita-invaridns, azaz
egy modulus, illetve gylri akkor és csak akkor rendelkezik vele, ha a modulus ekvivalencianal
vett képe, illetve az ekvivalens gytri is. Egy tulajdonsiag Morita-invariancidjanak ismerete akkor
tud kifejezetten hasznos lenni, ha egy vizsgalandé gytirirol belatjuk, hogy Morita-ekvivalens egy
mar jol ismert vagy konnyebben tanulmanyozhaté gytirivel, amir6l mar tudjuk vagy egyszertien
belathatjuk, hogy rendelkezik-e a tulajdonsiggal.

A szakdolgozat a kovetkezdképpen épiil fel:

A 2. és 3. fejezetben taldlhaté egy rovid Osszefoglalé a sziikséges modulus-, gyliri- és ka-
tegdriaelméleti fogalmakrol. Csak a legsziikségesebbek szerepelnek, valamint bizonyos allitasok
is csak kimondasra kertilnek, hivatkozva a bizonyitdsra.

A 4. fejezetben szerepel a Morita-ekvivalencia vizsgalata. Megismerjiik a kezdeti 1épések megtételé-
hez sziikséges ¢ és 0 leképezéseket, melyek hasznédlatdval bévebb informéciét nyertink az ekviva-
lenciét létesit6 funktorokrol és a modulusok, illetve a funktornal vett képeik egyes tulajdonsagainak
mego6rz6désébol. Ezutan kovetkeznek a 6 tételek és kovetkezményeik.

Az 5. fejezetben folytatjuk a Morita-invaridans modulus- és gytirtitulajdonsagok taglaldasat. Latni
fogjuk, hogy egy modulusnak és az ekvivalencidndl vett képének részmodulus-haléja izomorf,
ugyanez igaz a gylirik idedlhaldjara is. Szerepelni fog, hogy a kommutativ gytriik Morita-ekvivalen-
ciajabol az izomorfidjuk is kovetkezik. A fejezetben szerepl6 tovabbi eredmények a tulajdonsdgok
kategoriaelméleti definidlhatésdganak kihasznalasabol szarmaznak.

A 6. fejezetben mutatunk egy példat gylirlik egy olyan osztdlydra (ezek a szemiperfekt gyfiriik),
amiben minden gytir{ihoz létezik egy (izomorfizmus erejéig) egyértelmii gylirii (a szemiperfekt
gylirli bazisgyliriije), amivel az Morita-ekvivalens, s6t, két szemiperfekt gy(iri akkor és csak akkor
Morita-ekvivalens, ha a bazisgytriik izomorfak.

A szakdolgozat irdsa sordn nagyrészt az [1] konyvre, kisebbrészt a [3] konyvre tdmaszkodtam.

Ezuton is szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Agoston Istvannak, aki értékes Otleteivel
és megjegyzéseivel segitett a szakdolgozat elkészitésében.



2. fejezet

Gytrik és modulusok

Ebben a fejezetben réviden ismertetjiik a szakdolgozatban késébb hasznalt fogalmakat. Bizonyos
allitdsokat nem bizonyitunk, egyrészt terjedelmi okok miatt, mésrészt nem szeretnénk tilsagosan
eltdvolodni a szakdolgozat kdzponti téméajatél. Az érdeklédd olvasé minden részletet megismerhet
[1]-bol.

2.1. Gyiiriik

Feltételezziik, hogy az olvasd ismeri a gyliriik és modulusok elméletének alapjait. A kovetkezd
megéllapoddsokat tessziik: gylirii alatt mindig egységelemes gytriit értiink. Az egységelemet 1-
gyel jeloljiik, illetve 1g-rel, ha ki akarjuk hangsilyozni, hogy az R gytirii egységeleme. A részgylri
definiciéjaba beleértjik, hogy az egységelem is benne van a részgyurtiben. Ha S részgytri, akkor
ezt igy jeloljik: S < R, illetve ha valddi részgyiiri, akkor S < R. Ha I az R gylir{ egy idedlja,
akkor azt igy jeloljik: I < R. Ha R és S gytir(ik izomorfak, akkor R = S-t {runk. Ha a gy{ir{iben
a szorzas kommutativ, akkor a gytirtt kommutativ gytiriinek nevezziik.

2.1.1. Definicié: FEgy R gyirid R°P oppozitgyirige az a gyiri, melynek alaphalmaza és additiv
struktirdja megegyezik R-ével, de az (r1,m9) — 11 * r9 szorzdst a kovetkezdképpen definidljuk:
r1 % rg = rory. Konnyl meggondolni, hogy ezzel a szorzdssal R°P gyirit alkot.

2.2. Modulusok

Ismertnek feltételezziik a bal és jobb oldali modulus, részmodulus, modulushomomorfizmus de-
finiciéjat. A bal ill. jobb oldali modulusokat a kovetkez6képpen jeldljik: pM ill. Mp (esetleg
elhagyva az alsé indexeket). Modulus alatt mindig unitélis és altaldban bal oldali modulust értiink,
ha nem, akkor arra kiilén felhivjuk a figyelmet.

2.2.1. Példak:

a) Legyen R egy gylirli. R egy bal (jobb) oldali R-modulus lesz, ha M-nek R additiv csoportjat
véalasztjuk és R hatdsa nem més, mint a gytiriibeli szorzds balrdl (jobbrol). Az igy kapott modulust
R bal oldali (jobb oldali) reguldris modulusdnak nevezziik és gR-rel (Rg-rel) jeloljik. Konnyen
lathatd, hogy rR (Rg) részmodulusai az R bal-(jobb-)idedljai.

b) Ha a gylirii helyett egy k testet vesziink, akkor a modulusok nem mésok, mint a k feletti
vektorterek.

¢) Minden M bal oldali R-modulus tekinthet6 egy jobb oldali R°P-modulusnak (és forditva),
hiszen ha adott ra = b, akkor a * r is legyen b.



d) Legyen I <« R. Mind I és R/I tekinthet§ R-modulusnak a nyilvdnval6 hatdssal.

2.2.2. Definicié: Legyen R gytrd, M bal oldali R-modulus, ekkor az Anng(M) = {r € R :
rm = 0 Vm € M-re} halmaz idedl, melyet M annuldtor-idedljinak nevezink.

2.2.3. Definicié: Legyenek M, -k R-modulusok, ahol o végigfut egy I indexhalmazon. M-k
direkt szorzatdan azt az M modulust értjik, melyre léteznek olyan wq : M — M, homomorfizmu-
sok, melyek teljesitik a kévetkezdt: tetszéleges N modulusra €s fo : N — M, homomorfizmusokra
egyértelmiien létezik eqy f : N — M homomorfizmus, hogy fo = maf. Jeldlése: []; My, illetve
K, ha M, = K minden a-ra.

2.2.4. Definicié: Legyenek M, -k R-modulusok, ahol o végigfut egy I indexhalmazon. M-k
direkt dsszegén azt az M modulust értjiik, melyre léteznek olyan iy : My, — M homomorfizmusok,
melyek teljesitik a kovetkezot: tetszdleges N modulusra és fo 1 My, — N homomorfizmusokra
egyértelmien létezik egy f : M — N homomorfizmus, hogy fo = fia. Jeldlése: Y, My, illetve
KD ha M, = K minden a-ra. _

M, —2 s

fo lf

N

Kozismert, hogy az el6bb definialt direkt szorzat fogalma megegyezik a ”szokédsos” direkt szorzat fo-
galméaval: vessziik az M-k Descartes-szorzatanak elemeit, és ezeken az elemeken koordinatanként
végezziik a miiveleteket. A direkt 6sszeg pedig megegyezik a Descartes-szorzat véges sok nem-nulla
tagot tartalmazd elemeivel, a miiveleteket itt is koordinatanként végezve.

2.2.5. Definicié:  Legyenek G,C és M R-modulusok.

Azt mondjuk, hogy G generdlja M-et, ha van olyan I halmaz, amelyre létezik eqy g : GO — M
epimorfizmus.

Egy G R-modulust generdtornak nevezink, ha minden M R-modulust generdl.

Azt mondjuk, hogy C kogenerdlja M-et, ha van olyan I halmaz, amelyre létezik eqy c : M — C1
monomorfizmus.

Egy C' R-modulust kogenerdtornak nevezink, ha minden M R-modulust kogenerdl.

Az elobbi fogalmakkal kapcsolatban vegytlik észre a kovetkez6t: ha r € R annuldlja G-t, ak-
kor G minden direkt Osszegét is. Ha G generalja M-et, akkor izomorf GU) egy faktormodu-
lusdval, vagyis r M-et is annuldlja, tehdt Anng(G) C Anngr(M). Hasonléan meggondolhatd, hogy
Anng(C) C Anng(M).

2.2.6. Allitas: M akkor és csak akkor hiiséges R-modulus, ha M kogenerdlja rR-et. Ebbdl
kovetkezik, hogy M akkor és csak akkor hiséges modulus, ha kogenerdlja a végesen generdlt pro-
jektiv modulusokat.

Bizonyitds: [1] 8.22. Proposition. O



2.2.7. Definicié:  Legyen M egy R-modulus. Azt mondjuk, hogy M végesen generdlt, ha léteznek
olyan my, ..., my M-beli elemek, hogy minden m € M elédll rymy + - - - + rpymy alakban, alkalmas
r1,...,T% € R elemekre.

A késdbbiekben sziikségiink lesz a végesen generdltsdg egy (egyszeriien beldthatd) ekvivalens jel-
lemzésére, mely igy fogalmazhaté meg:

2.2.8. Allitas: Egy M R-modulus akkor és csak akkor végesen generdlt, ha részmodulusok min-
den olyan M, (o € I) csalddjdra, melyre M =", M, létezik olyan J C I véges részhalmaz, hogy
M=% ,M,.

Az el6z6 allitas haléelméleti nyelven azt mondja, hogy M akkor és csak akkor végesen generalt, ha
M kompakt elem a részmodulus-haléjaban.

2.2.9. Definicié: Egy P R-modulust progenerdtornak nevezink, ha végesen generdlt, projektiv
generdtor.

2.2.10. Definicié:  Legyenek M ,N és L R-modulusok, f: L — M és g : M — N homomor-

fizmusok. Az

L—L 2N

sorozat egzakt M-nél, ha Ker(g) = Im(f). Az aldbbi diagramot rovid egzakt sorozatnak nevezzik,
ha egzakt L-nél, M -nél és N-nél.

A konnyt latni, hogy a kovetkez6 diagram pontosan akkor egzakt, ha f injektiv:

f

0 L M,
mig az alabbi egzaktsidga g sziirjektivitasaval ekvivalens:
M 2 N 0.

2.2.11. Definicié:  Legyenek M ,N és P R-modulusok, és g : P — N. P-t M-projektivnek
nevezzik, ha minden f : M — N szirjektiv homomorfizmushoz létezik olyan g : P — M, hogy

g=19.

P
/
g /
%
M / N 0

P projektiv, ha minden M modulusra M -projektiv.

2.2.12. Definicié: Legyenek M,N és Q R-modulusok, és j : N — Q. Q-t M-injektivnek
nevezziik, ha minden f : N — M injektiv homomorfizmushoz létezik olyan j : M — Q, hogy
ji=if.

<

0 N f M
’
s
/7.
J

b
Q



Q injektiv, ha minden M modulusra M -injektiv.

2.2.13. Definicié: Azt mondjuk, hogy az R gyird bal-Artin (jobb-Artin), ha a balidedljaira
(jobbidedljaira) teljesil a minimumfeltétel. R-et bal-Noethernek (jobb-Noethernek) nevezzik, ha a
balidedljaira (jobbidedljaira) teljesil a maximumfeltétel. R Artin-gydrd, ha egyszerre bal- és jobb-
Artin. R Noether-gyiri, ha bal- és jobb-Noether egyszerre.

2.2.14. Definicié: Legyen M eqy R-modulus. M Artin-féle, ha a részmodulusaira teljestil a
minimumfeltétel. M Noether-féle, ha a részmodulusaira teljestl a maximumfeltétel.

A késObbiekben vizsgalni fogunk bizonyos gytriitulajdonsidgokat, ezek soran sziikségiink lesz a
kovetkezd két éllitasra, melyek egy R gylir(i bal-Artinsdgdra (bal-Noetherségére) adnak ekviva-
lens feltételt. Csak az egyiket bizonyitjuk, a masodik bizonyitasa szinte sz szerint megegyezik az
els6vel.

2.2.15. Allit4s: Egy R gyitirire az aldbbiak ekvivalensek:
a) R bal-Artin

b) minden végesen generdlt R-modulus Artin.

Bizonyitds: Ha R bal-Artin, akkor definicié szerint pR Artin-modulus és rR" is az. Ha pM
végesen generalt modulus, akkor g R™ vagyis egy Artin-modulus homomorf képe, igy M is Artin.
rR végesen generalt R-modulus, ami a feltétel szerint Artin, azaz R bal-Artin. O

2.2.16. Allit4s: Egy R gylirire az aldbbiak ekvivalensek:
a) R bal-Noether
b) minden végesen generdlt R-modulus Noether.

2.2.17. Definicié:  Legyen M R-modulus. M endomorfizmusai az dsszeaddsra és kompoziciora,
mint szorzdsra nézve gyirit alkotnak. Ennek a gylrinek az oppozitgytirijét nevezzik M endomor-
fizmusgytirdjének és End(gM)-mel jeloljik.

Legyen e € R egy nem-nulla idempotens elem, azaz e? = e. Az ere alaki elemek az R-beli
miiveletekre nézve gytrit alkotnak, melynek egységeleme az e. Ezt a gytir(it a tovabbiakban eRe-
vel jeloljiik.

2.2.18. Allitas: Tekintsiik Re-t (az e dltal generdlt balidedlt R-ben), mint R-modulust. Ekkor
eRe = End(rRe).

Bizonyitds: Egy ere elemhez rendeljitk azt a ¢(ere) endomorfizmust, melyre ¢(ere)(se) = sere. O

2.2.19. Definicié:  Legyen M egyszerre bal oldali R- és jobb oldali S-modulus. Azt mondjuk,
hogy M R-S-bimodulus (jelolésben: rRMs), ha mindenr € R, s € S és m € M-re (rm)s = r(ms).

2.2.20. Példa:

a) Tekintsiink egy M R-modulust. Tudjuk, hogy ekkor Endgr(M) is gyfirti. Ilyenkor M te-
kinthet$ a kévetkezé mddon egy R-Endpr(M)-bimodulusnak: rm mér adott és m¢ = ¢(m). A
bimodulusség feltétele teljesiil, mert (rm)¢ = ¢(rm) = ré(m) = r(mao).

Ha az M bimodulust mint bal oldali R-modulust vizsgaljuk, akkor egy S-beli elemmel val6 jobbrdl
szorzés gM egy endomorfizmusa lesz, azaz 1étezik egy p : S — End(grM) gylirtthomomorfizmus.
Hasonléan egy r-rel valé balrdl szorzas Mg egy endomorfizmusa lesz, azaz itt is létezik egy
A : R — End(Mg) homomorfizmus.



2.2.21. Definicié: Ha a fenti A és p homomorfizmusok injektivek, akkor rMg-t hiiséges bimo-
dulusnak nevezzuk. Szirjektiv A és p esetén kiegyensulyozott bimodulusrol beszélink. Ha mind-
kettd izomorfizmus, akkor hiiséges kiegyensilyozott bimodulusnak hivjuk. Adott M R-modulust
kiegyensilyozotinak nevezziik, ha RMEnq, ) kiegyensilyozott bimodulus.

A kovetkezd hdrom &llités és bizonyitdsa megtaldlhatd [1]-ben: ezek a 17.7.,17.8 és 17.9. Proposition-
k (ebben a sorrendben).

2.2.22. Allitds: Legyen rQs hiiséges kiegyensulyozott bimodulus. A kévetkezdk ekvivalensek:
a) rQ generdtor
b) Qs végesen generdlt és projektiv.

2.2.23. Allitds: Egy rG modulus akkor és csak akkor generdtor, ha rG kiegyensilyozott és hi
modulus, valamint G gnq(rq) végesen generdlt és projektiv.

2.2.24. Allit4s: Legyen P egy projektiv R-modulus. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

a) P generdtor

b) minden egyszerii R-modulushoz létezik olyan A halmaz, hogy az elédll, mint P homomorf
képe.

2.3. Projektiv fedés

Tudjuk, hogy minden modulus egy projektiv modulus homomorf képe, azonban egyes M modu-
lusokra tobb is igaz: létezik P projektiv modulus és f : P — M sziirjektiv leképezés, amely
"minimalis” egy bizonyos értelemben.

2.3.1. Definicié: Legyen M egy R-modulus és K M eqy részmodulusa. K-t kicsinek hivjuk, ha
minden L részmodulusra, melyre K + L = M, akkor L = M. Jelolése: K < M.

2.3.2. Allit4s: Eqy szurjektiv f : M — N leképezés magja akkor és csak akkor kicsi, ha min-
den h : H — M homomorfizmusra, ha fh szurjektiv, akkor h is az.

Bizonyitds: Tegylk fel, hogy fh szirjektiv és legyen m € M. Ha beldtndnk, hogy Ker(f) +
Im(h) = M, akkor Ker(f) kicsisége miatt Im(h) = M lenne, vagyis h szirjektiv. Az fh
sziirjektivitdsa miatt 1étezik olyan = € H, hogy fh(z) = f(m), vagyis f(m — h(x)) = 0, amibdl
m — h(z) € Ker(f) ésm € Ker(f) + Im(h).

A masik irdnyhoz legyen L < M olyan részmodulus, melyre Ker(f) + L = M. Vélasszuk h-nak
az L bedgyazdsat M-be. fh epimorfizmus lesz: minden n € N el6éll f(m) alakban, de az L-re
tett feltétel szerint 1étezik k € Ker(f) ésl € L, hogy m = k +1. Ekkor n = f(m) = f(k+1) =
f(E)+ f(1) = f(I). A feltétel miatt h epimorfizmus, vagyis L bedgyazdsa M-be sziirjektiv, igy
L=M.0O

2.3.3. Definicié:  Legyen M egy R-modulus. A (P,p) pdrt M projektiv fedésének nevezziik, ha
P projektiv R-modulus és a p: P — M szirjektiv leképezés magja kicsi.

A projektiv fedés minimédlis abban az értelemben, hogy P barmely L val6di részmoduluséra a p |,
megszoritds nem epimorfizmus: jeloljiik ¢-val L bedgyazasit P-be. Ha p | = pt epimorfizmus lenne,
akkor 2.3.2. Allit4s miatt ¢ is epimorfizmus lenne, ami ellentmondés.



2.4. Tenzorszorzat és Hom

A fejezet héatralevé részében legyen M R-S-bimodulus, N bal oldali S-T-bimodulus és U R-T-
bimodulus. Ekkor definidlhatjuk M ® N tenzorszorzatot, mely egy R-T-bimodulus lesz.

Egy f: M x N — U halmazleképezést egyensulyozottnak neveziink, ha teljesiilnek a kovetkezd
feltételek minden mq,me € M, ny,nes € N,r € R, s € S, t € T-re:

f(m1 +ma,n) = f(mi,n) + f(mz,n)

f(m»nl + n2) = f(m’nl) + f(mvnQ)
flms,n) = f(m, sn)
frm,n) =rf(m,n)
f(m,nt) = f(m,n)t

2.4.1. Definicié: M és N (rMs)® (s N1)-vel jelolt tenzorszorzata az az R-T-bimodulus, mely-
re létezik egy olyan 7 : M X N — (rMg) ® (sN1) egyensilyozott leképezés, hogy ha adott egy
f: M x N — U egyensiilyozott leképezés, akkor egyértelmiien létezik f : (RMgs) ® (sN7) — U
R-T-bimodulus-homomorfizmus, melyre f = fr.

MxN-IMoN
/

;o
b
U

Bizonyitas nélkiil allitjuk, hogy a tenzorszorzat létezik és izomorfizmus erejéig egyértelmi. A
késobbiekben fel fogjuk hasznéljuk a kovetkezot:

2.4.2. Allitas: Legyen M R-modulus és tekintsiik az R gyiirit R-R-bimodulusnak. Ekkor
(rRRR) ® (RM) = M, mint R-modulusok.

Bizonyitds: Az az f : R x M — M leképezés, melyre f(r,m) = rm, egyensilyozott és igy egy
R-modulus-homomorfizmust indukél (rRr) ® (rM)-b6l M-be. Ennek inverze lesz az m — 1@ m

modulushomomorfizmus. O

Legyenek M és N R-modulusok. Ekkor Hompg(M, N) (altaldban) csak egy Abel-csoport (vagyis
Z-modulus). Ezt a kovetkezOképpen &ltaldnosithatjuk: ha M egy R-S-bimodulus és N egy bal
oldali R-modulus, akkor

a, Homp(rM,r N) bal oldali S-modulus lesz a kévetkez6képpen: (sf)(m) := f(ms), ahol
meM,seSés fe Homr(rM,grN).

b, Homgr(rN,gr M) jobb oldali S-modulus lesz a kovetkezSképpen: (fs)(n) := f(n)s, ahol
ne€N,seSés fe Hompr(rN,g M).

2.4.3. Allitas: Minden M (bal oldali) R-modulusra Homp(rR,r M) = g M.

Bizonyitds: Legyen f € Homp(rR,r M) egy homomorfizmus. Koénnyen ellenérizhetd, hogy az a
¢: Homg(rR,r M) — rM leképezés, melyre ¢(f) := f(1), izomorfizmus lesz. OJ



3. fejezet

Kategoriaelmélet

Ez a fejezet a kategdriaelmélet leglényegesebb, késébb felhasznalasra keriilé fogalmait tartalmazza.
Sz6 lesz kategéridkrdl, funktorokrol, természetes transzformdciérdl és adjungélt funktorokrdl (a
teljesség igénye nélkiil). A Morita-ekvivalencia vizsgalatdanak kozéppontjaban a kiilénboz6 gytirtik
feletti modulusok kategériai és ilyen kategériak kozotti funktorok allnak, ezek néhany fontos tulaj-
donsagat is ismertetjiik. Részletes tdrgyaldst a [4] konyvben taldlhatunk.

3.1. Kategoriak

3.1.1. Definicié: Kategoria. FEgy C kategoria a kovetkezdkbdl dll:
a) az objektumok Ob(C)osztdlya
b) minden A, B € Ob(C)-re egy hom(A, B) halmaz, mely elemeit az A-bdl B-be mend morfiz-
musoknak nevezzik
Ezekre a kévetkezd tulajdonsdgok érvényesek:
1) minden A, B,C € Ob(C)-re és minden f € hom (A, B)-re és g € homq(B, C)-re létezik egy
2) minden A € Ob(C)-re létezik eqy ida € home(A, A) morfizmus, melyet identitdsnak hivunk.
3) A morfizmusok kompozicidja (ha értelmezve van) asszociativ, azaz h(gf) = (hg)f
4) minden f € hom(A, B) morfizmusra fida = idgf = f teljesiil.

3.1.2. Példak:

a) Set kategdria: objektumai tetszéleges halmazok és a morfizmusok pedig a halmazok kozotti
leképezések.

b) Grp kategdria: objektumai a csoportok, a morfizmusok pedig a csoport-homomorfizmusok.

c) Ab kategéria: objektumai az Abel-csoportok, morfizmusai a csoport-homomorfizmusok.

d) Ring kategéria: objektumai a gyfir(ik, a morfizmusok a gy{ir{i-homomorfizmusok.

e) rMod (ModR) kategdria: objektumai az R gytir(i feletti bal (jobb) oldali modulusok, morfiz-
musai a modulusok k6z6tti homomorfizmusok.

f) c” kategéria: objektumai C objektumai, azonban a morfizmusok irdnyt valtanak, azaz
minden f € hom(A, B) morfizmusnak megfelel egy f°° € homex(B, A) morfizmus, tovdbbd a
kompozicié sorrendje is megvéltozik: (gf)°? = fPg°P. Ezt a kategéridt a C kategéria dudlis ka-
tegoridjanak nevezziik.

3.1.3. Definicié: Egy f : A — B morfizmust izomorfizmusnak nevezink, ha létezik olyan
g : B — A morfizmus, melyre fg = idg és gf = ida. (Konnyd beldtni, hogy g egyértelmi, ha
létezik, és igy jogos a g = f~1 jelolés)

Egy f : B — C morfizmus mono, ha bdrmely két kilénbozd g, h : A — B morfizmusra fg # fh.
Egy f : B — C morfizmus epi, ha barmely két kiilonbozé g,h : C — D morfizmusra gf # hf.



Megjegyezziik, hogy a modulusok kategéridjaban a monomorfizmusok pont az injektiv leképezések,
az epimorfizmusok pedig a sziirjektiv leképezések.

3.2. Funktorok

3.2.1. Definicié: Kovarians funktor Legyen C és D két kategéria. Eqy F : C — D kovaridns
funktoron o kévetkezdt értjik: minden A € Ob(C) objektumhoz hozzdrendelink egy F(A) € Ob(D)
objektumot és minden f € hom(A, B) morfizmushoz eqy F(f) € homy(F(A), F(B)) morfizmust,
tigy hogy, F(ida) = idpcay és F(gf) = F(g)F(f) teljesiiljon.

3.2.2. Megjegyzések:

a, Erdemes megjegyezni, hogy egy F funktor a hom-halmazok kozétt egy halmazleképezést
létesit, ennek egy specidlis esetét késébb még hasznalni fogjuk.

b, Ha adottak F' : ¢ — D és G : D — £ funktorok, akkor értelmezhetjik ezek GF : ¢ — £
kompozicidjat a természetes médon: GF(A) = G(F(A)) és GF(f) = G(F(f)).

3.2.3. Definicié: Kontravarians funktor Legyen C és D két kategoria. Egy F : C — D kontra-
varidns funktoron a kévetkezdt értjik: minden A € Ob(C) objektumhoz hozzdrendeliink egy F(A) €
Ob(D) objektumot és minden f € home(A, B) morfizmushoz eqy F(f) € homqy(F(B), F(A)) mor-
fizmust, 1igy hogy, F(ida) = idpay és F(gf) = F(f)F(g) teljesiiljon.

Egy F : ¢ — D kontravaridans funktor ugy is felfoghaté, mint egy kovarians funktor ¢ dudlis
kategoriajabol D-be. A tovdbbiakban funktor alatt mindig kovaridns funktort értink, egqy funktor
kontravaridns volta kilon jelezve lesz.

3.2.4. Definicié6: Egy F : ¢ — D funktorrdl azt mondjuk, hogy hiiséges (teljes), ha minden
A,B € 0b(C)-re az F : hom (A, B) — homqp(F(A), F(B)) halmazfigguény injektiv (szirjektiv).

3.2.5. Példak:

a, Minden C kategéridhoz létezik az id, identitds-funktor, mely minden objektumhoz és mor-
fizmushoz 6nmagat rendeli.

b, Egy olyan funktort, mely egy kategéria bizonyos struktirdjat ”elfelejti” (nem meglep8
médon) felejtd funktornak neveziink. Egy algebrai struktirdkbdl 4ll6 kategdridbdl Set-be mend
felejté funktor lehet az, ha minden struktirdhoz hozzarendeljiik a tartéhalmazét, a morfizmusokra
pedig mint halmaz-leképezésekre tekintiink.

3.3. Természetes transzformaciok

Legyen adott egy C kategéria, A, B € Ob(C) objektumok. Egy f € hom (A, B) morfizmust igy is

jelolhetiink:
f

A —— B

Nézziik a kovetkezd diagramot, ahol A, B, C, D € Ob(C) objektumok és f;-k, illetve g;-k a megfelels
morfizmusok. Azt mondjuk, hogy a diagram kommutativ, ha gi f1 = g2 fo.

ALB

le ng

C —— D

92
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3.3.1. Definicié: Legyenek F és G funktorok egy C kategdridbol D-be. Azt mondjuk, hogy

u: F = G természetes transzformdcid F és G kozétt, ha minden A € Ob(C) objektumhoz
hozzdrendel egy pa € homyp(F(A),G(A)) morfizmust, gy, hogy minden A, B € Ob(C)-re és
f € hom¢(A, B) morfizmusra az aldbbi diagram kommutativ legyen:

FA) Y peB)

MAJ( KtB

G(A) —— G(B)

Ha minden pa izomorfizmus is, akkor u-t természetes izomorfizmusnak nevezzik és igy jeldljik:
w:F2G

3.3.2. Definicié: Egy F': C — D funktort kategoria-ekvivalencidnak hivunk, ha létezik olyan
G : D — C funktor, melyre FG = idyp és GF = id.

Ha két kategoria kozott létezik kategoria-ekvivalencia, akkor a két kategoridt ekvivalensnek mond-
Juk.

Bizonyitas nélkiil megemlitiink egy tételt, mely sziikséges és elégséges feltételt ad egy F' funktor
kategéria-ekvivalencia voltdnak eldéntésére: ([2] Proposition 1.3)

3.3.3. Tétel: Legyen F : C — D funktor. F akkor és csak akkor kategoria-ekvivalencia, ha F
hiiséges, teljes és minden D € Ob(D)-re létezik olyan C € Ob(C), hogy F(C) és D kézitt létezik

izomorfizmus D kategoridban.

3.4. Adjungilt funktorok

Tekintsiink egy C kategériat, A, A", B € Ob(C). Legyen f : A — A’, ekkor f-hez definidlhatjuk
f* : home(A’, B) — hom¢(A, B) halmaz-leképezést a kovetkez&képpen: ha ¢ € hom(A4’, B),
akkor f*(¢) = ¢f. Hasonléképpen értelmezhetd f, : homq(B, A) — hom (B, A’) leképezés: ha
Y € home(B, A), akkor f.(v¥) = f1.

3.4.1. Definici6: Az L:C— D és R: D — C funktorok adjungdltak, ha minden A € Ob(C)-
re és B € Ob(D)-re létezik eqy T = Tap bijekcid homyp(L(A), B) és homq(A, R(B)) kézétt, ami
természetes A-ban és B-ben a kovetkezd értelemben: ha f : A — A’ és g : B — B’, akkor a

kovetkezd diagram kommutativ:

homo(L(A"), B) —2L homp(L(A), B) —%— homa(L(A), B)

|- [ I
home(A', R(B)) —— home(A, R(B)) —2— hom(A, R(B'))

Azt mondjuk, hogy (L, R) egy adjungdlt pdr, az L funktor az R bal-adjungdltja és az R funktor L
jobb-adjungdltja.

Adjungélt funktorokra a kovetkezd részben latunk majd példat.
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3.5. Modulusok kategériai

Ezen szakdolgozat szempontjabol legfontosabb kategdria egy gytri feletti bal illetve jobb oldali
modulusok kategoridja. A Morita-ekvivalencia targyaldsakor fontos szerepet kapnak a koztiik men6
funktorok és ezek tulajdonsdgai, a nekiink sziikségeseket targyaljuk itt. Elmondhaté itt is, hogy
csak az éllitdsokat mondjuk ki, a téma részletes targyaldsa megtaldlhaté [1] konyv §20. részében.

Legyenek R és S gytrtk, F : gMod — gMod funktor, M és N R-modulusok. Tudjuk, hogy F
a hom-halmazok kozott egy halmazleképezés és Homp(M, N) Abel-csoport. Ez az Abel-csoport
struktura a modulusok kategéridjanak egy olyan fontos tulajdonsiga, hogy érdemes csak olyan
funktorokkal foglalkozni, mely erre a strukturara tekintettel van.

3.5.1. Definicié: F kovaridns funktort additiv kovaridns funktornak nevezzik, ha minden M ,N
R-modulusra az F' : Homg(M,N) — Homg(F(M),F(N)) leképezés Abel-csoport homomorfiz-
mus, azaz F(f +g) = F(f) 4+ F(g) minden f,g € Hompg(M, N)-re.

(F kontravaridns funktor akkor additiv, ha minden M ,N R-modulusra az F' : Homp(M,N) —
Homg(F(N),F(M)) leképezés Abel-csoport homomorfizmus.)

Modulusok kategoridi kozotti funktorok esetén kivétel nélkil feltesszik, hogy a funktor additiv.
A legfontosabb példat additiv funktorokra a tenzor és Hom-funktorok szolgaltatjak.

3.5.2. Allit4s: Régzitsiink egy M R-S-bimodulust. Ekkor a kovetkezdk igazak:
a) Homp(rMg, —) : pMod — sMod additiv, kovaridns funktor,
b) Homp(—, RMg) : gMod — Modg additiv, kontravaridns funktor,
¢) (rRMs) ® — : sMod — gpMod additiv, kovaridns funktor,

d) — ® (rMg) : Modr — Mods additiv, kovaridns funktor.

3.5.3. Allitas: Legyenek R,S és T gyiirik. Tekintsik az pMod és az gMod kategoridkat, le-
gyenek F.F' : pMod — sMod funktorok, n : F = F' természetes transzformdcid és végil rMr,
rNT bimodulusok egy f : M — N bimodulus-homomorfizmussal. Ekkor a F(M),F'(M) és F(N)
S-T-bimodulusok lesznek, tovabbd a kévetkezdk bimodulus-homomorfizmusok:

F(f): sF(M)r — sF(N)r

v sE(M)r — sF'(M)r

3.5.4. Allitas: Legyen [ : RMs — grNg egy bimodulus-homomorfizmus. Ekkor a kévetkezdk
természetes transzformdciok:

n: Homg(gNg,—) = Homgr(rMsg,—), ahol n, = Hompg(f, L),
v:Hompg(—,r Ms) = Homg(—,r Ng), ahol v, = Hompg(L, f),
®:—® (rMs) = — ® (rNg), ahol ®p, =L ® f.

3.5.5. Allitas: Legyen M egy R-S-bimodulus. FEkkor minden rL R-modulusra és N S-
modulusra a kévetkezd Abel-csoport izomorfizmus teljesil:

Hompg((rRMs) @ (sN), rRL) = Homs(sN, Homr(rMs,r L)),

vagyis (RMgs)®— bal-adjungdltia Homp(rMsg, —)-nek és ez utdbbi pedig jobb-adjungdltja az eldbbinek.

Bizonyitds: Legyen ¢ : (gMg) ® (sN) —r L egy homomorfizmus, n € N és m € M. Ekkor
legyen ¢ képe az a ¢ : §N — Hompg(rMs,g L) leképezés, melynek egy n € N elemnél vett képe
a kovetkezd leképezés: ¢(n)(m) := ¢(m @n). O

3.5.6. Allitas: Legyen M egy R-S-bimodulus. FEkkor minden gL R-modulusra és Ng S-
modulusra a kévetkezd Abel-csoport izomorfizmus teljesil:
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Hompg(rL, Homg(Ng, rRMs)) = Homg(Ng, Homg(rL, rMs)).

Bizonyitds: Legyen ¢ :p L — Homg(Ng, pMg) homomorfizmus, n € N és | € L. Ekkor ¢
¢: Ng — Homp(rL, gMs) képét egy n € N elemnél a kovetkezéképpen definidlva, ellenérizhetd,
hogy izomorfizmust kapunk: ¢(n)(l) = ¢(1)(n). O

3.5.7. Allitas: Legyen M egy R-S-bimodulus. FEkkor minden rL R-modulusra és ¢N S-
modulusra létezik egy

n: Homgr(rL, rRMs) ® (sN) — Hompg(rL, (rRMs) ® (sN))

homomorfizmus, ami izomorfizmus, ha rL eqy végesen generdlt projektiv modulus.

3.5.8. Allitds: Legyen M egy R-S-bimodulus. Ekkor minden rL R-modulusra és Ng
S-modulusra létezik egy

0:(Ns)® Homr(rMs, rRL) — Homgr(Homs(Ns, rMs),r L)

homomorfizmus, ami izomorfizmus, ha Ng egy végesen generdlt projektiv modulus.
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4. fejezet

Mborita-ekvivalencia

4.1. Bevezetés

4.1.1. Definicié: Morita-ekvivalencia Legyenek R és S gylrik. Azt mondjuk, hogy R és S
Morita-ekvivalensek, ha az g Mod és sMod kategoridk ekvivalensek. Jelolésben: R ~ S.

A tovébbiakban legyenek R és S ekvivalens gytrik, F' : gMod — gMod és G : gMod — pMod a
kategéria-ekvivalencidk, M, M’ (baloldali) R-modulusok, N, N’ (baloldali) S-modulusok, 7 illetve
T a természetes izomorfizmusok GF és id,apy illetve F'G és id, aps kOzOtE.

GF(f)

GrM) <2 aroay FG(N) 229 (N
N JUM/ TNl TN/
M — M N ——— N
f g

Ezek segitségével definialjuk a ¢y és Oy n leképezéseket, melyek a késGbbiekben fontos szerepet
fognak jatszani. Legyen v € Homg(N,F(M)), ekkor nyG(y) egy homomorfizmus G(N) és M
kozott.

N —— F(M)
U

oy £9 grv) . N

Legyen ¢y : Homg(N, F(M)) — Homp(G(N), M) az a leképezés, melyre ¢ n () = nuG(7).
Ha 6 € Homs(F (M), N), ekkor G(8)n;,; egy homomorfizmus M és G(N) kozott.

F(M) —>— N

4

M 2 arn) S92 g

Legyen 0y : Homg(F (M), N) — Hompg(M,G(N)) az a leképezés, melyre Orrn (5) = G(5)n,, -

T segitségével is definidlhatunk a fentiekhez hasonlé leképezéseket, erre azonban nem lesz sziikségiink.

4.1.2. Allitds:  Minden M,M' R-modulusra az F : Homp(M,M') — Homg(F(M), F(M'))
leképezés Abel-csoport izomorfizmus, az F : End(rM) — End(sF(M)) leképezés pedig gytiriizo-
morfizmus. Tovdbbd F(f) mono(epi) akkor és csak akkor, ha f mono(epi).
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Bizonyitds: Mivel F additiv funktor, ezért trividlis, hogy homomorfizmus lesz mindkét eset-
ben. Vegyik a kovetkez6 H : Homg(F(M),F(M')) — Hompgr(M, M') leképezést, ami egy
g € Homg(F (M), F(M')) homomorfizmushoz 0 G(g)n;, -t rendeli.

F(M) —2— F(M')

Nyilvan H is Abel-csoport homomorfizmus, sét izomorfizmus is. Legyen H(g) = 0 valamilyen g-re,
mivel 7 izomorfizmus, ezért G(g) = 0, ebbdl kivetkezik, hogy FG(g) is 0. De FG természetesen
izomorf id agy-sel, igy g = 0, azaz H injektiv.

Ha f € Homgr(M,M'), akkor F(f) H-ndl vett képe f lesz: HF(f) = 771\4/GF(f)77]T41 = f a
természetes izomorfizmus definicigjabdl, azaz H sziirjektiv is. Lattuk mdr, hogy HF(f) = f.

Ha g € Homg(F (M), F(M")), akkor FH(g) = F(na)GF(9)F(ny}) = g, gy F nem més, mint
inverze, azaz F szintén izomorfizmus.

Az, hogy F gytiriizomorfizmus, hasonléan lathaté be.

Tegyiik fel, hogy f € Hompr(M,M') mono. Legyen F(f)h = 0 (ahol h € Homg(N, F(M))) és
alkalmazzuk G-t: GF(f)G(h) = 0. Ebbél kévetkezik, hogy G(h) = 0, amire most F-et alkal-
mazva kapjuk, hogy FG(h) = 0, amib6l h = 0. A forditott irdnyban tegyiik fel, hogy fk = 0
(k € Homg(M",M)). Alkalmazva GF-et: GF(f)GF(k) = 0 és mivel a feltétel miatt GF(f)
mono, ezért GF (k) = 0, amibél k = 0. O

4.2. Adjungaltsag

A most kovetkezd lemma az F' és G funktorok kozotti fontos kapcesolatra vilagit ra: (F, G) és (G, F)
adjungélt parok. Ennek a fontos ténynek az egyik alkalmazdsa, hogy egy rMod-beli (kommutativ)
diagram dtvihetd egy sMod-beli (kommutativ) diagramma4.

4.2.1. Lemma: Legyenek R és S ekvivalens gydrik. Minden M,M’' R-modulusra, N,N' S-
modulusra, f: M — M’ és g: N — N’ homomorfizmusra

d) = ¢JWN N HomS(N,F(M)) — HomR(G(N),M)
0 =0y - Homg(F(M),N) — Homg(M,G(N))

Abel-csoport izomorfizmusok, sét, természetesek mindkét vdltozdjukban. Specidlisan, ha v : N —
F(M),y :G(N) — M,0: F(M') — N’ és ¢ : M' — G(N'), akkor a kovetkezdk teljesiilnek:

o(F(fvg) = fe(1)G(9),
0(g6F(f)) = G(9)0(d) f
¢~ (Y Gl9) = F() '(Y)g
0=1(G(9)3'f) = g0~ (&) F(f)

Tovdbba ¢(vy) akkor és csak akkor mono(epi) ha v mono(epi) valamint 6(5) akkor és csak akkor

mono(epi), ha § mono(epi).

Bizonyitds: A 4.1.2. Allitas szerint G : Homg(F(M),N) — Homp(GF(M),G(N)) izomorfiz-
mus. Mivel )y izomorfizmus, ezért Hompg(ny, G(N)) : Homg(GF(M),G(N)) — Hompg(M,G(N))
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is izomorfizmus, azaz 0y n két izomorfizmus kompozicidja, igy szintén izomorfizmus.

O (F'(f)vg) = naar G(F(f)vg) definici6 szerint, folytatva na G(F(f)vg) = nu GF(f)G(v)G(g) =
e GF ()Nt nuG(7)G(g) = foun (7)G(g). A tovébbi hdrom egyenléséget is hasonléan lehet bi-
zonyitani, ezeket nem részletezziik.

Ezen Osszefliggések koziil az els6bdl, illetve a masodikbdl kovetkezik hogy az izomorfizmusok természe-
tesek mindkét valtozdjukban, ¢-re a két diagram a kovetkezoképpen néz ki:

Homs(N, F(M)) 29 Homg(N, F(M")) ~ Homs(N', F(M)) —~— Homs(N, F(M))

(z)JMNl l(ﬁMlN ¢A1N’l J{Cf)MN

Hompg(G(N), M) f—>HomR(G(N),M’) Homp(N', M) W Hompg(N, M)

Az elsd diagram kommutativitdsa a ¢(F(f)vg) = fo(v)G(g) egyenldségbdl g = id vilasztéssal, a
masodik diagramé pedig az f = id valasztassal kovetkezik.

Tegyiik fel, hogy v mono. Ekkor ¢(v) = naG(7) akkor és csak akkor mono, ha G() mono, mivel
Ny izomorfizmus. De G(7)-rél mar tudjuk, hogy akkor és csak akkor mono, ha ~ is az. A mdsik
harom allitas bizonyitasa is igy torténik, ezeket sem részletezziik. [J

4.3. Invarians modulus-tulajdonsagok

4.3.1. Allit4s: Legyenek R és S Morita-ekvivalens gytrik, F és G a kategoridk kozotti ekviva-

lencuidk.
0 M oL
akkor és csak akkor egzakt, ha
0 —— r() 29 poy 29 poury —— 0

egzakt. Azaz F (és hasonldan G) egzakt funktorok.

Bizonyitds: Az aldbbi diagram kommutativ és konnyen ldthaté, hogy az egyik sor akkor és csak
akkor egzakt, ha a mésik is az:

0 —— arm) Y qrony CP9 arary —— o

K K K

o—— M s M £ c —0
Ezt felhasznalva a feltétel elégségessége mar a sziikségességbol kovetkezik a G funktor alkal-
mazasaval. Legyen
0 ML m L M —— 0
egzakt. Tudjuk, ha f mono és g epi, akkor F(f) mono és F(g) epi. Ha gf = 0, akkor 0 =
F(gf) = F(9)F(f), igy Im(F(f)) < Ker(F(g)). Mar csak Ker(F(g)) < Im(F(f)) kell. Nézziik
at: Ker(F(g)) — F(M) bedgyazist és alkalmazzuk rd g¢-t valamint a 4.2.1. Lemma egyik
speciélis esetét: g(p(1)) = d(F(g)t) = ¢(0) = 0. Ezek szerint Im(¢(1)) < Ker(g) = Im(f). Ezt és
= fr.

f mono voltat kihasznélva létezik olyan v : G(K) — M’ leképezés, hogy ¢(1)
p(1)
—
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¢! —t és 4.2.1. Lemmat alkalmazva kapjuk, hogy ¢ = ¢~ 1(fv) = F(f)¢~1(v), vagyis Im(t) <
Im(F(f)) és definicié szerint Ker(F(g)) = Im(¢), igy készen vagyunk. OJ

4.3.2. Allit4s: Legyen F : gMod — sMod kategdria-ekvivalencia, M ,M, R-modulusok. Ekkor
a) M =T[; Mo <= F(M) =[; F(Ma)
b) M =3 My <= F(M)=3%;F(M,)

Bizonyitds: a) Tegyiik fel, hogy M = [[ M,. Ha N egy S-modulus és adott minden a-ra adott
egy go : N — F(M,) homomorfizmus. Alkalmazva ¢-t kapjuk a ¢(gs) : G(N) — M, homo-
morfizmusokat és az M-re tett feltevés miatt egyértelmiien létezik olyan f : G(N) — M, hogy
#(ga) = pof. Ha az utébbira alkalmazzuk ¢~1-t, akkor g, = ¢ (paf) = F(pa)éd~1(f), ahol
a masodik egyenléség a 4.2.1. Lemma miatt igaz. Ebbdl kapjuk, hogy minden a-ra igaz, hogy
¢~ (f) az egyetlen olyan homomorfizmus, melyre g, = F(po)¢~*(f), azaz F(M) = [[; F(M,).
Most legyen F(M) =[][; F(M,). Ha K R-modulus és minden a-ra adott egy kq : K — M, ho-
momorfizmus, akkor ezekre alkalmazva F-et, kapunk F'(K)-bdl indulé homomorfizmusokat F'(My)-
kba, gy egyértelmfien létezik olyan f : F(K) — F(M), melyre F(ky) = F(pa)f. Tudjuk F-rdl,
hogy izomorfizmus a hom-halmazok kozott, ezért egyértelmiien létezik olyan g : K — M, mellyel
ko = pag. O

4.3.3. Allit4s: Legyenek R és S ekvivalens gytiritk, F' és G a kategdria-ekvivalencidk, M ,M’ és
U R-modulusok.

a) M N-projektiv (N -injektiv)<= F(M) F(N)-projektiv (F(N)-injektiv),

b) M projektiv (injektiv) <= F (M) projektiv (injektiv),

¢) M generdlja (kogenerdlja) N-et <= F(M) generdlja (kogenerdlja) F(N)-et,

d) M generdtor (kogenerdtor) <= F(M) generdtor (kogenerdtor),

e) M wvégesen generdlt < F(M) végesen generdlt,

) M progenerdtor <= F(M) progenerdtor,

g) f: M — N epimorfizmus nélkilézhetd <= F(f): F(M) — F(N) nélkiilozhetd,

h) p: P — M projektiv fedés <= F(p) : F(P) — F(M) projektiv fedés.

Bizonyitds: a) Tekintsiik a kovetkezd diagramot:

F(U) /U
lg hot l@(g)
Fon - N 0 2 29D, ) 0

A szokésos triikkot alkalmazzuk, 6-val dtvissziik a diagramot az R-modulusok kategéridjiba,
ahol mar tudjuk, hogy U M-projektiv, azaz egyértelmfien létezik h és ezzel g = 6071(0(g)) =
0=1(0(f)h) = fF(h) a 4.2.1. Lemma miatt. A forditott irdny bizonyitdsa hasonléan is torténik,
felhasznélva, hogy GF = 1 a0y4.

b) Ez az a) kovetkezménye.

c) A direkt Osszegre (szorzatra) és az egzakt sorozatokra vonatkozé &llitdsok kovetkezménye.

d) a c) pont kévetkezménye

e) A végesen generaltsig 2.2.8. Allitasbeli jellemzését hasznéljuk. Tegyiik fel, hogy M végesen
generdlt és F(M) = Y ; No. Ekkor M = GF(M) = >, G(N,) és a feltétel miatt létezik J C I
véges részhalmaz, melyre M = GF(M) =Y ; G(N,). Alkalmazva a G funktort kapjuk F(M) egy
véges direkt Gsszeg felbontasat.

f) a b),d) és az e) pont kévetkezménye

g) Felhasznaljuk a 2.3.2. Allitast. Tegyiik fel, hogy f magja kicsi és legyen g : N — F(M)
olyan, hogy F(f)g epimorfizmus. Alkalmazzuk erre ¢-t: ¢(F(f)g) = fé(g). Ez utébbi szintén
epimorfizmus, igy f magjanak kicsisége miatt ¢(g) is epimorfizmus. Ekkor g is epimorfizmus, igy
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F(f) magja is kicsi modulus.
h) az a) és g) rész kovetkezménye. O

4.4. Morita-ekvivalencia

4.4.1. Tétel: Tegyiik fel, hogy R és S ekvivalens gyirik, tekintsik az F : gpMod — gMod és
G : sMod — pMod kategoria-ekvivalencidkat. Legyen P := F(gR) és Q := G(s5).
Ekkor a kévetkezdk teljestilnek:

a) sPr és rQgs hiséges kiegyensilyozott bimodulusok

b) Pr,sP,Qs és rQ progenerdtorok

¢) sPr = Homg(Q,S) = Homg(Q, R) és rRQs = Hompg(P, R) 2 Homg(P,S)

d) F =2 Homg(Q,—) és G = Homg(P,—)

&) F = ((sPr) ® ) és G = ((rQs) ® —)

Bizonyitds: Legyen p € P és r € R, jeloljik p(r)-rel az r-rel valé jobb oldali szorzast, ez rR
egy endomorfizmusa, igy F(p(r)) € Ends(P). P baloldali S-modulus, a jobboldali R-modulus
struktirat pedig a kovetkez8képpen definidljuk: pr := F(p(r))(p), amivel P S-R-bimodulus lesz.
Vegyiik észre, hogy az r — F(p(r)) homomorfizmus R-b8l End(sP)-be, ami két izomorfizmus
kompozicidjaként all el6: R = End(gR) és End(rR) = End(sF(R)). Tehdt r — F(p(r)) is izo-
morfizmus, vagyis R = End(sP).

s P progenerator, mert egy progenerator F-nél vett képe és haszndlva a 2.2.23. Alh’télst7 s P ki-
egyensilyozott modulus. Az eléz6 két meggondoldsbdl kovetkezik, hogy s Pr hiiséges kiegyensiilyo-
zott modulus. Haszndlva a 2.2.22. Allitast adddik, hogy Ppr progenerator. r@Q-ra hasonléan
lathatjuk be a b) pont allitdsait.

Legyen M R-modulus. Tudjuk, hogy a ¢ : Homg(S, F(M)) — Hompg(G(S), M) = Homg(Q, M)
leképezés Abel-csoport izomorfizmus, ami természetes az els§ véltozdjdban, ezért S-modulus-
homomorfizmus is lesz (definidljuk az s € S elemmel val6 szorzéast tgy, mint egy r € R esetén és
hasznéljuk a 4.2.1. Lemma 6sszefiiggéseit). Ezt felhasznélva érvényesek a kovetkezd S-modulus-
izomorfizmusok

F(M) = Homg(S,F(M)) = Homg(Q, M),

ezek mind természetesek M-ben, igy F =2 Hompg(Q,—). Hasonléan G = Homg (P, —).
Alkalmazzuk ezeket a természetes izomorfizmusokat rRpi-re és gSg-re:

sPr=sF(R)r = Hompr(Q, R)
rQs = RG(S)S = HOms(P, S)

Mivel Qg hiiséges kiegyensilyozott bimodulus, ezért Homg(Q,Q) = R, Homg(Q,Q) = S és a
3.5.6. Allitas miatt igaz a kovetkezo:

sPr = Homg(Q,R) 2 Homg(Q, Homs(Q,Q)) = Homg(Q, Homgr(Q,Q)) = Homg(Q, S).
Hasonléan r@g-re:
rQs & Homg(P,S) = Homg(P, Homgr(P, P)) 2 Homg(P, Homg(P, P)) =2 Homg(P, R).
Az utolsé pont allitdsaihoz hasznaljuk a 3.5.8. Allitast és a 2.4.3. Allitast:
Homp(Q,—) = Homg(Homp(P,R), —) = (sPr) ® Homp(R,—) = (sPr) ® —

és hasonléan G = (rQs)® —. O

4.4.2. Tétel: (Morita) Legyenck R ésS gytrik. Az F : gMod — sMod és G : sMod — pMod
funktorok akkor és csak akkor inverz ekvivalencidk, ha létezik s Pr bimodulus, melyre g P és Pr pro-
generdtorok, ¢Pr kiegyensilyozott és F = ((sPr) ® —), G =2 Homg(P,—). Ha az utdébbi feltételek
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teljesiilnek, akkor @ := Homg(P, R)-re igaz, hogy rQs bimodulus, rQ és Qs progenerdtor és
F = Homg(Q,—), G = ((rQs) ® —).

Bizonyitds: A feltétel sziikségessége az el6zd tételbdl kovetkezik. Az elégségességhez tegyiik fel,
hogy létezik ilyen gPpg és legyen M baloldali R-modulus, N baloldali S-modulus. Vizsgaljuk meg
az F'G és GF funktorokat:

FG(N) 2 (sPr)® Homgs(P,N) =2 Homs(Hompg(P,P), N) 2 Homg(S,N) = N.
GF(M) %Homs(P, (SPR)® (RM)) = HomS(P,P)® (RM) = (RRR) ®(RM) =~ M.

Mindkét esetben az elsé izomorfizmus az F-re és G-re tett feltevések miatt, a masodik a 3.5.8. ill.
a 3.5.7. Allit4s miatt, a harmadik g¢Pg kiegyensulyozottsdga miatt, a negyedik a Hom és ® egy
jol ismert tulajdonsdga miatt igaz. Ebb6l kovetkezik, hogy FG =2 id ape és GF = idpaps. U

4.4.3. Kovetkezmény: grMod ~ gMod akkor és csak akkor,ha Modr ~ Mods.

Bizonyitds: Csak az els6 iranyt bizonyitjuk, a masodik irdny az elsé alkalmazasaval konnyedén
belathaté. Morita tétele miatt 1étezik @, hogy rQs kiegyensulyozott bimodulus, rQ és Qs pro-
generatorok. Ekkor gop@Qpror kiegyensulyozott bimodulus, Qrer és gor () progeneratorok. Morita
tételét ismét alkalmazva kapjuk, hogy rer Mod ~ gop Mod , vagyis Modr ~ Modg. [

A Morita-ekvivalencia definiciéjaban a baloldali modulusok kategéridinak ekvivalencidja volt a
feltétel, igy teljesen precizen baloldali Morita-ekvivalenciardl kellett volna eddig beszélniink. Az
el6z6 kovetkezmény szerint azonban teljesen mindegy melyik oldali modulusokat vizsgéljuk, jogo-
san hasznalhatjuk az oldalaktdl fiiggetlen Morita-ekvivalencia elnevezést.

4.4.4. Kovetkezmény: Ha R és S gyirik, akkor a kévetkezdk ekvivalensek:
a) R= S
b) létezik Pr progenerdtor, hogy S = End(Pg).
¢) létezik rQ progenerdtor, hogy S = End(rQ).

Bizonyitds: a) = b): Morita tételébdl kovetkezik.

b) = a): feltehetd, hogy S = End(Pr). A 2.2.23. Allitads miatt, ha Pr generdtor, akkor
S = End(Pgr) felett végesen generdlt projektiv és gPr kiegyensilyozott. A 2.2.22. Allitasbél
kapjuk, hogy ¢P generator, igy alkalmazhaté Morita tétele, azaz R ~ S.

Az a) = ¢) és ¢) = a) irdnyok bizonyitdsa hasonléan torténhet. O

Az el6z6 kovetkezmény hasznalataval trividlis az alabbi:

4.4.5. Kovetkezmény: Legyen R gylrd és Pr egy progenerdtor, ekkor R és S = End(Pg)
Morita-ekvivalensek.

4.4.6. Kovetkezmény: Legyen R gyilird, n pozitiv egész, ekkor R és M,(R) ekvivalensek.

Bizonyitds: R}, modulus progenerdtor és endomorfizmusgytirtije M, (R). O

Természetes kérdés, hogy meg tudjuk-e hatarozni egy adott R gytriivel Morita-ekvivalens gytiriiket.
Az eddigiek segitségével erre a kérdésre méar konnyedén valaszt adhatunk:

4.4.7. Kovetkezmény: Ha R és S ekvivalens gyirik, akkor létezik egy olyan n pozitiv egész és
e € My, (R) idempotens elem, hogy S = eM, (R)e.

Bizonyitds: Az ekvivalencia miatt 1étezik Pr progenerdtor, melyre S = End(Pgr). Mivel Pg pro-
jektiv, ezért létezik létezik n pozitiv egész, hogy R}, = Pr @ P’. Ha e az €l6z6 felbontdsban a
Pr-hez tartozé idempotens, akkor S = End(Pr) = eEnd(R})e = eM,,(R)e. O
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5. fejezet

Invarians tulajdonsagok

Ebben a fejezetben a Morita-ekvivalenciara invarians modulus- és gytriitulajdonsagok keriilnek
targyaldsra. Altaldban vagy bizonyos részstruktira-haldk izomorfidjat vagy a fogalmak kategériael-
méleti definidlhatésdgat fogjuk felhasznédlni az invariancia bizonyitasara. A fejezetben hasznalt és
eddig nem definidlt fogalmak definiciéi az A. Fiiggelékben taldlhatdak.

5.1. Részmodulus- és idealhaldk

5.1.1. Jelolés: Legyenek K és M baloldali R-modulusok, K < M. Ekkor a K — M bedgyazdst
tr<nm-val jeloljik .

5.1.2. Allitas: Legyenek R és S Morita-ekvivalensek, F' és G a kategoria-ekvivalencidk, M
baloldali R-modulus. Az a Apr-mel jeldlt hdldleképezés, mely M minden K részmodulusanak meg-
felelteti Im(F(tix<n))-et, hdldizomorfizmus M és F(M) részmodulus-hdldi kozott.

Bizonyitas: Egy N < F(M) részmodulushoz rendeljiik hozzd a 'y (N) = Im(é(tn<pary))-t, ami
M részmodulusa. Ekkor Ays és I'y; rendezéstartdak és egymas inverzei, azaz héléizomorfizmusok.
Legyen K < L < M. frhatjuk, hogy tk<m = tr<mik<r, amire alkalmazva az F' kovaridnsa
funktort: F(tx<m) = F(eo<m)F(tr<r), vagyis Ay (K) < Ap(L).

Legyen N < P < F(M). Ekkor ty<p(m) = tp<p(mytn<p. Erre ¢-t alkalmazva és felhaszndlva
4.2.1.Lemmat, ¢(ty<r ) = ¢tp<rnyin<e) = ¢(tp<rn))Gin<p), vagyis Dy (V) < T (P).
Legyen N := Ap(K). A 4.2.1. Lemmabdl tudjuk, hogy F(tx<p) mono (mert tx<p is az),
igy létezik olyan ¢ : F(K) — N izomorfizmus, hogy F(tx<nm) = tn<pn)¥. Felhaszndlva a
4.2.1.Lemmaban bizonyitott osszefiiggéseket: ¢(cn<pa))G(¥) = d(in<rn¥) = ¢(F(tx<nm)) =
tk<m- G(¢) izomorfizmus, ezért 'y (Ay(K)) = K.

Hasonléan érvelve, mint az elébb, 1étezik egy v : G(N) — K izomorfizmus, melyre ¢(tn<p(ar)) =
tg<mv. Ekkor in<py = ¢ (tk<mv) = Flug<m)o ™ (v). Mivel ¢! (v) izomorfizmus, ezért
Ay Ty (K)) = K, amivel az éllitds bizonyitdsa készen van. [

5.1.3. Allit4s: Legyenek R és S Morita-ekvivalens gytrik, F egy kategoria-ekvivalencia, M bal
oldalt R-modulus. Ekkor:

a) M egyszertt <= F(M) egyszert

b) M felbonthatatlan <= F (M) felbonthatatlan

¢) M féligegyszert <= F(M) féligegyszerd

d) M Artin <= F(M) Artin

e) M Noether <= F(M) Noether

) M-nek létezik kompozicidlinca <= F(M)-nek létezik kompozicidldnca

g) M hilséges modulus <= F (M) hiiséges modulus
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Bizonyitas: Mindegyik allitds a részmodulus-hélék izomorfidjabdl és a 4.3. Rész allitasaibdl kovet-
kezik. A g) ponthoz hasznéljuk fel 2.2.6. Allitast is. O

Erdemes megjegyezni, hogy a fenti allitds szerint az R gy{ir(i balideal-haldja " csak” g F'(R) részmodu-
lus-hél6javal lesz izomorf, S balidedl-haléjaval dltaldban nem (példdul egy K testben nincs nem-
trividlis balidedl, mig a vele Morita-ekvivalens M, (K) gyfir(iben van). Ennek fényében akir meg-
lepd is lehetne a kovetkezé allités.

5.1.4. Allit4s: Legyenek R és S Morita-ekvivalens gytrik. R akkor és csak akkor bal-Artin,
(bal-Noether), ha S is az. Hasonldan, R akkor és csak akkor jobb-Artin (jobb-Noether), ha S is
az. Ezekbdl mdr kovetkezik, hogy R akkor és csak akkor Artin, ha S is az.

Bizonyitds: 2.2.15.(16.) Allitasbél és az elézébél nyilvanvals. O

5.1.5. Allitas: Legyenek R és S Morita-ekvivalens gyidrik. R akkor és csak akkor féligegyszeri,
ha S is az.

Bizonyitds: Tegyik fel, hogy R féligegyszerii és N egy S-modulus. Ekkor G(S) féligegyszerii,
tehét eléall, mint egyszer(i modulusok direkt 6sszegeként. De ekkor N = FG(N) is el6all egyszerti
modulusok direkt Gsszegeként (mivel F' megtartja a direkt Osszeget és az egyszerliséget), azaz N
féligegyszeri modulus és S féligegyszerii gytri. O

5.1.6. Allitas: Legyen R és S Morita-ekvivalens gylrik, F : pMod — gsMod kategoria-
ekvivalencia, I idedl R-ben. Jeloljik A(I)-vel Anng(F(R/I))-t. Az a A hdldleképezés, mely minden
I idedlnak megfelelteti A(I)-t, hdldizomorfizmus R idedlhdldjdbol S idedlhdldjdba.

Bizonyitds: Legyen J S-beli ideél és definidljuk I'(J)-t Anng(G(S/J))-nek! Belatjuk, hogy A és
I' rendezéstartdak és inverzei egymasnak, azaz valoban héléizomorfizmusok.

Ha I és I idedl R-ben valamint I; C I, akkor létezik egy R/I; — R/I epimorfizmus, amire
F-et alkalmazva egy F'(R/I1) — F(R/I2) epimorfizmust kapunk. Ekkor egy F'(R/I1)-et annuldlé
elem F(R/I7)-t is annulélja, vagyis A(I1) C A(lz). Hasonléan lidthat6 be, hogy T is rendezéstarto.
F(R/I) hiiséges S/A(I)-modulus, igy a 2.2.6. Allitas miatt F(R/I) kogenerdlja S/A(I)-t, vala-
mint S/A(I) generédlja F(R/I)-t. Ugyanakkor ezek érvényben maradnak akkor is, ha az el6bbiekre
S-modulusként tekintiink (egy s € S elem hatdsa legyen az s + A(I)-vel valé szorzés). Ezekre a
G funktort alkalmazva, kapjuk hogy R/I kogeneralja G(S/A(I))-t, valamint G(S/A(I)) generélja
R/I-t. Felhasznilva a (ko)generdlds definicidja utdni észrevételt, adédik hogy I = Anng(R/I) =
Anngr(G(S/A(I))) = TA(I). Hasonléan AI'(J) = J, amivel kész vagyunk. O

5.1.7. Allitas: Legyenek R és S Morita-ekvivalens gytrik. A kévetkezd tulajdonsdagok Morita-
mvaridnsak:

a) az idedlokra teljesil a minimumfeltétel,

b) az idedlokra teljesil a maximumfeltétel,

¢) egyszertd gyird.

Bizonyitds: Mindegyik allitas kovetkezik az R és S idealhdléjanak izomorfidjabdl. O

5.2. Kommutativ gyurik

5.2.1. Allitas: Legyen pMg eqy hiséges kiegyensilyozott R-S-bimodulus. Ekkor Z(R) =2 Z(S)

és mindkettd izomorf M bimodulus-endomorfizmusainak E gytirijével.

Bizonyitds: Legyen z € Z(R) és legyen ¢(z) a z-vel valé balrdl szorzds. Ekkor ¢(z) M egy
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bimodulus-endomorfizmusa, mert az S elemeivel valé szorzassal a bimodulusok definiciéja mi-
att, mig R elemeivel z centralitidsa miatt cserélhetd fel. Tehdt létezik egy ¢ : Z(R) — E
gytri-homomorfizmus. Ez a ¢ leképezés injektiv ill. sztirjektiv is lesz, mivel M hiiséges ill. ki-
egyenstlyozott bimodulus. Hasonléan Z(S) is izomorf lesz E-vel, tehdt Z(R) = Z(S). O

5.2.2. Kovetkezmény: Ha R és S Morita-ekvivalens gyirik, akkor Z(R) = Z(S).
Bizonyitds: Alkalmazzuk az el6zé allitast az g Pr bimodulusra. [

5.2.3. Kovetkezmény: Morita-ekvivalens kommutativ gytirik izomorfak.

5.3. Kategoriaelméleti definicidok

5.3.1. Allitas: Legyenek R és S Morita-ekvivalens gytrik. A kévetkezd tulajdonsdagok Morita-
nmvaridnsak:

a) oroklédéség,

b) oningjektivitds,

¢) QF-gyiriség,

d) bal perfektség,

e) primitiv gyiriséy,

f) szemiprimitiv gydriség.

Bizonyitds: a) Legyen R bal-6rokléds, N pedig egy projektiv S-modulus, N’ < N részmodulus.
Alkalmazva a G kategéria-ekvivalencidt és felhasznélva a kordbbi dllitdsokat: G(N') < G(N) és
G(N) projektiv. A bal-6rokl6ddség miatt G(N') is projektiv, erre F-et alkalmazva kapjuk, hogy
N’ = FG(N') projektiv, vagyis S is bal-6roklédsd.

b) Tegyiik fel, hogy R bal éninjektiv. Ha N egy végesen generalt projektiv bal oldali S-modulus,
akkor F'(N) végesen generdlt projektiv bal oldali R-modulus, {gy injektiv. De ekkor GF'(N) = N
is injektiv, azaz S bal oninjektiv.

¢) a b) pontot és a bal Noetherség invariancéjat felhaszndlva triviélis.

d) Legyen R bal perfekt gytirti, N pedig bal oldali S-modulus. A feltétel miatt G(N) R-modulusnak
létezik projektiv fedése, felhasznalva 4.3.3. Allitast adédik, hogy N = F G(N)-nek is van pro-
jektiv fedése, azaz S is bal perfekt gytri.

e),f) ha R-nek létezik hiiséges egyszerii (féligegyszerii) bal oldali modulusa, akkor annak az F' funk-
torndl vett képe egy hiiséges egyszerli (féligegyszerii) bal oldali S-modulus. O

5.3.2. Allitas: Legyenek R és S Morita-ekvivalensek, M egy R-modulus. Ekkor pd(M) =
pd(F(M)), tovdbbad gl.dim(R) = gl.dim(S).

Bizonyitds: Konnyen adodik abbdl, hogy az ekvivalenciak egzakt funktorok, a méasodik egyenlGség
pedig az elsd részbdl (és a definiciébol). O

5.3.3. Allitas: Legyenek R és S Morita-ckvivalens gyirik. Ekkor Ko(R) = Ky(S), vagyis a
gytirik Kg-csoportjai izomorfak.

Bizonyitds: Tudjuk, hogy ha M végesen generalt projektiv R-modulus, akkor F(M) végesen ge-
neralt projektiv S-modulus és forditva, igy az ilyenek izomorfiaosztalyai kdlcsondsen egyértelmiien
megfeleltethetéek egymdsnak. Az izomorfiaosztalyok kozotti miivelet a direkt Osszeg, melyre igaz
az F(My; @ My) = F(My) ® F(My) osszefliggés, vagyis a két kommutativ félcsoport izomorf.
Koénnyen lathato, hogy ekkor a beldliik készitett Grothendieck-csoportok is izomorfak, vagyis
Ko(R) = Ky(S). O
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5.3.4. Megjegyzés: Minden n természetes szamra definidlhato egy gydrd K, -csoportja (messze
nem trividlis mdodon) és ezekre is teljesilni fog, hogy Morita-ekvivalens gyidirik K, -csoportjai izo-

morfak lesznek.

5.4. Ellenpéldak

Habér sok (fontos) fogalom Morita-invaridns, 1léteznek nem invaridns tulajdonsigok is, ezekre mu-
tatunk néhany példat.

5.4.1. Ellenpéldak: Legyen k test. Erre az aldbbiak mind teljestlnek:
a, kommutativ,

b
¢, integritdsi tartomdny,

, nullosztomentes,

d, redukdlt gyiri,

e, ferdetest,

f, lokdlis.
Jdl ismert, hogy az My (k) mdtrizgydrd a fenti tulajdonsdgok egyikével sem rendelkezik, igy azok
nem lehetnek Morita-invaridnsak.
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6. fejezet

Szemiperfekt gyuruk

6.1. Szemiperfekt gytrilik és bazisgytiruik

6.1.1. Definicié: Egy R gyirit szemiperfektnek nevezink, ha R/J(R) féligegyszert és az idem-
potens elemek felemelheték modulo J(R), azaz minden d + J(R) € R/J(R) idempotenshez létezik
egy olyan e € R idempotens, melyre e + J(R) = d + J(R).

A kovetkez6 tétel tovabbi ekvivalens feltételek ad arra, hogy egy gytiri mikor szemiperfekt. Habar
alkalmazni fogjuk, nem bizonyitjuk, bizonyitdsa megtaldlhaté [1]-ben (27.10. Proposition).

6.1.2. Tétel: Egy R gyirire a kovetkezok ekvivalensek:

a) R szemiperfekt.

b) R-ben létezik idempotensek egy olyan teljes, ortogondlis {e1,...,e,} halmaza, melyre e;Re;
lokdlis minden i-re.

¢) Minden egyszert R-modulusnak létezik projektiv fedése.

d) Minden végesen generdlt R-modulusnak létezik projektiv fedése.

Most mar kénnyedén belathatd, hogy a szemiperfektség invarians tulajdonsig. Legyen ugyanis
az R gylir(i szemiperfekt és S vele Morita-ekvivalens, N egy egyszeri S-modulus. Ekkor G(N)
egyszerii R-modulus és R szemiperfektsége, illetve az el6z6 tétel ¢) pontja miatt G(N)-nek létezik
projektiv fedése. Alkalmazva a 4.3.3. Allitast, N = FG(N)-nek is létezik projektiv fedése, vagyis
Ujra alkalmazhaté a c) pont, azaz S szemiperfekt.

6.1.3. Definicié: Primitiv idempotensnek neveziink egqy olyan e € R idempotens elemet, mely
nem irhato fel két nem-nulla, ortogondlis idempotens elem osszegeként.
Egy M R-modulust primitivnek neveziink, ha létezik olyan e primitiv idempotens, melyre M = Re.

6.1.4. Definicié: Gydrielemek egy {ei,...,en} halmazdt idempotensek egy bdzishalmazdnak
nevezunk, ha e;-k olyan pdronként ortogondlis idempotens elemek, melyekre Re;-k mind nem-

1izomorfak egymdssal €s kiadjik az dsszes primitiv R-modulust.

A kovetkezd 4llitds szerint, mely bizonyitdsa szintén megtaldlhaté [1]-ben (27.6. Theorem), szem-
iperfekt gytiriiben létezik bazishalmaz és az Re; modulusok halmazdbdl is leolvashatd, hogy idem-
potensek halmaza béazishalmaz-e.

6.1.5. Allitas: Legyen R szemiperfekt gytird. Ekkor ortogondlis, primitiv idempotensek minden
teljes halmaza tartalmaz egy bdzishalmazt. Tovabbd a kévetkezdk ekvivalensek:
a, {e1,...,en} bdzishalmaz
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b, Re;-k a projektiv, felbonthatatlan R-modulusok reprezentdnsainak eqy irredunddns halmazdt
alkotjdk.

6.1.6. Definicié: Legyen R szemiperfekt gyiri. FEgy e € R idempotenst bdzisidempotensnek
nevezink, ha e = ey + -+ - + e,, ahol e;-k primitiv idempotensek egy bdzishalmaza.

6.1.7. Definicié: Legyen R szemiperfekt gytirii. Azt mondjuk, hogy S gytirti R egy bazisgyirigje,
ha van olyan e € R bdzisidempotens, hogy S = eRe.

Tegyiik fel, hogy e = e1 + ---+ e, és f = f1 + - - + f, bézisidempotensek. Ekkor Re és Rf
modulusok felbontasat és a bazishalmaz definicidjat felhasznélva:

Re=Re; @ @ Re, 2 Rf1 & ®Rf, = Rf.
Ennek segitségével
eRe = End(rRe) = End(grRf) = fRf.

Tehat az R-hez tartoz6 bazisgyliri izomorfizmus erejéig egyértelm.
6.1.8. Tétel: FEgy R szemiperfekt gyiiri Morita-ekvivalens a bdzisgytrigjével.

Bizonyitds: Jelolje e a bazisidempotens elemet. Ekkor a 6.1.5. Allitas és a 2.2.24. Allités miatt
tudjuk, hogy Re progenerdtor. eRe = End(rRe), amire alkalmazva a 4.4.5. Kévetkezményt,
kapjuk a keresett allitast. [J

Maéshogy is le lehetne vezetni, de az el6z6 tételbdl is kivetkezik, hogy az R-hez tartozé bazisgytri
szemiperfekt, hiszen a Morita-ekvivalenciara nézve invaridns a szemiperfektség. Az el6zo allitas
segitségével szemiperfekt gytriik ekvivalenciajara mondhato egy 1j sziikséges és elégséges feltétel.

6.1.9. Tétel: R és S szemiperfekt gyiirik akkor és csak akkor Morita-ekvivalensek, ha bdzisgyii-
riik izomorfak.

Bizonyitds: Tegyik fel, hogy R~ S és F' : R — S egy kategéria-ekvivalencia. A 6.1.5. Allitas
és a 4.3.2. Allitas miatt tudjuk, hogy F(Re) = F(Rey) ® --- ® F(Re,), ahol az F(Re;)-k
Osszessége a projektiv, felbonthatatlan S-modulusok reprezentansainak egy irredundéds halmazat
alkotjak. Ismét 6.1.5. Allitast alkalmazva egy f € S bazisidempotensre, adédik F (Re) =2 Sf. A
4.1.2. Lemmat alkalmazzuk gRe és ¢F(Re) modulusokra:

eRe = End(rRe) = End(sF(Re)) = fSf,

vagyis R és S bazisgylrii izomorfak.
Ha a bazisgytrik izomorfak, akkor nyilvan Morita-ekvivalensek is. Az eléz6 tétel miatt R és S
Morita-ekvivalensek a bazisgytriikkel, igy a tranzitivitds miatt R ~ S. [
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A. Figgelék
Definicidk

A.1. Modulusok

Féligegyszerii modulus: egy M R-modulus féligegyszerii, ha el6all egyszeri R-modulusok direkt
Osszegeként.

Projektiv feloldas: egy M R-modulus egy projektiv feloldasa olyan
=P, > P —->FP—->M-0

egzakt sorozat, ahol P;-k projektiv modulusok.

Projektiv dimenzié: egy M R-modulus projektiv dimenzidja az a legkisebb n egész szam,
amelyre 1étezik egy

0—-P,—-—>P—>Ph—>M-—0

projektiv feloldds. Ha nincs véges projektiv feloldds, akkor co-nek definidljuk. Jelolése: pd(M).

A.2. Gyiruk

Féligegyszerii gytirii: Minden (bal oldali) R-modulus féligegyszerti.
Lokalis gytirii: egyetlen maximalis balidedlja van.

Orokléds gylirli: a gyfirii bal (jobb) 6rokléds, ha a projektiv bal (jobb) oldali R-modulusok
részmodulusai projektivek. Orcklédé a gyfirii, ha bal és jobb 6roklédd egyszerre.

Oninjektiv gytirii: az R gyfirti bal (jobb) éninjektiv, ha minden végesen generdlt projektiv bal
(jobb) oldali modulus injektiv. C)ninjektiv, ha mindkét oldalrdl 6ninjektiv.

QF-gyiirii (kvazi-Frobenius gytirii): bal ninjektiv és bal Noether-gy{irfi.
Bal perfekt gytrii: minden bal oldali R-modulusnak 1étezik projektiv fedése.

Primitiv gylirii: egy R gy{ir(it bal (jobb) primitivnek neveziink, ha létezik hiiséges egyszer(i bal
(jobb) oldali modulusa.

Szemiprimitiv gylirti: egy R gyliriit bal (jobb) szemiprimitivnek neveziink, ha létezik hiiséges
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féligegyszerti bal (jobb) oldali modulusa (ez ekvivalens azzal, hogy a gyfirli Jacobson-radikélja 0).
Redukalt gytri: nincsen nem-nulla nilpotens eleme.

(Bal) Globalis dimenzié: a bal oldali R-modulusok projektiv dimenzidinak szuprémuma. Jel6lése:
gl.dim(R)

Gyturiti Kp-csoportja: vegyiik a végesen generalt projektiv bal oldali R-modulusok izomorfia-
osztélyait. Ezek egy (M, +) kommutativ félcsoportot alkotnak a direkt Gsszegre, mint miiveletre.
Ekkor K((R) legyen M Grothendieck-csoportja.

Ezt a kovetkezSképpen konstrudlhatjuk meg: legyenek my,mo,nq,no,l € M. Vezessiik be M x M-
en a kovetkez§ ekvivalencia-relacit: (mq,ma) ~ (ni,ne), ha létezik olyan I, hogy mi + ng +
I = mg+mny +1 ((my,mg)-re formdlisan m; — mo-ként tekinthetiink). Az (my,ms) és (ny,n2)
ekvivalencia-osztalyok Gsszegét (my + ni, ma + ng) ekvivalencia-osztélyanak definidlva, M x M/ ~
csoport lesz, ezt nevezzitk M Grothendieck-csoportjanak.
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