KOCKARACSOK

KUTAS PETER

A szakdolgozatom alapobjektumai olyan egész vektorok, amik paronként ortogo-
nalisak és ugyanolyan hossztiak. Ha ilyenbdl dimenziészamnyi van, akkor ezeket récs-
kockanak nevezziik (ahogy azt 3-dimenzioban megszoktuk). Szamos megoldatlan és
érdekes kérdés kapcsolodik ehhez a témakorhoz. Megkérdezhetjiik példaul az aldbbi-
akat:

(1) Mik azok az egész vektorok melyekhez van ra meréleges és vele azonos hosszu
egész vektor? (Az ilyeneket ikervektoroknak hivjuk.)

(2) Adott n-dimenzioban n — 1 egész vektor, amik paronként ortogonalisak és
ugyanolyan hossziiak. Talalhato-e hozzajuk egy n-edik egész vektor amelyik
mindegyikre merdleges és szintén ugyanolyan hossza?

(3) Milyen dimenzioban igaz az, hogy minden vektor kiterjeszthets racskockava?

(4) Altalanosan: n-dimenzioban adott k vektor, melyek paronként ortogonalisak
és ugyanolyan hossztuak. KiterjeszthetSk-e racskockava?

(5) Hany racskocka van adott élhosszusaggal?

A legtobb kérdésre 3-dimenzioban valaszt ad a [3] cikk. Az eredményeket réviden
ismertetjlik majd az elsé fejezetben, de nem ez lesz a centralis része a szakdolgozatnak.
A masodik fejezetben Osszefoglalunk ismert eredményeket, amiket hasznalunk majd.

A harmadik fejezetben megvizsgaljuk az n = 4 esetet a (4) és (5) kérdések szem-
pontjabol. Ezek nagy része 1j eredmény, amelyeket kozosen csinadltunk Kiss Emillel.

A negyedik fejezetben (2)-re megadjuk a pontos valaszt, (3)-ra pedig egy speciélis
permutécios kiterjesztést adunk 1, 2, 4 és 8-dimenzidban, majd belatjuk, hogy més
dimenzi6ban ilyen speciélis kiterjesztés nem lehetséges. Megismerkediink a Cayley-
szamokkal, amelyek szorzotédblaja adja a megfelels kiterjesztést.

Kiilon koszonettel tartozom témavezetémnek, Kiss Emilnek, aki rengeteget segitett
a dolgozat elkészitésében, nemcsak tanacsokkal és utmutatasokkal, hanem a ko6zos
gondolkodasokkal is. Koszonettel tartozom tovabba John W. Balesnek, aki ismeret-
lenként is segitékészen valaszolt a kérdéseimre. Mindemellett koszoném csaladomnak
és barataimnak is a tamogatasukat.
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1. Racskockiak 3 dimeziéban

1.1. Definici6é. Ha u,v € Z" vektorok ortogonalisak és ugyanolyan hossztiak akkor
ikervektoroknak nevezziik 6ket. Ha ez k darab vektorra teljesiil (hogy paronként
ortogonalisak és ugyanolyan hossztiak), akkor ket k-as ikreknek, k = n esetén pedig
racskockanak nevezziik.

Elssként az n = 3 esetet fogjuk vizsgalni, ez lesz az els6 fejezet témaja. Az n = 2
dimenzi6é ugyanis nem tul érdekes a bevezetGben targyalt kérdések szempontjabol.

1.2. Tétel. Egy Z3-beli racskockanak az élhossza egész szam.

Bizonyitds. Legyen a racskockat kifeszité harom vektor a(ai,as,as), b(by, be, b3) és
c(cy,co,c3). Az ezek altal kifeszitett paralellepipedon (jelen esetben kocka) térfogata
az aldbbi determinans:

a1 az as
det b1 bQ b3
Ci Cy C3

Mivel a koordinatak egészek, ezért ez is egész lesz, tehat a kocka térfogata egész.
Legyen a kocka élhossza d. Ekkor a kocka térfogata d®, ami egész az el6bbiek szerint.
De d?-r6l tudjuk, hogy egész, hiszen a koordinaték egészek, tehat d®/d? = d racionalis.
Mivel ez egy egész szam négyzetgyoke, ezért egész is, és ezt akartuk bizonyitani. [J

Ebbdl a tételbsl rogton kovetkezik, hogy nem minden egész vektor terjeszthetd
ki racskockava, hiszen sziikséges feltétel, hogy egész norméaju legyen. Természetesen
felmeriil a kérdés, hogy ez elégséges-e? A valasz igenlS, ezt mondja ki a kdvetkezs
tétel.

1.3. Tétel. Legyenek a,b € Z3 ikervektorok, melyeknek hossza d € 7. Ekkor d osz-
téja a és b vektorialis szorzatanak (pontosabban annak minden koordinatajénak).

Miel6tt ratérnénk a bizonyitasra vegyiik észre, hogy ebbdl kovetkezik, hogy kiegé-
sziilnek racskockava, hiszen fogjuk a vektorialis szorzatukat és leosztjuk egy egész
szammal, hogy d legyen a norméja, és az a vektor nyilvan megfelels. A kiterjesz-
tés persze egyértelmd is, hiszen a két vektor altal kifeszitett altérre meréleges altér
egydimenzios.

Bizonyitds. Belatjuk egy koordinatéra, a tobbire hasonléan megy a bizonyitas. Tehat
az alabbit kell belatnunk: d | asbs —azbe. Ehhez azt 1atjuk be, hogy d? | (asbs —asbs)?.
(asbs — azba)® = (a3 + a3) (b3 + b3) — (asbs + azhs)® = (d” — ai)(d® — b) — aibi.
Ez pedig nyilvan oszthaté d?-el. Kozben kihasznaltuk, hogy a1b, + asby + asbs = 0,
illetve azt is, hogy af + a3 + a3 = b? + b3 + b3 = d°. O

Ezt az eredményt altalanositjuk majd a 4.1. Tételben tetszéleges dimenziora. Egy
masik bizonyitas olvashato Horvath Marton szakdolgozatdban [4], ami a haromdi-
menzios racsgeometriat hasznalja.
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Felmeriil a kérdés, hogy ha egy darab olyan egész vektort vesziink, aminek a nor-
méja egész, akkor az kiegésziil-e racskockava. Ehhez az alabbi segédtételt fogjuk
hasznalni:

1.4. Tétel [A pitagoraszi-szamnégyesek Euler-féle paraméterezése|. Tegyiik fel, hogy
a,b,c,d € 7, amikre (a,b,c) = 1 és a®> + b*> + ¢® = d?, tovabba a pératlan és d > 0.
Ekkor léteznek m,n, p, q egész szamok, hogy
a:m2+n2—p2—q2
b= 2(mgq + np)
¢ =2(—mp +nq)
d=m?+n?+p? + ¢
A tétel bizonyitasa elolvashatd Erdés Pal és Suranyi Janos szamelmélet konyvében
(|2], 7. fejezet), tovabba az [3] cikkben is, mi ezt most nem bizonyitjuk. Azonban
ennek segitségével belatjuk, hogy minden egész normajua egész vektornak van ikre,

és ebbdl az 1.3. Tétel segitségével kovetkezik, hogy minden ilyen vektor kiegésziil
racskockava (ez Sarkozy Andras eredménye).

1.5. Tétel. Minden egész normaji egész vektornak van ikre.

Bizonyitds. Legyen a kiegészitendd vektorunk (a, b, ¢). Foltehetd, hogy a koordinatak
legnagyobb kozos osztdja 1. Ekkor van koztiik egy paratlan legyen ez a. Ekkor az
1.4. Tételt alkalmazva

a=m?4n?—p:—g
b= 2(mq + np)
¢ = 2(—mp + ngq)
teljestil valamilyen m,n, p,q € Z-re. Ekkor az alabbi vektor ikre lesz (a, b, ¢) -nek:
(=2mq + 2np,m* — n® + p* — ¢*, 2mn + 2pq) .

Ez nagyon kénnyen ellenérizhets és ezzel az allitast igazoltuk. O

Szamos egyéb kérdés meriil fel viszonylag természetesen. Tudjuk-e valamilyen mo-
don paraméterezni az ikervektorokat? Egy vektornak hény ikre lehet? Meg lehet-e
valahogy ranézésre allapitani egy vektorrol, hogy van-e ikre? Ezekre az utols6 kivé-

telével (részben) ismert a valasz. Ezek az [3] cikk szerzdinek eredményei. Ezekrol
probalunk most némi képet adni bizonyitasok nélkiil.

1.6. Definici6. Egy ao+bi+cj+dk alaku kvaterniot Hurwitz-kvaternionak neveziink
ha a,b,c,d € Z és 0 = (1 +i+ 5+ k)/2. Jelolésiik E. Az a + bi + ¢j + dk alaka
kvaterniok az egész egyiitthatos, vagy Lipschitz-kvaterniok, ezek halmaza L.

Ezek az alapobjektumai az [3] cikknek. Ezek segitségével lehet paraméterezni a
haromdimenzios ikervektorokat. El&szor is rendeljiink hozza minden térbeli vektor-
hoz egy tiszta kvaterniot a kévetkez6 modon: (a,b,c) — ai + bj + ck. Most mar
kimondhatjuk a tételt.
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1.7. Tétel. Minden u,v € Z? ikerpar eldall (azka, azja) alakban ahol o Hurwitz-
kvaternio, z pedig Gauss-egész.

Ezt persze tgy kell érteni, hogy a tiszta kvaternionak megfelel6 haromdimenzios
vektorok lesznek ikrek és minden ilyen iker elgall ilyen modon.
Egy masik fontos tétel ebben a témakdérben az alabbi:

1.8. Tétel. Ha egy vektornak van ikre, akkor a norméajanak a négyzete eldall, mint
két négyzetszam Osszege.

1.9. Definicié. Egy M szam iker-teljes ha minden M hossznégyzetidi vektornak van
ikre.

1.10. Tétel. Egy négyzetmentes szam akkor és csak akkor iker-teljes ha a hossznégy-
zete felirhato két négyzetszam sszegeként, de harom pozitiv négyzetszam osszegeként
nem. Tovabba ha egy a szam iker-teljes akkor an® is az minden n € Z-re.

Egy hires szdmelméleti sejtésbdl kovetkezne, hogy az iker-teljes szdmok az alabbiak:
n?,2n?, 5n%, 1002, 13n%, 37n?, 58n?, 85n2, 130n> .

Zarasképpen megemlitjiik Sarkozy Andréas 1961-es eredményét, amelyre fent hivat-
koztunk, és amely lefrja a haromdimenzios racskockékat. Egy racskockat primitivnek
neveziink, ha az 6t alkotd vektorok koordinatéinak legnagyobb kozos osztoja 1.

1.11. Tétel. Minden primitiv racskockahoz léteznek m,n,p,q € Z szamok, hogy a
racskocka vektorai az alabbi matrix oszlopaibol megkaphatok oszlopcserékkel és els-
jelvaltoztatasokkal:

m? 4+ n? — p? — ¢* —2mgq + 2np 2mp + 2nq
2mq + 2np m? —n? +p? — ¢? —2mn + 2pq
—2mp + 2nq 2mn + 2pq m? —n? —p* + ¢*

Még szamos eredményrdl beszamolhattunk volna (példaul az ikrek szaméarol), ezek-
16l az olvaso tajckozodhat az [3] és [4] cikkekbdl.

2. Kvaterniok és a Cayley—Dickson-konstrukcio

Ebben a fejezetben megismerkediink azokkal a segédobjektumokkal, amiket késébb
hasznalni fogunk. Néhény fontos segédtételt is bizonyitunk.

A kvaterniok elég gyakran el6fordulnak a matematika kiilonb6z6 teriiletein, 6k a
legismertebb ferdetest. Emiatt szamos allitast ismertnek fogunk feltételezni (példaul
a norma multiplikativitasat). Miutdn a szorzas nem kommutativ, mar nem annyira
alapvetd szamelméletet nézni a kvaterniok korében. A kvaterniok szamelméletének
alapvets objektumai a Hurwitz-kvaterniok, amiket az elsé fejezetben mar definidltunk.
Az [3| cikkben szédmos allitas vonatkozik rajuk, ezek koziil néhanyat bizonyitunk most.
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2.1. Allitas. Legyen a € E és p € 7Z prim, amely nem osztéja a-nak. FEkkor o
felirhaté wo! alakban, ahol N(m) = p, és ez a w jobb-asszocialtsagtol eltekintve egy-
értelmi.

A m akkor és csak akkor p normaji balosztéja a-nak, ha w generatoreleme az (o, p),

jobbidealnak.

Bizonyitds. Az E gytrd jobb-euklideszi, ezért az R = («a,p), jobbideal féideal. Ge-
neratoreleme legyen m. Mivel o, p € R, ezért m balosztdja a-nak és p-nek is. Legyen
p = n7. Ekkor N(m)N(7) = p?. Ha N(m) = p?, akkor 7 egység, igy p asszocialtja -
nek, ezért p osztoja a-nak, ez pedig ellentmond a feltételiinknek.Ha N (7) = 1, akkor
m egység. Ekkor létezik 7, € E, hogy amy + p7o = 1. Ha ezt az egyenlGséget balrol
beszorozzuk @-val, akkor azt kapjuk, hogy p | @ és ebbdl kovetkezik, hogy p | «, ami
ellentmondés. A norma multiplikativitdsa miatt csak az lehet, hogy N(7) = p és ezt
akartuk igazolni. Az allitas megforditasa konnyen meggondolhato. 0

2.2. Allitas. Legyen 0,1, 7 € E és N(7) = p, ahol p egész prim. Ha 7 | T ésp | On,
de p nem osztéja 0-nak, akkor m | 1.

Bizonyitds. Az eléz6 allitdas miatt (p,0), = ()., ezért m1 = 61 + prp valamilyen
11,72 € E-re. Ebbdl kifolyolag 7 = 710n + Topn, tehat a feltétel miatt p | 7. Mivel
p =Tm, ezért w | n és ezt akartuk igazolni. 0

2.3. Definicié. Egy egész egylitthatos o = a + bi 4+ ¢j + dk kvaterniot primérnek
neveziink, ha

a—1l=b=c=d((2) ¢ a+b+c+d=14).

2.4. Allitas. Minden o € E-nek van egész egyiitthatos bal-, illetve jobbasszocialtja.
Ha N(«) paratlan, akkor pontosan egy primér bal-, illetve jobbasszociiltja van. A pri-
mér kvaterniok félcsoportot alkotnak a szorzasra. Raadasul, ha két primér kvaternio
hanyadosa E-ben van, akkor a hanydos is primér.

2.5. Allitas. Legyen a = a + bi + ¢j + dk egész egyiitthatés kvaternio.

(1) Létezik p € L, hogy a« = (1+14)3 < a=b (2) és ¢ = d (2). Hasonlo teljestil
1+ j-re és 1 + k-ra.

(2) Ha 8 | N(«), akkor o minden egytitthatéja paros.

(3) Ha N(a) =4 (8), akkor a = (14 1), ahol § € L.

(4) Ha N(«) = 2 (4), akkor létezik pontosan egy n € {1 + 1,1+ j,1+ k}, amire
a = nf valamilyen 3 € L-re.

Ez a négy allitas nagyon fontos lesz a kés6bbiekben, amikor a ortogonalis vektor-
parokat szeretnénk kiterjeszteni és megszamolni 4-dimenzioban. Szamos egyéb fontos
allitds mondhato el a Hurwitz-kvaterniokrol, ezekre majd csak hivatkozni fogunk.
Bizonyitasuk megtalalhato [3|-ban és [5]-ben.
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A Cayley—Dickson konstukci6. Az algebra egyik alapvets tétele a Frobenius-tétel,
ami azt mondja ki, hogy egy valosak feletti nullosztémentes, véges dimenzios algebra
izomorf a valés szamok, a komplex szamok vagy a kvaterniok algebrajaval. Itt mind-
harom feltétel nagyon sziikséges, azaz valamelyiket elhagyva mar nem igaz az allités.
Példéul ha a nullosztomentességet elhagyjuk, akkor egy jo példa az n X n-es méatrixok
algebraja. Egy burkolt negyedik feltételt is tartalmaz a tétel: a szorzas asszociativi-
tasat. Most egy olyan algebrat mutatunk elGszor be, amire ez mind teljesiil, kivéve a
szorzas asszociativitasa.

2.6. Definici6. Vegylink egy A algebrat. Az A x A-n definidlunk szorzast az aldbbi
modon: (a,b)(c,d) = (ac — d*b, da + bc*) és (a,b)* = (a*, —b) ahol a * egy involicid
az eredeti algebran. A kapott algebrat az A algebra megkettézésének nevezziik.

Altalaban a * a konjugalast jelenti az A algebran. Nézziink példakat! Ha A = R,
akkor a megkettézése C lesz. Ha A = C, akkor megkett&zésével megkapjuk a kva-
terniokat. Egy ilyen megkett6zés sordn az algebra dimenzidja is megkettézodik. Ha
az A nem kommutativ , akkor a megkettézése nem lesz asszociativ! Ha kvaterniok
algebrajat megkettdzziik, akkor kapjuk az ugynevezett Cayley-szdmokat (masnéven
oktoniokat). A Cayley-szamok szorzastablajat a negyedik fejezetben hasznaljuk majd
egy tetszbleges nyolcdimenzios vektor racskockava valo kiterjesztéséhez.

A Cayley-szamok algebraja nem asszociativ, de teljesiilnek az aldbbi gyengébb
azonossagok: z(yy) = (xy)y, z(xy) = (zx)y és (yx)y = y(xy). Belathato, hogy a
Cayley-szamok minden olyan részalgebraja asszociativ, amit két elem generél.

Egy Cayley-szam normajat hasonléan definidlhatjuk, mint a kvaternioknal, és a
norma itt is multiplikativ lesz. S6t ennél sokkal tobb is igaz:

2.7. Tétel. Legyen az A algebran adott egy euklideszi vektortérstruktira tgy, hogy
tetszoleges x,y € A esetén N(zy) = N(x)N(y). Akkor A dimenziészdma 1, 2, 4 vagy
8 lehet.

Tehat 1ényegében meg is adtuk a valdsak folotti normalt algebrakat. Ez az aldbbi
tételen mulik (lasd [6], 41.7. szakasz).

2.8. Tétel [Hurwitz-Radon|. Irjuk fel az n egész szamot n = (2a+ 1)2° alakban, ahol
b=c+4d és0 < ¢ < 3. Legyen p(n) = 2°+8d. Ekkor azon A; : R" — R" ortogonalis
leképezések maximalis szama, amikre A? = —I és A;A;+ A;A; = 0 pontosan p(n) — 1.

Az ilyen leképezések szaméanak vizsgalata nem természetellenes, ilyen leképezés
példaul 8-dimenzidban az 1,7, ..., h elemekkel val6 szorzas. Ennek tételnek amugy
szamos alkalmazasa van, mi is hasznalni fogjuk a negyedik fejezetben. Talan az egyik
legérdekesebb egy differencialtopologiai alkalmazas:

2.9. Tétel. Az S"! feliileten p(n) — 1 linedrisan fiiggetlen vektormez6 létezik.

A Cayley—Dickson-konstrukcié folytathatd tovabb is, tetszéleges 2-hatvany dimen-
zi6ig eljuthatunk, azonban ekkor méar elvész a szorzas nullosztémentessége is. A bazis-
elemek szorzastablaja megtalalhato példaul John W. Bales 2003-as cikkében, lasd [1].
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3. A 4 dimenzios eset

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk a 4-dimenziés esetet tobb szempontbol. Elgszor
megnézziik, hogy milyen vektorok egésziilnek ki rdcskockava, majd ugyanezt megnéz-
ziik a kettes és harmasikrekre. Végiil megszamoljuk az adott norméaju harmasikreket
és racskockakat. FEzen fejezet legfontosabb eszkozei a Hurwitz-kvaterniok lesznek,
amiket mar korabban bevezettiink.

3.1. Tétel. Legyen u € Z*. Ekkor u kiterjed racskockava.

Bizonyitds. Legyen u = (a,b,c,d). Ekkor az alabbi 4 vektor egy réacskockat hatéaroz
meg:

(a,b,c,d)
(b, —a,—d, c)
(¢,d, —a,—b)
(d,—c,b,—a)
Konnyen ellenérizhetjiik, hogy ez valéban racskocka. U

Azonban érdemes ezt egy matrix alakban folirni, ahol ezek a vektorok az oszlopok.

a b c d
b —a d —c
¢c —d —a b
d ¢ =-b —a

Ha itt az a-nak megfeleltetjiik az 1-et, a b-nek az i-t, a c-nek a j-t és a d-nek a k-t,
akkor éppen a kvaterniok béziselemeinek a szorzastablajat kapjuk.

3.2. Definici6. Két kvaterniot ikernek neveziink, ha mint négydimenzios vektorok
ikrek.

Innentdl kezdve az Osszes kérdést leforditjuk a Hurwitz-kvaterniok nyelvére és ezek
segitségével valaszoljuk meg 6ket. Mostantol ebben a fejezetben az ¢, 7, k kvaterniokat
nem irjuk vastag betiivel. Az elsd 1épés az alabbi lemma.

3.3. Allité_s. Az a és 3 kvaterniok akkor és csak akkor ikrek, ha egyenld a norméajuk
és aff = —Pa (vagy ami ezzel ekvivalens, aff = —fa).

Bizonyitdas. Legyen a = aq +ast +asj +ask és 3 = by +byi+b3j+bsk. Ekkor a3 valos
része a1b; — asby — aszbs — asby, azaz az a-hoz és (B-hoz tartozé vektorok akkor és csak
akkor ortogonalisak, ha a3 valos része 0 (vagy hasonléan af valés része 0). Viszont
egy kvaterni6 valos része akkor és csak akkor 0, ha a konjugaltja az ellentettje.  [J

3.4. Kovetkezmény. Ha v # 0, akkor « és § akkor és csak akkor ikrek, ha o~y és 3y
azok (illetve akkor és csak akkor ha ya és v[3 azok).

3.5. Allitas. Legyenek o, 3 € L ikrek és p € 7Z prim, ami osztja a kézos normat.
Ekkor létezik m € [E, aminek a normaja p és vagy kozos balosztéja, vagy kozos jobb-
osztéja a-nak és [-nak.
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Ez a lemma teszi lehet6vé az ikrek ,lebontasat”. Mivel egy egész vektort egy
Lipschitz-kveterni6 reprezental, figyelniink kell majd arra, hogy a 7 alkalmas asszoci-
altjat hasznaljuk.

Bizonyitds. Elszor belatjuk, hogy a-nak van egy p normajua m; balosztoja. Ha p | «
akkor ez vildgos, hiszen p = m7; minden p norméja m; € E -re. Ilyen elem pedig
a Lagrange-féle négy négyzetszam tétel miatt létezik. Ha a nem oszthatd p-vel,
akkor a 2.1. Lemma biztosit ilyen 7i-et. Hasonléan (-nak is van egy p normaja ms
balosztoja. Ugyanigy lathato, hogy a-nak és (-nak is van egy-egy p normaju ms és
4 jobbosztoja. Azt kell belatnunk hogy vagy m; és m jobbasszocidltak, vagy 3
és my balasszocialtak. A 3.3. Allitas miatt aﬁ = —fa. Tegyiik fel el6szor, hogy p
nem osztoja ennek a kvaternionak. A 2.1. Allitas egyértelmtségi részét hasznaljuk
aff = —fBa-ra, ekkor 7 és T _jobbasszociéltak és készen vagyunk.

Most tegyiik fel, hogy p | a3 = —Ba. Alkalmazzuk a 2.2 Allitdst a m = 73, 0 = @ és
n = B3 szereposztasban. Ekkor 73 | 3, tehat ms jobbosztoja B-nak és igy ismét készen
vagyunk. O

3.6. Allitas. Legyen (ay, ..., ay,) egy m-es iker és p € Z prim, ami osztja N(ay)-et.
Ekkor létezik egy olyan p normaju m € E, hogy m bal- vagy jobbosztéja minden
oy-nek.

Bizonyitds. A 2.1. Allitas miatt van ag-nek p normaja py jobbosztoja és m, balosz-
toja is. Ha p nem osztdja ay-nek akkor ezek lényegében egyértelmiiek, egyébként
tetszdlegesen valaszthatok. Emiatt feltehetd, hogy semelyik oy, sem oszthatod p-vel.
Tekintsiik a teljes grafot az {1,2,...m} halmazon. Egy (u,v) élt szinezziink Lila
szinnel, ha 7, és 7, jobbasszocialtak, és Rozsaszinnel, ha p, és p, balasszocialtak. Az
el6z6 allitas miatt minden élnek van szine. Kénnyen lathato, hogy mindkét szinosztaly
egy tranzitiv relaciot indukal és emiatt a graf minden éle ugyanolyan szint, és ezt
akartuk igazolni. 0

3.7. Tétel. Legyen (e4,...,e,) egy m-es iker, ahol mindegyik €, a kvaterniécsoport
egy eleme és ¢ = 1. Ekkor minden v, € E-re

C = (y&19,...,7emI)
egy m-es iker. Raadasul minden m-es iker megkaphaté ilyen alakban.

Bizonyitas. A tétel els6 fele kovetkezik a 3.4. Kévetkezménybdl. A megforditashoz
tegytk fel, hogy C' = (o, ..., an) egy m-es iker. Ha a 3.6-ot és a 3.4-et alkalmazzuk
sokszor, akkor azt kapjuk, hogy C' = (y&€16,...,7v6,9), valamilyen 7,0 € E és ¢ € E
egységre. Foltehets, hogy €1 = 1 (v helyébe yei-t rakunk). A 3.4. Kovetkezmény
kovetkezmény miatt ez egy m-es iker és az €1 = 1 feltétel miatt e, koordinétai egészek,
azaz a kvaternidcsoport elemei. 0]

Az el6z6 allitasban nem lattuk be, hogy ha az eredeti m-es iker egész egyiittha-
tos kvaterniokbol all, akkor v és ¢ is valaszthatd egész egyiitthatosnak. Ezért a
fenti felbontéson finomitanunk kell, amivel nemcsak azt tudjuk majd belatni, hogy
4-dimenzioban minden m-es iker kiterjed racskockava, hanem meg is tudjuk majd
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szamolni a racskockdkat. Ehhez visszavezetjiik a problémat arra az esetre, amikor a
kozos norma péaratlan.

3.8. Allitas. Legyen N = 2"D, aholn > 2 és D paratlan. Ekkor minden N norméju
me-es iker egyértelmtien irhaté ((144)" 13y, ..., (14+4)"13,,) alakba, ahol (51, ..., Bm)
egy m-es iker.

Bizonyitds. Trividlisan kovetkezik a 2.5. Allitasbol. U

3.9. Allitas. Legyen N = 2D, ahol D paratlan. Ekkor minden N normaji m-es
iker egyértelmiien irhaté (nf,...,nBn) alakban, ahol (fy,..., ) egy m-es iker és
ne{l+i1+71+k}.

Bizonyitds. Ismét konnyen kovetkezik a 2.5. Allitasbol. 0
3.10. Definici6. Jelolje f,,(N) az N norméaju m-es ikrek szamét.

Ekkor az elgbbi két allitas alapjan mondhatunk valamit errél az f,, fiiggvényral.

3.11. Kovetkezmény. Legyen N = 2" D, ahol D paratlan.
(1) Han > 2, akkor f,,(N) = f,(2D).
(2) Han =1, akkor f,,(N) = 3fn(D).

Tehéat most méar elég a paratlan norméaju ikreket vizsgalni. Legyen K = {1,4, j, k}.
Minden g € K-hoz definidlunk egy S, halmazt az alabbi modon:

Sy ={a1 +a;ji+a;j +apk € L | ay # ap, (2) minden h # g-re (ahol h € K).}

Vagyis példaul S; elemeinél ¢ egyiitthatdja paros és a tébbi egyiitthato paratlan, vagy
pont forditva. A furcsa jelolést az alabbi allitas indokolja.

3.12. Allitas. Legyenek o, § € I paratlan norméjiak és 20 = 141+ j + k.

(1) « és 8 is benne van valamelyik S,-ben. Ha ikrek, akkor nem lehetnek ugyan-
abban az Sg-ben.

(2) Ha N(a) =1 (4), akkor o € S, akkor és csak akkor, ha o = g (2) az L-ben,
akkor és csak akkor ha o = g (2) az E-ben.

(3) Ha N(«) = 3 (4), akkor o € S, akkor és csak akkor, ha o = 20 — g (2) az
L-ben, akkor és csak akkor ha o = 20 — g (2) az E-ben.

(4) Legyen o € Sy és 3 € Sy, ekkor af € Sy, ahol a * a K-n definialt szorzas
ami nem veszi figyelembe az elGjelet (azaz tulajdonképpen a kvaterniécsoport
azon faktorcsoportjat nézziik, ami izomorf a Klein-csoporttal).

(5) A primér kvaterniok Si-ben vannak. Ha « primér, akkor a3 és (3 ugyanabba
az Sg-be tartoznak.

Bizonyitds. Ha N(a) = 1 (4), akkor a-nak pontosan egy paratlan komponense van.
Ha N(a) = 3 (4), akkor a-nak pontosan egy paros komponense van. Tegyiik fel, hogy
a és 3 ikrek, és ugyanabban az S;-ben vannak. Ha N(a) = N(§) =1 (4), akkor a
megfelels vektorok skalaris szorzata paratlan, ami nem lehet, mert ortogonalisak. Ha
viszont N(a) = N(B) = 3 (4), akkor a megfelel§ vektorok skaléris szorzata szintén
paratlan, ami lehetetlen. Ezzel belattuk (1)-et. A tobbi allitas ellenérzését az olvasora
bizzuk. U
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Most megprobalunk kapcsolatot teremteni az m-es ikrek szama és a rendezett m-es

ikrek szama kozott. Ha (aq, ..., ay,) egy paratlan normaju m-es iker, akkor rendeljiik
hozza azt az egyértelmi (g1, ..., g,) sorozatot, melyre oy € Sy, minden 1 < ¢ < m-

re. Ezt nevezzik az m-es iker tipusdnak. Egy m-es ikert rendezettnek neveziink,
ha a tipusa (1), (1,7), (1,4,75) vagy (1,4,4,k) (az m-tdl fiiggden). A komponensek
permutacioja megdrzi az ortogonalitést és a norméat is. Ha (g1,...,9m) és (hy, ..., hp)
tipusok, akkor rogzithetjiilk K-nak egy permutaciojat, ami g,-hez a hy-et rendeli.
Ez a fix permutacié egy bijekciot indukal az Osszes vektoron, ami miatt egy adott
(g1, .-+, 9m) tipustt m-es ikrek szama nem fiigg (g1, ..., gm)-t6l. A lehetséges tipusok
szama m!(:l). Ebbél adodik a kovetkezs allités.

3.13. Allitas. Legyen N pératlan. Ekkor f,,(N) = m!(fn)M, ahol M a rendezett
N-norméajii m-es ikrek szama.

3.14. Allitas. Legyenek v,6 € E primér kvaterniok, és ¢, = £1, €5 = +i, e5 = %7,
¢4 = +k. Ekkor

C = (ye10,...,7Em9)
egy m-es iker. Megforditva, minden paratlan normaji rendezett m-es iker megkaphato
ilyen médon.

Bizonyitds. Mivel y és § primérek, ezért C' = (ye16,...,7e,0) rendezett a 3.12. Al-
litas miatt. A megforditashoz tegyiik fel, hogy C' rendezett. Alkalmazzuk sokszor a
3.6. Allitast, csak arra figyeljiink, hogy minden lépésben 7 primér kvaternio legyen.
A 3.12. Allitas garantalja, hogy egy rendezett racskockat kapunk a 7 kihtizasa utén is.
A végén egy olyan C' = (v£19,...,7,0) reprezentaciot kapunk, ahol v és § primeér.
Mivel (ey,...,&,) rendezett, ezért azt kapjuk, hogy e; = £1, ey = +i, €3 = =+,
Eq = +k. O

Az alabbi kovetkezmény a 3.7. Tétel keresett finomitasa, ami nyilvanvalé a 3.8.,
3.9. és a 3.14. Allitasok miatt.

3.15. Tétel. Minden egész egyiitthatos kvaterniokbol all6 m-es iker megkaphato
C = (y&19,...,7em9)

alakban, ahol mindegyik €, a kvaterniécsoport egy eleme, és v valamint § is egész
egylitthatos.

3.16. Kovetkezmény. Minden m-es iker kiterjed racskockava 4-dimenziéban.

Bizonyitds. Legyen C' = (y€16,...,7v€,0), mint font (ahol m < 4). Ekkor (e1,...,6n)

kiterjed egy (e1,...,Em+1) m + 1l-es ikerré (a megfelels egységkvaterniot vagy annak
az ellentettjét veszem). Igy C' = (€19, ..., vem10) egy m+ 1-es iker. Ezzel az allitast
igazoltuk. 0

Itt érdemes egy pillanatra megallni. Belattuk, hogy akarhogyan vesziink egy egész
vektorhoz mohon egy ikret (illetve vektorparhoz egy 3-adikat) mindig ki tudjuk Sket
egésziteni racskockava. Véleményem szerint ez egy igencsak meglepé allitas, érdekes
kérdés, hogy rendelkezik-e més dimenzié még hasonl6 tulajdonsaggal?
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Most ratériink a leszamlalasi tétel bizonyitasara. Ehhez a 3.14. Allitasban adott
felbontés egyértelmiiségét kell megvizsgalnunk.

3.17. Lemma. Tegytiik fel, hogy 71001 = 726002 teljesiil { = 1,2-re, ahol €, egység,
tovabba N(7101) = N(7202) # 0. Ekkor F1ys felcserélhets €125-vel.

A lemma bizonyitasat az olvasora bizzuk. Emlékeztetjiik az olvasot, hogy egy m-es
ikret primitivnek, neveziink, ha a 4m komponensnek a legnagyobb kozos osztoja 1.

3.18. Tétel. Tegyiik fel, hogy C = (716101, ...,71Emd1) = (7126102, ..., Y2Emd2) gy
me-es iker két reprezentacioja a 3.14. Allitas szerint, és m > 3. Ha -y, és 7y, primitivek,
akkor v1 = 7, és 01 = 0. S6t, C' akkor és csak akkor primitiv, ha v, és §; primitivek.

Bizonyitds. A 3.17. lemma miatt 717, felcserélhets €185 = +i-vel és £183 = +j-vel
is, tehat d = 77y, valds. Mivel 7, és o primérek, ezért d egész szam. Tudjuk, hogy
dvy = N(v1)y2. Ha v és 7o primitivek, akkor vegyilik az az el6z6 egyenletben a két
oldal egyiitthatoinak a legnagyobb kozos osztojat. Azt kapjuk, hogy d = £N(v;) és
emiatt 7, = £v5. De ez két primér kvaternio, ezért egyenlGek. Igy V1€101 = Y2109,
amibdl 51 = 52.

Legyen C' = (716161, ...,71Em01), ahol 7y és 07 primitivek. Indirekten tegyiik fel,
hogy C' nem primitiv. Legyen n > 1 egész szam, ami minden C-beli vektort oszt
és tekintstik C/n = (16161 /n, ..., 716md1/n)-et. Ez nyilvan egy m-es iker tehat van
egy C/n = (736103, ...,73Emd3) alaka reprezentacioja. Legyen 73 = dy, ahol 7
primitiv és primér (azaz d pozitiv egész). Ekkor C-nek van egy maésik reprezentaci-
6ja: C = (y9e1(nd)ds, . .., y2em(nd)d3). Itt (nd)ds is primér, hiszen nd pozitiv egész.
Az el6z6 bekezdésben belatott egyértelmiiség miatt §; = (nd)ds, ami ellentmond d;
primitivségének. 0

3.19. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy n > 3 és N paratlan. Ekkor a rendezett N
norméju primitiv m-es ikrek szama:
k(N) =2m> " h(d)h(N/d),
d|N
ahol h(d) = d[],(1+1/p), és p a d pozitiv primosztéin fut.
Bizonyitds. Ismert, hogy h(d) éppen a d norméju primitiv, primér kvaterniok szama.
Alkalmazzuk az el6z6 tételt és legyen d = N(v1). Ekkor N(§,) = N/d. Ezt a

két kvaterniot h(d)h(N/d)-féleképpen véalaszthatom és d az N-nek tetsz6leges osztoja
lehet. Végiil pedig 2" lehet6ség van az €4, ..., &, elGjelének a megvalasztasara. [

3.20. Tétel. Ha g(n) = f4(N)/384, akkor g multiplikativ szamelméleti fiiggvény,
aminek a primhatvany helyeken vett helyettesitési értéke a kovetkezo:

(1) g(2") = 3 minden n > 1-re.

(2) Ha p paratlan prim és n > 1, akkor

(") = (n+Dp"(p* = 1) = 20" — 1)

(p—1)2
Emellett f3(N) = f4(N)/2.




KOCKARACSOK 12

Bizonyitds. Legyen N = 2" D, ahol D paratlan. A 3.11. Kovetkezmény miatt n > 2
esetén fy(N) = 3f4(D). A 3.13. Allitas miatt fy(D) = 24M, ahol M a d norméaji
rendezett m-es ikrek szama. Végiil minden rendezett m-es iker egyértelmien irhato
C = cC" alakba, ahol ¢ pozitiv egész, C’ pedig primitiv. Nyilvan c | D?, ezért

M =Y " k(N/c*)

c2|N

ahol £ a 3.19-ben definialt fiiggvény m = 4 esetén. Emiatt

f1(D)=(16-24)> " Y~ h(d)h(N/(*d)) .

2N d|(N/c?)

Ismert, hogy multiplikativ szamelméleti fliggvények konvoltcidja is multiplikativ. Mi-
vel h nyilvan multiplikativ, ezért k/16 is az, mert az éppen h-nak az 6nmagéval vett
konvolucidja. A négyzetszamokhoz 1-et, a tobbi szamhoz nullat rendels fliggvény
is multiplikativ, ezért a fonti dupla szumma (ami éppen fy(D)/384) is multiplikativ
paratlan D-re. Végiil a bizonyitas elején tett megjegyzések miatt fy(IN)/384 is mul-
tiplikativ minden pozitiv egészre. A fenti bizonyitasbol nyilvanval6an latszik, hogy
n > 2-re f4(2") = 384 - 3. Ha p paratlan prim, akkor a tételbeli formula eléallitasa
egyszerd rutin szamolassal mar levezethets. Ezt az olvasora hagyjuk. 0J

Ezzel elérkeztiink a fejezet végére. A 4-dimenzios esetet 1ényegében teljesen leren-
deztiik, a 2-es ikrek szamat leszamitva, ez tovabbra is nyitott. Esetleg érdemes még
azon elgondolkodnia az olvasénak, hogy miként lehetne egy 2-es ikernek megtalalni
a racskockava valo kiterjesztését polinom id6ében (persze ennek egyeldre tudtommal
nincsen semmilyen alkalmazésa).

4. Mi a helyzet magasabb dimenziéban?

Magasabb dimenziéban sok nyitott kérdés van. Nem ismert, hogy n-dimenziéban
milyen k-as iker terjed ki racskockava. Ebben a fejezetben a k =1ésak =n—1
esetekkel fogunk foglalkozni. A & = n — 1 esetben belédtjuk, hogy minden k-as iker
kiterjed racskockava paros dimenzidoban és minden egész hosszu k-as iker kiterjed
racskockava péaratlan dimenzioban (ahogy azt lattuk n = 3 és n = 4 esetén). Fontos
megjegyezni, hogy paratlan dimenzioban csak olyanok lehetnek eleve a racskockak,
hogy az élhosszuk egész, ennek a bizonyitasat lattuk mar az els6 fejezetben (ugyanaz
a bizonyitas miikodik minden paratlan dimenzi6 esetén). Ezért paratlan dimenzioban
az a feltétel, hogy a hossz egész szam legyen, sziikséges a kiterjeszthetGséghez.

4.1. Tétel. Ha n paros, akkor minden n — 1-es iker kiterjed racskockava. Ha n pa-
ratlan, akkor minden egész hosszi n — 1-es iker kiterjed racskockava.

Bizonyitds. Legyen (vq,...,v, 1) egy n — l-es iker és L az az n X (n — 1)-es mét-
rix, aminek oszlopai rendre v1,...,v,_1. Ekkor LTL = NI,_;, ahol I,, az n X n-es
egységmatrix. A Cauchy-Binet formula miatt

det(Ly)? + -+ det(L,)*> = N" 1,
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ahol L; az i-edik sor elhagyésaval keletkezett almatrix.

Legyen M; = (—1)"""det L;. Vegyiink L-hez hozza még egy utols6 oszlopot, aminek
a koordinatai M;/N"2/2. A kapott métrixot nevezziikk K-nak. Ekkor K oszlopai
paronként ortogonalisak a Laplace-kifejtés miatt. Igy KTK = NI,. Legyenek L
sorai si,...,S,. Tekintsiik s; onmagaval vett skalarszorzatat. Ez egy egész szam és
N—M?/N"%.vel egyenls. Emiatt N"=2 | M;. Tehat han paros, vagy N négyzetszam,
akkor K utolso oszlopanak elemei egész szamok, s ezt az oszlopot hozzavéve az n — 1
vektorhoz egy racskockat kaptunk. U

Most ratériink a k = 1 esetre. A 3.1. Tétel mintdjara a nyolcdimenziés esetben is
kaphatunk kiterjesztést, csak most a kvaterniok helyett a Cayley-szamok szorzéastab-
lajat kell haszndlnunk. Egy ilyen kiterjesztés példaul a kévetkezs:

b c d e f g h
—a d —c f —e —h g
—d —a b g h —e —f

c —-b —a h —g [ —e
—f —g —=h —a b ¢ d

e —h g —-b —a —d c
h e —f — d —a —b
—-g f e —d —c b —a

SR 0O QO R

Megmutatjuk, hogy hasonl6 kiterjesztés csak 1, 2, 4, illetve 8-dimenzidéban lehetséges.

4.2. Definicié. Az n x n-es M métrixot permutdcios kockdnak nevezziik, ha M M7
skalarméatrix, és M barmelyik sora megkaphato6 az elsd sorboél gy, hogy annak elemeit
permutaljuk és elGjelezziik. Az dltaldnos permutacios kocka egy olyan permutéacios
kocka, melynek els6 sordban paronként kiillonb6z6 hatarozatlanok allnak.

A fenti 8 x 8-as matrix tehat altalanos permutacios kocka, melynek a bal felsd
sarkaban lathato 4 x 4-es, 2 X 2-es és 1 X 1-es részmaétrix is az.

4.3. Tétel. Altalanos permutéciés kocka pontosan az 1, 2, 4, 8 méretekben létezik.

Bizonyitds. Legyen az M altalanos permutacios kocka els6 sora (xy,...,z,). Ha az
M sorait permutaljuk és egyes sorokat —1-gyel megszorzunk, akkor M tovabbra is
altalanos permutacios kocka marad, de elérhetjiik, hogy hogy M f&atlojaban végig 1
alljon. Jeldlje z; A; azt a métrixot, amit M-bdl ugy kapunk, hogy minden z; helyébe
nullat irunk, ha j # ¢. Nyilvan M = 1A + ... + 2, A, és Ay = [,,. A feltétel szerint

ij=1
ahol X egy polinom. Az elsé sor elsé elemét megnézve kapjuk, hogy A\ = a3 +... +22.
Innen z; helyébe 1-et, a tobbi ; helyébe nullat frva az adodik, hogy A;AT = 1,,. Az
z;x; egyiitthatojat vizsglva A;AT + A;AT = 0 adodik minden i # j-re. Ha i = 1,
akkor innen AJT = —A;j, vagyis j > 2 esetén A; nemcsak ortogonalis, hanem ferdén
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szimmetrikus is, és igy A? = —A;(-4A) = —AjA? = —1I,. Hai,j > 2, akkor a fenti
egyenlethb6l —A;A; — A;A; = AZAJT + A;AT = 0.

A 2.8. Hurwitz-Radon-tétel tehat alkalmazhato, és azt adja, hogy p(n) > n. A tétel
jeldléseivel igy 2¢ + 8d > (2a + 1)2¢+44 > 2¢16¢. Innen nyilvan d = 0, és akkor a = 0,
vagyis n tényleg csak 1, 2, 4 vagy 8 lehet. 0

Elemi csoportelméleti megfontolasokkal konnyen adodik, hogy az M; matrixok egy
extraspecialis 2-csoportot generalnak. Igy azt, hogy az n szam 2-hatvany, konnyd
belatni a topologiai apparatus nélkiil is.
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