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Bevezetés

A szakdolgozatnak célja Osszefoglalni néhany racselmélettel kapcsolatos
eredményt. Maga a racs, melyet altalaban , L™-el (Lattice=Racs) jeloliink,
definicié szerint az ,n” dimenzios valés térnek egy diszkrét additiv részcso-
portja. Méasképpen megfogalmazva néhany fiiggetlen vektor egészegyiittha-
tOs linearis kombinacidinak halmaza. Ezen vektorok altal alkotott rendszert
a racs bazisanak nevezziik. Mint most is, ezentul is vektorrendszer alatt
kizdrolag rendezett halmazra fogunk gondolni. Egy racs bézisanak vekto-
rai tetszéleges SO, (Z)-beli transzformacié hatasara ugyanannak a racsnak
bazisaba mennek at, a fogalom tehat korantsem egyértelmid. A felmeriils
problémék vizsgalatakor legtobbszor olyan bézist keresiink majd, melyben
az adott racsnak egy bizonyos tulajdonsiga viszonylag atlathato.

Természetesen felmeriil a kérdés, hogy milyen hossza a legrovidebb nem-
0 vektora egy racsnak. Erre a Minkowski-tétel ad becslést, viszont nem
ad konkrét rovid vektort. Kérdés marad, hogy van-e polinomialis idejd al-
goritmus, ami megadja a racs legrovidebb vektorat. Ez az egyik alapvets
probléma, az SVP.(Shortest Vector Problem) mely a kérdés egyszertiségének
ellenére meglep&en nehéznek bizonyul: egy sor allitas all rendelkezésre, mely
kiilonboz6 feltételek melletti NP-nehézségét bizonyitja a problémanak. A
legrévidebb vektor hosszat a tovabbiakban A (L)-lel jeloljiik majd.

A kérdés 2-dimenzios esete mar Gauss szamara is felmeriilt, aki teljes-
séggel megoldotta a problémat: az euklideszi algoritmus altalanositasanak
tekinthetd algoritmust adott, mely megtalalja a legrévidebb vektort. A vég-
eredményként kapott bazist Gauss-redukaltnak nevezziik. Ez vazlatosan sze-
repel is az els6 fejezetben. Harom dimenziéra még mindig atjatszhato na-
gyobb nehézségek nélkiil a két dimenziés béazisredukeio.

Magasabb dimenziokban a Lovasz Laszl6, Arjen Lenstra és Hendrik Lenstra
altal 1982-ben adott LLL-algoritmusnél nem ismert lényegesen jobban koze-
lit6 modszer. Latni fogjuk, hogy ennek ellenére a futésidejének polinomiali-
tasa egy folyamatosan csdkkend potencial bevezetésével konnyen levezethetd.

A probléma bonyolultsdgat mutatja, hogy ez is a dimenziéban exponencia-



lis hibakonstanssal dolgozik, mégis a gyakorlatban igen jol hasznalhatéonak
mutatkozik.

[2]-ben t6bb példa is meg emlitve van az algoritmus felhasznalasara. Egy
egyszeriibb ilyen feladat példaul a szimultan approximécié, aminek lényege,
hogy adott (az algoritmikusan kezelhetGség miatt racionalis) szamokat egy-
szerre ,,¢”-nal jobban kozelitsiink minél kisebb k6zos nevezgjii tortekkel. Al-
kalmazhato a nyilvanos kulcsi RSA kodolas feltorésére is (természetesen csak
nagyon erés plusz feltételek mellett).

A kovetkez6 fejezetben megvizsgéljuk, hogy milyen kozeli racsvektort tu-
dunk adni egy adott tetszdleges vektorra a Lovasz-redukalt bazis segitségével.
A legkozelebbi racsvektor keresésének probléméjat nevezziik CVP.(Closest
Vector Problem)-nek. Ezek utan az alapvetd racselméleti problémak bonyo-
lultsagelméleti nehézségérsl tesziink néhany emlitést.

A primfaktorizacioval foglalkozo fejezet [4] nyoman egy kisérleti leheto-
séget mutat egy adott nagy szadm nem-trivialis szorzatta bontasara. Ennek
alapja az ott részletezett Schnorr-algoritmus, aminek mitikodéséhez sziiksé-
ges inputot primracsokban keresett révid, illetve kozeli vektorok segitségével

probaljuk biztositani.

1. RaAcsalgoritmusok

1.1. Definicidok

Racsnak neveziink R™ egy fiiggetlen vektorrendszere altal kifeszitett ad-

ditiv részcsoportot:

1.1.1. Definicié. Legyenek by, bo, ..., b, € R™ linedrisan figgetlen vektorok

ekkor
L (by,bs,... by) = {Z Aibi [Vi N € Z}
i=1
Itt ,n-et a rdcs rangjanak, ,m™-et a dimenzidjanak, by, bo, ..., b, veklorokat

pedig a bdzisanak nevezzik.



Vegyiik észre, hogy egy adott racsnak tobb bézisa is lehet. A bazisvek-
torokbol (mint oszlopvektorokbodl) allo n x m-es matrixot jeloljik B :=
[b1,D,,...,b,]-vell Nem fog félreértésekhez vezetni ha magat a bazist is egy-

szerien B-vel jeloljiik. Sziikségiink lesz még egy fogalomra, a racs determi-

nansara.

1.1.2. Definicié. Az L rdcs determindnsdnak a bazisvektorai dltal meghatd-
rozott Gram-mdtriz determindnsdnak gyokét nevezzik: det (L) := \/det (BT B)

Ez az érték megegyezik a bazisvektorok altal kifeszitett {d ), \;ib; [Vi \; € [0,1)}
(n-dimenzi6s) parallelepipedon, az tgynevezett alap blokk térfogataval. Mi-
vel a racs maga mindig benne van egy n dimenzios altérben, ezért nyugodtan
attérhetiink az tigynevezett teljes rangu racsok vizsgalatara, ahol a dimenzié
és a rang megegyezik. Ilyen racsoknal a determinans egyszertibben felirhato:
det (L) := |det (B)|

Felmeriil a kérdés, hogy ez a determinans val6ban a racsra jellemz6 mennyiség-
e, vagy esetleg fiigghet a bazisvektorok valasztasatol. Legyen B és B’ két
kiilonb6z6 bazisa a racsunknak. FEz azt jelenti, hogy elemeik kolcsondsen
felirhatok a masik elemeinek egész egyiitthatos linearis kombinaciojaként.
Vagyis matrixokra attérve 3T € Z"*" BT = B" & B'T™' = B Mivel
itt T és T—! is egész szamokbol all, determinansuk is egész lesz, és tud-
juk roluk, hogy reciprokai egymésnak. Kovetkezésképp detT' = +1, tehat
|det (B)| = |det (B’)|, amivel megvan az egyértelmiiség.

1.2. Gram-Schmidt ortogonalizacid, gyenge redukcié

Ismert a Gram-Schmidt ortogonalizacios eljaras, melynek lényege, hogy
az adott by, bs, ..., b, bazisbol olyan meréleges b7, 03, ..., b vektorokat csiné-
lunk, melyekre igaz, hogy Vi bf —b; € (by,ba,...,b;—1). Ekkor az eredeti
bazisvektorokat felirhatjuk

i—1
j=1



alakban, ahol a 7; ; (i > j) Gram-Schmidt egyiitthatok a kovetkezGek:

_ by (bib])

- 2
*
bj

T )

1777

Kiterjesztjiik a ,,pu” egyilitthatok indextartomanyat a kévetkez6 modon:

1 Jhai=j
Hiyj = o
’ 0 yhai < g

Ekkor felirhatjuk a kévetkez6 métrix egyenletet: B* -G = B, ahol G a p;;
egylitthatokbol kapott matrix. Kénnyen meggondolhato, hogy mind G, mind
G~ olyan fels6haromszogmatrixok, melyek f6atlojaban mindenhol egyes van.

A kovetkezGkben kiilonb6z6 olyan megkéotéseket probalunk tenni bazi-
sokra, melyek segitenek attekinthetévé tenni a rdcsban 1évs vektorokat. Egy
dimenzidban a béazisunk elGjel erejéig meghatarozott. Két dimenzioban defi-

niadlhatjuk a Gauss-redukaltsagot a kovetkezGképpen:

1.2.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy a by, by bdzis Gauss-redukdlt, amennyi-
ben ||b1|| < ||b2l|, valamint 0 < poq < 1/2

Ez a definicio azért kényelmes, mert van gyors (és egyszerti) algoritmus ilyen
bazis elgallitasara. Koénnyen meggondolhato, hogy b; legrovidebb vektora

lesz a racsnak: by-nek az abran a satirozott teriiletbe kell mutatnia.

AR
/




Magasabb dimenziékban nem ismert ilyen erGs és algoritmikusan polino-
mialis id6ben megvalésithato feltétel. A kovetkezd definiciot az alapjan az
észrevétel alapjan vezethetjiik be, hogy két dimenzidban a Gauss-redukaltsag
ereje abban rejlett, hogy a vektoraink egymasra 7/3 és 7/2 kozotti szoget
zarnak be benne. Ennek kiterjesztéseként altaldban azt kdveteljiik meg, hogy
paronként a bazisvektorok egymasra a ,lehetd legmerdlegesebbek” legyenek

egymasra.

1.2.2. Definici6é. Egy b1, bs,...,b, € R"bdzist gyengén redukdlinak neve-
ziink, amennyiben a Gram-Schmadt egyiitthatok kielégitik az aldabbi feltételt:

|| < 1/2, aholl1 <j<i<n

A feltételnek eleget tevs bézis szintén polinomidlis id6ben talalhato egy egy-

szer( algoritmussal.

1.2.3. Algoritmus. [lterdljuk ezt az egy lépést:
Ha nincs olyan (i,j) pdr, melyekre |p; ;| > 1/2, akkor ledllunk. Egyébként

2

pedig vegyik azt a pdrt, amelyikre 2”7 a legkisebb ilyen, és ezen belil 77

maximalis. Erre az ,i-re és ,j"-re:

bi == b; — [piz] - b

1.2.4. Allitas. Ez az algoritmus polinomidlis idében véget ér, és gyengén

redukdlt bazist hagy végeredményiil tetszdleges input bdzis esetén.

Bizonyitas. Az output redukaltsaga trivialis, amennyiben az algoritmus
tényleg lefut. Ehhez azt fogjuk belatni, hogy egy lépésben egy egyiitthatot
legfeljebb 1/2 abszolat értékiire allitunk, és a korabban kijavitottakat nem
rontjuk el. Mivel by,0bq,...,b;—1, valamint b7,03, ..., binem viltoznak az el-
jaras soran, ezért az ,i"-nél kisebb els§ indexti Gram-Schmidt egyiitthatok
szintén valtozatlanok lesznek. A kérdés, hogy mi torténhet egy p; , szimmal,
ahol 7 < k < 1.

(03, b}.) (b — i) - by, bF) (bi, by)

!
* {0y, by (b, 0% (by, bF) ’

<bj7 bl:>
(b, O3




Itt a bal oldali 6sszeadand6 maga i, a jobboldali a j < k feltétel mellett
0, tehat

M = Hik
(0:67)

{o5.07)

7 =k esetben = 1-bdl azt kapjuk, hogy

i = lpig — il < 1/2

1.3. Az LLL algoritmus

A Lovasz-redukaltsag el6tt vezessiink be egy jelolést: adott by, bs, ..., b, €
R™ bazis mellett barmely a € R™ vektor felbonthaté6 a = a; + as vektorok
Bsszegére gy, hogy ay € (by, by, ..., bis1) & as € (by, by, ... bi_1)", mivel

ezek direkt kiegészit6 alterek. Ekkor jeldlje a (7)” az as komponenst!

1.3.1. Definicié. Egy by,by, ..., b, € R" bdzist Lovdsz-redukdltnak neve-

ztink, ha eqyrészt gyengén redukdlt, mdsrészt
4
16 (0) ] < 3 l1bisa @*  aholl<i<n

A Gram-Schmidt ortogonalizacional felirt egyenletekbdl itt

biy1 (i) = by + piy1,ib;

1.3.2. Allitas. Legyen by, by, ..., b, € R" Lovdsz-redukdlt bdzisa az L rdcs-

nak. FEkkor teljesiil az aldbbi hdrom dllitds:
(1) bl <2920 (L)

(2) Il < 20D/ det (L)

(3) H Ib:]| < 2(2)72 det (L)

1.3.3. Megjegyzés. Itt az elsd dllitasban szerepld 2"=1/2 eqyiitthatd o di-
menzioban exponencidlis hibakonstans. Meglepd, hogy ennek ellenére az algo-
ritmus jol haszndlhatd. A harmadik dllitds azt fejezi ki, hogy a célunk, neveze-
tesen, hogy minél merdlegesebb bdzisvektorokat taldljunk, mennyire van bizto-

sitva: a bal oldal minél kisebb. Idedlis esetben, vagyis ha a vektorok pdronként
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merdlegesek eqymdsra, természetesen ez pont a determindnssal eqyenld. It

eqy 2(3)/2_¢s hibataggal tudunk becsiilna.

Bizonyitas.Legyen by, bs, ..., b, € R" Lovasz-redukalt béazis! Ekkor teljesiil
az alabbi egyenl&tlenségrendszer

4 4

1
Io31* < bi‘HH g 0717 < H%H +5 15717

Innen atrendezéssel adodik az aldbbi egyenl&tlenség:

b:+1 + fit1,ib; ||

611> < 2 [b |

Amibél indukciéval lathato, hogy
* 12 i— *
o1 = [o31* < 27 1o

A bizonyitas soran csak ezt fogjuk kihasznalni, mint tobbletet a gyengén
redukaltsaghoz képest. Az eredeti felirds majd az algoritmus 1épésszaménak
ellenérzésénél lesz kényelmes. Ezeket az egyenlGtlenségeket Gsszeszorozva

1=1,...,nre
b < 205 H 16717 = 203) det (L),
ami bizonyitja (2) allitast. A (3) bizonyitasahoz elég belatnunk, hogy
o] < 27167 ]

Ezek szorzata adja az allitast. Ez ¢ = 1-re trivialis, nagyobb indexre pedig

miikodik a kovetkez§ érvelés:

i—1 i—1
* * |12 2 * |12 1
b; +Zum i :HbiH + ) u < [165]] +ZZ

j=1 Jj=1

1—1
1 . .
<[(1+-= §2ﬂ < 21y
a ( +4 <j=1 )) B HbZH

Hogy a legrévidebb vektor hosszara also becslést adhassunk, elGszor be-

lo]I* =

'

latjuk a kovetkez6 lemmat:



1.3.4. Lemma. A szokdsos jeldlések mellett

A(L) = min {|[b7]|}

T 1<ikn

Bizonyitas.(lemma)Legyen b € L tetszbleges nem-0 racsbeli vektor. Ekkor

k
b= A
i=1
valamely Aq,..., A\ € Z szamokra, ahol k < n és Ay # 0. Masrészt ugyanez

a vektor felirhato az ortogonalizalt bazisban is

k
b= N
=1

alakban, ahol a legnagyobb indext egyiitthatokra teljesiil, hogy A\, = A, (az
egyiitthatomatrix G~! inverzének az ortogonalizacionil megemlitett tulaj-

donsagaibol latszik). Igy felirhato, hogy

k
ol =D A2 16 1% = A2 M1og]* = 1o

=1

ami bizonyitja a lemma allitasat.
Ezzel
2 . i—1 %12 n—1 . %12 n—11\2
< ; < ) <
[Ball™ < min {27077} < 277 min {077} < 277N (L)

Ahonnan végiil gydkvonassal kapjuk az (1) allitast.

1.3.5. Algoritmus. (Lovdsz-Lenstra-Lenstra)Az algoritmusban két lépést haj-
tunk végre felvdltva: Az elsében az aktudlis bdzisunkat dtalakitjuk gyengén-
redukdlttd az eldzdekben tdargyalt modon. A mdsodikban, ha taldlunk két szom-
szédos indextd bdzisvektort, mely megszegi a Lovdsz-redukdltsdag feltételét, ak-

kor ezeket felcserélyiik.

1.3.6. Allitas. Legyen a by, bs, ..., b, € Q" bdzis dltal generdlt rdcs L. Ekkor

az LLL algoritmus polinomidlis 1dében elddllit eqy Lovdsz-redukdlt bazist.

9



Bizonyitas.Nyilvanvalo, hogy amennyiben az algoritmus valéban véget ér,
egy Lovéasz-redukalt bazist ad.
Az algoritmus lépésszamat egy egyszerii potencialfiiggvény bevezetésének

segitségével fogjuk feliilr6l becsiilni.

D (b17 b2a s >bn) = H Hb;aniZ
i=1

Ez a potencial felirhat6 az aldbbi modon is:

n—1
D (by,ba, .., by) o= [ [ det (L (b1, ba, .., by))
=1

Feltehetjiik, hogy a kiindul6é béazisvektoraink koordinatii egészek: ha nem
azok, akkor felszorzunk a nevezék legkisebb kozds tobbszorosével. Vegyiik
észre, hogy ekkor az algoritmus végig egész-koordinatas bazisokon mozog. Ha
a jobb oldalon szerepl6 racs bazisidhoz tartoz6 méatrixot B;-vel jeloljiik, akkor
a determinans definiciojaban szereplé Gram méatrix Z*“-beli lévén pozitiv

egész determinénsi, kovetkezésképp

det (L (bl,bQ,. . ,bz)) = \/det (BZTBI) Z 1

minden i-re, azaz a potencial fiiggvény is mindig > 1 lesz. Mivel az elsé 1é-
pésiink fixen hagyja az ortogonalizalt vektorokat, a potenciél csak a masodik

lépés soran valtozhat, mégpedig a kovetkezé modon csckken:

1.3.7. Lemma. Ha alkalmaznunk kell a mdsodik [épést, azaz akad két vektor
a bdzisban, melyek sértik a Lovdsz-redukdltsdg feltételét, akkor ezek megcse-
rélésének hatdsdra az uj D' = D (by, ..., bi—1,bi41,bi, i, ..., by) potencidlra

D’ V3
DS

Bizonyitas.(lemma)Legyen b;és b, 1melyekre sériil a feltétel:

: 4 .
b3 I > 5 i ()P

A Gram-Schmidt ortogonalizalt vektorok koziil csak az i-edik és i+1-edik
valtozik. b; (1) és by (7)vektorok altal bezart szoget jeloljiik ,,a”-val. Ekkor

10



a potencilok hanyadosa

D biga (D))" 1i (6) - sina|"TT0 b ()] - \/§
a 4

D b @I b (8) -sinal ™ [ G

Adjunk becslést az algoritmus 1épésszamara a lemma segitségével!  |h”

lépés utan:

h h )
LS Dt 1) < (?) Db b) < (?) (s (1013

1<i<n

Ennek logaritmusat véve:

1 n
s g () o flos o}

2. Bonyolultsagelméleti vonatkozasok

2.1. CVP: Egy masik alapvets racselméleti probléma

Ebben az alfejezetben azt vizsgaljuk, hogy az LLIL-algoritmus hogyan tud
segiteni egy adott vektorhoz egy adott racsban viszonylag kozeli vektorok
keresésében. A ténylegesen legkdzelebbi vektor megtalalasanak problémajat
nevezzitk CVP.(Closest Vector Problem)-nek.

Nevezziik el a B bézis vektorai altal kifeszitett origoba tolt centrumi
parallelepipedont:

P(B) = {i b Wi A € [—%%) }

Ekkor kénnyt meggondolni, hogy mind P (B) + L (B), mind P (B*) + L (B)
egyrétiien fedik le R"-t. Ebbdl kifolydlag tetszéleges ¢t € R™ vektorra ¢ +

P (B*) pontosan egy L (B)-beli racsvektort fog tartalmazni.
Azt szeretnénk megmutatni, hogy ez a racs vektor gyors algoritmussal

megtaldlhato, valamint, hogy amennyiben Lovasz-redukalt bazisbol indulunk

11



ki, viszonylag jol megkozeliti a ,,t” célvektort. Rogzitsiik tehat a t € R”
vektort, és tegyiik fel, hogy ,,B” Lovasz-redukalt bazis! A racsvektort amit a
t+P (B*) téglatestben talaltunk jeloljiik Bz-el, a ,t"-hez legkozelebbit pedig
Bz-al (x,T € Z™). Belatjuk, hogy ekkor

1Bz —t]l, < 2% | BT — t]],.

Az eltérés-vektorokat felirhatjuk a B* bazisban: Jz,Z2 € R" Bx —t =
B*z & BT —t= B*z. ,2” definici6ja miatt ,z” vektor minden koordiné-
tajara teljesiilni fog, hogy [z;] = 0. Tegyiik fel, hogy T # x, és legyen ,s” a

legnagyobb index, ahol eltérés van: T, # xs.
2.1.1. Lemma. Minden i > s indexre z; = z;, és z; — z; € Z{0}

Bizonyitas.(lemma)Vegyiik a ,,G” Gram-Schmidt egyiitthato-matrixot! B =
B* - G miatt felirhatjuk, hogy

B* -Gr—t=B"z
B*-Gr—t= Bz
Ezek kiilonbségét véve kapjuk, hogy
B"-G(x—z)=B"(z—=2).
Mivel B* invertalhat6, ennek kovetkezményeképp
B*-G(r—x)=B"(zZ—2z).

"G” tulajdonsagaibol (felsé haromszogmatrix, egyesekkel a diagonalisiban)
kovetkezik a lemma &llitasa.

Sziikségiink lesz még a |Z,| > 1

5 egyenlGtlenségre. amennyiben ez nem

lenne igaz, allna, hogy |2, — 2| < |Z|+|2s| < 443 = 1, ami ellentmondéasban
allna azzal, hogy Z; — z; nem-0 egész szdm.

Ezek alapjan

2 .12 (]2
1B —t|* = ||B* 2| = Y _ [Ib]|* 27 =
i=1

12



S n
=D A+ Y A <
i=1 i=s+1
S
<X
i=1

22 —1 %12 - = * ]2
= S ST E e <

1=s+1

<2 (32 oz + > ??Hb;kH2> <

1=s+1

<2 (Z E HbZ‘||2> =

i=s+1

25—2‘ i} n i}
1 IB311% + > 22 bs)* =

1=s+1

s * 22 n %12 n ~ 2
=2°||B*Z||" < 2" |B"Z||" = 2" || Bz — ¢

Jeloljiik \;-vel a %—zfﬁmennyiséget! A t+P (B*) téglan beliili racspont

kereséshez vegyiik a kévetkez6 algoritmust:
2.1.2. Algoritmus. Vegyiik bemenetként az © € 7Z" wvektort! Ha minden

indexre [N\;| = 0, akkor ledllunk. Kulonben pedig vegyiik a legnagyobb ,i”
indexet, melyre [X\;| # 0 erre x; == x; + [ \;].

2.1.3. Allitas. Ez az algoritmus polinomidlis idében visszaad egy olyan ,x”

vektort, melyre Bx € t + P (B*) tetszdleges input vektor esetén

Bizonyitas.A bizonyitds hasonléan miikddik mint a 1.2.3 algoritmus miiko-

désének bizonyitasa.

2.2. Bonyolultsag

Lagarias megmutatta, hogy az SVP NP-nehéz ||.|  normaban. Van
Embde Boas belatta, hogy a CVP probléma minden p-normaban nézve NP-
nehéz. Hosszu ideje kérdés, hogy az SVP euklideszi normaban NP-nehéz-e.
1997-ben Ajtai bebizonyitotta az NP-nehézséget véletlen redukcié alatt, az

altalanosan vett feladat bonyolultsdgelméleti osztalya viszont még mindig
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nyitott kérdés. A CVP alapvetGen nem eldontési kérdés, hanem optimalizé-
lasi feladat, azonban kénnyen atalakithatjuk a kovetkezs kérdéssé: van-e a
racsban a célvektorhoz legfeljebb ,,r” tavolsagra taldlhaté vektor. Természe-
tesen, amikor a kovetkezd alfejezetben a CVP NP-teljességérél beszéliink, ezt

a problémat fogjuk visszavezetni mas NP-teljes feladatra.

2.3. CVP NP-teljes

Ismert, az NP-teljes részhalmaz-Gsszeg(subset-sum) probléma: adott a €
Z", b, M € Z paraméterekre keresendd az (a,x) =b  (mod M) kongruenciat
kielégit {0,1}"-beli ,x” vektor. Ennek segitségével fogjuk belatni a CVP
probléma NP-teljességét.

Vegyiik a

vektorhoz legkozelebbi racsvektort. Mivel az L (B) elemei mind egész koor-
dinatasak a t-t6l valo tavolsag legalabb /7.

Tegyiik fel, hogy a részhalmaz-0sszeg probléméank kielégithets, talaltunk
olyan x € Z"-et és y € Z-t, melyekre (a,x) = b — yM. Ekkor

ORE Qs
X x — 12 x — 12

azaz B < ,t"-t61 miniméalis tavolsagra van.
X

2

n
47
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A masik irdnyhoz tegyiik fel, hogy a racsunk egy adott B ( Y > vektora
X

7-nél kozelebb van a célvektorhoz. Ekkor felirhato, hogy

B(i)_t

Itt az x — 1/2 vektor hossza akkor minimalis, ha ,x” valoban egy 0-1 ka-

2

> = ((a,x) +yM —b)* + [|x = /2|*.

n
4

rakterisztikus vektor. Ekkor a hossz-négyzete 2. Ilyenkor az egyenlStlenség

1
tovabbalakithato:
0> ((a,x) + yM —b)* = (a,x) + yM — b =0,

ami azt jelenti, hogy ,,x” megoldasa az adott részhalmaz-6sszeg kérdésnek.

3. Kisérletek primfaktorizalasra

3.1. Alapok, Schnorr algoritmusa

Ebben a fejezetben az lesz a {6 célunk, hogy polinomialis idé6ben megta-
laljuk egy adott N € N szam faktorait. Modszeriink alapjat az képzi, hogy
ha az

> =y* (mod N)
kongruenciara talalunk (z,y) € Z x Z nem-trividlis megoldast, azaz olyat
ahol z # +y  (mod N), akkor

Ni(@-y)(z+y) & Nf(zty)

miatt (z 4+ y, N) ,,N"-nek valodi faktora lesz.
Mig ha ,N” prim szdm, minden megoldés trivialis, a kovetkezs allitas
azt mutatja, hogy Osszetett szam esetén reménykedhetiink abban, hogy egy

véletlenszerien vett megoldéast felhasznalhatunk

3.1.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy ,N” pdratlan sszetett szdm, és az (x,y) €
72 N-el kilon-kilon relativ prim szdmpdr kielégiti a kongruencidt. Ekkor

legaldbb 1/2 valdszindsséggel teljesil, hogy x # +y  (mod N)
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Bizonyitas.Bontsuk fel ,N"-et: N = P - @, ahol (P,Q) = 1. Rogzitsiik a
megoldasbol ,x™-et. Ekkor a két trivialis megoldashoz (+z), mutatunk két

nem-trivialisat. A kinai maradéktétel szerint a
y=z (mod P)

y=-—z (mod Q)
rendszernek ,,y-ra pontosan egy megoldasa van (mod N). Ekkor (z, £y) két
nem-trivialis megoldasa lesz az elsének (minden feltétel konnyen ellendriz-
hetd).

Vezessiink be néhény jelolést!

3.1.2. Definicié. Nevezzink K-simdnak (K-smooth) az N természetes szd-

mot, amennyiben N mentes a K-ndl nagyobb primfaktoroktol.
Jelolje p; az ,,i"-edik primszamot!
3.1.3. Algoritmus. (Schnorr)

(1) Bemenetként veqyiik az N szamot, amit faktorizdlni szeretnénk.

(2) Allitsuk be a ,d” dimenziét, és a C > 1 konstanst. Ha N faktorai
kézott szerepel a py,ps ..., pqg primek valamelyike, akkor adjuk vissza,
és dlljunk le. Ellenkezd esetben vegyiik a ,,d” és ,,C7 értékekhez tartozo
(a késébbiekben részletezendd) S, rdcsot, majd egészitsik ki az elsd d

darab primet tartalmazo listankat a py := —1-el.

(3) Keressiink d + 2 darab (u;, k;) € N X Z szdmpdrt, ahol u; pq-sima, és
teljestil az
|u; — ki N| < pa

eqyenldtlenség. Faktorizdljuk az u;, valamint az u; — k; N szamokat:

d
a¢,~ o
ui:Hpj g a0 =70
=0
d
bi,j
ui — kN =[] 2}
Jj=0
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(4) Vegyiik az a;;, valamint a bj,;, kitevok dltal generdlt ,A” illetve ,B”

NEDX(+2) _peli mdtrivokat (,j” a sor-, "i” az oszlopindex)

(5) Tekintsiik az
(A+B)c=0 (mod?2)

d+2

egyenlet egy ¢ € {0,1} megolddsdt.

(6) Vegyiik az

d
((A+B)e); /2
T = Hpj !
i=0

szamokat. Amennyiben v # +y (mod N), adjuk vissza értékként
(r +y, N)-et. Kilonben pedig probalkozzunk meg az 5. lépésben lévd

egyenlet eqy masik megolddsdval.

3.1.4. Megjegyzés. Elsd ranézésre nem biztos, hogy wvildgos a ,c” vektor
szerepe. O egy karakterisztikus vektor: kivdlasztja, hogy mely u; szimok szor-

zata legyen az ,y” szdm:

d+2 d+2

d d
y= HPE'AC)j = HU’LCZ = H (u; — kN = Hpg.Bc)j (mod N) .
i=0 i=1 i=1 i—0

Ez alapjdn mdris megvan, hogy (x,y) megfelel az elsddleges célunknak, azaz

d d d
((A+B)c); (Ac); (Be); _
x2:Hpj J:Hpj J.Hpj i =y* (mod N)
i=0 =0 =0

Az algoritmus mikddéséhez persze kell, hogy a 3. lépésben megfeleld szdam-
parokat talaljunk. Valdjdban ez a lépés viszi el majdnem a teljes futdsidejét
az algoritmusnak. A kévetkezdkben ilyen jellegld szampdroknak az észlelhetd-

ségéhez fogunk feltételt adni.

Az
lu; — kiN| < pq

feltételt altalanositva vehetjiik a kévetkezd problémaét:
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3.1.5. Probléma. Legyen d > 1 rogzitett dllando, és ,N” legfeljebb py fak-

toroktdl mentes természetes szdm. Keresendd d+2 darab (u,v,k,v) szdmné-

-

gyes, ahol ,u” és " pg-sima egészek, k7 és "N 7 relativ primek, valamint

v € N, amelyek teljesitik a kovetkezd feltételt:

u=v+ kN’ (1)

3.2. Réacsok

Adleman prim-ricsa az alabbi A, méatrix (oszlopai) 4ltal generalt racs.

[ ¢YInp, 0 0 0 0 |
0 ¥YInps O 0 0
Ay, = 0 0 0 0
0 0 0 VInpy 0

| Clnp; Clnpy -+ Clnpy ClnN |

Ekkor a racs elemeit felirhatjuk

Zp¥/Inpy
C (Zle zilnp; + zg41 In N)

alakban. A racsvektorok hossza:

d p

Z zilnp; + 201 In N

=1

d
14pzlly = > |27 | lnp; + C”

i=1

3.2.1. Tétel. Legyen C > 1 konstans és z € Z%** nem-0 utolsé koordind-
taval, ahol az utolsd koordindtinak abszolutértékét jeloljik ~v = |zqi1|-val.

Ekkor amennyiben taldlunk a rdcsban megfeleld rovid
|Aiz||, <2InC+20lnp; —yIn N, (2)
tudunk mutatni ehhez a ,2” vektorhoz tartozo megfeleld u, k szdmokat, hogy

lu— kN7 < pg
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Bizonyitas.ElGszor is feltehetjiik, hogy az utols6é z4,.; koordinata negativ,
ellenkez6 esetben vehetjiik a vektorunk additiv inverzét. Legyenek az u, k,

szamok a kovetkezGek:

u = H i, k= H pk”

1, 2; >0 4, 2;<0
v = [2at1]

Célunk belatni, hogy ezek eleget tesznek az allitasnak. Az attekinthetGség
érdekében nevezziik el a (2) egyenlGtlenség jobb oldalat:

e:=2InC+20clnp;—~vInN
Ezek alapjan
|Aiz]|, =Inu+Ink+ C|lnu—In(EN")" <e

Vegylik észre, hogy ez az egyenlGtlenség szimmetrikus u-ban és kN7-ban,
ezért feltehetjiik, hogy u > kN7, igy elhagyhatjuk az abszolit értéket, és

atrendezve az egyenlGtlenséget ezt kapjuk:

/{:Nvgugk‘gﬁ-]\fcq:l-exp(cil)

Tehat u — kN7 értékét feliilrsl becsiilhetjiik ezzel a kiilonbséggel:
c-1 Cr €
— kN7 < kco+1 . Noi1 . — | — kN7 3
! = eXp(0+1) )

Vegyiik ezt az értéket, mint k fiiggvényét és vizsgaljuk, hogy hol veheti fel a

maximumhelyét, vagyis, hogy hol nulla a k szerinti derivaltja:

0_1 — 2 Crt g
R— R A R\ A S - |- N =
<C+1) 0 - eXp(O+1) 0
/{:_ci“— —0_1 - NTH exp  — c
o T\t P\
C—1\ 2
ko — [ —— = N~
0 (C+1)
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Behelyettesitve (3)-be

Cc—-1
C—-1\ 2 _r(c-1) e(C—-1) cr £
< - . 2( 1) . - @7 . 1. _
< <(C+1) N 2+ . exp (2(C+1))> N©THT - exp (C+1)

3.2.2. Lemma.

Bizonyitas.
Cc-1 C+1

(C—l)«T+(QC)-1:(C+1)~T

Ezért felirhatjuk a logaritmus fiiggvényre az alabbi (stlyozott) Jensen-esgyenltlenséget:

— 1
111(0—1)-%—l—hﬂ(QC’)-lSl:r1(C’+1)~CT+

C-1)7 20<(C+1) T
Amibdl atrendezve kapjuk a lemménk allitasat.

Ezt felhasznalva az egyenlGtlenséget tovabb alakithatjuk:

1 T
u—kN”SE-Ni'exp<%)

Ebbe visszairva e-t, pont a bizonyitandé allitast kapjuk.
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3.2.3. Megjegyzés. Ha a tételben szerepld ,o” paraméter 1, az garantdlja,
hogy megfeleld pg-sima u, v := u — kN7 szamokat kapunk, melyek igy meg-
olddsdt adjik (1) egyenletnek. Viszont amennyiben nem lényegesen nagyobb
mint 1, még mindig reménykedhetink benne, hogy teljestilni fog a py-simasdg.
Ez alapjdan a kdvetkezd lehetdségink adodik a faktorizdldsra : 1-es normdban
rovid vektorokat keresiink az Ay rdcsban, majd ellendrizzik, hogy az ezek se-
gitségével legydrtott szamok valddi megolddsdt adjik-e (1)-nek egészen addig,
mig legalabb d+2 ilyen dssze nem gyilik. Ha ezt sikerult elérni, akkor tudjuk

alkalmazni a Schnorr-algoritmust ezek segitségével.

3.2.4. Megjegyzés. A tétel segithet annak vizsgdlatdban, hogy van-e d+2
darab megoldds a (1) egyenléségre a Minkovski-tétel felhaszndldsdval, ami

explicit becslést ad a legrovidebb vektor hosszdra.

3.2.5. Megjegyzés. Mivel a rdcsalgoritmusok tobbsége euklideszi normduval
dolgozik, hasznos lenne egy az elébbiekhez hasonld tétel, mely ||.||,-ban mérve
kis vektorokbol indul k.

Egy maésik hasonlé utként vegyiik a kovetkezs S, métrix (oszlopai) altal ge-

neralt racsot(Sperner prim racsa ).

VInpy 0 0 0

0 Vinpy 0 0

Sp 1= 0 0 0

0 0 0 V¥inpg
| Clnpy Clnpy --- Clopy |
A racsvektorok kozott keressiink a
t .=
0
| ClnN |
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vektorhoz kozel 1évéket. A | t7-t6] vald tavolsdgvektor:

Zlm

ZQW

Spz —t = :
2/ Inpy

C <Zf:1 ziInp; — lnN>

d p

Zzilnpi —InN

=1

d
I1Spz — Iy = > |=Fnp; +C”

=1

3.2.6. Tétel. Legyen C > 1 konstans és z € 7%, Ekkor amennyiben taldlunk

a racsban ,t-hez elegendden kozeli Siz vektort:
1S1z —t||; <2InC+20lnp; —In N,
tudunk mutatni ehhez a ,z” vektorhoz tartozo u, k szamokat
lu—kN| < pj

Bizonyitas.A tétel és a bizonyitas egy az egyben az Adleman ricsara vo-

natkoz6 megfelel§je a v = 1 esetben.

3.2.7. Megjegyzés. N faktorizdldsihoz itt ,t-hez kizeli S1-beli racsvektoro-
kat kell keresniink. Adleman mddszerének megvan az az eldnye, hogy nagyobb
teriileten van esélye vektorokat taldlni. A gyakorlat azonban azt mutatja, hogy
az igy megtaldlt valéban haszndlhaté megolddsok - amelyek kielégitik az (1)-

hez tartozo feltételeket - pont azok, amelyeket Schnorr megkizelitése ad.

3.2.8. Megjegyzés. Csakigy mint az eldbbiekben, ennek a tételnek euklide-

szi normdval szdmolo megfeleldje is segitene a gyakorlatban.
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4. Osszefoglalas

A. Jelolések

log 2-es alapu logaritmus

(a,b)  az ,a” és b természetes szamok legnagyobb kozos osztoja

|z ] az ,x” valos szam kerekitett értéke
7 az egész szamok halmaza

Q a racionalis szamok halmaza

R a valos szamok halmaza

Di az ,,0-edik prim szam

A(L) Az L7 rdcsban a legrovidebb nem-nulla vektor hossza
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