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Bevezetés

Az algoritmikus csoportelmélet a matematikanak egy olyan aga, amivel a XX. sza-
zad eleje 6ta foglalkoznak, de csak a '60-'70-es években kezdett el nagyon fejlodni.
A szakdolgozat kitlizott célja az, hogy véges csoportoknak szamitégéppel tudjuk ki-
szamolni a karaktertablazatdat. Ez egy elég Osszetett feladat ahhoz, hogy sok més
csoportelméleti algoritmus is kelljen hozza, ezekrdl fogunk beszélni.

A legtobb csoportelméleti algoritmus a csoport szamitogépes megadasatol fiigg,
ugyanis a csoportot megadhatjuk permutaciécsoportként vagy matrixcsoportként;
policiklikus reprezentaciéval vagy véges generdtorrendszerrel és relaciékkal is. Van-
nak azonban olyan algoritmusok is, amelyek nem fiiggnek a megadas médszerétol, itt
a csoportra, mint egy fekete dobozra tekintiink, aminek nem ismerjiik a szerkezetét.
Innen jon az ilyen csoportokra a black-box elnevezés. Ezekre vonatkozé algoritmu-
sokrol szdl az [0l fejezet.

A megadasi mddszerek koziil a permutaciécsoportokat valasztottam ki, hatékony
hasznalatukrol és hozzdjuk kapcsolédd algoritmusokrdl szol a2 fejezet.

Karaktertablazatok kiszamolasara jelenleg ketto, egymastol teljesen eltéré ot-
letre alapulé algoritmus ismert. Ezek koziil amirél mi beszéliink, az a Burnside-
Dixon-Schneider algoritmus, ami egy linedris algebrai megkozelitést alkalmaz, errol
sz6l a3l fejezet. A masik algoritmusrél nem fogunk részletesen beszélni, itt szeret-
nék par mondatot irni réla. 1986-ban Slattery [Sla86] publikalt egy eljarast, ami
p-csoportokra meg tudja mondani, hogy hanyadrendii irreducibilis reprezentaciébol
hény darab van. Conlon 1990-ben [Con90] ezt az dtletet tovabbfejlesztve ki tudta
szamolni p-csoportokra a karaktertablazatot. A minden csoportra alkalmazhaté al-
goritmus Unger-nek koszonhet6é 2006-bol [Ung06], az otlet Brauer tételén alapszik,
miszerint az altalanositott karakterek gytiriijét generaljak az igynevezett elemi rész-
csoportok irreducibilis karaktereibdl indukalt karakterek. Elemi részcsoportoknak
azokat a részcsoportokat hivjuk, amelyek el6allnak egy p-csoport és egy ciklikus cso-
port direktszorzataként, ezeknek tehat Conlon algoritmusanak segitségével ki tudjuk
szamolni az irreducibilis karaktereit. Miutan az algoritmus kiszamolta a gytrl egy
generdtorrendszerét, LLL-redukcié [LLL82] segitségével megkeresi az 1-norméji ka-
raktereket, ezek lesznek az irreducibilis karakterek.

A szakdolgozat fiiggelékében megtaldlhaté az algoritmusok nagyrészének imp-
lementaciéja Mathematica 8 kornyezetben. Azért a Mathematica-ra esett a vélasz-
tasom, mivel az az egyik legnagyobb, legjobban megirt altalanos céli matematikai
programcsomag, de az algebrai alkalmazasok terén azonban nagyon elmaradott. A

2010-ben kiadott 8-as verzié volt az elsd, amibe mér valamennyi csoportelméleti



funkciot beleraktak, azonban csak permutacidcsoportokat tud kezelni, és azokra is
csak nagyon kevés algoritmus van benne. Az implementacié a meglevo fiiggvényeket
mar felhasznalja, igy régebbi verziékkal nem kompatibilis. Mivel publikussé szeret-
ném tenni a programomat, ezért annak a dokumentacidja, valamint a forraskodbeli
megjegyzések angol nyelviiek. A részletezett algoritmusokra példak a dokumentaci-
6ban talalhatoak.

A szakdolgozat eldismeretnek tekinti a Matematika BSc négy félévnyi Algeb-
ra képzésének anyagat, valamint altaldban algoritmusokkal kapcsolatos jartassagot.
Akinek a téma felkeltette az érdeklodését az algoritmikus csoportelmélet irant, az
részletesebben olvashat errél [HEOO05]-ben, valamint kifejezetten permutécidcsoport-
algoritmusokrol [Ser03]-ban.

Ezuton szeretnék koszonetet mondani témavezetomnek, Pelikan Jozsefnek, aki a
négy félév Algebra el6adasaival és gyakorlataival felkeltette érdeklédésemet a téma
irant, valamint szakirodalom ajanlasaval és értékes észrevételeivel nagyban segitette

a szakdolgozat elkészitését.



1. Black-box csoportok

A black-box csoportok eredeti ttlete és definiciéja magyar matematikusoktdl szar-
mazik, Babai Ldszl6 és Szemerédi Endre publikdlta [BS84]-ben. Ma a legtobb helyen
inkabb kicsit altalanosabb definicidkat hasznalnak, amivel kevésbé koriilményes az
egyes csoportok tényleges leirdsa. Az itt leirt definicié megegyezik a [Ser03]-ban ol-
vashatdval.

A black-box csoport egy olyan csoport, aminek elemeit a véges 3 abécé feletti
legfeljebb N hosszi szavakkal azonositunk. Nincs megkovetelve, hogy egy elemnek
csak egy szo felelhessen meg, se az hogy minden sz6 hozzatartozzon egy elemhez. A
csoportmiveleteket egy ordkulum végzi. Ha adott két sz6, amik a g, h € G elemeket
reprezentaljak, akkor meg tudjuk allapitani, hogy g = 1 igaz-e, valamint ki tudjuk
szamolni a g~1-hez és a gh-hoz tartozé szavakat. Altaldban a csoport megadasa egy
generatorrendszer segitségével torténik, az elemeihez tartozé szavak megadasaval.

Eléfordulhat, hogy az ordkulum egy G' > G nagyobb csoport elemeihez tartozé
szavakat fogad el, ilyenkor csak azt tessziik fel, hogy azt tudjuk megéllapitani, hogy
a 526 G-beli-e, azt nem, hogy G vagy G \ G eleme.

Erre példa egy véges F' test feletti G n x n-es métrixcsoport. ¥ = F' adja az abé-
cét, a szavak n? hossziak, valamint G az Osszes invertalhaté F feletti n x n-es matrix
csoportja. Természetesen a permutacidécsoportok, illetve a policiklikus csoportok is
konnyen leirhaték black-box csoportokként.

A black-box csoportokra vonatkozé algoritmusoknak egyik leggyakoribb tipusa
az altalunk késobb is sokat hasznalt orbit-szamolé algoritmusok, amik koziil parat
az [[L1l alfejezetben részleteziink. A maésik altalunk itt leirt algoritmus konjugaltosz-
talyokra tudja bontani a csoportot, ami a reprezentaciéelméletben nagyon fontos,
errdl szol az [L2 alfejezet.

1.1. Orbit-algoritmusok

Gyakori eset, hogy G hatasat nézziik egy {2 halmazon, és ott egy a € (2 elem orbitjat,
vagyis a® = {a9 | g € G}-t keressiik. Ilyen eléfordulhat, ha G < Sym(€2), de példaul
az is ide tartozik, ha g € G konjugaltosztalyat szeretnénk meghatarozni, ugyanis
valaszthatjuk ) = G-t és hatasnak a konjugélast tekinthetjiik.

Feltessziik, hogy adott § € € és g € G-re meg tudjuk hatarozni a 39 képet,
valamint €2-beli elemeket 6ssze tudunk hasonlitani egymassal. Lehetséges, hogy €2
nagyon nagy, igy nem tessziik fel, hogy fel tudjuk sorolni az elemeit.

Legyen G = (S). a® az a legsziikebb részhalmaza Q-nak, ami tartalmazza a-t,



valamint zart az S-beli csoportelemek hatasara nézve. Vegyiik azt az iranyitott gra-
fot, aminek csticsai {2 elemei és (3-bdl y-ba akkor megy él, ha van olyan S-beli elem,
ami 3-t y-ba viszi. Ebben a grafban kell megkeresniink az a-t tartalmazo 6sszefiiggo
komponenst. Mivel G véges rendti, igy 49 = v esetén létezik [, amire 79l = [3, vagyis
az Osszefiiggd komponensek erdsen osszefiiggdk. A komponenst meg tudjuk taldlni
szélességi kereséssel O(|S||a’]) id6 alatt, O(]a“]) memoéria hasznalataval,

Most nézziink egy altalanosabb verziot. Legyen adott €2-n egy algebrai struktira,
és tegyiik fel, hogy G hatédsa olyan, hogy az minden % €2-beli miveletre nézve diszt-
ributfv, vagyis (o * 3)7 = a9 x 39. A C Q-ra szeretnénk kiszdmolni (A%)-t, vagyis
(-nak azt a legsziikebb részhalmazat, ami tartalmazza A minden elemét és zart G
hatdséra és az (2-beli miivelet(ek)re is. Ha az el6z6 konjugdlés példat nézziik gy,
hogy €2-n is nézziik a csoportmiiveletet, akkor ezzel A normaélis lezartjat szeretnénk
meghatdrozni. Ha G’ = [G, G| kommutator részcsoportot szeretnénk meghatarozni,
akkor azt igy tudjuk megtenni, hiszen G' = ([s,t] | s,t € S)y, vagyis az S-beli
elemek kommutatorainak normalis lezartja. Ezzel tudunk feloldhatésdgot valamint
nilpotenciat is ellenorizni.

Mivel a végeredmény zart az (2-beli miivelet(ek)re, igy célszerti az algoritmusnak
csak egy generatorrendszert el6allitani. Feltessziik, hogy tudjuk ellendrizni, hogy 2
egy eleme benne van-e par Q-beli elem altal generdlt strukturaban. Az algoritmus
az elozonek egy egyszeri valtoztatasaval kaphatd, egyrészt az elején a szélességi
bejarast A minden elemébol egyszerre kell inditani, masrészt ha egy 1j cstcshoz
ériink, akkor csak akkor kell felirnunk a generatorelemek listajaba, ha az addigiak
altal generalt struktiraban nincs benne. Erdemes itt megjegyezniink, hogy ha -n
legaldbb egy csoportstruktira van, akkor minden 1j generdtorelem a csoport elem-
szdmat legaldbb megdupldzza, vagyis legfeljebb O(log [(AY)|) generdtorelemet frunk
elemrol megprobaljuk eldonteni, hogy benne van-e a méar felirt elemek altal generdlt
struktiraban. Vannak olyan randomizalt algoritmusok is erre a célra, amikhez nem

szitkséges feltenniink, hogy ezt el tudjuk donteni, ezekrdl [Ser03]-ban olvashatunk.

1.2. Konjugaltosztalyok megtalalasa

Tegyiik fel, hogy a g,h € G csoportelemekrol valahogy el tudjuk donteni, hogy
konjugéltak-e, meg tudjuk hatarozni Cg(g)-t, vagyis a g elem centralizdtorat, vala-
mint, hogy tudunk részcsoportokban (kozel) egyenletes eloszldsi véletlen elemet ki-
valasztani. Ezeket permutacidécsoportoknal meg fogjuk mutatni, hogyan tudjuk meg-

csindlni. Feladatunk, hogy megtalaljuk a konjugaltosztalyokat a csoportban, vagyis



az osztalyoknak megtalaljuk egy-egy reprezentans elemét. Bar sok mindent felhasz-
nalunk, amit csak specialis csoportoknal tudunk megtenni, mégis az osztalyok meg-
talalasa minden csoport esetén ugyanazzal az algoritmussal torténhet, azért irom a
black-box csoportok fejezetében.

A legegyszertibb algoritmus annyibdl all, hogy sorban valasztunk véletlenszerti
elemeket a csoportbdl, megnézziik, hogy az 1j elem konjugdlt-e az eddig megtaldlt
reprezentans elemek valamelyikével, és ha nem, akkor bevessziik a listaba. Minden
megtalalt reprezentans elemnek kiszamolhatjuk a konjugaltosztalyanak a méretét,
ugyanis az a centralizatoranak indexével egyenlé. Akkor fejezziik be az algoritmust,
amikor az osztalyok méretének Osszege eléri a csoport rendjét. Ennek az algorit-
musnak a nagy hatranya, hogy ha egy nagy csoportban van egy kis elemszamu
konjugaltosztaly, akkor azt csak nagyon nehezen tudjuk megtalalni.

Masik véletlenszerli elemvalasztason alapulé algoritmust talalt ki Mark Jerrum
1995-ben [Jer95]. Konstrudljunk egy M Markov-lancot a kovetkez6képpen. Az 4l-
lapotok halmaza legyen GG, a P atmeneti valdszintiségek matrixanak g, h € G-hez

tartozo eleme pedig
1/|Cc(g)| ha h € Ce(g)

kiilonben

Pg,h =

G elemein nézziink egy véletlen sétat M szerint. Elészor vélasztunk egy o € G
kezddéllapotot, majd miutdn (zo, ..., x;) mar definidlt, legyen x;,; véletlen elem
Ce(zg)-bol. Mivel minden g, h € G-re 1 € Cg(g) és h € Cg(1), ezért akarhon-
nan akarhova legfeljebb két 1épéssel eljuthatunk, tehat M irreducibilis. Minden g-
re pgg = 1/|Ca(g)| > 0, tehat minden éllapot aperiodikus. Igy alkalmazhatjuk a
Markov-ldncok alaptételét, miszerint 1étezik (és csak egy létezik) staciondrius el-
oszlas (v = (v, | ¢ € G)) és 0 € (0,1), amire minden k > 0O-ra és g € G-re
| Prob(z, = g) — v,| < 6%, Jeldljiik r-rel a konjugdlt osztdlyok szdmét, és legyen
vy = Cg(g)/(r|Gl). Kénnyen lathatd, hogy > ¢

tehat ez a v a stacionarius eloszlas. Ha akarmelyik konjugaltosztalyra osszeadjuk

vy = 1, valamint hogy v = vP,

az abba tartozé g-kre vg-ket, akkor 1/r-et kapunk, tehdt elég nagy m-re x,, kozel
egyenlo valészintiséggel lehet az egyes konjugéltosztalyokban. Tehat az el6zo algo-
ritmusunkat valtoztassuk annyival, hogy ne teljesen véletlenszerti csoportelemeket
vegyiink mindig, hanem mindig az el6z6 centralizatorabdl valasszunk csak, és igy
gyorsabban megtalalhatjuk minden osztaly reprezentdns elemét.

Vannak teljesen mas elven miikédo tovabbi algoritmusok is erre a célra, de azokat

nem részletezziik.



2. Permutaciécsoportok

Minden véges csoport felirhaté permutaciécsoportként, igy a permutaciécsoportok
hatékony hasznalata kiemelten fontos. A ma is hasznalt mdédszer Charles C. Sims-
t6l szarmazik 1970-bél [Sim70]. A 211 alfejezet az alapvet6 definicidkrdl szdl, amik
sziikségesek Sims mddszerének megértéséhez, a2 alfejezet arrdl szdl, hogy hogyan
tudjuk egy tetszoleges moédon megadott permutacidcsoportnak a hatékony megadé-
sat megkonstrudlni, mig a2.3 rész az itt el6fordul6 féként backtrack-jellegli algorit-
musokat részletezi. Ez a fejezet egy nagyon rovid kivonata lényegében Seress Akos

kozel 300 oldalas konyvének [Ser03], ami részletesebben térgyal errél a témakorrol.

2.1. Bazisok és erOs generatorrendszerek

Legyen G < Sym(Q2). A B = (B4, ..., Bn) killonb6z6 Q-beli elemekbdl 4116 sorozatot
G béazisanak hivjuk, ha G-nek egyetlen olyan eleme van (mégpedig az egységelem),

ami pontonként fixen tartja B-t, vagyis ha Gp = {1}. Egy bazis mindig definiél egy
G=GYW>G¥> >¢gMm>gmtl= {1} (2.1)

részcesoport-léncot, ahol Gl = G, 5, 1) = G, N...NGp,_,, vagyis a B elsé i —
— 1 elemét fixen tarté csoportelemek részcsoportja. A bazis irredundans, ha minden
1 < i < mre Gl > GUHU| vagyis ha a lanc m + 1 kiilénb6z6 részcsoportbél &ll.
Mostantél csak irredundéns bézisokkal foglalkozunk. G-ben G+ mellékosztalyai
a B¢ " orbit elemeinek felel meg, igy 2 < ‘G[i] : G[””‘ < [Q|. Ezt felhasznalva

2" < |G| =[]|G": ¢ < (2.2)
i=1

Logaritmust véve (mint mds algoritmusokkal kapcsolatos leirdsok esetén is, mi is

mindig 2-es alapt logaritmust hasznélunk), majd atrendezve

log |G|
log |9

<m = |B| <log|qG| (2.3)

Kiilénbo6z6 irredundans bazisok lehetnek kiilonb6z6 méretiiek, de nem lehet egy bézis
sem "tul nagy” emiatt.

Az S C G részhalmazt G erés generatorrendszerének hivjuk (a B bézisra nézve),
ha minden 1 < i < m + l-re (S NG = G, Ha adott egy erés generatorrendszer,

akkor az [l fejezetben lefrt algoritmussal a 3¢ " orbitok konnyen kiszamolhatoak.



Ezeket az orbitokat fundamentalis orbitoknak hivjuk. Ha a kiszamoldsuk soran az
orbit minden pontjahoz felirjuk, hogy melyik G¥-beli elem viszi oda ;-t, akkor meg-
kapjuk az R; transzverzalist, vagyis GI! mellékosztélyainak reprezentans elemeit.
Ha az R; transzverzalist explicit szdmolndnk ki és tarolndnk, akkor ©(|Q2|?) id§ és
memodria kellene hozza. Ezt elkeriilhetjiik az igy nevezett Schreier-fak hasznalataval.
A Schreier-fa adatszerkezet egy T; sorozat, minden [3; bazisponthoz tartozik egy. T;
egy irdnyitott cimkézett fa, aminek pontjai a 8¢ " fundamentélis orbit elemeinek fe-
lelnek meg. Minden él a (3; gyokér fele mutat és meg van cimkézve S egy elemével. Ha
71-b8l Yo-be megy egy él h cimkével, az azt jelenti, hogy v = 5. [gy ha akdrmelyik
v-bol végigmegyiink éleken [;-ig és a cimkéket Osszeszorozzuk, akkor megkapjuk
hogy melyik permutacié viszi y-t (;-be. fgy T, meghatarozza a GI+Y részesoport
mellékosztalyainak reprezentdns elemeinek az inverzét Gl-ben. Azért az inverzek-
kel csindltuk, mert az alabb leirt, igynevezett szitalé eljarashoz az inverzekre lesz
szitkségiink. A gyakorlatban S felirdsa utdn (ehhez O(|S]|€2]) memdria sziikséges)
Ti-t el tudjuk tarolni egy |2|-hosszi V; tombben. v € Q-ra V;[y]-t akkor és csak
akkor definiljuk, ha v € 8¢ m, és ilyenkor V;[v| azt tartalmazza, hogy S hanyadik
eleme van a 7-bdl kiindulé egyetlen él cimkéjén. Emiatt a taroladsi méd miatt Sims
eredetileg Schreier-vektoroknak hivta az adatszerkezetet, és ennek hasznalataval S
és az Osszes transzverzalis Osszesen O((|S| + m)|2|) memdriaban eltarolhato.

Feltehetjiik, hogy 1 € R;, vagyis hogy az egységelemet irtuk fel olyan elemnek
ami 3;-t onmagaba viszi. Ezeknek a transzverzalisoknak a segitségével minden g € G
kanonikus alakra hozhatd, azaz egyértelmiien felirhaté ilyen elemek szorzataként.
Precizebben megfogalmazva minden g € G-nek pontosan egy olyan szorzatalakja
létezik, amire g = r,,7m_1...71, ahol 7, € R;. Ez a szorzatalak algoritmikusan
konnyen megtalalhaté a kovetkezéképpen: Adott g € G-re el6szor megkeressiik azt
az 11 € Ry-et, amire 3/ = B;'. Ezutdn g, = gr; *-zel folytatjuk, megkeressiik azt az
ry € Ry-t, amire 32 = B52. g5 = gory ', és igy tovabb, folytatjuk amig végig nem
ériink. 1 = g1 = gmr,,' lesz az utolsd 18pés, visszaszamolva g = 1,7, 1 ... 71-€t
kapjuk. Ezt az eljarast szitald eljardsnak hivjuk.

A szitdlas alkalmas egyben arra is, hogy egy h € Sym(£2)-beli elemrél eldontsiik,
hogy G-ben van-e. Ha megprébaljuk h-ra alkalmazni az eljarast és sikerrel jarunk,
akkor h € G. Két rész van az algoritmusban ahol elakadhatunk. Lehet, hogy valamely

i <m-reh; =hritryt..

_r-}-re nem talalunk megfeleld ry-t, mert 3% ¢ 8" Lehet
az is, hogy a végén h,,1 # 1. Mindkét ilyen esetben nyilvanvaléan h ¢ G, ilyenkor
az utoljara kiszamolt h;-t vagy h,,.1-et maradéknak hivjuk.

G rendjét is konnyen kiszamolhatjuk egy erds generatorrendszer ismeretében,
. 8 (2] (m]
ugyanis |G| = 37057 | 185" | = [Ral|Ral . . .| R
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2.2. Schreier-Sims algoritmus

Ha megadnak nekiink egy G < Sym(f2) permutéciécsoportot valahogyan (black-
box csoportnak is tekinthetjiik akar), akkor ki kell tudnunk szamolni egy bézisat
és egy erOs generatorrendszert ahhoz, hogy hatékonyan tudjunk vele dolgozni. Ez a

Schreier-Sims algoritmussal torténik, ami a kévetkezd két lemman alapszik.

2.1. Lemma (Schreier). Legyen H < G = (S) és legyen R jobb transzverzdlisa
H-nak G-ben, amire 1 € R. Jeloljik g € G-re HgN R egyetlen elemét g-vel. llyenkor
a

T={rs(rs)"' |reR,s€S}

halmaz H-t generdlja, vagyis H = (T'). AT halmaz elemeit H Schreier-generdtorainak
hivjuk.

Bizonyitds. Definicié szerint T C H, {gy elég belatni, hogy H < (T'). Legyen h €
€ H tetszbleges, felirhatjuk h = s1ss. .. s, alakban, ahol s; € S. Sorban definialjuk
1 <4 < k-ra ri-t és t;-t, gy hogy h = tits...t;1;Si1 1542 - .. Sk igaz legyen Vi-re.
Kezd6értéknek vegyiik rg = 1-et, ezzel h = rgs182 . .. s,. Ha r;_1 mér definialt, akkor
legyen t; = r;_18;(Ti_15;)"* € T és r; = T;.15; € R. Ezekre indukcié szerint h =
= ity ... t;1iS;i11Si40 - . . Sk teljesiil. Ha végigértiink, akkor h = tts ... 17, alakot
kapunk. Mivel h € H és tity...t, € (T) < H, ezért 1, € HN R = {1}. gy
h e (T). O

2.2. Lemma. Legyen {B1,...,0n} C Q és G < Sym(Q). Legyen S; C GU =
= Ga,..5,_1) minden 1 < 1 < m-re. A révidség kedvéért vezessiik be az Spq1 =
= 0 jelolést. Ha (S1) = G és (Si)p, = (Siy1) teljesil 1 < i < m-re, akkor B =

= (B1,...,0m) G-nek bazisa, és S =J;~, S; erds generdtorrendszer B-re nézve.

Bizonyitds. Teljes indukciét alkalmazunk, az indukcios feltevésiink az, hogy a G* =
= (S2) = G, csoportnak S* = J", S; er6s generdtorrendszere a B* = (s, ..., On)
bazisra nézve. Ellendrizniink kell, hogy minden 1 < i < m + l-re (S N G) = GI,
G = @, igy i = l-re trividlis. A lemma feltevésébél G = Gy = (S))5 =
= (%) < (SNGEY < Gs = G, vagyis i = 2-re is készen vagyunk. i > 2-re az
indukciés feltevés miatt Gl > (SNGay,.pir) = (S*ﬂGfBZWﬁHQ =Gl 5=
= Gs,...5.,) = GU, tehdt i > 2-re is készen vagyunk. Mivel az indukeiés feltevést

csak m > 2 esetén hasznéltuk, a bizonyitassal készen vagyunk. ]

Ha adott G = (T), akkor annak egy erds generdtorrendszerét a kovetkezokép-

pen kaphatjuk. Az algoritmus futdsa kozben nyilvantartunk egy B = (01, ..., 0n)
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listat egy irredundéns béazis mar ismert elemeirdl, és minden 1 < ¢ < m-re egy
Si € Gg,,..5,_,) halmazt, amikre a 2.2l lemmét szeretnénk majd alkalmazni. Az
algoritmus alatt S;-ket fogjuk novelni, illetve 1j béaziselemeket fogunk B-hez adni
(ezaltal m-et is novelve), igy ha eleinte (S;) = G teljesiil, akkor abban a helyzetben
vagyunk készen, amikor minden 1 < i < m-re (S;)g, = (Si+1) teljesiil. Végig fent
fogjuk tartani, hogy (S;) > (S;41) is fennall minden i-re. Kezdetben legyen B = (3;),
ahol (3, € Q2 olyan hogy T-nek legalabb egy eleme mozgatja, és legyen S; = T, ezzel
garantélva, hogy (S7) = G teljesiiljon. Azt mondjuk, hogy az algoritmus az [. szinten
tart, ha minden [ < ¢ < m-re teljesiil (S;)5, = (Si+1). Kezdetben az els6 szintrdl
indulunk, az algoritmus futasa akkor ér véget, amikor a nulladik szintre jutunk.

Amikor az [. szinten vagyunk, a kévetkez torténik: Megnézziik, hogy (S;)s =
= (Si41) teljesiil-e. Mivel (S;) > (Si41), valamint S; € Gg,,..5,,), €zért elegendd
a (1) < (Si+1) irdnyd tartalmazést ellendrizni. A 2.l lemma alapjan (S;)s =
= (rs(Ts)”' | r € R;,s € S)), ahol R, az (S))s részcsoport transzverzalisa (S))-
ben. Meg kell nézniink, hogy az sszes Schreier-generator benne van-e (S;,1)-ben.
Ezt az el6z6 részben leirt szitaldssal tudjuk ellendrizni, mivel a 2.2l lemma szerint
(Si+1)-nek mar ismerjiik egy erds generatorrendszerét. Ha mind benne van, vagyis ha
(S1)g, = (Si41) teljesill, akkor az [ — 1. szintre lépiink. Ha nincs benne mind, vagyis
(S1)g, > (Si4+1), akkor a szitdlds sordn, amit kaptunk maradékot arra a Schreier-
generdtorra, ami nincs benne (S;41)-ben, azt vegyiik hozza az S;;; halmazhoz. Ettol
a hozzavételtél (S1) > (Ss) > ... > (S;41) tovabbra is fenndll, valamint S;,; C
C G,,..5) is igaz marad. | = m esetén B-hez vegyiink hozzd egy olyan ()-beli
elemet, amit a maradék nem hagy helyben. Ezutan az algoritmus az [ + 1. szinten
folytatodik.

Az algoritmus mindenképpen véges, hiszen ) véges, igy csak véges sokszor tud-
tuk B-t novelni. Ha a transzverzalisok szamolasakor explicit leirunk minden elemet,
akkor O(|Q)?log® |G| + |T|Q)? log |G]) a futasids, és O(|Q|log |G| + |T]||) a me-
mériaigény. Ha Schreier-fikkal szdmoltunk, akkor O(|Q[*log® |G| + |T|92]* log |G|)
a futdsids, és O(|Q|log? |G| + |T)|92|) a memériaigény. Ezeknek a bizonyitdsa meg-
taldlhaté [Ser03]-ban, valamint [Mur03]-ban olvashatjuk az algoritmusnak rengeteg
valtozatat részletesen elemezve, hogy mikor melyik a legalkalmasabb.

Sokszor el6 fog fordulni, hogy az erds generatorrendszert nem akarmilyen bazis-
hoz szeretnénk megkapni. Ilyenkor kétféle lehetoségiink van. Ha megadnak nekiink
egy (€, <) rendezést, amilyen sorrendben szeretnék a baziselemeket megkapni, akkor
amikor az algoritmus 1j baziselemet valaszt, akkor mindig a lehetd legelsot valaszt-
juk, illetve megnézziik a tobbi Schreier-generatort is, hogy azoknak a maradékaval

be tudunk-e venni el6bbi béaziselemet. Masik lehet6ség az dgynevezett bazisvaltas,
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hogy ha mar végigszamoltuk az algoritmust egy tetszoleges bazisban, akkor annak
az eredményét felhaszndlva gyorsabban is ki lehet szamolni az 1j erés generator-
rendszert. A médszer azon alapszik, hogy ha (01, .., (,,) bazisra nézve mar ismert
az erds generatorrendszer és az R; transzverzalisok, akkor valamilyen i-re ki tud-
juk szémolni a (B4, .., Bi—1, Biv1, Bi, Biv2, - - -, Pm) bézishoz tartozét is, vagyis két
egymasutani baziselemet fel tudunk cserélni. Ezzel a miivelettel akarmilyen mas ba-
zisba is eljuthatunk, hiszen 4j baziselemet is fel tudunk venni a listaba olyan helyen,
hogy az redundans legyen. Ez a mddszer méghatasosabb, ha nem az egész bazist
adtak meg, hanem csak az elsé par baziselemet. Erre példa, ha egy G, stabilizatort
szeretnénk kiszamolni, ilyenkor csak az els6 béaziselem fontos. Nézziik meg hogyan
cserélhetiink ki két baziselemet.

Legyen B = (1, ..., Bm), S az ehhez tartozé erds generatorrendszer, R;-k pedig a
transzverzalisak. B = (81, ..., Bi—1, Bis1, Bi, Bis2, - - - » Bm)-ra ki szeretnénk szamolni
a hozzdtartozé S erds generatorrendszert, valamint az 4j R; transzverzalisokat. Min-
den 1 < j < i-re, valamint i +1 < j < m-re R; = R;, tehdt azokkal készen vagyunk.
Mivel 6[” = Gl az 1j i-edik fundamentélis orbit ﬂffTG[i]>, ezért az R; transzverza-
list kénnyen kiszdmolhatjuk. A szamolds neheze R; -nél jon. Legyen S = S eleinte,
és kezdetben tekintsiik az 4j i + l-edik fundamentélis orbitot A;,; = {3;}-nek.
Ezekutén tekinthetjiik az R; és SN EM altal alkotott Schreier-generatorokat, amik
E[H” = G3,,..8_1,8+1) generatorrendszerét adjdk. Ha ezek koziil valamelyik (-t
kiviszi A;1-b6l, akkor azt az elemet S-hoz adjuk hozza és a fundamentélis orbitot
szamoljuk tjra: A,y = ﬁ;gmé[i+l}>. Mivel |A;q| = |Riy1| = |Ril|Ris1]/|Ri| elore is-
mert, ezért nem kell minden Schreier-generatort megnézniink. Legfeljebb log |§[i+1]|
elemet adtunk hozza S-hez, mivel minden elem hozzdadasa (S m@“*”} elemszamat
legaldbb megduplézta, igy nem lesz tiil nagy az 1j erés generatorrendszeriink. R,

Schreier-fa abrazolasa S segitségével kiszamolhat6.

2.3. Backtrack mddszerek

Ebben a részben legyen adott G és legyen P egy tulajdonsag, meg kell talalnunk
G(P)-t, vagyis G azon elemeit, amik P tulajdonsidgiak. Ehhez feltessziik, hogy min-
den g € G-re el tudjuk donteni, hogy P tulajdonsagi-e. Néhany tulajdonsdgra nincs
ismert jobb algoritmus annal, mint hogy végigmegyiink G elemein, és mindegyiket
ellenérizziik. Gyakori eset azonban, hogy G(P), ha nem iires, akkor G egy rész-
csoportja, esetleg egy részcsoport mellékosztalya. Példéul, ha egy elem vagy egy
részhalmaz centralizatorat szeretnénk megtalalni, akkor egy részcsoportot keresiink.

Mellékosztalyra példa, ha a,b € G-re azokat a g € G-ket keressiik, amelyek a-t
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b-be konjugaljdk, vagyis amelyekre a? = g~lag = b. Gyakran elegend azt eldonte-
niink, hogy G(P) iires-e, az el6z6 példandl ez annak eldontését jelenti, hogy a és b
konjugaltak-e. Ebben a részben feltessziik, hogy G(P) egy részcsoport, egy részcso-
port mellékosztalya vagy iires.

Legyen B = (f1,...,0m) a G < Sym()) csoport egy bézisa, és legyen G =
=Gl > @GRl > . > GM > G = {1} az ehhez tartozé részcsoportlane. Q-n
definidljunk egy <-rendezést, amire 3; < 5 < ... < (3, valamint minden w € 2\
\ B-re 3, < w. G minden elemét egyértelmilen meghatérozza az, hogy B elemeit
hova viszi, igy a baziselemek képeinek sorozataval azonosithatjuk a csoporteleme-
ket. Ez az azonositds egy rendezést is indukal G-n, g, h € G-re g < h akkor és csak
akkor teljesiil, ha létezik i € {1,...,m}, amire minden j < i-re 3] = J}-’, valamint
B7 < Bt A baziselemek képeinek meghatrozasaval szeretnénk csoportelemeket ke-
resni. (31, ..., ) lehetséges képei Gl mellékosztalyait hatarozzak meg. Ezeknek
a képeknek a halmazat jeloljiik 7;-lel. Legyen 7 = |J!" | 7;, ezen nézziik a tartalma-
zast, mint természetes részbenrendezést, amivel 7-t egy keres6fanak tekinthetjiik. 7°
gyokere (a () sorozat) G-nek felel meg, a levelei (az m-hosszi sorozatok) a csoport-
elemeknek. Jeloljikk ¢t € T-re 7 (t)-vel a t-bél indul6 részfat. Legyen ¢ : T — P(G),
amire ©((v1,...,m)) = {9 € G|} =~ V1 <i<I}. Az algoritmusunk ezt a ke-
res6fat jarja be mélységi bejarassal (backtrack), igy keressiik meg G(P)-t. Amikor
t = (71,.--,%-1) € 7;_1-nél tartunk a bejarasban, akkor 7;-nek nem kell minden
(-beli elemet végigprébalnunk, hanem elég azokat, amikre ¢((71,...,7;)) nem iires.
Mivel ¢(t) GU-nek egy mellékosztédlya, ezért ha vesziink egy tetszéleges g € (1)
csoportelemet, akkor a szébajové v-ek azok, amikre v, € (8¢ m)g . Ez a bejaras a
csoportelemeket mellesleg <-lexikografikus sorrendben taldlja meg. Ha menet koz-
ben t € T-nél tartunk és ¢(t) N G(P)-r6l be tudjuk litni, hogy vagy iires, vagy
hogy mar minden elemét ismerjiik, akkor a mélységi bejarast attél a ponttdl nem
kell mélyebbre folytatnunk. Akkor lesz hatékony az algoritmusunk, ha minél na-
gyobb részfakat el tudunk igy dobni. Vannak a P tulajdonsagtol fiiggetlen és attol
fiiged elvek, amik alapjan egy részfat eldobhatunk. A kovetkezd lemma, az egyik

legegyszeriibb P-tol fiiggetlen ilyen elvet mutatja be.

2.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy G(P) < G, a K = G(P) N GI*Y részcsoportot
mar ismerjik valamilyen | € {1,... ,m}-re és hogy most valamelyik t € T;-re 7T (t)
belsejében vagyunk. Ha taldlunk egyetlen g € p(t) N G(P)-t, akkor p(t) N G(P) C
C (g9, K) C G(P), gy kihagyhatjuk T (t) maradék részét.

Bizonyitds. Minden h € ¢(t) N G(P) a Kg mellékosztalyban talalhato. O
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A kovetkezo lemmahoz tegyiik fel, hogy ismeriink olyan K, L < G részcsopor-
tokat, amikre igaz, hogy minden g € G-re g € G(P) akkor és csak akkor, ha a
kettés mellékosztaly KgL C G(P). Ha G(P) részcsoport, akkor tekinthetjitk A -nak
és L-nek G(P) mér ismert részcsoportjat. P-tél fiiggben azonban lehet, hogy més
K-t meg L-et is valaszthatunk. Példaul, ha P azon elemekre teljesiil, amik a-t b-be
konjugaljak, akkor vélaszthatjuk K = (a)-t és L = (b)-t. Mivel minden K gL kett&s
mellékosztalynak elég egyetlen elemét megtalalnunk, és a bejaras <-lexikografikus
sorrendben taldlja meg az elemeket, ezért a 7 (t) részfat kihagyhatjuk, ha tudjuk,
hogy egyik g € ¢(t) sem lehet a sajat KgL kettés mellékosztalyanak elsé eleme.
Sajnos egy kettés mellékosztaly elsé elemét megtalalni NP-nehéz probléma [Luk93],

ezért kicsit masképp kell csinalnunk, erre valé a kévetkezo 3 lemma.

2.4. Lemma. Legyent = (v1,...,m) € 7. Ha g € ¢(t) a KgL kettds mellékosztily

(Y1s71-1)

lezikografikusan elsé eleme, akkor v, a v, orbit elso eleme.

1o Y—1)

L
Bizonyitds. Indirekten tegyiik fel, hogy van olyan v € v, o , amire v < .

Legyen h az az L, )-beli elem, amire A = . llyenkor gh € KgL és gh < g,

1ye-yY1—1
tehat ellentmondésra jutottunk. O
Eszerint a lemma szerint, amikor a t' = (v1,...,v-1) € 7,_1 részfat nézziik,

akkor elég L, ) orbitjainak els6 elemeivel folytatnunk. Ahhoz, hogy az orbi-

1y Y1—1
tokat kiszdmoljuk L-ben bazist kell valtanunk, azaz L-nek egy (vi,...,7v-1)-gyel
kezd6do bézishoz tartozd erds generdtorrendszerét kell kiszamolnunk. Emiatt ez a
kritérium nem annyira gyorsan ellenérizhetd, sok implementaciéban csak kis [-ekre
alkalmazzak.

Az el6z6 lemma egy altaldnosabb alakja a kovetkezd:

K
2.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy B, € (3, CreBe=) ylamilyen k < l-re. Legyen t =
= (",...,m) € T. Ha g € ¢(t) a KgL kettds mellékosztaly lexikografikusan elsé

eleme, akkor v, =< min_(y, 7).

Bizonyitds. Legyen hy az a Kg, . 5, ,)-beli elem, amire Bt = (3. Indirekten tegyiik

L
fel, hogy van olyan v € v, %1 Camire 4 < g Legyen hy az az Ly, y)-beli
elem, amire 72 = . hyghy € KgL és highy < g, mivel i < k-ra g"9" = g2 —
= AP — 5 = 9 valamint 59" = 9" = 412 = 4 < 4, = 37, Ellentmondésra
jutottunk. O

Ez k = [ esetén az ezelotti lemmat adja vissza, k < [-re pedig azt jelenti, hogy
K,
B € By OrBe-1) ogotén csak azok a t = (715 --,m) € T-ek érdekesek, amikre ~; >~

= Yk
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Kg,..., )
[

2.6. Lemma. Legyen s = , azaz K l-edik fundamentdlis orbitjanak

mérete. Legyen t = (y1,...,m) € T. Ha g € (t) a KgL kettés mellékosztdly

(Y15e-711—1)

lezikografikusan elsé eleme, akkor v, nem lehet a v, orbit utolsé s —1 eleme

kozott.

Bizonyitds. AT = {3 | h € Kg,...5 .} halmaz s elemii és = 3] € T'. Minden
v = ﬁlhg € I' G(y,,..5_,)-nek ugyanahhoz az orbitjdhoz tartozik, mivel N —
ahol g7'h™tg € Gy, »_,)- hg € KgL és g minimalitdsa miatt 7, = ming I, ezért
legaldabb s — 1 elem jon késobb K gL-ben. O]

Emiatt amikor a ¢ = (y1,...,m-1) € 7 részfat nézziik, akkor Gy, .~ )
minden orbitjanak utolsé s — 1 elemét kihagyhatjuk.

Most nézziink P-specifikus kritériumokat. Nézziik el6szor a centralizator problé-
mét, legyen adott ¢ € G, Ci(c) = G(P)-t kell megtalalnunk. Mivel Cg(c) = Ca({c)),
ezért minden w € Q, g € Cy(c), k € Z-re igaz, hogy (w )9 = (w9)". Ez két dolgot is
jelent, egyrészt hogy ha w ¢ altali képét meghataroztuk mar, akkor az az w alaki
elemek képeit is meghatarozza, masrészt pedig hogy ha w egy [-hosszu ciklus része
c-ben, akkor w? is csak egy [-hosszu ciklus része lehet c-ben. Ezeket a feltételeket
akkor tudjuk hatékonyan kihasznalni, hogyha olyan bazisban irjuk fel az erés gene-
ratorrendszert, amiben c egyes ciklusainak az elemei egymast kovetik. fgy tudunk
w,w w, ... kozil minél t6bbdl baziselemet csinlni, tehat {gy lesz minél tobb T(t)
eldobhaté.

Maésik példanak nézziik a konjugdltsig-ellendrzés esetét, adott a,b € G, G(P) =
= {9 € G | a = b}. Ebben a problémaban G(P) vagy iires, vagy Cg(a) egy
jobboldali mellékosztalya, ezért hasonlit ez az eset a centralizator-problémara, ahol
hasonlo feltételek jottek ki. g-nek a ciklusait b ugyanolyan hosszi ciklusaihoz kell
rendelnie, valamint ha a egy ciklusanak egy elemének a képét meghatarozzuk, az az
egész ciklus képét is megmondja. Itt is specidlis bazisban érdemes felirni az erés ge-
neratorrendszert, mégpedig olyanban amiben a ciklusainak elemei egymast kovetik.

Masik fontos itt emlitendo probléma a kovetkezd: Legyen adottak a G, H <
< Sym(€2) csoportok, a G N H csoportnak szeretnénk egy generatorrendszerét meg-
hatdrozni. Feltehetjiik, hogy |G| < |H|. Elészor szémoljuk ki G-nek egy B =
= (B1,...,Bm) bazisit, és definidljuk T-t és ¢-t, mint eddig. Szamoljuk ki H-nak
egy olyan bazisat, ami B-vel kezdodik és egy ehhez tartozo erds generatorrendszert.
Legyen ¢ : T — P(H) ¢-hez analég médon definidlva H-ra. Ha t = (y1,...,7v-1) €
€ 71,1 részfajat nézziik, akkor csak azokkal a +; elemekkel kell folytatnunk, amik nem
csak G-ben lehetséges folytatasok, hanem H-ban is, vagyis a v, € (ﬁle)g N (ﬁlH[l])h
alaktakat, ahol g € (t) és h € (t). gy minden 7,,-beli elem, amihez eljutunk,
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egy olyan G-beli elemet reprezental, ami H-ban is benne van, vagyis a menetkoézben

felirt generatorelemei G(P)-nek azok pont G N H-nak lesznek a generatorelemei.
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3. Burnside-Dixon-Schneider algoritmus

Ebben a fejezetben a véges csoportok karaktertablazatanak kiszamitasara alkalmas
Burnside-Dixon-Schneider algoritmusrdl lesz sz6. A csoport megadasanak modjat
most figyelmen kiviil hagyjuk, de feltessziik hogy par alapveté algoritmus mar ren-
delkezéstinkre all. Permutaciocsoportoknal ezeket méar részleteztiik, de mas megada-
soknal is megoldhatoéak.

Az eredeti algoritmus Burnside-t6l szarmazik [Burll]. Az els6 alfejezetben ismer-
tetjiik az eredeti algoritmust, a tobbi alfejezet ennek az algoritmusnak modositasai-

rol, javitasairol szol.

3.1. Burnside eredeti algoritmusa

Legyen G tetszéleges véges csoport, jeloljuk a konjugdltosztélyainak szamét r-rel,
az osztalyokat Cf, ..., C,-rel, ezeknek egy-egy reprezentans elemét gy, . .., g.-rel. Le-
gyen i € {1,...,r}re h; = |C;| = |G : Cg(g:)|, a konjugéltosztalyok elemszdma.
Természetesen valaszthatjuk g,-et 1-nek, igy h; = 1.

Feltételezziik, hogy a 2 fejezetben leirtak szerint g;-k, h;-k mar ki vannak sza-
molva. Azt is fel kell tenniink, hogy minden g € G-re gyorsan meg tudjuk allapitani,
hogy melyik konjugdltosztalyba tartozik. Kisebb csoportok esetében, ha van elég
memoéria, érdemes minden g-re elore kiszamolnunk ezt.

Jeloljiik G irreducibilis karaktereit x!,..., x"-rel, és a révidség kedvéért legyen
X; = X'(g;)- Legyen d; = x{, azaz x’ foka.

1 <j,k,l < r-relegyen ¢ azon elemparok szama, ahol az egyik elem Cj-beli, a
mésik elem Cy-beli és a szorzatuk g;. Ismert, hogy c;i; fliggetlen g;-k megvalaszta-

satol, valamint hogy teljesiil a kovetkezd egyenloség minden 1 < 4,5, k < r-re:

haXG Xy hix;
d d ZCjkl d; (&1)

=1

Legyen M; az az r x r-es matrix, aminek (k,!)-edik eleme c;i;, ezeket kénnyen ki
tudjuk szdmolni. Legyen v' = [hyxi/d;, ..., h.x./d;]T. Ha i, j-t lerdgzitjiik, akkor
ezekkel a jelolésekkel a (B.1]) egyenlet atirhat6 a kovetkezd alakba:

?TX]UZ = M;v' (3.2)
Vagyis v" jobboldali sajatvektora M;-nek minden i, j-re. Van tehdt r darab kozos

sajatvektorunk minden M;-hez, amik koziil semelyik kett6hoz sem tartozhat minden
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M; esetén ugyanaz a sajatérték, igy ezeket a sajatvektorokat M;-kbol konstansszor-
z6 erejéig egyértelmiien meghatarozhatjuk linearis algebrai ismereteink alapjan. A
helyes konstansszorzokat kénnyen megkaphatjuk, hiszen v} = hyx/d; = 1d;/d; = 1
fgy M;-kbél meg tudjuk allapitani vi-ket.

Kérdés, hogy vi-k ismeretében hogyan éllapithatjuk meg xj-ket. h;-ket ismerjiik,
tehat elegendo d;-k kiszamolasa. Szintén ismert, hogy a komplex-értéki osztalyfiigg-

vények terén értelmezhetd egy természetes skalarszorzat a kovetkezéképpen:
h af 3.3
geG
A karakterekre vonatkozé ortogonalis reldcick alapjén (x*, x?) = d,;, ami alapjan

1_< |G‘Z J|X]’2 ’G‘Z

@ Sl

J

(3.4)

Ezalapjan d; kifejezheto, tehat sikeriilt X;-ket kiszamolnunk.

Osszefoglalva az algoritmust:
1. Kiszamoljuk r, C;, g;, h;, M;-ket
2. Kiszamoljuk M;-knek az r darab kozos sajatvektorat, majd ezekbol U;'.—ket

3. Kiszdmoljuk d;-ket, és végiil ebbol X;-ket

3.2. Schneider elso mddositasa

Ezt a moédositast Schneider irta le [Sch90]-ben. Nem annyira a sebességén javit az
algoritmusnak, hanem inkabb egyszeriibbé teszi azt, ezért ezt vessziik elore, annak
ellenére is, hogy aB.3 részben leirt médositast Dixon mar joval elétte kitalalta.

Jeloljik 1 < 5 < r-re j'-vel gj_1 konjugéltosztalyanak a szamat, vagyis amire
Cy = C;'. Mivel |Cy] = hy, {gy azon (z,y, z) € C; x Cy, x C; hdrmasok széma, amire
xy = z egyenld hycjr, de szintén egyenld azon harmasok szdmdval, amikre 7'z =y,
vagyis hicju = hicju. Ezt a ([B.1) egyenlet jobb oldaldba beirva, majd j-t és j'-t
felcserélve kapjuk, hogy

'X
z Z CikX} (3.5)

Vagyis a [x}, ..., x‘] sorvektor baloldali sajatvektora M;-nek.
Konstansszorzok erejéig most is egyértelmiien meghatarozhatjuk M;-kbdl ezeket

a vektorokat, most viszont a konstansszorzo megéllapitasahoz kell hasznalnunk a
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karakterek ortonormaltsagat. Tegyiik fel, hogy talaltunk r darab k6zos sajatvektort,
jeloljiik ezeket w'-vel. A keresett szorzé d;/wi, mert az els6 elemnek d;-nek kell

lennie.

T

i i 1 i RN
1= <X>X>:@Zhj|Xj|2:@Zhj
j=1

J=1

2
d;

Wy
wy

dz2 - 12
TR PRI
j=1

Ezalapjan d;-ket megallapithatjuk, amibol meg X;-ket megkapjuk.

3.3. Dixon moddositasa

Jeloljitk G exponensét, vagyis az elemrendek legkisebb kozos tObbszorosét e-vel.
Ismert, hogy Xé-—k algebrai egészek, sot éppen d; darab komplex e-edik egységgyodk
Osszege, vagyis az algoritmustol elvarhato kell, hogy legyen, hogy a karaktertablazat
elemeit ne csak kozelité értékekkel, hanem pontos értékekkel kapjuk meg. Az eddig
leirt médszer azonban csak kozelitésre volt alkalmas, ugyanis az M; matrixok kézds
sajatértékeit csak gy tudjuk meghatarozni. Erre Dixon talalt egy megoldast, amit
[Dix67]-ben irt le. Az alapdtlet az, hogy vélasszunk egy alkalmas p primet, minden
szamitast I, felett végezziink el, majd a kapott eredményt emeljiik vissza C-be.

Jeloljiink egy e-edik komplex primitiv egységgyokot (-val. Minden karaktertab-
lazatbeli elem Z[(]-beli. h;x’/d-r6l is ismert, hogy algebrai egész, tehdt h;x’/d; €
€ QEINA =7Z[C], igy a (31]), (3.5) egyenletek is Z[(]-beliek.

Valasszunk egy olyan p primet, amire e|p — 1 és p > 2d; minden 1 < i < r-re.
Mivel d;-ket nem ismerjiik még, de tudjuk, hogy S7_, d? = |G|, ezért p > 2|/|G]]
elegendé. Mivel e|p — 1, ezért F-ben van e-rendi elem, jeloljiink egy ilyet w-val. fgy

adodik egy O : Z[¢] — F, gytirthomomorfizmus, a kovetkezd hozzarendeléssel:

e—1 e—1
E a; Cl — E aiw’
=0 i=0

©-t alkalmazva az (3.5]) egyenletre F, feletti egyenletrendszert kapunk, tehat a
O(xY), ..., 0(x".)] sorvektorok F, felett baloldali sajatvektorai ©(M;)-knek. Be kell
latnunk, hogy ezek a sorvektorok linedrisan fliggetlenek I, felett. Legyen X az a
méatrix, aminek (i, j)-edik eleme X;, vagyis X maga a karaktertablazat. Legyen Y az
a matrix, aminek (j,7)-edik eleme h; X; A karakterek ortonormaltsaga miatt XY =
= |G|I,. Erre alkalmazva ©-t azt kapjuk, hogy O(X)O(Y) = O(XY) = O(|G|I,) =
= O(|G|)1,. Mivel |G| minden ¢ primosztdjara qle, ezért q|p — 1, vagyis O(|G|) # 0,
tehat ©(X) sorai tényleg linearisan fiiggetlenek I, felett. Az 4; és is-edik sorokhoz
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tartozo sajatértékek nem mind egyezhetnek meg, ugyanis akkor az a két sor lineari-
san Osszefiiggne. Igy a ©(M;) métrixok I, felett is skaldrszorzé erejéig egyértelmiien

meghatarozzak a kozos sajatvektoraikat.

Tehat miutan kiszamoltuk ©(M,)-ket, kiszamolhatjuk a karakterisztikus poli-
nomjaikat, amit faktorizalva megkapjuk a sajatértékeket, amibol végiil meghatéaroz-
hatjuk a baloldali sajatvektorokat. Ezeket a miiveleteket véges testek felett mind

konnyen el tudjuk végezni, a részletekbe most nem megyiink bele.

A kapott sajatvektorokat normalizalhatjuk ugy, hogy megszorozzuk az elso ele-
miik inverzével, vagyis azokat a sajatvektorokat nézziik, amiknek az elsé eleme 1.
Ezeket a sajtvektorokat jeloljitk v'-vel. Mivel ©(x}) = ©(d;) = d;, igy O(x}) =
= d}, tehat di-t kell meghataroznunk. Az ismert x'(g7') = x(g) azonossaghdl
kapjuk, hogy

-vel szorozva, majd ©-t rdalkalmazva
G|-vel d ©-t raalkal
|G| = Z h;O(X5ON,) = d; Z hjvivl,  (mod p) (3.8)
j=1

Ebbél d? p-s maradékat megkapjuk, amibél d; egyértelmii, mert 0 < d; < p/2 lehet
csak.

@(Xé-)—ket mar tudjuk, az algoritmus utolsé 1épése, hogy visszakapjuk X;—ket,
vagyis a komplex értékeket. Mivel x’ d; darab (-hatvény Osszege, ezért léteznek
olyan 0 < myj, < d; < p egészek, amikre:

X; = Z mz’jkck (3.9)

Jeloljiik j(I)-lel annak a konjugéltosztélynak a szamét, amiben g} van. Az el6z6

egyenletbdl Xé-(g)-t is ki tudjuk fejezni, mégpedig:

e—1
= Z M ¢ (3.10)

k*=0
Ha a kovetkezo 0sszeget tekintjiik, majd ezt belehelyettesitjiik:

e—1 e—1

k*=0 k*O
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e—1
1
= E Z mijk*eékk* = Myjk (311)
k*=0

O-t raalkalmazzuk az egyenletre:

—_

Mgk = O(my) = O(e) ™' > O(xjp))w™ (3.12)
l

i
=)

Ezzel @(Xé-)—kb('ﬂ ki tudtuk fejezni X;-ket, vagyis készen vagyunk.

3.4. Schneider masodik moddositasa

Nem esett sz6 eddig arrol, hogy hogyan lehet az M; matrixokat kiszamolni. Egyszer-
re M; egy oszlopat (legyen most ez az l-edik) tudjuk megadni, mégpedig gy hogy
minden = € Cj-re kiszdmoljuk y = z7'g;-t és azt, hogy y melyik konjugdltosztaly-
ba esik. M; (k,l)-edik eleme azon z-ek szdma, amikre y € Cj. Altaléban az egész
algoritmus futasanak legnagyobb részét ez a szamolas teszi ki, ezért arra kell tore-
kedniink, hogy minél kevesebb oszlop kiszamolasaval meghatarozhatéak legyenek a
sajatvektorok. Vegyiik észre, hogy M; els6 oszlopanak j'-edik eleme h;, az Gsszes
tobbi eleme 0, igy az elsé oszlopokat mar ismerjiik. M;i-et is ismerjiik, hiszen annak
(k,1)-edik eleme Oy, vagyis My = I,.

Ebben a részben a sajatvektorok kiszamitdsahoz mutatunk egy olyan maodszert,
amihez nem kell mindegyik M; matrixot teljesen kiszamolnunk. Nevezziik karakte-
raltereknek [ azon altereit, amelyeket néhdny irreducibilis karakter generdl, vagyis
a (O(x") | i € I) alakban felirhat6akat, ahol I C {1,...,r}. A sajatvektorokat a ko-
vetkezOképpen szeretnénk kiszamolni: kiindulunk egyetlen karakteraltérbél (a teljes
[F7-r61), és minden 1épésben egy legaldbb két dimenzids karakteralteret egy M; segit-
ségével felbontunk tébb kisebb dimenzids karakteraltér direkt 0sszegére, igy hogy a
karakteraltérnek nézziik a metszetét M; sajataltereivel. Ezt addig ismételjiik, amig
csak 1-dimenzids karakteraltereink maradnak, ezek a keresett kozos sajatvektorok
lesznek. Egy alteret mindig egy sor-redukalt bazisként tekintiink és tarolunk, ami
azt jelenti, hogy a generatorvektorokat egy matrix soraiként leirva olyat kapunk,
amire teljesiil, hogy minden sor els6 nemnulla eleme 1, valamint ha az i-edik sorban
a j-edik elem az els6 nemnulla elem, akkor minden i’ > i, ' < j-re az (¢, j') helyeken
0 van. Egy tetszOlegesen megadott generatorrendszerbdl Gauss-eliminaciéval, majd
az iires sorok torlésével sor-redukélt bazist kaphatunk.

Ahhoz, hogy eldontsiik, hogy melyik M;-vel érdemes prébélkozni egy adott V'

karakteraltér felbontasanal, a kdvetkezo lemmara lesz sziikségiink :
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3.1. Lemma. Legyen by,...,bs o'V karakteraltér sor-redukdlt bazisa. Akkor és csak
akkor esik V' a ©(M;) mdtriz egyetlen baloldali sajdtalterébe, ha minden olyan V -beli
vektorra, aminek az elsé koordindtdja 0, teljesil az, hogy jobbrol szorozva ©(M;)-vel

a kapott vektornak is 0 az elsé koordindtdja.

Bizonyitds. V karakteraltér, tehat van benne olyan vektor, aminek els6 koordinata-
ja nemnulla, igy b, els6 koordinataja 1. Ha V' egy sajataltérbe esik, akkor minden
V-beli vektor sajatvektor, vagyis ha egy vektor elsé koordinatdja 0, akkor a szor-
zatnak is. A maésik irdny bizonyitdsahoz tegyiik fel indirekten, hogy V-be belemetsz
két kiilonboz6 sajatértékhez (A1, Ag) tartozé sajataltér is. Mivel V' és egy sajataltér
metszete karakteraltér, ezért van olyan vektor a metszetben, aminek elsé koordina-
taja 1. Legyen egy \;-hez tartozo ilyen vektor v;. by = v; + w; alakba irhatd, ahol
w; els6 koordindtdja 0. Ezt jobbrdl ©(M;)-vel szorozva azt kapjuk, hogy b1©(M;) =
= v,0O(M;) + w,O(M;) = \v;, + w;O(M;). Ha csak az els6 koordinatdkat nézziik,
akkor azt kapjuk, hogy b1©(M;) elsé koordindtaja A;. Ezt i = 1,2-re is megkaptuk,

vagyis A\; = Ao, ami ellentmondas. O]

Ez azt jelenti, hogy egy V = (b, ...,bs) karakteralteret M;-vel akkor tudunk
felbontani, ha van olyan V-beli vektor, aminek elsé koordinatéja 0, de ©(M;)-vel
vett szorzatanak elsé koordinatdja nem 0. Ez ekvivalens azzal, hogy létezik 2 <
< i < s, amire b;O(M;) elsé koordinataja nem 0. A szorzat elsé koordinatdja b;
és a matrix els6é oszlopanak skalarszorzata, és mivel tudjuk, hogy az elsé oszlopban
pontosan egy nemnulla elem van, mégpedig a j'-edik helyen, ezért az kell, hogy b;
j'-edik koordinatéja ne legyen 0. Osszefoglalva, akkor tudjuk V-t felbontani M;-vel,
ha létezik 2 < i < s, amire b; j'-edik koordindtaja nem 0.

Ha V' = (by,...,bs) sor-redukélt alakban van megadva, b; elsé nemnulla koor-

dinatdja a c;-edik, akkor a ©(M;) matrix hatdsat V-n ki tudjuk szamolni csak a

1, ..., csedik oszlopok ismeretével. Ugyanis egy V-beli vektort egyértelmiien meg-
hataroznak a ¢y, . . ., c;-edik koordinatéi, vagyis ha minden 1 < i < s-re b;©(1/;)-nek
kiszamoljuk a cy, ..., cs-edik koordinatait, akkor azok alapjan a szorzatot fel tud-

juk irni b;-k linearis kombinéciéjaként, vagyis ezek alapjan az oszlopok alapjan fel
tudunk irni egy olyan s X s-es A métrixot, ami a b; bazisban felirt ©(M;)-vel vald
szorzasnak felel meg. Ennek kell a sajataltereit meghataroznunk. Ehhez kiszamoljuk
a karakterisztikus polinomjat, azt I, felett faktorizalni tudjuk példdul a Cantor-
Zassenhaus algoritmussal [CZ81], igy megkaptuk a \; sajatértékeket. A — \;I balol-
dali nulltere lesz az i-edik sajataltér, amit az eredeti bazisba visszairva megkapjuk
V és ©(M;) i-edik baloldali sajatalterének metszetét.
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3.5. Tovabbi mdédositasok

Ha Schneider masodik modositasat kovetjiik, akkor segit az algoritmusnak, ha elore
ki tudunk szdmolni par irreducibilis karaktert. A trividlis (csupa 1) karaktert pél-
daul mindig fel tudjuk hasznélni. Altalaban megéri, hogy a linedris karaktereket,
illetve azok ©-altali képeit elore kiszamoljuk. El6szor nézziik meg, hogyan tudjuk
kiszamolni ezeket Abel-csoportokra. (Valéjaban Abel-csoportoknal csak ezeket kell
kiszdmolni, hiszen minden irreducibilis karakter linearis.) Ilyenkor minden elem egy
onéll6 konjugéltosztélyt alkot. Ha G egy ciklikus csoport (G ~ Z,,), akkor minden
irreducibilis karakter igy néz ki, hogy a generatorelemhez hozzarendel egy n-edik
komplex egységgyokot, a hatvanyaihoz pedig az egységgyok megfelelé hatvanyait.
Ha G Abel-csoport, akkor a véges Abel-csoportok alaptétele szerint felirhaté prim-
hatvanyrendi ciklikusok direkt szorzataként, igy ezt a felbontast megkeresve a té-
nyezok irreducibilis karaktereit ki tudjuk szamolni, majd ezek direkt szorzataként
megkapjuk G irreducibilis karaktereit. Abban az esetben, ha G nem kommutativ,
G abelizdlasat kell tekinteniink, vagyis a G* = G/G/ = G/[G’ G Abel-csoportnak
kell meghataroznunk a karaktertablajat, majd ezen karaktereket G-re visszaemelve
megkaphatjuk G linearis irreducibilis karaktereit.

Lehet bizonyos esetekben gyorsabb moédszert talalni X;-k kiszamolaséra is @<X§')'
kbol. Miutan d;-t mar kiszamoltuk és latjuk, hogy d; elég kicsi, akkor a leirt mdd-
szernél gyorsabb lehet minden lehetséges d; darab (-hatvany Osszegére ellenOrizni,
hogy melyikekre alkalmazva ©-t kapjuk a mar kiszdmolt ©(x})-t. Ha csak egy le-
hetséges Osszeg van, akkor megkaptuk X;-t. Ez e féle osszeg ellendrzését jelenti,
mig a leirt médszer az Osszes X;-t O(e*) id6ben kiszdmolja, ezért tényleg csak kis
d;-kre érheti meg ez. Ugyanitt mésik gyorsitasi lehetoség, hogy ha x*-t egy konjugdl-
tosztalyra kiszamoltuk, akkor az inverz konjugdaltosztélyon felvett értékét is rogton

tudjuk, hiszen Xé-, = X_;
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A. Mathematica 8 implementacio

Az aldbbi implementacié Mathematica 8 (vagy anndl ujabb) kornyezethez késziilt,
anélkiil nem hasznalhaté. Letoltheté és installdlhaté [Nagl2]-ben leirt médon. Per-
mutaciécsoportok kezelésére par fliggvény mar alapbdl benne van Mathematica-ban,
definidlni tudunk csoportokat, par alap csoport elére benne van (szimmetrikus, al-
ternald, ciklikus, diéder és abel-csoportok, valamint a sporadikus csoportok nagy
része). Le tudjuk kérdezni egy csoport erés generatorrendszerét (Schreier-Sims algo-
ritmusnak egy véltozata bele van irva), valamint egy elem centralizatorat. Ezeken
kiviil a tobbi algoritmust az én implementdciém biztositja. A fliggelék innentol angol

nyelven folytatodik.
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A.1. License

This package can be used under the rules of the 2-clause BSD license:

Copyright (c¢) 2011, Gergely Nagy
All rights reserved.

Redistribution and use in source and binary forms, with or
without modification , are permitted provided that the

following conditions are met:

— Redistributions of source code must retain the above
copyright notice, this list of conditions and the
following disclaimer.

— Redistributions in binary form must reproduce the above
copyright notice, this list of conditions and the
following disclaimer in the documentation and/or other

materials provided with the distribution.

THIS SOFTWARE IS PROVIDED BY THE COPYRIGHT HOLDERS AND
CONTRIBUTORS ”AS IS” AND ANY EXPRESS OR IMPLIED
WARRANTIES, INCLUDING, BUT NOT LIMITED TO, THE IMPLIED
WARRANTIES OF MERCHANTABILITY AND FITNESS FOR A
PARTICULAR PURPOSE ARE DISCLAIMED. IN NO EVENT SHALL THE
COPYRIGHT HOLDER OR CONTRIBUTORS BE LIABLE FOR ANY DIRECT
, INDIRECT, INCIDENTAL, SPECIAL, EXEMPLARY, OR
CONSEQUENTIAL DAMAGES (INCLUDING, BUT NOT LIMITED TO,
PROCUREMENT OF SUBSTITUTE GOODS OR SERVICES; LOSS OF USE,

DATA, OR PROFITS; OR BUSINESS INTERRUPTION) HOWEVER
CAUSED AND ON ANY THEORY OF LIABILITY, WHETHER IN
CONTRACT, STRICT LIABILITY, OR TORT (INCLUDING NEGLIGENCE

OR OTHERWISE) ARISING IN ANY WAY OUT OF THE USE OF THIS
SOFTWARE, EVEN IF ADVISED OF THE POSSIBILITY OF SUCH
DAMAGE.
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A.2. Documentation

— NullQ[expr] gives True if expr is Null, and False otherwise.

* Test whether Null is Null:
In[1]:= NullQ[Null]
Out[1]:= True
* Test whether "Null” is Null:

In[2]:= NullQ["Null”]
Out[2]:= False

— GroupQ|expr] gives True if expr is a group, and False otherwise.

* Test whether SymmetricGroup|3] is a group:

In[1]:= GroupQ[SymmetricGroup [3]]
Out[1]:= True

— GroupActionSetSort|actset] sorts the elements of actset into an order in which
elements of option GroupActionBase are the first ones and then other elements

follow.

* If there are no base given, it is just a normal sort:
In[1]:= GroupActionSetSort[{3,1,5,2,7,9,6}]
Out[1]:= {1, 2, 3, 5, 6, 7, 9}
* If base is given, then base elements come first:

In[2]:= GroupActionSetSort[{3,1,5,2,7,9,6}, GroupActionBase
—> {2,7,4,6}]
Out[2]:= {2, 7, 6, 1, 3, 5, 9}

— CyclesActionSet[elem] gives the action set of a group element.

* Action set for Cycles[1,3,2,7]:
In[1]:= CyclesActionSet [Cyecles[{{1,3},{2,7}}]]
Out[1]:= {1, 2, 3, 7}
* We can use GroupActionBase to specify order:

In[2]:= CyclesActionSet[Cycles[{{1,3},{2,7}}],
GroupActionBase — {1,7,5,3}]
Out[2]:= {1, 7, 3, 2}
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— GroupActionSet[group] gives the action set of a group.

* Action set for a group:
In[1]:= GroupActionSet[MathieuGroupM11 []]
Out[1]:= {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}
* We can use GroupActionBase to specify order:

In[2]:= GroupActionSet[SymmetricGroup[4], GroupActionBase —>

{3.2}]
Out[2]:= {3, 2, 1, 4}

— GroupExponent[group] gives the exponent of the group.

* Compute the exponent of a group:
In[l]:= GroupExponent|[DihedralGroup [8]]
Out[1]:= 8
* The exponent of a group is always a divisor of its order:

In[2]:= GroupOrder[DihedralGroup [8]]/ GroupExponent |
DihedralGroup [8]]
Out[2]:= 2

— GroupElementFromImage[group, a, b] gives an element of the group which

moves a to b, or Null if there is no such element.

* We can get an element of CyclicGroup|[5] which moves 1 to 3:

In[1l]:= GroupElementFromImage[CyclicGroup [5], 1, 3]
Out[1]:= Cycles[{{1, 3, 5, 2, 4}}]

* If there are no such element it gives Null:

In[2]:= NullQ [GroupElementFromImage [ CyclicGroup [5], 1, 6]]
Out[2]:= True

— GrouplrredundantStabilizerChain[group| gives a stabilizer chain of the group

according to the option GroupActionBase, but skips redundant base elements.

* The built-in GroupStabilizerChain function can give redundant stabilizer

chain:

In[l]:= GroupStabilizerChain [CyclicGroup [5], GroupActionBase
- {1, 3}]

Out[1]:= {{} —> PermutationGroup[{ Cycles[{{1, 2, 3, 4,

5}1}], {1} — PermutationGroup[{}], {1, 3} —
PermutationGroup [{}]}
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* However, GrouplrredundantStabilizerChain always gives irredundant:

In[2]:= GrouplIrredundantStabilizerChain [CyclicGroup [5],
GroupActionBase — {1, 3}]
Out[2]:= {{} — PermutationGroup [{ Cycles[{{1, 2, 3, 4,

5}}11}], {1} — PermutationGroup[{}]}

— GroupConjugatesQ|group, eleml, elem2] gives True if eleml and elem2 are

conjugates in the group, and False otherwise.

* Cycles[1,2,3] and Cycles|1,3,2] are conjugates in SymmetricGroup[4]:

In[1]:= GroupConjugatesQ [SymmetricGroup [4], Cycles
[{{1.2,3}}], Cycles[{{1,3,2}}]]
Out[1]:= True

* But they are not conjugates in AlternatingGroup[4]:

In[2]:= GroupConjugatesQ[AlternatingGroup [4], Cycles

[{{1,2,3}}], Cycles[{{1,3,2}}]]
Out[2]:= False

* We can check conjugacy not just for group elements, in that case it gives
True iff there is a group element that conjugates eleml to elem2:

In[3]:= GroupConjugatesQ [SymmetricGroup [4], Cycles

[{{1,2,3},{5,6}}], Cycles[{{1,3,2},{5,6}}]]
Out[3]:= True

— GroupConjugacyClassRepresentatives[group]| gives a list of group elements which

represent the conjugacy classes.

* We can get class representatives for a group:

In[1]:= GroupConjugacyClassRepresentatives [ AlternatingGroup

[4]]
Out[1l]:= {Cycles[{}], Cycles[{{1, 4}, {2, 3}}], Cycles[{{1,

3, 2}}], CyCIGS[{{17 3, 4}}]}

— GroupNumOfConjugacyClasses[group| gives the number of conjugacy classes

in the group.

* The number of conjugacy classes in SymmetricGroup[n| is always Parti-

tionsP[n]:
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In[1]:= Table[GroupNumOfConjugacyClasses [ SymmetricGroup [n]] ,
fn, 6}]

Out[1]:= {1, 2, 3, 5, 7, 11}

In[2]:= Table[PartitionsP [n], {n, 6}]

Out[2]:= {1, 2, 3, 5, 7, 11}

— GroupConjugacyClassSizes[group| gives the list of sizes of the conjugacy classes
(in the same order as GroupConjugacyClassRepresentatives|group| gives the

elements.

* We can get sizes of conjugacy classes:

In[1l]:= GroupConjugacyClassSizes[AlternatingGroup [4]]
Out[1]:= {1, 3, 4, 4}

* The ordering corresponds to GroupConjugacyClassRepresentatives:

In[2]:= GroupConjugacyClassRepresentatives [AlternatingGroup
[4]]

Out[2]:= {Cycles[{}], Cycles[{{1, 4}, {2, 3}}], Cycles[{{1,
3, 2}}], Cycles[{{1, 3, 4}}]}

— GroupConjugacyClassInverses[group| gives the list whose k-th element is the
index of the conjugacy class in which the inverses of the elements of the k-th

conjugacy class are.

* We can get indices of inverse conjugacy classes:
In[1l]:= GroupConjugacyClassInverses|[AlternatingGroup [4]]
Out[1]:= {1, 2, 4, 3}
* The ordering corresponds to GroupConjugacyClassRepresentatives:

In[2]:= GroupConjugacyClassRepresentatives [ AlternatingGroup
[4]]

Out[2]:= {Cycles[{}], Cycles[{{1, 4}, {2, 3}}], Cycles[{{1,
3, 2}}], Cycles[{{1, 3, 4}}]}

— GroupConjugacyClassNum|group, elem| gives the index of the conjugacy class

of elem in group.

* We can get index of the conjugacy class of an element:

In[1]:= GroupConjugacyClassNum [ AlternatingGroup [4], Cycles

[{{1,4,2}}]]
Out[1]:= 4
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* The index corresponds to GroupConjugacyClassRepresentatives:

In[2]:= GroupConjugacyClassRepresentatives [ AlternatingGroup

[4]]
Out[2]:= {Cycles[{}], Cycles[{{1, 4}, {2, 3}}], Cycles[{{1,

3, 2}}], Cycles[{{1, 3, 4}}]}

— GroupConjugacyClass[group, n] gives the full list of elements in the n-th con-

jugacy class.

* We can get a full conjugacy class:
In[1]:= GroupConjugacyClass[AlternatingGroup [4], 4]
Out[1l]:= {Cycles[{{1, 4, 2}}], Cycles[{{2, 4, 3}}], Cycles
[{{1, 2, 3}}], Cycles[{{1, 3, 4}}]}

* The ordering corresponds to GroupConjugacyClassRepresentatives:

In[2]:= GroupConjugacyClassRepresentatives [ AlternatingGroup

[4]]
Out[2]:= {Cycles[{}], Cycles[{{1, 4}, {2, 3}}], Cycles[{{1,

3, 2}}], Cycles[{{1, 3, 4}}]}

— GroupCharacterScalarProduct|group, chi, psi] gives the scalar product of two
characters (chi and psi) of the group given by a list of values in the conjugacy

classes.

* We can compute scalar product of two characters:

In[1]:= GroupCharacterScalarProduct [ AlternatingGroup [4], {1,
1, 1, 1}, {4, 0, 0, 0}]
Out[1]:= 1/3

* Irreducible characters form an ortonormal base in the space of characters:

In[2]:= g = AlternatingGroup [4]; tbl = GroupCharacterTable[g
|; FullSimplify [Table|[ GroupCharacterScalarProduct [g
, tb1[[i]], tbl[[j]]], {i, Length[tbl]}, {j, Length
[tb1]}]]

Out[2]:= {{1, 0, 0, 0}, {O, 1, 0, O}, {0, O, 1, 0}, {0, O, O,
1}}

* We can compute it over a finite field:

In[2]:= GroupCharacterScalarProduct [ AlternatingGroup [4], {1,
1, 1, 1}, {4, 0, 0, 0}, Modulus —> 7]

Out[2]:= 5
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— GroupDixonPrime[group] gives the smallest prime number (p) such that GF|[p]

can be used to represent all the complex characters in.

* It gives the smallest p prime of the form k*GroupExponent|group|+1
such that p > 2*Sqrt[GroupOrder[group]] :

In[1]:= GroupExponent[MathieuGroupM11 []]
Out[1]:= 1320

In[2]:= N[2%Sqrt[GroupOrder [ MathieuGroupM11 []]]]
Out[2]:= 177.989

In[3]:= GroupDixonPrime [MathieuGroupM11 []]
Out[3]:= 1321

* Another example:

In[4]:= GroupDixonPrime[CyclicGroup [7]]
Out[4]:= 29

— GroupCharacterTableOverFiniteField[group| gives the character table of the
group over GF[p| where p is given by GroupDixonPrime[group].

* We can calculate the character table of a group over GF|[GroupDixonPrime|[group]]:

In[1]:= GroupDixonPrime[AlternatingGroup [4]]
Out[l]:= 7
In[2]:= MatrixForm|[ GroupCharacterTableOverFiniteField |

AlternatingGroup [4]]]

out[2]:= {{1, 1, 1, 1}, {1, 1, 2, 4}, {1, 1, 4, 2}, {3, 6, 0,
0}}
In[3]:= MatrixForm|[ GroupCharacterTable [ AlternatingGroup [4]]]

OUt[?’]:: {{17 I, 11 1}7 {17 17 (_1)A(2/3)7 _(_1)A(1/3)}7 {1»
L, _(_1)A(1/3)> (_1>A(2/3)}7 {37 -1, 0, 0}}

* The ordering of the columns corresponds to GroupConjugacyClassRepre-

sentatives:

In[4]:= GroupConjugacyClassRepresentatives [ AlternatingGroup

[4]]
Out[4]:= {Cycles[{}], Cycles[{{1, 4}, {2, 3}}], Cycles[{{1,
3, 2}}], Cycles[{{1, 3, 4}}]}

— GroupCharacterTable[group| gives the character table of the group.

* We can calculate the character table of a group:
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In[1]:= GroupCharacterTable[DihedralGroup [5]]

Out[1]:= {{1, 1, 1, 1}, {1, 1, 1, —1}, {2, (-1 — Sqrt[5]
(=1 + Sqrt[5])/2, 0}, {2, (-1 + Sqrt[5])/2, (
Saqrt[5]) /2, 0}}

/2,

)
1 —

* The ordering of the columns corresponds to GroupConjugacyClassRepre-

sentatives:

In[2]:= GroupConjugacyClassRepresentatives [DihedralGroup [5]]
Out[2]:= {Cycles[{}], Cycles[{{1, 2, 3, 4, 5}}], Cycles[{{1,
3, 5, 2, 4}}], Cycles[{{1, 3}, {4, 5}}]}
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18

A.3. Source code

BeginPackage [ ” GroupExt ¢ 7|

(x list of public functions with usages x)

Null@ :: usage = "NullQ[expr] gives True if expr is Null, and False

otherwise.”

GroupQ :: usage = ”GroupQ[expr] gives True if expr is a group, and False
otherwise.”

GroupActionSetSort :: usage = ”GroupActionSetSort [actset] sorts the

elements of actset into an order in which elements of option
GroupActionBase are the first ones and then other elements follow.”
CyclesActionSet :: usage = ”"CyclesActionSet [elem] gives the action set of

a group element.”

GroupActionSet :: usage = ”GroupActionSet [group] gives the action set of
a group.”

GroupExponent :: usage = ”GroupExponent [group| gives the exponent of the
group.”

GroupElementFromImage :: usage = ”GroupElementFromImage [group, a, b]

gives an element of the group which moves a to b, or Null if there
is no such element.”

GrouplrredundantStabilizerChain :: usage = 7
GrouplIrredundantStabilizerChain [group] gives a stabilizer chain of
the group according to the option GroupActionBase, but skips
redundant base elements.”

GroupConjugatesQ :: usage = ”"GroupConjugatesQ[group, eleml, elem2] gives
True if eleml and elem2 are conjugates in the group, and False
otherwise.”

GroupConjugacyClassRepresentatives :: usage = 7
GroupConjugacyClassRepresentatives [group] gives a list of group
elements which represent the conjugacy classes.”

GroupNumOfConjugacyClasses :: usage = ”GroupNumOfConjugacyClasses [ group |
gives the number of conjugacy classes in the group.”

GroupConjugacyClassSizes :: usage = ”"GroupConjugacyClassSizes[group]
gives the list of sizes of the conjugacy classes (in the same order
as GroupConjugacyClassRepresentatives[group] gives the elements.”

GroupConjugacyClassInverses:: usage = ”"GroupConjugacyClassInverses[group
] gives the list whose k—th element is the index of the conjugacy
class in which the inverses of the elements of the k—th conjugacy
class are.”

GroupConjugacyClassNum :: usage = ”GroupConjugacyClassNum [group, elem |
gives the index of the conjugacy class of elem in group.”

GroupConjugacyClass :: usage = ”GroupConjugacyClass|[group, n] gives the

full list of elements in the n—th conjugacy class.”
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32
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45
46
47

48

GroupCharacterScalarProduct :: usage = ”"GroupCharacterScalarProduct [ group
, chi, psi] gives the scalar product of two characters (chi and psi
) of the group given by a list of values in the conjugacy classes.”

GroupDixonPrime :: usage = ”GroupDixonPrime[group] gives the smallest
prime number (p) such that GF[p] can be used to represent all the
complex characters in.”

GroupCharacterTableOverFiniteField :: usage = 7
GroupCharacterTableOverFiniteField [group] gives the character table
of the group over GF[p] where p is given by GroupDixonPrime [group
l.”

GroupCharacterTable :: usage = ”GroupCharacterTable [group] gives the

character table of the group.”

Begin [ ”GroupExt ‘ Private ‘7]

(x+ there is mo proper way to determine if something is null %)

NullQ [x-] := ToString[x] = ”Null” && !StringQ [x]

(x only way to check if something is a group is with a list like this
*)

GroupQ[g-] := MemberQ[{

PermutationGroup, GroupStabilizer , GroupSetwiseStabilizer ,
GroupCentralizer ,

SymmetricGroup, AlternatingGroup, CyclicGroup, AbelianGroup,
DihedralGroup , MathieuGroupM11, MathieuGroupM12, MathieuGroupM22 ,
MathieuGroupM23, MathieuGroupM24, JankoGroupJl, JankoGrouplJ2,
JankoGroupJ3, JankoGroupJ4, HigmanSimsGroupHS, ConwayGroupCol,
ConwayGroupCo2, ConwayGroupCo3, McLaughlinGroupMcL, SuzukiGroupSuz,
HeldGroupHe, RudvalisGroupRu, FischerGroupFi22, FischerGroupFi23,
FischerGroupFi24Prime, TitsGroupT, ONanGroupON, HaradaNortonGroupHN ,
ThompsonGroupTh, LyonsGroupLy, BabyMonsterGroupB, MonsterGroupM

}, Head[g]]

(x in Mathematica 8.0.0 there is a bug that crashes GroupCentralizer[]
if called with the identity element (fized in 8.0.1) x)
Off [ General : : shdw |

GroupExt ¢ GroupCentralizer [g_?GroupQ, x_Cycles] := If[Cycles[{}] = x, g
, System ‘ GroupCentralizer [g, x]]
On| General : : shdw]

(x we extend some operators here to work with permutations and groups

*)

ClearAttributes [NonCommutativeMultiply, Protected ]
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49 (* multiplication of two permutations with xx operator (we can’t wuse
x, because Mathematica assumes * is commutative), example: Cycles

[{{1,2}}]xx Cycles [{{2,3}}] = Cycles[{{1,3,2}}] *)

50 NonCommutativeMultiply [ x_Cycles, y_Cycles] := PermutationProduct|[x, y

}

51 SetAttributes [ NonCommutativeMultiply, Protected]

52

53 ClearAttributes [Power, Protected]

54 (x raising permutations to a power with ~ operator, example: Cycles
[{1,2}}]°3 = Cyeles [{{1,2}}] +)

55 Power|[x_Cycles, n_Integer] := PermutationPower[x, n]

56

57 (x determine where an element is moved by a permutation with ~
operator , example 1" Cycles[{{1,2}}] = 2 x)

58 Power|[n_Integer , a_Cycles] := PermutationReplace[n, a]

59

60 (¥ calculate orbit of an element with ~ operator, example 1~
PermutationGroup [{ Cycles [{{1,2}}], Cycles[{{5,4}}]}] = {1,2} )

61 Power[n_Integer , g_?GroupQ] := GroupOrbits[g, {n}][[1]]

62

63 (* conjugaction of elements with " operator, example: Cycles
[{{1,2}}]" Cycles [{{2,3}}] = Cycles [{{1,3}}] +)

64 Power|[x_Cycles, y_Cycles] = y " (—1)#xx*xy

65 SetAttributes[Power, Protected]

66

67 (x it can sort a subset of the group’s action set by a base x)

68 Options|[GroupActionSetSort] = {GroupActionBase — {}}

69 GroupActionSetSort[actset_List , OptionsPattern[]] := Module[{ base},

70 base = OptionValue [ GroupActionBase];

71 Join [Sort [Intersection[actset , base], (Position[base, #1][[1,1]] <
Position [base, #2][[1,1]])&], Sort[Complement[actset , base]]]

72 ]

73

74 (x it gives the set a groupelement acts on (listable) x)

75 CyclesActionSet[a_Cycles, opts:OptionsPattern|[GroupActionSetSort]] :=
GroupActionSetSort [Flatten[a[[1]]], opts]

76 SetAttributes|[CyclesActionSet , Listable]

7

78 (% it gives the set the group acts on x)

79 GroupActionSet[g_?GroupQ, opts:OptionsPattern|[GroupActionSetSort]] :=
GroupActionSetSort [Apply [Union, CyclesActionSet [ GroupGenerators|g
J11, opts]

80
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81 (x exponent is the least common multiplier of orders of the class

representatives *)

82 GroupExponent [g_?GroupQ] := GroupExponent[g] = Apply [LCM, Map|
PermutationOrder, GroupConjugacyClassRepresentatives[g]]]

83

84 (x breadth—first—search for an element that moves a to b %)

85 GroupElementFromImage[g_?GroupQ, a_Integer, b_Integer] := Module[{1k =
1, list, ¢, x, i},

86 Catch|

87 (* if a == b then the identity is good x)

88 If[a = b, Throw|[Cycles [{}]]];

89 s = GroupGenerators|[g];

90 (x we start bfs from the identity which moves a to a %)

91 list = {Cycles[{}] — a};

92 1k = 1;

93 (* while we have new elements where we can move a to %)

94 While[1lk <= Length[list ],

95 (x we try every generator x)

96 Do|

97 (x we compute the new group element (c¢), and where that moves a

to (z) %)

98 c = list [[1k, 1]]*=*s[[i]];

99 x = list [[1k, 2]]"s[[i]];

100 (x if it moves a to b then we’re done x)

101 If[x = b, Throw[c]];

102 (x+ if we couldn’t get to x yet then we add c—>z to our list x)
103 If [Count[list , x, 2] = 0, list = Append][list , ¢ — x]]
104 , {i, Length[s]}];

105 lk = 1k + 1

106 1;

107 (x if we can’t get to b then we return Null *)

108 Null

109 |

110 |

111

112 (% the builtin GroupStabilizerChain can give redundant base x)

113 GrouplrredundantStabilizerChain [g_?GroupQ, opts:OptionsPattern |
GroupStabilizerChain|] := Module[{sc, ret, i},

114 (x first we call the original version x*)

115 sc¢ = GroupStabilizerChain[g, opts];

116 (x the first element is always necessary *)
117 ret = {First[sc]};
118 Do
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134
135
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138
139
140
141
142
143
144
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146
147
148
149

150
151

(* we add an element if the group is nol the same as the previously

added, and we only add the last base element to the list x)

If[ret[[-1, 2, 1]] != sc[[i, 2, 1]], ret = Append[ret, Append|[ret
([=1, 1], scfl[i, 1, —1]]] = sc[[i, 2]]]]
, {1, 2, Length[sc]}];
ret

(x private function: Sifting procedure to get an element from some base

images *)

GroupElementFromBaselmages [sc_, base_, img_, imgn_] := Module[{i, x,

ret },
Catch|
(x we start with the identity x)
ret = Cycles[{}];
(+ we iterate through given images *)
Do|
(x we look for an element that stabilizes the first i—1 base
elements but moves base[[i]] to img[[i]] (ret"(—1)) (this way
zxxret moves base[[i]] to img[[i]] *)
x = GroupElementFromImage[sc [[1,2]], base[[i]], img[[i]] (ret
(=) s
(x if there are no such elemet then we return Null *)
If [NullQ[x], Throw|[Null]];
(x we continue with zxxret x)
ret = xx**ret
(i, imgn}];
(* if we are done with all the given images then ret is good %)

ret

(x we use a backtrack method to check if a and b are conjugates x)

GroupConjugatesQ [ g_?GroupQ, a_Cycles, b_Cycles] := Module[{ acycles ,

becycles, sc, base, pos, p, borbitfirst}, Catch|

(x we sort the cycles of a and b by length x)

acycles = Sort[a[[1l]], (Length[#1] > Length[#2]) &];

beycles = Sort[b[[1]], (Length[#1] > Length[#2]) &];

(* if a and b has cycles of different length then they are not
conjugates *)

If [Map[Length, acycles] != Map[Length, bcycles]|, Throw|[False]];

(x we compute the stabilizer chain with a base in which elements of a

)

s cycles %)
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153
154
155

156

157
158

159
160

161
162
163
164

165
166
167
168
169
170
171

172
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174

175

176

177

178

179

180
181

sc = GrouplrredundantStabilizerChain [g, GroupActionBase —> Flatten |
acycles]];

(x we compute its base x)

base = sc[[—-1, 1]];

(x we compute positions of base elements in a, {x, y, z} means it s
the y—th in the z—th cycle (which is z long); {0, 0, 1} means it’
s stabilized by a x*)

pos = Map[(p = Position[a, #, {3}]; If[Length[p] = 0, {0, 0, 1}, {p
(11, 2]), p[[1, 3]], Length(a[[1, p[[1, 2]]]]]}])&, base];

(x we compute <b>’s orbits > first elements x)

borbitfirst = Union|[Complement|GroupActionSet[g], Flatten[b[[1]]]],
Map|[First [ GroupActionSetSort[#, GroupActionBase —> base]]&, b
1))

(x we call our backtrack function with initially no base images x)

GroupConjugatesQBT [a, b, sc, base, Length[base], {}, 0, pos,
borbitfirst |

(x private function: the backtrack function x)

GroupConjugatesQBT [a_, b_, sc_, base_, basen_, img_, imgn_, pos_,

borbitfirst_] := Module[{try, elem, 1, p}, Catch]
(x elem is an element whose base images start with img x)
elem = GroupElementFromBaselmages[sc, base, img, imgn];
(x if we have all the images then we check if it ’s good x*)
If [imgn = basen, Throw[a"elem = b]];
(x 1 is the next base element’s number x)
1 = imgn+1;
(x try will be the list of possible images for the next base element

)
(x if base[[l]] is in the same cycle in a as base[[imgn]] then we

know the mnext image x)
If [imgn > 0 && pos|[[l, 1]] > 0 && pos[[]l, 1]] = pos[[imgn, 1]],

p = Position[b, img[[imgn]], {3}];

try = {b[[1, p[[1, 2]], Mod[pos[[1, 2]]—-pos[[imgn, 2]]+p[[1, 3]]-1,

pos [[1, 3]]]+1]]

, (x else x)

(x the elements whose images start with img are a coset of sc/[[imgn

[
]
}

+1, 2]] and elem is one of them, so these are the possible
images for base[[imgn+1]] x)

try = (base[[1]] " sc[[]l, 2]]) elem;

(x if base[[l]] is stabilized by a then img[[l]] must be stabilized

by b x)
If[pos[[l, 1]] = 0,
try = Select[try, (Count[b, #, {3}] = 0)&]

39



182
183
184

185
186

187
188
189
190
191
192

193
194
195
196
197
198

199

200
201

202

203
204
205
206
207
208
209
210
211
212

213
214
215

, (x else x)
(x otherwise cycle—length must be the same x)
try = Select[try, (p = Position[b, #, {3}]; Length[p] > 0 &&
Length[b[[1, p[[1, 2]]]]] = pos[[1l, 3]])&]
K
(x if b stabilizer all images thus far (if borbitfirst /= {}) then
we only have to check <b>’s orbits’ first element x)
If [Length[borbitfirst] > 0, try = Intersection|[try, borbitfirst]];
K
(x we try every possible image for base[[l]] *)
Do|
(* if it’s good then we return True x)
If [ GroupConjugatesQBT [a, b, sc, base, basen, Append|[img, try[[i]]],
1, pos, If[Count[b, try[[i]], {3}] = 0, borbitfirst, {}]],
Throw [ True] ]
. {i, Length[try]}]:
(x* if we didn’t return True then it’s False x)

False

]

(x We find conjugacy classes by testing random elements, each taken
from the last element’s centralizer x)
GroupConjugacyClassRepresentatives [ g_?GroupQ| :=
GroupConjugacyClassRepresentatives [g] = Module[{repr, n, sum, x, k,
cent, centorder},
n = GroupOrder[g];
(x* at the beginning we only know the identity as a group
representative )
(x at each step, we have a group element (z), calculate its
centralizer (cent) and its order (centorder) x)
x = Cycles [{}];
cent = g;
centorder = n;
(+ we will store the representatives in repr x*)
repr = {x};
(x k is the number of already found conjugacy classes x*)
k = 1;
(* sum is the total number of elements in the known classes x)
sum = 1;
(+ we are done when we find all elements, so we repeat until sum == n
)
While [sum < n,
(x we take 3 random elements before actually testing it *)
Do|
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216 (x we get a random element from the last elements centralizer x)

217 x = First [GroupElements|[cent, {RandomInteger[{1, centorder
HI

218 cent = GroupCentralizer[g, x];

219 centorder = GroupOrder[cent |;

220 , {3}

221 Catch|

222 (x we step out of the Catch[] block if z is in an already known
conjugacy class x)

223 Do[If[GroupConjugatesQ[g, repr[[i]], x], Throw[True]], {i, 1, k
Hs

224 (x if we are here, we found a new class x)

295 k = k+1;

226 repr = Append|[repr, x];

227 sum = sum + n/centorder

228 ]

229 l;

230 repr

231 |

232

233  (x we determine numbers of conjugacy classes by computing the

representatives and counting them x)

234  GroupNumOfConjugacyClasses[g_?GroupQ] := GroupNumOfConjugacyClasses[g]
= Length|[GroupConjugacyClassRepresentatives[g]]
235
236 (x we compute |G : C.G(a)| for all representatives and return them in a
list x)
237 GroupConjugacyClassSizes[g_?GroupQ] := GroupConjugacyClassSizes[g] =
Module[{n},

238 n = GroupOrder[g];

239 Map|[(n/GroupOrder [ GroupCentralizer [g, #]])&,
GroupConjugacyClassRepresentatives[g]]

240 |

241

242 (x we compute indices of the conjugacy classes

7

inverses )

243 GroupConjugacyClassInverses[g_7?GroupQ] := GroupConjugacyClassInverses|[g
] = Map[ GroupConjugacyClassNum [g, # (—1)]&,
GroupConjugacyClassRepresentatives[g]]

244

245 (x we determine number of the conjugacy class of a specific element by
computing representatives and then try if they are conjugates *)

246 GroupConjugacyClassNum [ g_?GroupQ, a_Cycles| := Module[{repr},

247 (x we calculate representatives x)

248 repr = GroupConjugacyClassRepresentatives[g];
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Catch|
(x we iterate over them x)
Do|
(x if a“repr[[i]] then we return i *)
If [GroupConjugatesQ[g, a, repr[[i]]], Throw[i]]
. {i, Length[repr]}];
(x if we didn’t found it then a is not in g *)
Null

(x breadth—first—search for elements in the k—th conjugacy class x)

GroupConjugacyClass [ g_?GroupQ, k_Integer] := GroupConjugacyClass[g, k]

= Module[{ list , i, next, s},
(* we calculate the generators x)
s = GroupGenerators[g];
(* list contains found elements x)
list = {GroupConjugacyClassRepresentatives[g][[k]]};
(x+ next—th element of the list is coming x)
next = 1;
(* we go through the elements of the list x)
While[next <= Length|[list |,

Do|

(x z is the new element we get by conjugating the next—th element

with the i—th generator x)

x = list [[next]]"s[[i]];
(x+ if we haven’t found x yet then we add it to the list x)
If [Count[list , x] = 0, list = Append|list , x]]
. {i, Length[s]}];
next = next+1
K
list

(x private function: MT_i(k, j) = $§|\{(a,b) \in G-1 \times G-2 \mid a \

in C_i, b \in C_j, axb=g_k\}|$ =)

GroupMTTableRow[g_, i_, k_] := GroupMTTableRow[g, i, k] = Module[{repr,

inv, ret, iclass, j, 1},

(* we calculate the representatives and inverses x)

repr = GroupConjugacyClassRepresentatives[g];

inv = GroupConjugacyClassInverses[g];

(x we will return a Length[repr] long array, initially it ’s all zero
*)

ret = ConstantArray [0, Length[repr]];
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322
323

(x if @ == 1 then MT_i is the identity matriz, so in its kth row
there is only one non—zero element, the kth x)
If[i = 1, Return[ReplacePart[ret, k — 1]]];
(x the first row always has only one non—zero element, the inv/[[i]]—
th element is the size of its conjugacy class x)
If [k = 1, Return|[ReplacePart[ret, inv[[i]] —
GroupConjugacyClassSizes[g][[1]]]]];
(x otherwise we compute an element from the kth class and iterate
through the ith class *)
iclass = GroupConjugacyClass[g, i];
Do|
j = GroupConjugacyClassNum [g, iclass [[1]]"(—=1)=*repr[[k]]];
(x we increase the j—th element by 1 %)
ret = ReplacePart|[ret, j — ret[[j]]+1]
, {1, Length[iclass]}];

ret

(x we calculate scalar product as 1/|G|\sum_{g \in Gta(g)b(g"—1) and
not using comnjugates as in the definition , because it works with
finite fields as well x)

Options | GroupCharacterScalarProduct] = {Modulus —> 0}

GroupCharacterScalarProduct [g_?GroupQ, a-, b_, OptionsPattern[]] :=
Module[{ sizes , inv, mod, ret},
sizes = GroupConjugacyClassSizes[g];

inv = GroupConjugacyClassInverses[g];
mod = OptionValue [Modulus];

(x+ we calculate the sum x)

ret = Sum[sizes [[i]]*a[[i]]«b[[inv[[i]]]], {i, Length[sizes]}];
(x we have to divide it by GroupOrder[g] *)
If [mod != 0, Mod[ret«PowerMod|[ GroupOrder[g], —1, mod], mod], ret/

GroupOrder [g]]

(x we search for the smallest prime with e|p—1 and p > 2xsqrt (|G|) =)
GroupDixonPrime [ g_?GroupQ] := GroupDixonPrime[g] = Module[{p, e},

(x e is the exponent x)

e = GroupExponent[g];

(x p is the first number that e|p—1 and p > 2xsqrt (|G|) *)

p = (Floor[(2xFloor[Sqrt[GroupOrder[g]]] —1)/e]+1)xe+1;

(x while p is not a prime, we increase it by e *)

While [!PrimeQ[p], p=p + e];

p
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324
325

326

327
328
329
330
331
332
333

334
335

336
337
338
339
340
341

342
343

344
345
346
347

348
349
350
351
352
353
354
355

356

357

(x private function: we try to split V into direct sum of smaller

subspaces based on GroupMTTable[g, i] *)

GroupCharacterTableSplit[g_, i-, V_] := Module[{r, p, x, Mp, bp, id, j,

s, linv, A, ¢, im, eigenvalues, lin},
s = Length[V];
(* if V is I—dimensional, we cannot split it *)
If[s = 1, Return[{V}]];
r = GroupNumOfConjugacyClasses[g];
p = GroupDixonPrime[g];
iinv = GroupConjugacyClassInverses[g][[1]];
(* if all basevectors but the first has 0 at position iinv, then we
cannot split x)
If [Count [Map[# [[iinv]]&, Rest[V]], 0] = Length[V]—-1, Return[{V}]];
(x we compute the place of leading non—zero elements of the
basevectors x)
¢ = Map[Position[#, Except[0], 1, Heads —> False|[[1l, 1]]&, V];
(*+ and the basevectors at c places x)
bp = Table Map[V[[j, #]]&, c], {i, s};
(x we need these rows of MT x)
Mp = Mod[Map[GroupMTTableRow [g, i, #]&, c], p]l;
(x+ we construct an A matriz such that MT.V'T = V'T.A where MT is
GroupMTTable[g, i] x)
A = Transpose [Map[Function[{b},
(x first we compute the image of the basevector, but only the
values at the ¢ places x)
im = Mod[b. Transpose [Mp], p];
(* mext we want to have im as linear combination of basevectors x)
lin = {};
(x we do something like Gauss—elimination to get the coefficients (
it works because V is a row—reduced base) x)
Do|
lin = Append[lin, im[[]j]]];
im = Mod[im—im [[j]]+bp[[j]], p]
s Ais st
lin
I, V1]
(* we find A’s eigenvalues x*)
eigenvalues = Map[#][1,2]]&, Union|[Solve|[CharacteristicPolynomial [A,
x| = 0, x, Modulus —> p]]];
(x for each eigenvalue we find its eigenspace, and calculate its
generators in the normal coordinate system x)
id = IdentityMatrix[s|;
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358 Select [Map[RowReduce| NullSpace [A — #xid , Modulus —> p].V, Modulus —>
pl&, eigenvalues], (Length[#] > 0)&]

359 |

360

361 (x we determine the character table over F_p by figuring out the common
eigenvectors of the MT matrices x)

362 GroupCharacterTableOverFiniteField [g-7?GroupQ] :=
GroupCharacterTableOverFiniteField [g] = Module[{subspaces, r, i, p
}

363 r = GroupNumOfConjugacyClasses[g];

364 p = GroupDixonPrime[g];

365 (x initially we have the whole vectorspace as the single subspace x*)

366 subspaces = {IdentityMatrix[r]};

367 (x we split subspaces into direct sums until each is I—dimensional x*)

368 Do|

369 subspaces = Apply[Union, Map| GroupCharacterTableSplit[g, i, #|&,

subspaces|]

370 , i, 2, t}];

371 (x we calculate the characters from the eigenvectors and then sort
them )

372 Sort [Map|

373 (* we have to multiply each eigenvector with a constant such that

their norms becomes 1 %)

374 Mod[##+PowerMod [ GroupCharacterScalarProduct [g, #, #, Modulus —> p],
-1/2, p], pl&,

375 Table[subspaces [[i, 1]], {i, 1}]

376 11

377 ]

378

379 (x we use the finite table to compute the normal one *)

380 GroupCharacterTable[g_?GroupQ] := GroupCharacterTable[g] = Module[{e,

einv, r, p, t, s, i, j, k, 1, repr, fin, reprl, inv, skip, row},
381 r = GroupNumOfConjugacyClasses[g];
382 p = GroupDixonPrime[g];
383 e = GroupExponent[g];
384 repr = GroupConjugacyClassRepresentatives[g];
385 inv = GroupConjugacyClassInverses[g];

386 (x* we compute the finite wversion first x)
387 fin = GroupCharacterTableOverFiniteField[g];
388 (+ we can skip computation of those columns whose inverses ’ column is

already computed, because we can conjugate those *)
389 skip = Table[inv [[i]] < i, {i, r}];
390 (x t is a complex e—th root of wunity x)
391 t =(=1)"(2/e);
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392 (* s is an element which has order e in F_p x)

393 s = PowerMod | PrimitiveRoot [p], (p—1)/e, p];

394 (x we precompute some expressions that will be used a lot *)

395 reprl = Table|[GroupConjugacyClassNum |[g, repr[[j]] k], {j, r}, {k, e

I
396 einv = PowerMod|[e, —1, p];
397 (* we finally compute the character table, and then try to simplify
the result for at most 10 seconds *)

398 FullSimplify [ Table |

399 row = {};

400 Do|

401 (x we write the elements of the character table as a polynomial
of t, row contains the coefficients x)

402 (x we can compute them with this sum (or we reverse the
coefficients of the inverse column for conjugation) x)

403 row = Append|[row, If[skip[[]j]], RotateLeft [ Reverse[row[[invVv [[]
111111 , Table[Mod[einv*Sum|[fin [[i, reprl[[j, 1]]]]+PowerMod|s
L —ksl, pl, {1, e}, pl. {k, e}]]]

04, {5, 1}

405 (* mow we sum it *)

406 Table [Sum|[row [[j, k]]*t"k, {k, e}], {j, r}]

407 , {i, r}], TimeConstraint —> 10]

408 ]

409

410 End|]

411 EndPackage |[]

46



Hivatkozasok

[BS84]

[Burll]

[Con90]

[CZ81]

[Dix67]

[HEOO5]

[Jer95]

[LLL82]

[Luk93]

[Mur03]

[Nag12]

[Sch90]

[Ser03]

[Sim70]

L. Babai and E. Szemerédi. On the complexity of matrix group problems
i. In 25th Ann. Symp. on Found. of Comp. Sci., pages 229-240, 1984.

W. Burnside. Theory of Groups of Finite Order. Cambridge University
Press. Reprinted by Dover 1955, New York, 2nd edition, 1911.

S. B. Conlon. Calculating characters of p-groups. J. Symb. Comput.,
9(5/6):535-550, 1990.

D. G. Cantor and H. Zassenhaus. A new algorithm for factoring polyno-
mials over finite fields. Math. of Comput., 36(154):587-592, 1981.

J. D. Dixon. High speed computation of group characters. Numerische
Mathematik, 10(5):446-450, 1967.

D. F. Holt, B. Eick, and E. A. O’Brien. A Handbook of Computational
Group Theory. Chapman and Hall, 2005.

M. Jerrum. Computational Pdlya theory. In In Surveys in combinatorics,
pages 103-118. University Press, 1995.

A. K. Lenstra, H. W. Lenstra, and L. Lovasz. Factoring polynomials with
rational coefficients. Math. Ann., 261:515-534, 1982.

E. M. Luks. Permutation groups and polynomial-time computations. In
Groups and computation, volume 11 of DIMACS, pages 139-175. Amer.
Math. Soc., 1993.

S. H. Murray. The Schreier-Sims algorithm, November 2003.

G. G. Nagy. GroupExt - Group Theory Extensions for Mathematica 8.
https://github.com/ngg/groupext, 2012.

G. J. A. Schneider. Dixon’s character table algorithm revisited. J. Symb.
Comput., 9(5/6):601-606, 1990.

A. Seress. Permutation Group Algorithms. Cambridge University Press,
2003.

C. C. Sims. Computational methods in the study of permutation groups.

In Computational problems in abstract algebra, pages 169-183, 1970.

47


https://github.com/ngg/groupext

[Sla86] M. C. Slattery. Computing character degrees in p-groups. J. Symb. Com-
put., 2(1):51-58, 1986.

[Ung06] W. R. Unger. Computing the character table of a finite group. J. Symb.
Comput., 41(8):847-862, 2006.

48



	Címlap
	Tartalomjegyzék
	Bevezetés
	Black-box csoportok
	Orbit-algoritmusok
	Konjugáltosztályok megtalálása

	Permutációcsoportok
	Bázisok és erős generátorrendszerek
	Schreier-Sims algoritmus
	Backtrack módszerek

	Burnside-Dixon-Schneider algoritmus
	Burnside eredeti algoritmusa
	Schneider első módosítása
	Dixon módosítása
	Schneider második módosítása
	További módosítások

	Mathematica 8 implementáció
	License
	Documentation
	Source code

	Hivatkozások

