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1. Bevezetés

A matematikdnak egy igen érdekes témakore a Kakeya-problémakor. Kakeya-halmaznak egy
olyan sikbeli tartomanyt neveziink, melyben egy egységnyi hosszisdgu szakasz megfordithaté,
azaz folytonos mozgéassal 6nmagéba vihetd gy, hogy kézben 180 fokos fordulatot tesz. A kérdés-
felvetés a kovetkezd: Mekkora a minimalis teriilete egy Kakeya-halmaznak? A kérdést S. Kakeya
japan matematikus tette fel 1917-ben. Egyszerii példak Kakeya-halmazra az egységnyi atméroji
korlap, illetve az egységnyi magassagi szabdalyos haromszog. Egy kis gondolkodas utan lathat-
juk, hogy egy bizonyos haromcsiicsi hipociklois altal hatarolt tartomany is Kakeya-halmaz. A
hiromestcsu hipocikloist gy kapjuk, hogy egy R sugari kor keriiletén beliilrdl végiggorgetiink
egy R/3 sugart kort. A kis korvonal egy pontjanak pélydja adja a hdromesicsi hipocikloist.
Belathaté, hogy a hipociklois minden pontjaban hizott érint6jének a tartomanyba es6 szakasza
alland6 hossztsdgi, R = 3/4 valasztas esetén egységnyi hossziu. Igy tehdt a mozgdst elképzelve
konnyen lathaté, hogy az R = 3/4 esetben a haromcsicsi hipociklois altal hatérolt tartomany
is Kakeya-halmaz. Az egységnyi atmér6jli korlap teriilete /4, az egységnyi magassiagi harom-
sz0gé v/3/3, és belathaté, hogy ezen hipociklois altal hatarolt tartoméany teriilete 7/8. A sejtés
sokaig az volt, hogy ezen haromcsiicst hipociklois altal hatérolt tartomany a legkisebb teriileti
Kakeya-halmaz.

A. S. Besicovitch orosz matematikus a Kakeya-problématol fliggetleniil 1920-ban konstrualt
egy olyan halmazt, mely minden irdnyban tartalmaz egységnyi hossztusagi szakaszt, és nulla
a teriilete. Oroszorszag akkori elszigeteltsége miatt ez az eredmény nem jutott el a matema-
tikai koztudatba, azonban Besicovitch emigracidja utdn hamarosan ismertté valt. Pal Gyula
felismerte, hogy a Besicovitch konstrukciéjaban szereplo alapotlet felhasznalhaté a Kakeya-
probléma megoldaséara is. A valasz: nincs legkisebb teriiletii Kakeya-halmaz, ugyanis tetsz6leges
€ > 0 szamhoz létezik olyan Kakeya-halmaz, melynek teriilete kisebb, mint €. Besicovitch ere-
deti konstrukciéja meglehetdsen bonyolult, ezt késObb sokan egyszeriisitették, koztiik 6 maga is,
az egyszerlisitett valtozat megtaldlhaté [3]-ban. A Kakeya-problémakor részletesebb torténeti
attekintésérél, egyéb érdekes kérdésfelvetéseirdl, dltaldnositdsairdl olvashatunk [5]-ben.

F. Cunningham 1971-ben irt [1] cikkében megmutatta, hogy tetszéleges € > 0 szamhoz 1é-
tezik olyan Kakeya-halmaz, melynek teriilete kisebb, mint ¢, és egy egységnyi sugart koérben
talalhaté! Szakdolgozatom els6 fejezetében be fogom mutatni Cunningham eme konstrukcié-
jat. A Cunningham konstrukciéjaban szerepl6 halmaz egyszeresen Osszefiiggs, de én ezt jelen
dolgozatban nem bizonyitom.

Szakdolgozatom masodik részében a géombi Kakeya-halmazok problémajat targyalom. Azt
mondjuk, hogy az a ivhosszisagu f6kor-iv megfordithatd a gombfeliileten 1év6 K halmazban,

ha van olyan folytonos mozgatas a K halmazon beliil, mely a fokor-ivet 6nmagéaba viszi ugy,



hogy kozben 180 fokos fordulatot tesz, azaz ellentétes irdnyitassal érkezik vissza 6nmagdaba.
Ezen halmazokat gombi Kakeya-halmazoknak nevezziik. A kérdésfelvetés a sikbeli problémédhoz
anal6g modon a kévetkezd. Adott a ivhosszisagu fokor-iv az egységgdombfeliileten. Mekkora a
legnagyobb alsé korlatja azon gombi Kakeya-halmazok teriiletének, melyben az iv megforditha-
t6? Cunningham [2]-ben leirt konstrukcidjanak megfeleléen a sikbeli Cunningham-konstrukcié
altal elkészitett Kakeya-halmazokat fogjuk hasznalni, ezeket képezziik a gombfeliiletre a gémb
kozéppontjabol vald kézéppontos vetitéssel.

A sikbeli Kakeya-halmazok létezésének egy érdekes ekvivalencidjat adja a kovetkezd tétel:
1.1. Tétel. A kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:

1. Tetszdleges € > 0 szamhoz létezik olyan K sikbeli Kakeya-halmaz, melynek teriilete kisebb,

mint €.

2. Tetszbleges Ji, Jo C R? azonos hosszisdgi irdnyitatlan szakaszok esetén teljesiil a kovet-
kezo: tetszdleges € > 0 szamhoz létezik olyan M sikbeli elmozgatds, mely Ji-et Jo-be viszi,

és a mozgatds dltal surolt teriilet kisebb, mint €.

3. Tetszéleges Ji, Jo C R? azonos hosszisdgi irdnyitott szakaszok esetén teljesiil a kivetkezd:
tetszéleges € > 0 szamhoz létezik olyan M sikbeli elmozgatds, mely Ji-et Jo-be viszi (igy,
hogy M (1) (J1) és Jo iranyitdsa megegyezik), és a mozgatds dltal sirolt teriilet kisebb, mint

€.

Ezen ekvivalencia létezése adta az Otletet a kovetkezO kérdés targyalasdhoz. Adott a sikon
két kiilonbo6z6 egybevagd egyszerii iv. Igaz-e, hogy tetszdleges € > 0 szadmhoz van olyan folytonos
sikbeli elmozgatas, mely egyik egyszerli ivet a méasikba viszi, és a mozgatéas altal strolt teriilet
kisebb, mint €7 A dolgozatban leirtak szerint ki fog deriilni a kdvetkezé. Ha egy egyszerii iv olyan,
hogy tetszoOleges € > 0 szamhoz van olyan folytonos sikbeli elmozgatas, mely az egyszerii ivet egy
t6le kiilonbo6z6 egybevagd példanyaba viszi Ggy, hogy a mozgatas altal strolt teriilet kisebb, mint
e, akkor az egyszerli iv koriv vagy szakasz. Ezen 1j eredmény bizonyitasdval ismerkedhetiink
meg a 4. fejezetben.

Az 5. fejezetben azt targyaljuk, mi a helyzet abban az esetben, ha az egyszerli {v szakasz
vagy koriv. Els6ként bebizonyitjuk az 1.1. Tételt. Ezutan felhasznaljuk, hogy az 1. fejezetben
talalhaté Cunningham-konstrukcié szerint tetszoleges € > 0 szamhoz létezik olyan K sikbeli
Kakeya-halmaz, melynek teriilete kisebb, mint . A tételbeli ekvivalencidbdl kévetkezni fog egy
megfelel§ mozgatas 1étezése abban az esetben, ha az egyszerii iv egy szakasz. Abban az esetben,
ha az egyszerii iv egy koriv, a probléma egyel6re megvalaszolatlan. A mar meglévé eredményekkel

megismerkedhetiink az 5. fejezetben.



2. A Cunningham-konstrukcio

2.1. Bevezetés

2.1. Definicié. Legyen M : [0,1] x R? — R? folytonos leképezés, melyre teljesiil, hogy minden
rogzitett t € [0,1] esetén M (t) : R? — R? sikbeli egybevigésag, és M (0) = idge. Ekkor M-et

folytonos sikbeli elmozgatasnak nevezziik.

2.2. Definicié. Legyen J C R? kompakt halmaz, és M folytonos sikbeli elmozgatés. A J hal-
maz M mozgatasa altal surolt tartomany tertilete Ao (H s ps), ahol Ao a kétdimenziés Lebesgue-

mértéket jeloli, a H s halmaz pedig:
Hyn = {2z € R |3y e J, I e[0,1] M(t)(y) ==}

2.3. Definicié. Legyen K C R? halmaz, J C K egységhossztisagt szakasz, A és B végpon-
tokkal. Azt mondjuk, hogy a K halmaz Kakeya-halmaz, ha létezik olyan {M(t) | t € [0,1]}
folytonos sikbeli elmozgatéds, melyre M(t)(J) C K minden ¢t € [0,1] esetén, M (1) (J) = J,
és M(1)(A) = B, M(1) (B) = A. Szemléletesen: Egy olyan sikbeli tartomanyt, amelyben egy
egységhossziisagi szakasz folytonos mozgassal 6nmagaba vihet6 gy, hogy kézben 180 fokos for-

dulatot tesz, azaz ellentétes iranyitassal érkezik vissza 6nmagéba, Kakeya-halmaznak neveziink.

Ebben a fejezetben F. Cunningham [1]-beli konstrukci6jat targyaljuk, amely olyan sikbeli
Kakeya-halmazt eredményez, melynek teriilete tetszolegesen kicsi lehet, és az egységsugari kor-
ben taldlhaté. A Cunningham konstrukcidjaban szerepld halmaz egyszeresen 6sszefliggs, de ezt

jelen dolgozatban nem targyaljuk.

2.4. Tétel. Tetszdleges € > 0 esetén létezik olyan Kakeya-halmaz, melynek teriilete kisebb, mint

g, €s az egységsugari korben taldlhato.

2.5. Eszrevétel. A tételben szerepld 1 sugara kor mérete tovabb mar nem csokkentheto. Valéban,
legyen D egy r < 1 sugart korlap, P egy D-beli pont, melynek tavolsaga a kézépponttdl kisebb,

mint 1 — 7.

Allitds. A D\ {P} halmaz nem Kakeya-halmaz.

Bizonyitds. Tegyik fel indirekt, hogy Kakeya-halmaz, azaz megfordithaté benne az egységsza-
kasz. Paraméterezziik a szakasz mozgéasat az {M(t) | t € [0,1]} mozgatéassal. Jelolje az egység-
szakaszt a kezdeti allapotban J, végpontjait A és B. A feltétel szerint M (1) (J) = M(0) (J) = J,
és M(1)(A) = B, M(1)(B) = A, azaz a szakasz ellentétes irdnyitdssal érkezik vissza On-
magédba. Legyen most ¢y € [0,1] tetszéleges. Jelolje az M (ty) (J) szakaszpoziciot Jy,. Jelolje
ezen szakaszpozicié végpontjait Ay, = M (to) (A) és By, = M (to) (B). Tekintsiikk az Ay, By, P



irdnyitott haromszoget. Mivel P ¢ D, ezért P ¢ Jy, teljesill, igy ez egy valdédi haromszog.
Tetszbleges t € [0, 1] esetén jelolje H(t) az A;B.P irdnyitott haromszoget. Abbdl adéddan,
hogy a P pont kézépponttdl valdé tavolsaga kisebb, mint 1 — r, megfigyelhetd, hogy létezik a
to pontnak egy olyan (9 — ,to + d) kornyezete, hogy tetszbleges t' € (tg — d,to + ) esetén a
H(t') hdromszog irdnyitdsa megegyezik a H(ty) hdromszog irdanyitdsaval. Tekintsiik ezen in-
tervallum egy zart részintervallumat, majd nevezziik ezentil ezen zart részintervallum belsejét
(to — 0,to + 0)-nak. Tekintsiik most az osszes ilyen tg € [0,1] ponthoz tartozd kornyezeteket,
tehdt az Uyep1) (o — 0,t0 +6) D [0,1] halmazt. (A tg = 0,40 = 1 esetben ezek félolda-
li kornyezetek lesznek, ezek jelolését most nem kiilonboztetjik meg.) Mivel a [0, 1] interval-
lum kompakt, kivalaszthatoé ezen fedésbél véges részfedés, azaz Uy e (to — 9,t0 + ) D [0,1],
ahol |I| < oco. Legyenek ezek az intervallumok {(¢; — 0;,¢; + d;) |i = 1,...,n}. Tekintsiik ezen
intervallum-végpontok altal meghatarozott 0 = up < uy < -+ < uy, = 1 felosztdsat a [0, 1] in-
tervallumnak, azaz legyen ug = 0,uy = t1 —01,u2 = 0+, . - ., Um—1 = tn+ pn, um = 1. Teljesiil,
hogy minden u € [u;_1, u;] esetén a H(u) haromszogek irdnyitdsa megegyezik a H (u;—1) hdrom-
sz0g irdnyitdsaval tetszbleges ¢ = 1,...,m esetén. Tehét teljesiil, hogy minden u € [0, 1] esetén a
H (u) haromszogek irdnyitdsa megegyezik a H(0), azaz az ABP haromszog irdnyitasaval. Ekkor
azonban a H (1), azaz a feltétel szerinti BAP haromszog irdnyitdsdnak is meg kellene egyeznie
az ABP haromszog irdnyitasaval, de ez nem teljesiil, ellentmondés. Tehat D\ { P} valéban nem

Kakeya-halmaz. O

Tehat barmely D-ben fekvé Kakeya-halmaznak tartalmaznia kell a D kdzéppontja koriili
1 — r sugart kort, tehat legalabb (1 — r)27 teriilettel kell rendelkeznie.

2.2. A konstrukcié alapoétlete

Bizonyitasunk fontos épitokove, melyet Besicovitch is hasznalt megoldasaban, hogy egy sza-
kasz korlatlanul mozgathat6 a rajta athaladé egyenes mentén, nulla teriiletet sturolva.

Legyen a halmazunk a kévetkez6: Legyen I' a fix egységkor, kozéppontja O. Az € > 0 szam
adott, legyen II egy a korrel koncentrikus paratlan () oldali szabalyos konvex sokszog altal
hatérolt tartomany, melynek teriilete kisebb, mint £/2.

Legyenek II cstcsai Cp,C1,...,Co = Cp oly médon szdmozva, hogy az egymadst kévetd
csucsok majdnem szemben legyenek egymassal, tehat a Cy—10Cy sz0g legyen 7@ /(Q+1) minden
g=1,...,Q esetén. Most készitsiink el () darab hadromszoget: Ji, ..., Jg a kovetkezé moédon.
Legyenek A, és B,—1 a Cy—1C, szakasz altal meghatarozott egyenes és a I' kér metszéspontjai,
Aq legyen a Cy-hoz kozelebb 1év6 metszéspont minden g = 1,. .., Q esetén (lasd: 1. 4bra). Tehat
létrehoztunk a kérvonalon 2@Q) darab pontot: Ay, By, A1, B, ..., Ag = Ao, Bg = Bo. Ekkor J,



csucsai legyenek Cy, A, és By, minden ¢ = 0,...,Q esetén (Jy = Jg). Legyen K a II sokszog-

tartomany és a Jp,. .., JJg hdromszogek unidja.

1. dbra. A kiindulasi Kakeya-halmaz

Az egységhosszi szakasz K-ban a kévetkezéképpen mozog: C,—1C,A, szakaszrél C, koriil
fordulva atforog Cyy1C, B, szakaszra. Ehhez sziikséges, hogy a Cy_1Cq41 és az A,B, parhu-
zamos szakaszok tavolsidga legalabb egységnyi legyen. Ez megvaldsithatd, ha -t elég nagynak
valasztjuk. Valoban, hiszen ha @Q — oo, akkor II egy £/2 teriiletii korhoz tart, melynek sugara
Ve/(2m), igy a kérdéses tavolsag /e/(27) + 1-hez tart, ami nagyobb, mint 1. Tehét a szakasz
mozgasa:

Az egységszakasz CoC1A1-t0l Cy koriil fordulva CoCy Bi-ig forog, majd ezen szakasz dltal
meghatarozott egyenes mentén mozog, mig AsCyCi-re nem érkezik. Ekkor elfordul Cs koériil
By(Cy(C5-ig, majd ezen szakasz altal meghatarozott egyenes mentén mozog, és igy tovabb. @
darab ilyen mozgatds utan a szakasz visszakeriil A1C1Cy-ra, és mivel @) paratlan, ezért forditott
iranyban &all, mint eredetileg. Tehdt K Kakeya-halmaz, azonban tdl nagy a teriilete. Kovetkezd
célunk ennek csokkentése lesz.

Csokkentsitk a Cq_1CyA4-bol Cyy1C;Bg-ba torténd mozgatas soran surolt teriiletet! Ezt
-szor ismételve csokkenthetjiik K minden dgan a surolt teriileteket.

Hasznaljunk egyszeriibb jeloléseket. Legyen A’ := Cy_1, B’ := Cyy1, A :== Ay, B := B,
C := Cy, J := J,. Vegyiink fel egy koordinata-rendszert ugy, hogy az y tengely az A’ és B’



altal meghatdrozott egyenes legyen. Az A’ B'C haromszog legyen A, ez része Il-nek. Legyen A
magassiga 0. A J hdromszog magassiga legyen r. A feltétel szerint d+r > 1, tekintsiik a 0+r = 1
esetet (lasd: 2. dbra). A célunk, hogy a szakasz mozgatasat A’ A-bol B'B-be tgy végezziik el,
hogy a K = A U J halmazt egy kisebb teriileti halmazra cseréljiik, melyben a mozgatas
megvalosul. A A haromszoget hagyjuk valtozatlanul, J-t cseréljiik le egy olyan halmazra, hogy
a surolt teriilet minél nagyobb mértékben csokkenjen. Ez a halmaz egy tgynevezett fabol és

kiegészité haromszogekbdl fog allni.

2.3. Fak és kiegészité haromszogek

Legyen m pozitiv egész szam. Vegylink fel m kiilénb6z6 pontot: C1,Co,. .., C,, ndvekvo
sorrendben az A’ és B’ kozé esd szakaszon. Vegytink fel m—1 kiilonbozé pontot: Vi, Vo, ..., Vi1
novekvd sorrendben az A és B kozé esd szakaszon. Egészitsiik ki a jelolést: legyen Cy = A’,
Cms1 = B', Vo = A, V,,, = B. Legyen t; a C;,V;, C; 11 csticsok altal meghatérozott haromszog
minden i = 0,...,m esetén. Ekkor alljon a T fa a ¢; haromszogek unigjabol (i = 0,...,m).

Tekintsiik az x = —r egyenletii fliggbleges egyenest, ahol r = 1 — §. Legyen A; a C;V;_; altal



meghatarozott egyenes és az x = —r egyenes metszéspontja, B; a C;V; altal meghatarozott

egyenes és az x = —r egyenes metszéspontja. A C;V;_1 és a C;V; oldalak a t;_1 és t; szomszédos

fa-haromszogek oldalai. Legyenek a Jy, Jo,. .., Jp, kiegészité haromszogek a kévetkezoek: J;

haromszog legyen a C;, A;, B; csticsok altal meghatdrozott haromszég minden i = 1,...,m

esetén. Legyen a KW = T'U (61 JZ') halmaz a K(© = A U J halmaz elsé lecseréltje. K(©-hoz
=

hasonléan K is egy Kakeya-részhalmaz, a szakasz A’ A-t6l B’ B-ig tud mozogni KM-en beliil.
Ezt a kévetkezOképpen teszi (lasd 3. abra):

A’A = CyVp-bél indulva ty belsejében forog V koriil, amig el nem éri C1Vj-t. Ekkor ezen
egyenes mentén lecsuszik addig, hogy az x = —r és x =  egyenesek kozé keriiljon. Ekkor elfordul
C1 koril gy, hogy az x = —r és © = 0 egyenesek kozt 16v6 része Ji belsejében mozogjon, addig,
amig el nem éri a B1C1V; egyenest. Ekkor ezen egyenes mentén felcsuszik Vi-ig, igy az x = 0
és x = 1 tengelyek kozé keriil. Ekkor az el6z6ekhez hasonléan jar el C1V;-bél kiindulva. Az
altalanos 1épésben C;V;-bol indulva t; belsejében forog V; koriil, amig el nem éri C;4 1 Vi-t. Ekkor
ezen egyenes mentén lecsuszik addig, hogy az x = —r és x = § egyenesek kozé keriiljon. Ekkor
elfordul C;yq koril dgy, hogy az x = —r és x = 0 egyenesek kozt 1év6 része J;1 belsejében
mozogjon, addig, amig el nem éri a B;1C;y1V;11 egyenest. Ekkor ezen egyenes mentén felcstuszik
Vig1-ig, igy az x = 0 és « = 1 tengelyek kozé keriil. Ezt elvégzi minden ¢ = 0, ..., m-re, majd
VinCm-b6l V,,, koriil fordulva eléri Cy,11V,, = B'B-t. Tehat elmozgattuk a szakaszt A’ A-bol
B'B-be.

Célunk az volt, hogy csokkentsiik a surolt teriiletet. Nézziik meg, sikeriilt-e! Legyen a J
héromszog teriilete a, a J; hdromszogek teriilete a; minden ¢ = 1,...,m esetén. Az A;C;B; és a
Vit1C;V; haromszogek hasonléak, igy oldalaikra teljesiil: |A; B;| = r|V;—1V;| mindeni =1,...,m

esetén. Igy teljesiil:

m m
> |ABi| =7 |Vie1Vi| = r|AB|.
i=1 i=1
Ezek alapjan
a; = —r|A;B;| = =r“|AB| = ra.
; (2 ; 2 ’ 1 'l| 2 ‘ |

Tehét a kiegészité haromszogek Ossztertilete J tertiletének r-szerese (r < 1).

A kovetkezd kérdés annak megdllapitasa, hogy aranylik a T fa teriilete a A haromszog
teriiletéhez. Igaz-e, hogy K1) teriilete kisebb, mint K©) teriilete? Tudjuk, hogy T tartalmazza
A-t.

Allitds. A T fa A héromszogon kiviili teriilete tetsz6legesen kicsi lehet.

Ez a Kakeya-probléma megoldasanak f6 lépése. Jelen cikkben Besicovitch meglatasanak
egy moédositott formajat hasznaljuk. Az itt konstrudlt fak hasonléak a Besicovitch—Perron—

Schoenberg-fdkhoz, melyek megtalalhatéak [4]-ben, de kiilonboznek azoktdél. A B-P—S-fakban a



Ay

Vin =B
B
1 Col= A’ v
Cl m—1

Cr1[= B’ Vl
A
B’”l ‘/0 = A
Tr=—r z=0 =4 z=1
3. abra.

szomszédos elemi hdromszogek oldalai majdnem parhuzamosak, igy sziikségszeriien a metszés-
pontok nagyon messzire keriilnek. Ellenben a mi faink kifejezetten tigy vannak készitve, hogy a
szomszédos elemi haromszogek az y tengelyen metsszék egymast, igy a kiegészité haromszogek

innen kezdodjenek.

2.4. A sarjasztas

Legyen p pozitiv egész szam. Minden ilyen p-re létezik egy specidlis T}, fa, amely a A harom-
sz0gb6l valé néveléssel kaphaté. A novekedést sarjasztasnak nevezziik, ez egy specialis folyamat,
melynek soran egy haromszogbol két haromszog lesz. Sarjasztdasok ismétlédésébdl kaphatjuk a
T, fat a kovetkezéekben leirtak szerint.

Legyen 0 < b/ < h”, és legyen t egy hdromszog, melynek o alapja az y tengelyen, harmadik
csucsa az ¢ = h' tengelyen fekszik. A h/-rél h”-re torténd sarjasztds soran a t haromszog helyét
a to U t; haromszogek veszik at, melyek a kovetkezOképpen kaphatok: Legyen o = og U oy,
ahol |og| = 0/2 és |o1| = o0/2. Legyen Vy a t haromszog og feldli oldalegyenesének és az
x = h” tengelynek metszéspontja, illetve V; a t hdromszog oy feléli oldalegyenesének és az
x = h” tengelynek metszéspontja. Legyen a tg haromszog alapja g, harmadik csticsa Vj, és a

t1 haromszog alapja o1, harmadik cstiicsa V). Ezzel megkaptunk egy sarjasztast. Definialjuk a
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T, fat a kovetkezOképpen:

Osszuk az x tengelyen fekvd [d,1] intervallumot p egyenld részre a hy < hg < -+ < hp_q
pontokat beillesztve a § = hy és az 1 = hy, pontok kézé. Legyen tehat h; — h;—; = r/p minden
i=1,...,p esetén. Most sarjasszuk a A hdromszoget hg-rél hi-re két haromszoget létrehozva,
majd sarjasszuk ezeket hi-r0l ho-re négy hiaromszoget létrehozva, és igy tovabb. Ezen a médon

végzett p sarjasztas utdn keletkezd 2P darab haromszog uniéja adja a 1), fat (lasd: 4. dbra).

\
DAN

\
)

/|

z=0 r=08 x=h x=hy z=1
4. dbra. A T}, fa a p = 4 esetben

Ahhoz, hogy belassuk, hogy T, egy specidlis fa, haszndljunk bindris szdimrendszert! Minden
sarjasztaskor a keletkezO 1j haromszogeket lassuk el a 0 és 1 indexekkel annak megfelelGen,
melyik haromszoget helyettesitik, az elsd lépéshez hasonléan. Tehat A-bdl kiindulva kapjuk
elOszor to-t és ti-et, majd too, to1, t10, t11-€t, és igy tovabb. A P darab sarjasztas utdn 7" minden
elemi haromszoge el6all ¢ megfelel$ indexelésével, ahol az indexek p-hosszt 0-1 sorozatok. Ez a
0,1,...,2P — 1 egész szamok binaris reprezentacidjanak felel meg.

Legyen most a o alap m + 1 = 2P részre osztva az y tengelyen: og,...,0,. Legyenck a
Vo, - -+, Vina1 pontok novekvé sorrendben az x = 1 tengelyen a fa csticsai. Tehat az A’B’ alap
2P egyenlo részre van osztva, o; alapja egy V; csticsit haromszognek minden ¢ = 0, ..., m esetén.
Az osztopontokat C1, . .., Cp-nek nevezve lathatjuk, hogy a fak kezdeti bevezetésében szerepl6-

ekhez hasonlé halmazhoz jutottunk. 7T}, teriiletének meghatdrozdsahoz egy felsé becslést fogunk
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alkalmazni.
2.6. Allitas. Egy sarjasztds sordn a keletkezd tobblet-teriilet legfeljebb o(h" — h')%/h".

Bizonyitds. A keletkezd tobblet két haromszog unidjanak teriilete (lasd: 5. dbra), ezt fogjuk
feltilrol becsiilni. Ehhez sziikségiink van a kovetkez6 lemmaéra:

Legyen A’B’ felez6pontja F, az FV, és B'V, egyenesek metszéspontja Gy, az FV; és A’V
egyenesek metszéspontja Gi. Jelolje Gy x = h/-t8l vald tavolsdgdnak és G1 x = h'-t8l vald
tavolsagdnak nagyobbikat g, feltehetd, hogy ez Gp-nal vétetik fel. (A masik eset teljesen analég

moédon bizonyithato.)
2.7. Lemma. g < h" — h'.

Bizonyitds. Legyen az FVj és az x = h' egyenesek metszéspontja Fy, az V) és az x = I
egyenesek metszéspontja Fy. Ekkor az A’V F hadromszog hasonlé a V'V Fy hdromszoghoz, illetve
a B'ViF héromszdg hasonlé a VViF, hiromszoghéz. Igy oldalaikra és magasségaikra teljesiil
of2 _ I
a W' —h"
Tehét a = %a (W —h') Jh". Az FGyB' haromszog és az FyGoV haromszogek hasonlbak, tehat

oldalaikra és magassagukra fennall:

g B i B O'(h”—h/) /(Qh//) B [N
W —g o/2 o/2 W
Reciprokot véve kapjuk, hogy
/ ’r " "ot / /
h7_1:h g _ h :h h—i—h: h Ll
g g W — K W — h W' — R
Ebbdl kovetkezik, hogy h'/g > h'/(h" — h'), tehat g < h” — h'. O

Ebbdl kovetkezéen mindkét haromszog teriletét feliilrél tudjuk becsiilni egyenként két ha-
romszog unidjanak teriiletével, melyek alapja a, magassidga h” — h/. Tehat egy kis hadromszog
teriilete legfeljebb 2a (K" — ') /2 = a (k" — I'). A hasonléség alapjén a = $o(h” —h')/h", tehét
a keletkezd tobblet-teriilet legfeljebb 2a(h” — ') = o(h" — W')2/h". O

Most vizsgaljuk T)-t! Nem szamitjuk a A hdromszog teriiletét, mert az része K (O)_nak, csak a
teriiletndvekedést, ami T, A-bdl valé névekedése soran keletkezik. A sarjasztas k-adik 1épésében
2F~1 haromszogbél sarjad egyiittesen 2% haromszog az © = hy,_; egyenesrdl az & = hy, egyenesre.
Ezek mindegyikének alapja o /281 hossztsagt, tehat hy — hy_y = r/p és hy > 0. A 2.6. Allitas

szerint ezen 1épés minden sarjasztasanal a teriiletndvekedés kisebb, mint

o 1 o 172
———(hy, — hj— 2<—f—,
ok—1 hk( k k1) k=15 p2
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A/
o
G F
d |
a
1 Go Ry Vo
B/
< g >
=0 x="n x="n"

5. abra. Egy sarjasztas

igy a 28! sarjasztaskor keletkezett osszteriilet-nvekedés kisebb, mint

r—1 1 o r? r2

=N ieiakdnrs
Adjuk &ssze a p lépésben keletkezd teriileteket: ez kisebb, mint or2/(pd), ami nulldhoz tart

p — 00 esetén.

2.8. Megjegyzés. Megfigyelhetjiik, hogy mivel o = |A’B’| = |AB|§/r, és az eredeti J hdromszog
teriilete a = %MAB |, igy becslésiink szemléletesebben kifejezve: a p darab sarjasztaskor keletkez

osszteriilet-novekedés kisebb, mint 2a/p.

2.5. A konstrukcié befejezése

El8z6 fejezetiinkben megmutattuk, hogy a konstrudlt K(©) halmaz lecserélhetd a K hal-
mazra gy, hogy hogy K1) teriilete jelentésen kisebb, mint K teriilete. Pontosabban, a A
haromszog még mindig része, de az ezen kiviili teriilet majdnem r-szeresére csokkent (r < 1). A

kovetkezo 1épés még jobban csokkenteni a teriiletet, Gjra az el6z6 konstrukciét hasznalva. Tekint-

siik a konstrukcié-beli Jy, . . ., Jp, kiegészité haromszogeket. Ezeknek csokkentsiik a teriiletét oly
moédon, hogy minden i = 1,...,m esetén J;-t helyezziik J szerepkorébe. Azaz vezessiink be egy
Gij koordinéta-rendszert: ' := —z + 6, 3 := —y. Igy J; olyan poziciéba keriil, mint amilyenben
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az elébbi 1épésben J volt. Legyenek az A, B pontok az A’, B' pontoknak megfeleléen az A;C;
illetve B;C; altal meghatirozott egyenesek és az ' = 0, azaz x = ¢ tengelyek metszéspontjai.
Legyen a A; = A, B|C; hiromszog. Az A} és B) pontok a T fa derekdnal helyezkednek el, és a
A-nak megfelel6 A; a T fa belsejében van.

Alkalmazzuk az el6z6ekben leirt mddszert, és helyettesitsiik J;-t egy T; faval, ami x = J-
tol © = —r-ig terjed. Az itt 1étrejovo kiegészité haromszogek legyenek Jii, ..., Jim,, amelyek

x = 0-t6l x = 1-ig terjednek. Ezt elvégezziik minden ¢ = 1, ..., m esetén. Legyen az 1j Kakeya-

részhalmazunk K = T U (Lnjl E) U (Q ﬁl Jij>, azaz az eredeti T fa, az 4j T; fak, és az
i= i=1j=
4j J;; kiegészité haromszogek unidja. A szak]asz mozgésa A’ A-bél B'B-be K?)-ben hasonlé az
elébbiekben lefrtakhoz, annyiban kiilonbozik, hogy amikor A;C;Al-bél B;C;Bl-be mozog, nem
egyszerlien elfordul C; koriil, hanem a fentiekben leirt mozgast végzi T; elemi haromszogeit és
a Jj; kiegészité haromszogeket haszndalva.
Legyen a;; a J;; kiegészité haromszogek teriilete minden i = 1,...,m,j = 1,...,m; esetén.

Az el6zbekhez hasonld szamolas alapjan kapjuk a kdvetkezo Osszefiiggést:

m My m
>3 oy =3 ro=rta
i=1j=1 =1

Az fentiekben leirt T fara vonatkozd szdmoldsokat megismételve lathatd, hogy a T; 4j fak
A; hromszogeken kiviili Gsszteriilete is tetsz6legesen kicsi lehet. Igy KD A-n kiviili teriilete
tetszélegesen kozel keriilhet r2a-hoz.

Ezt az eljarast végezziik a tovabbiakban kell6en sokszor, azaz létrehozunk j-generacios
fakat, illetve kiegészité haromszogeket. Nézziik meg, hogy érhetd el, hogy az Osszteriilet egy
tetszOleges adott szamnal kisebb legyen.

Legyen n > 0 adott. A A U J halmaz teriiletcskkentésére leirt konstrukcié N-szeri ismét-
lésével szeretnénk elérni, hogy az Osszteriilet kisebb legyen, mint 7. A 1épés N-szeri ismétlése
utdn kapjuk a K(N) Kakeya-részhalmazt, mely A-n kiviili részének teriilete tetszélegesen kozel
van 7Va-hoz. Valasszuk meg N-t oly médon, hogy rVa < 1/2 teljesiiljion. Ez megtehetd, hiszen
r <1 ésn > 0. Ekkor tehat az utols6é generacios kiegészité haromszogek teriiletosszege kisebb,
mint 7/2. Az N generaci6 fainak sszteriiletére szeretnénk az 2 felsé becslést kapni. A 2.8.
Megjegyzésiinkbél adédéan 14thaté, hogy az n-edik generdcié fainak teriilete legfeljebb 2a(™ /D,
ahol a(™ jeloli az n — 1-edik generéciés kiegészité haromszogek Osszteriiletét. Mivel o™ < a

minden n esetén, igy p > 4Na/n valasztas esetén teljestil, hogy

$ o
2 a\"
n—=1 <2NCZ

p P

<

N3

14



Ekkor tehat az utolsd generéacios kiegészité haromszogek és a faban torténd noévekedések terii-
letének Gsszege kisebb, mint 7.

Legyen most n = £/(2Q), ahol £ > 0 a tételiinkben szerepl6 adott szadm, @) pedig a II sokszog-
tartomany oldalainak szdma. Ekkor tehat minden ¢ = 1,...,(Q) esetén a J, tartomanyt lecserél-

tiik kiegészité haromszogekre és fa-névekményekre, melyeknek Gssztertilete kisebb, mint €/(2Q).

Ekkor tehat 8 J, tartomény lecseréltjének teriilete kisebb, mint /2. Tehat a K = 8 JoUII
tartomany ki(é;észité haromszogek és fa-névekmények segitségével lecsokkentett terﬁlgt_ezlkisebb,
mint £/2 + £/2 = €. Az elkésziilt halmaz a konstrukcié alapjan tehat Kakeya-halmaz, az egy-
ségnyi sugart korlap belsejében taldlhato, és teriilete kisebb, mint €. Tétellinket tehat belattuk,
konstrualtunk egy Kakeya-halmazt, mely az egységsugart kérben taldlhatd, és tetszolegesen

kicsi lehet a terulete.
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3. A gombi Kakeya-probléma

3.1. Bevezetés

Jelolje ¥ C R3 az egységgombfeliiletet:
1/2
2= {o=@aneg) e B[] = (3 + a3 +a3) " =1},

Azt mondjuk, hogy az a ivhosszisagu fékor-iv megfordithaté a K C 3 halmazban, ha van
olyan folytonos Y¥-beli mozgatds, mely a f6kor-ivet 6nmagéba viszi gy, hogy kdzben 180 fokos
fordulatot tesz, azaz ellentétes irdnyitassal érkezik vissza énmagédba. Szeretnénk definidlni, mit
értlink azon, hogy a f6kor-ivek ellentétes iranyitastaak.

Legyen F' C % {6kor irdanyitatlan értelemben, legyenek ezen fokor irdnyitott megfelel6i Fy és
F5. El6szor szeretnénk definialni, mit értiink azon, hogy az Fy, Fs fokorok ellentétes iranyitasuak.
Legyen g; : [a,b] — X folytonos leképezés az Fy C 3 {6kor paraméterezése, illetve go : [a,b] — X
az Iy f6koré, azaz 1 = g1 ([a,b]), Fo = g2 ([a, b]). Tekintsiik az F' dltal meghatarozott S sikot,
és a f6kort paraméterezd gp : [a,b] — S, és g2 : [a,b] — S sikgorbéket. Legyen a ¥ egységgomb
koézéppontja X, definidljuk a g1, go sikgorbék X pontbdl szamitott eldjeles szogelfordulasat.

S (91,X) =Y (X1 (ti-1) és X1 () elojeles szoge) ,
=1

n

S (92, X) =3 (X2 (ti-1) és Xgs (1) eléjeles szoge) ,
=1

ahol a =ty < t; < --- < t, = b megfelelden finom felosztas. Kénnyen lathatd, hogy ez az érték
vagy 2w, vagy —2m lesz tetszdleges fOkorok esetén. Azt mondjuk, hogy az Fy és az Fy f6korok
ellentétes irdnyitastak, ha S (g1, X) = —S5 (go, X).

Legyen most G C X egy tetszOleges fokor-iv. Ekkor létezik pontosan egy olyan F' {6kor, hogy
G C F. A G foékor-iv iranyitott megfeleléi G1 és G, ezekhez tartoznak az F f6kor Fy és Fb
iranyitott megfelel6i. Azt mondjuk, hogy a G és Go f6korivek ellentétes iranyitastak, ha az Fj

és Fy f6korok ellentétes iranyitasiaak.
3.1. Definicié. Az a = (a1,az,a3) és b = (b1, ba, b3) € R3 vektorok vektorialis szorzata:
axb:=c= (01,62,03), ahol Ccl = a2b3 — agbg, Cy = a361 — albg, C3 = albg — a2b1.

Teljestil, hogy |a x b| = |a||b| sin cr, ahol « jeloli az a, b vektorok altal bezart szoget. Az a x b = ¢
vektor meréleges az a, b vektorok altal kifeszitett sikra, és az a, b, ¢ vektorok ebben a sorrendben

jobbsodrast rendszert alkotnak.
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3.2. Definicié. Legyen M : [0,1] x ¥ — X folytonos leképezés, melyre teljestil, hogy minden
rogzitett t € [0,1] esetén M (t) : ¥ — X egybevagésig, és M(0) = idy. Ekkor M-et folytonos

elmozgatasnak nevezziik a gombfeliileten.

3.3. Definicié. Legyen K C X halmaz, és legyen G C K f6kor-iv. Azt mondjuk, hogy a K
halmaz gombi Kakeya-halmaz, ha létezik olyan {M(t) | t € [0, 1]} folytonos mozgatds a gomb-
felilleten, hogy M (t) (G) € K minden ¢t € [0,1] esetén, M(1)(G) = G, valamint a G és az
M (1) (G) fokorivek ellentétes iranyitasiak.

A kérdésfelvetés a kiovetkezd: Tekintsiink >-n egy a ivhosszisagu fokor-ivet. Mekkora a
legnagyobb als6 korlatja azon K C ¥ gombi Kakeya-halmazok teriiletének, melyekben az a
hosszisagu iv megfordithaté? Az ilyen tulajdonsdgti K C ¥ halmazokat a ivhosszisagu fékor-

ivhez tartoz6 gombi Kakeya-halmaznak is nevezziik.

3.4. Tétel. Legyen k, a legnagyobb alsé korldtja az a hosszusagu fokdér-ivhez tartozé gombi

Kakeya-halmazok teriiletének. Ekkor

0 haoa<m
ko =<2 ham<a<2r

47 ha a = 2,

egyenldség csak az a = w és a = 2w esetekben fordul eld.

3.2. Az a =27 és az a = 7 esetek bemutatasa

Tekintsiik eloszor az a = 27 esetet. Legyen tehat F' C X fokor, ennek irdnyitott megfelelje
Fy. Tegyiik fel, hogy létezik olyan M mozgatds, hogy az altala sdrolt tertilet kisebb, mint 4,
és M(0) (F) = F,M(1) (F) = F, valamint az F' és M(1) (F) fékorivek ellentétes irdnyitasiak.
Legyen az M (1) (F') f6kor irdnyitott megfelel§je Fy. Legyen ¥ kozéppontja X. Jeloljik ki F;-nek
két pontjat, P-t és Q-t ugy, hogy a p := )ﬁ és q := )@ vektorokra teljesiiljon, hogy a p, q
vektorok el6jeles szoge m/2 legyen. Tekintsiik a p és ¢ pontok vektoridlis szorzatat: r := p X q.
Mivel a p, g vektorok merdleges egységvektorok, ezért teljesiil, hogy |r| = 1, tehat r € X. Az r
vektor -n 1év6 cstucsat jelolje R.

Mivel a feltétel szerint a surolt teriilet kisebb, mint 47, ezért van olyan A pontja a gémb-
felilletnek, amit a mozgatds nem érint. Tekintsiik az M (¢) (Fy) f6kor altal meghatérozott S;
sikot minden ¢ € [0,1] esetén. A feltétel szerint tehdt az A pont minden ¢ € [0, 1] esetén az S;
altal meghatarozott valamelyik féltérben van, sosincs az Sy sikon. Tekintsiik a P, Q, R pontok
M mozgatas altali képeit: Legyen P, := M(t) (P),Q; := M(t)(Q),R; := M(t) (R) minden
t € [0,1] esetén. Meggondolhatd, hogy az Fy, és Fy, (ugyanazt a sikot meghatérozo) fékorok
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pontosan akkor ellentétes irdnyitdsiak, ha az egyes fokorokhoz tartozd Ry, R:, pontokra tel-
jesiil, hogy vagy R:, esik az A ponttal azonos féltérbe, és Ry, az A ponttal ellentétes féltérbe,
vagy forditva. Tegylik fel, hogy F; kezd6allapotaban az A pont és az Ry pont az Sy sik dltal
meghatdrozott ugyanazon féltérbe esnek. Mivel az M mozgatéas folytonos, és nem érinti az A
pontot, ezért teljesiil, hogy tetszéleges t1,t2 € [0, 1] esetén, melyekre M (t1) (F1) és M (t2) (F1)
fokorok kozel vannak egymdashoz, akkor ha az Ry, és A pontok az Sy sik altal meghatarozott
ugyanazon féltérbe esnek, akkor az Ry, és A pontok is az S, sik altal meghatarozott ugyanazon
féltérbe fognak esni. Ez azt jelenti, hogy minden ¢ € [0, 1] esetén az A és R; pontok S; sikhoz
viszonyitott elhelyezkedése ugyanolyan, mint a ¢ = 0 esetben. Tehat minden ¢ € [0, 1] esetén az
R; és A pontok az S; sik altal meghatarozott ugyanazon féltérbe esnek. Ekkor ez a t = 1 esetben
is teljesiil, tehat az Ry és A pontok az S = Sy sik altal meghatarozott ugyanazon féltérbe esnek.
FEz azonban azt jelenti, hogy az F) és Fs fokorok iranyitasa megegyezik, ellentmondas.

A teljes gombfeliileten pedig megfordithat6 a f6kor, mégpedig egy tetszoleges pontja koriili
forgatassal. Tehat a = 27 esetén k, = 4.

Az a = 7 eset konnyen visszavezethet6 erre. Tehat célunk a 7 hosszisagu félkoér-iv megfor-
ditdsa a gombfeliileten. Tegyiik fel, hogy ezt meg tudjuk tenni egy K halmazban. Legyen K’ a
K halmaz antipodélis halmaza. A félkor mozgasa a K halmazban indukélja az antipodalisanak
mozgasat K'-ben. Ezek egyiitt egy korvonalat alkotnak, ez a kérvonal megfordithaté a K’ U K
halmazban. Ekkor az el6bbi eset szerint a K’ U K halmaz teriilete legaldbb 47, azaz K' U K az
egész gombfeliilet. Mivel K’ és K egybevagdak, mindkettd tertilete legalabb 27. Tehat k, > 2.
A félkoriv megforditdsa meg is tud valdsulni egy 27 teriiletli halmazon, a felezépontja koriili
megforgatassal. (Egy gombi f6kor-iv felezépontjan azt a pontot értem, mely a f6kor ivhosszét

két egyenld ivhosszusagu részre osztja.) Ezzel tehat belattuk, hogy a = 7 esetén k, = 2.

3.3. Az a < 7/2 eset bemutatasa

A kovetkezé 1épésben az 0 < a; < 7/2 hosszisagu ivekhez fogunk Kakeya-halmazokat
gyartani. Tehét legyen adott €1 > 0 tetsz6legesen kicsi szdm, 0 < a1 < 7/2 ivhossztisdgu {6kor-
iv a gombfeliileten. Cél: létrehozni egy K; gombi Kakeya-halmazt, melyben az a; hosszisagt
fékor-iv megfordithatd, és a teriilete kisebb, mint e1.

Készitsiink el egy K sikbeli Kakeya-halmazt az el6z6 fejezetben leirtak szerint. A megfordi-
tandé szakasz hosszusaga legyen a (egység helyett egy nagy a szam), a konstrukcié szerint K
része az a sugard korlapnak. Legyen a kérlap kdzéppontja O.

Helyezziik most az egységgéombdt a sikhoz gy, hogy az egységgdémb északi pdélusa O-ban
érintkezzen a sikkal. Legyen az egységgémb kozéppontja C. A C pontbdl valé kdzéppontos

vetitéssel vetitsiik le a sikot az északi félgombre, legyen a K Kakeya-halmaz képe K7 a gémb-
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felilleten. Mivel a projekcié nem noveli a teriiletet, ezért K, teriilete is kisebb, mint ;. A
vetités a sik egyeneseit a gombi f6korokbe viszi, az Osszes K-beli szakasz-poziciénak megfelel

egy iv-pozici6 Ki-ben (lasd: 6. dbra).

6. abra. Vetités a gombfeliiletre

A nehézséget az okozza, hogy a vetitéskor kapott f6kor-ivek kiillonbozé hosszisdgiak lehet-
nek, ezen hosszusigok kiszamitasa hosszadalmas lenne. Ezt kikiiszobolend6 gondoljuk meg a ko-
vetkez6t. A K sikbeli Kakeya-halmazban a szakasz-pozicidk mindegyike olyan, hogy a szakaszok
egyik vége tetszOlegesen kozel lehet az O kozépponthoz: a konstrukciobeli sokszogtartomany-
magot megfelelGen kicsire valasztva elérhetjiik a kivant eredményt. Ekkor ha a sikbeli K Kakeya-
halmazhoz tartozé a szakaszhosszisidgot megfeleléen nagyra valasztjuk, akkor a gombi Kakeya-
halmazhoz tartoz6 o’ {vhosszisdgok mindegyike megkozeliti 7/2-t. Ekkor tehat a K halmaz
ezen a' {vhosszisagok legkisebbikének megfeleld Kakeya-halmaz lesz. Tehdt adott a; < 7/2 ese-
tén létezik o, hogy a1 < a’ < 7/2, és K1 Kakeya-halmaz, melyben az o’ hossztisagu iv, igy az a4
hossztségu iv is megfordithaté, teriilete kisebb, mint 1. Tehét teljesiil, hogy a1 < 7/2 esetén

kg, = 0.

3.4. Az 1/2 < a < 7 eset bemutatasa

A kovetkezd 1épés az lesz, hogy megmutatjuk, hogyan kell felnagyitani egy adott gémbi
Kakeya-halmazt, hogy egy nagyobb hossztusagi fokor-ivhez tartozé Kakeya-halmazt kaphas-
sunk. Legyen a1 = m — d < 7/2. Legyen 1 > 0 adott, és K; az el6z6 eljards alapjan az ai-hez
gyartott Kakeya-halmaz, melynek teriilete kisebb, mint £;. Legyen €5 > 0 adott. Konstrualunk
egy Ko Kakeya-halmazt, melyben egy as hosszisigu fokor-iv megfordithato, és teriilete kisebb,
mint €1 + 2. Belatjuk, hogy megfelel§ Ky halmaz konstrudldséval egy megkozelitéleg m — d/2
hosszusdgu f6kor-ivet is meg tudunk forditani.

Kihasznéljuk, hogy a K sikbeli Kakeya-halmaz konstrukcidjabol adéddan véges sok nagyon

keskeny, a magassdgi haromszogbol all, és a szakasz mozgasa ezen hiaromszogek hosszabbik
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oldalai kozti forgatdsokbdl all. (A tobbgeneracids fakat alkot6 keskeny haromszogekbdl, illetve
az utolsé generdciés kiegészité haromszogekbdl, melyek magassaga ugyan kisebb, de ezekben a
mozgatas az eredeti kis haromszog belsejét is érintve torténik.) Feltehetjiik tehét, hogy a gémbi
Kakeya-halmazunk n darab, nagyon keskeny, a; magassagi gombi haromszogbél all, melyekben
a fokor-iv mozgéasa a hosszabbik oldalak kozti forgatasokbdl all. Célunk az, hogy megndveljiink
minden ilyen kis haromszoget gy, hogy a teriiletnévekedés legfeljebb 2 /n legyen, és a keletkezd,
megndvelt halmazban egy nagyobb, as hossziisagi {v legyen folytonosan mozgathato kis teriiletet
strolva ugyanazon fékor-oldalak kozott.

Legyen tehat egy ilyen gdémbi haromszog a kovetkezd: Cstcsai legyenek A, B,C, az AB
iv szolgdl a keskeny alapul, BC és AC oldalak hossztiak. Legyen a hiaromszog C-hez tartozd
sulyvonaldnak felezépontja O. (A gémbhéromszog silyvonalan azt a f6kor-ivet értem, mely az
alap felezépontjat a C' csicesal 6sszekoti.) Legyen most az egységgémb északi pélusa az O pont.
Helyezziink egy sikot az egységgémbhoz Ugy, hogy ebben az O pontban érintsék egymast. Az
egységegdmb kozéppontjabol vald kézéppontos vetités segitségével vetitsiik most az ABC' gdmbi
haromszoget a sikra. A kapott sikbeli hdromszog legyen A’B’C’. Kénnyen beldthatd, hogy a
héromszog C’ csticshoz tartozé silyvonaldnak felez6pontja O. Tekintsiink most erre az A’B'C’
haromszogre és az O pontra Ugy, hogy az O pont egy nagy r sugari kor kozéppontja, a haromszog
a megfelelé (nem feltétleniil szabédlyos) sokszog-mag-tartomany egy kis haromszoge. Végezziik
el a Cunningham-konstrukciét az A’B’C’ haromszogh6l, mint A-bdl kiindulva. Az A'C’ és a
B'C’ oldalakat a C’ csticson keresztiil az r sugarti kor korvonaldig meghosszabbitva kapjuk
a J-nek megfelel6 haromszoget. Készitsiik el a tobbgeneracios fakbdl és az utolsdé generdcios
kiegészitd haromszogekbdl all6 K’ tartomanyt, melyben az a hosszisigu szakasz elmozgathatd
az A'C’ altal meghatarozott egyenestél a B'C” 4ltal meghatdrozott egyenesig. A konstrukciéboél
adédoan a keletkezd K’ halmaz teriilete tetszdlegesen kicsivel haladja csak meg az A'B'C’
haromszog teriiletét. Most vetitsiik vissza a K’ halmazt a gombfeliiletre. Legyen a vetiilet K,
ezzel felnagyitottuk az ABC haromszoget. A mozgatas K-ban is az AC' altal meghatarozott
fokortél a BC' altal meghatarozott fékorig torténik. A K halmaz teriilete tetszolegesen kicsivel
haladja csak meg az ABC' gémbharomszog teriiletét, legyen ez a tobblet-teriilet kisebb, mint
gg/n. A K’ sikbeli halmaz a konstrukciébol adéddan olyan, hogy a benne szerepld szakasz-
poziciok mindegyike kozel van a C” csticshoz tartozo silyvonalhoz, valamint a szereplé szakaszok
hosszusaga eléri r-et vagy az A’B’ alaptdl jobbra, vagy a C’ csicstdl balra (a tobbgeneracios
fakat alkoté haromszogekben, vagy az utolsé generécids kiegészité haromszogekben). Ekkor az
r hosszusagu szakasz vetitésekor keletkezo ao f6kor-ivhosszusagok megfeleléen nagy r valasztésa
esetén tetszOlegesen megkozelitik az a; + d/2 = m — d/2 hossztisdgot (lasd: 7. dbra).

Most belatjuk, hogy a < 7 esetén k, = 0. Legyen adott € > 0 tetszOlegesen kicsi szam.
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7. dbra. Az ivhossz novelése megkozelitéleg d/2-vel

Alkalmazzuk az els6 lépésben leirtakat €1 = &/2-vel, azaz hozzunk létre egy a1 = 7 —d <
/2 hosszusagu ivhez tartozé K; Kakeya-halmazt, melynek teriilete kisebb, mint €/2. Most
ismételjik a méasodik 1épést tObbszor egymdas utén eo = €/4, e3 = ¢/8,... valasztassal, igy
létrehozzuk a Ko, K3, ... halmazokat. Minden n = 1,2,... esetén K, gombi Kakeya-halmaz,
melynek teriilete kisebb, mint /2", és megfordithaté benne egy megkozelitéleg m — d/2" = a,,
ivhosszusagu fékor-iv. Megfigyelhetd, hogy n — oo esetén a,, — w, igy létezik olyan ng index,
hogy a < a,, < 7. Ekkor K,,, megfelel6 Kakeya-halmaz az a hossztisagu iv szamara, azaz a K,
halmazban megfordithaté az a ivhossztusagu f6kor-iv, és teriilete kisebb, mint €. Tehat belattuk,

hogy a < 7 esetén kg = 0.

3.5. Az ™ < a < 27 eset bemutatasa

Tekintsiik most az m < a < 27 esetet. Legyen b = a —m, igy 0 < b < 7. Adott € > 0 tetszOle-
gesen kicsi szam. Az el6bbi konstrukcidban leirtak szerint létezik olyan K gémbi Kakeya-halmaz,
melyben a b hosszisigu f6kor-iv megfordithatd, és teriilete kisebb, mint /2. Célunk, hogy K
segitségével készitsiink egy a = b+ m-hez tartozé K’ Kakeya-halmazt, melynek teriilete kisebb,
mint 27 + . A sikbeli Cunningham-konstrukciét megfigyelve lathatd, hogy az eredeti sikbe-
li Kakeya-halmaz sokszdgmag-tartomanyanak O kozéppontja olyan, hogy a szakasz-pozicidk
mindegyike O ponthoz tetszblegesen kozel marad. Az elézé 1épésben a Kakeya-halmazokat al-
koté keskeny haromszogeket is lecseréltiik fak, és kiegészité haromszogek unidjara, de ezen 1j,
hosszabb szakasz-pozicidkra is teljesiil, hogy valamelyik végiik az O kézépponthoz tetszélegesen
kozel lesz a sokszogmag-tartoméanyt megfeleléen kicsire valasztva. A vetités nem noéveli a té-
volsagot, ebbdl kovetkezoen 1étezik a gombi Kakeya-halmaznak egy olyan O kbzéppontja, hogy
az iv-pozicidk mindegyike az O ponthoz d-nal kdzelebb marad, és ez a ¢ tavolsag tetszilegesen
kicsire valaszthato. Vagjuk ketté az egységgdmbot az O északi péluson atmend tetszoleges fokor

segitségével a Hy, Hy részekre. Legyen Hs azon tartomany, amit gy kapunk, hogy a Hs félgémb
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hatarahoz hozzaragasztunk egy 0 szélességli szalagot a gdmbfeliileten. Valasszuk meg 6-t olyan
kicsire, hogy a szalag teriilete kisebb legyen, mint /2. Legyen K1 = K N Hy, Ko = K N Hs.
Legyen K) a K halmaz antipodalis halmaza. Legyen L = K1 U Hs U K} (14sd: 8. dbra). Az
L halmaz teriilete kisebb, mint a K, Hs, K4 halmazok teriiletének Osszege, tehéat kisebb, mint

2m + €.

K, 00
Ko

H1 H; Ho

K!
2
8. dbra. Az L halmaz megkonstrualasa

3.5. Allitas. Az L halmazban megfordithaté az a = m + b hosszisdgi fékor-iv.

Bizonyitds. Az eredeti K halmazban a b hossztusagu {v 0sszes poziciéjanak meg tudjuk feleltetni
gu iv-pozicidt a két félgomb kettévagta, akkor tekintsiikk a pozicié Ki-beli részét, valamint a
Ks-beli résznek megfeleld antipodalist K-ben. Kossiik Ossze ezeket az fveket egy 7 hosszisa-
gl fvvel a Hy félgdmbon beliil. Az antipodélis halmaz tulajdonsdgai miatt ez megtehets. Igy
minden ilyen poziciénak megfeleltettiink egy a = b+ m hossziisdgu ivet. Amennyiben valamely
eredeti b hosszisagu iv-pozicid teljes egészében a H; tartomanyba esik, akkor az O ponthoz

kozelebbi végéhez illessziink egy m hosszisagu félkor-ivet. Mivel K-ban minden szakasz-pozicid
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az O ponthoz d-ndl kézelebb van, ezért a hozziragasztott félkor-iv a Hy tartomanyon beliil
lesz. Igy a teljes a = b + 7 hosszisdgi {v ebben az esetben is az L tartoményon beliil lesz. Ha
valamely eredeti b hosszisagu iv-pozicié teljes egészében a Ho tartoméanyba esik, akkor ezt az
antiodalisban tekintve teljes mértékben a K/ halmazba fog esni. Legyen az O pont antipodalisa
O'. Ragasszunk az {v O’ ponthoz kozelebbi végéhez egy m hossziisagu félkor-ivet. Az antipodélis
tulajdonsagai miatt teljesiil, hogy K)-ben minden szakasz-pozicié az O" ponthoz 6-nél kozelebb
van, ezért itt is teljesiil, hogy a hozzaragasztott félkor-iv a Hg tartomédnyon beliil lesz. Tehat a
teljes a = b+ hosszisdgl iv ebben az esetben is az L tartomanyon beliil lesz. Tehat mindharom
esetben a b hosszisagi iv mozgasa indukalja az a hosszisagn iv L tartomanyon beliili mozgasat,

vagyis az L halmazban megfordithat6 a b hosszisagu fokor-iv. Allitdsunkat tehat beldttuk. [

Az L tartomény teriilete kisebb, mint 27 + £, tehdt belattuk, hogy 7 < a < 27 esetén
ke < 27m. Kénnyen lathatd, hogy k, < 27 nem lehet, hiszen tegyiik fel, hogy van egy olyan
gémbi Kakeya-halmaz, melyben az a > m hossztisagti iv megfordithatd, és a teriilete kisebb,
mint 27. Ekkor azonban a 7 hosszisidgi v is megfordithaté benne, de mar belattuk, hogy
kr = 27, ellentmondas. Tehat 7 < a < 27 esetén k, = 2.

Ezzel tehat belattuk a gombi Kakeya-halmazokra vonatkozé tételt.
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4. Tétel egyszeri ivekre

4.1. Definicidk, lemmak
4.1. Definicié. Az X,Y C R? nem-iires halmazok tavolsiga:

X.Y):= inf — .
d(X,Y) xe)l(r}yeylx Y|

4.2. Definicié. Az X C R? halmaz € sugari kornyezete:
U(X,e) = {z eR? | d(zX) < g}.

4.3. Definicié. Az X,Y C R? kompakt halmazok Hausdorff-tavolsiga:

dH(X,Y):inf{s>0|X§U(Y,5),Y§U(X,5)}:max{ D
zeX Y

sup inf |z — yl,z‘g Inf |o - y!} :

4.4. Megjeqyzés. Konnyen lathat6, hogy tetszbleges X, Y C R? kompakt halmazok esetén
d(X,Y) <dy(X,Y).

4.5. Definicié. Legyen M : [0, 1] x R? — R? folytonos leképezés, melyre teljesiil, hogy minden

rogzitett t € [0,1] esetén M (t) : R? — R? sikbeli egybevigésag, és M (0) = idge. Ekkor M-et

folytonos sikbeli elmozgatasnak nevezziik.

4.6. Definici6. Legyen {E; | i € I} sikbeli egybevigosdgok sorozata. Azt mondjuk, hogy
{E; | i € I'} korlatos, ha létezik olyan K valds szdm, hogy Vi € I esetén |E; (0) | < K.

4.7. Definicié. Legyen {E, | n = 1,2,...} sikbeli egybevigdsagok sorozata. Azt mondjuk,
hogy E, konvergens és a hatarértéke F, ha Vo € R? esetén E, (z) — E (z) (n — 00).

4.8. Lemma. Legyen {E, | n=1,2,...} irdnyitastartd sikbeli egybevdgdsdgok korldtos soro-

zata. Ekkor E,-bdl kivdlaszthato konvergens részsorozat: E,, — E (k — 00).

Bizonyitas. E, iranyitastarté sikbeli egybevagdsagsorozat, tehat elédll F, =T, o O, alakban,
ahol T;, egy vy, vektorral val6 eltolas, O,, ortogondlis transzforméacié mindenn = 1,2,... esetén.
Teljestil a kdvetkezo:

E,(0) =T, 00,(0)=T,, (0) = v,.

{E, | n=1,2,...} korldtos, tehat 3K, hogy |E, (0)| < K minden n = 1,2,... esetén, azaz
|vn| < K, azaz a vy, sorozat korlatos. Tehat a Bolzano-Weierstrass-tétel szerint kivalaszthatd
bel6le konvergens részsorozat. Egy konvergens részsorozat kivalasztasa utan feltehetjiik, hogy

v, — v. Tekintsik most az O,, ortogondlis transzformécidk sorozatat.

an by cosqy, —sinay,
On = - X )
cn dp sina, cosan,
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ahol a kovetkez8k igazak: a + b2 = 1, 2 +d%2 = 1, apcy + byd,, = 0. Tehdt teljesiil az
is, hogy |an| < 1,|bn| < 1,]en] < 1,|dy| < 1. Tehdt az ay, by, ey, d, sorozatok korlatosak,
igy kivalaszthatoé beldlitkk konvergens részsorozat: a,, — a,b,, — b,c,, — c¢,dy, — d. A
hatarértékekre is teljesiil, hogy a® +b? = 1, ¢ +d?> = 1, ac + bd = 0, azaz a beldliik gyartott

matrix is ortogonalis. Legyen

En, =1, o On,,és E=T,00.
Belatjuk, hogy E,, — E. Valéban,

En, (z) = Tvnk 0 O, (z) = Tvnk ((ankxl + bn, 2, Cny w1 + dnka)) )

ahol z = (r1,z2) € R%.
(an,x1 + by, 2, Cpp 21 + dp2) = (ax1 + brg, cxy +dag) = O (z) (K — 00).

Tehat
T,

vn, © Ony (x) = TyoO(x).
Tehét E,, (r) — E (r) minden x € R? esetén, tehdt E,, — E teljesiil.

Tehat kivélasztottunk E,- bdl egy E,, — E konvergens részsorozatot. O
4.9. Lemma. Legyen {E, | n=1,2,...} irdnyitdstarté egybevigésagok sorozata. Ha E, — E,
akkor E;1 — E~1L.

Bizonyitas. E, iranyitastarté sikbeli egybevagdsagsorozat, tehat elédll E, =T, o O, alakban,
ahol T, egy v, vektorral valo eltolas, O,, ortogonalis transzformécié minden n = 1,2, ... esetén.
A feltétel szerint T;,, 0O, = E,, - E =T o00. Az el6z6 lemma bizonyitdsaban szerepld lépéseket

felhasznalva lathatjuk, hogy az egybevagdsagok konvergencidja a kovetkezonek felel meg:

cos oy, —sinay, cosa —sina
O, = — 0=
sina,, cosay sina  cosa

Teljesiil, hogy E, ' = O, oT, 1.

Un
O-1_ cosa, sina, | [cos (—an) —sin(—ay)
" —sina, cosay, sin (—ay)  cos(—ap) |
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o-1- [ o=@ sina)  [cos(—a) —sin(-a)
—sina  cosa sin (—a)  cos(—a) |
T, =T, é&T, =T,

Ekkor teljesiil, hogy
01 = cos (—ay,) —sin(—ay) _, [cos (—a) —sin(—a) _o-t
sin (—ay,)  cos(—ay) sin (—a)  cos(—a)

T, =T, T ,=T,"!

és

Tehat teljesiil, hogy ;! = O, 'o Tv_nl - O toT, 1 =EL O

4.10. Lemma. Legyenek K,L C R? nemiires, kompakt halmazok, és legyen E,, egybevdgdsdgok
eqy konvergens sorozata. Ha nh—>Holo E, =E, akkor dg (E (K),L) = nh_)rgo dg (B, (K),L).

Bizonyitds. Mivel F, E,, egybevagésagok minden n = 1,2,... esetén, ezért teljesiil:

dyg (E(K),L) =max{ sup inf |z —y|,sup inf ]z -y} =
zeB(K)YEL yeL 2€E(K

= max{sup 1nf |E (z) — y|,sup inf |E(x) —y|} =
yeLIEK

€K YE
= f| lim E, inf | lim B, (z) — y|} =
max{jlel%gL\ano (x) y\,zgg;gl(\nggo n(z) —yl}

= f lim |E, inf lim |E, (z) —y|} =
max{jg%gmlml () — y\,zgg;gmggo! n(2) —yl}

hm max{sup inf |E, (z) — y|,sup inf |E, (z) —y|} =
J?EKyE GL zeK

= lim max{ su inf |z —y|, su inf |z -—
Jim {ZGE Do | yl up inf le=ul}

= lim dy (B, (K) L),

2. A tétel kimondasa, a bizonyitas alapja

4.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy a H C R? halmaz egyszerii iv, ha van olyan
v : I = [a,b] — R? folytonos és egy-egyértelmii leképezés, amelyre H =~y (I).

4.12. Tétel. Legyen ~ (I) egyszeri v, r > 0 olyan valds szam, hogy tetszdleges € > 0 valds
szamhoz létezik olyan M folytonos sikbeli elmozgatds, hogy dg (M. (1) (y(I)),v(I)) >, és a

mozgatds altal surolt terilet kisebb, mint . Ekkor az eqyszeri iv szakasz vagy kériv.
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Legyen J C I zart részintervallum, a,b ¢ J. Legyen L C R? egy olyan Jordan-tartomény,
amely lefedi v (J)-t, de nem tartalmazza a ~y (a),v (b) végpontokat, és az egyszerii iv a tar-
toményt pontosan két komponensre osztja: Lq, Ly (ldsd: 9. dbra). Ilyen tartomdny létezése

kovetkezik a Jordan-gorbetétellel kapcsolatos siktopolégiai tételekbol.

L
v(b)

9. dbra. A kiindulé allapot

Legyen rr, := min{r,d (v (J),R?\ L) /2}. Legyen most € > 0 rogzitett, melyre teljesiil, hogy
e <d(y(J),R?\ L) /4. Célunk az lesz, hogy felvegyiink v (.J) kozelében L mindkét komponen-
sében véges sok pontot, és ezek segitségével talaljunk tigynevezett blokkolépontokat, azaz olyan
pontokat, amelyeket az egyszerli iv mozgatdsa soran nem érintiink. Tehat vegyiik fel a g1, ..., qon
pontokat tugy, hogy ¢i1,qs3,...,qon—1 € L1, éS q2,q4, . ..,qon € Lo teljesiiljon, a kévetkezé mddon
(lasd:10. abra):

/

10. abra. Négyzetracshalo felvétele

Fedjiik le az L alakzatot egy négyzetracshéléval, melyben a négyzetek atldja /3 nagysdgu.
Tekintsiik azokat a K1,..., K, négyzeteket, melyekre K; Ny (J) # 0 (i =1,...,n). Amennyi-
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ben az egyszerti iv metszi a K; négyzet belsejét, akkor legalabb két komponensre bontja azt,
ezekbdl kivalasztunk két olyan pontot, melyek egyike Li-nak, masika Lo-nek része. Vélasszuk
ki K; N L1-bél a go;_1, illetve K; N Lo-bdl a go; pontokat. Amennyiben az egyszerli iv nem
metszi a K; négyzet belsejét (csak a hatarat), akkor néveljitk meg a négyzetet a kozéppontjabol
haromszorosara. Igy egy e 4tloju K ; négyzetet kapunk. K ;—re teljestil, hogy ~ (I) legaldbb két
komponensre bontja, tehat az elébbi gondolatmenet szerint kivélaszthatunk go;_1 € K j’ N Ly,
qoj € KJ’ N Ly pontokat (lasd: 11. dbra). Ekkor minden ¢ = 1,...,2n esetén teljesiil, hogy a ¢;
pontok a v (J) iv € sugart kornyezetében vannak, valamint minden ¢ € « (J) ponthoz van olyan

q2i—1 és q2i, 1 € {1,...,n}, hogy [c — q2i—1] < &, ]c — qoi| < e.

K; K;

q2i
AN Q25 <q2;
*q2i—1
K; —
t 251 *g25—1
K’ K’
J J

11. abra. A ¢; pontok felvétele

Vegyiink fel a g; pontok koriil § sugari koroket (i = 1,...,2n) ugy, hogy ezek ne messék a

egyszerl ivet, és az L tartomanyon belill maradjanak. Tehat legyen
5 <d(y(J),q) és5 <d(R*\ Lq)

minden i = 1,...,2n esetén. Automatikusan teljesiil, hogy 6 < ¢ < d(y(J),R*\ L) /4, ezt
a kés6bbiekben hasznélni fogjuk. Tehat a ¢; pontok koré rajzoltunk & sugart, 827 teriiletii
koroket. A feltétel szerint van olyan Mgz, folytonos sikbeli mozgatds, hogy az altala surolt
teriilet kisebb, mint 62, és dy (Ms2, (1) (v (1)), (I)) > r. Ebbél kévetkezik, hogy minden
i=1,...,2n esetén van a ¢; korili § sugari kornek olyan s; pontja, amelyet a mozgatds soran
nem érintettiink (14sd:12. dbra). Hiszen ha valamelyik korben nem lenne ilyen s; pont, akkor
a teljes kort stroltuk volna a mozgatds soran, igy a surolt teriilet legaldbb 627 lenne. Tehat
az s, ..., Son pontok olyanok, hogy az Ms2, mozgatis sordan nem érintettiik 6ket, tavolsaguk a
egyszerl ivtol legfeljebb e + & < 2e, és teljesiil, hogy Ve € « (J) ponthoz van olyan sg;—1 € L
illetve sg9; € Lo, i € {1,...,n}, hogy |c — s9i—1| < e+ <2eés |c— s9i| < e+ 6 < 2e.
Tekintsiik most az Mgz, (1) sikbeli egybevigdsdgot. Legyen Mgz, (1) (s;) = s, minden ¢ =

1,...,2n esetén. Azonban el6fordulhat, hogy az s, pontok L-en kiviilre esnek. Tekintsiik ezért az
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12. abra.

M2 folytonos mozgatéds egy olyan részmozgatasat, amely az s; pontokat biztosan L-en beliilre
viszi (lasd: 13.4bra). Legyen tehat M (SLQTF olyan részmozgatéds, hogy a M (;léﬂ (to) végallapotara
teljesiil, hogy dy (M(sLQ7r (to) (v (), (J)) = rp. Mivel a mozgatds folytonos, van ilyen ty. Az
egyszeribb jelolés kedvéért paraméterezziik at M (SLQTF mozgatast ugy, hogy a végallapotot t = g

helyett ¢ = 1-ben érje el. Legyen M5L27r (1)(s;) =t; minden i = 1,...,2n esetén.

13. abra.

4.13. Allitas. t; € L minden i =1,...,2n esetén.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy d (s;,7 (J)) < 2e < d (y(J),R?\ L) /2, valamint, hogy

dir (7 (J), M, (1) (()) =71, < d@wéR? \L)

Teljestil, hogy
d(t,y (1)) < d (1, M (1) (v (1)) + iy (M, (1) (3 (1)) 7 (D).
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Mivel
d (1 M (1) (v (1)) = d (5,7 ().

ezért
d (ti,7 () < d (51,7 () + dur (M, (1) (v (1), () <
< d(’V(J)éW\L) N d(’Y(J)zaRQ\L) —d(7() R\ L).
Tehét t; € L minden ¢ = 1,...,2n esetén. ]

Tehat az M 5L27r mozgatas olyan, hogy az &ltala strolt teriilet kisebb, mint 62,

du (v (J), Mz, (1) (v ()))) =7,

és a mozgatds az s; pontokat az L tartomdnyon beliilre viszi minden i = 1,...,2n esetén. Az
S2i_1 €8s s9; pontok az egyszeri iv kiillonb6z6 komponenseiben vannak, és az egyszerli iv mozga-
tasa soran ezeket a pontokat nem érinthettiik. Ha az egyszerii ivet tekintjiik mozdulatlannak és
az s; pontokat mozgatjuk el, a mozgatas soran a pontokkal nem érinthettiik az egyszeri ivet.
Tehéat az so;—1 és so; pontok a mozgatis sordn az eredeti komponensiikben maradnak, tehat
toj_1 €s ty; pontok kiilonb6z6 komponensben lesznek minden ¢ = 1,...,2n esetén. Az s9; 1 és
So; pontok egymaéstdl valo tavolsiga legfeljebb 4e, igy a to;_1 és to; pontoké is legfeljebb ennyi
minden ¢ = 1,...,2n esetén. Tehét a t; pontok a 7 (I) iv legfeljebb 4e sugaru kornyezetében van-
nak minden i = 1,...,2n esetén. Tudjuk, hogy Ve € « (J) ponthoz van olyan sg;—; € L; illetve
s9i € Lo i € {1,...,n}, hogy |c — soi—1| < 2¢ és |c — s9;| < 2e. Tehat VM(SLQTr (c) € MéLQﬂ'y(J)
ponthoz van olyan te;—1 € Ly illetve to; € Lo (i € {1,...,n}), hogy |M5[§7r (¢) — toi—1| < 2¢
s [ML_(c) — tai] < 2e. Tehdt az M5 (1) (v(J)) elmozgatott egyszerti {v az eredeti v (1) fv
legfeljebb 4e sugara koérnyezetében van.

Osszegezve, 1étezik egy olyan M (SLQF folytonos sikbeli elmozgatas, hogy az dltala sdrolt teriilet
legfeljebb 62,

dir (M, () (Y (1) A (D) =7 & Mb, (1)(7(]) CU(y(1), 4e).

4.14. Megjegyzés. Az Mg, mozgatas folytonossagabdl kévetkezik, hogy minden 0 < 7 < rr-hoz
létezik olyan My, (1) egybevagdsag, hogy

di (M, () (r (D)7 (D) =0 & M (1) (v()) U (3 (D) . 42)

teljestil.

Cseréljiik le az el6bbiekben rogzitett e-t egy €, — 0 sorozatra. Végezziik el ugyanezt az

eljarast mindegyik e,,-re. Kapunk tehat ¢;,, pontokat i =1,...,n, m =1,2,... az el6bbiekhez
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hasonléan, valamint egy d,, sorozatot, melyre szintén teljesiil, hogy ., < &, — 0. Tehat
minden &,, esetén létezik egy olyan M (SLQ .. folytonos sikbeli elmozgatés, hogy az dltala sirolt

teriilet legfeljebb 02,7,

m

di (M (1) (v (1)), 7 () =71,
és
Mg (1) (v(1)) CU (Y(I),4em) -
Tudjuk, hogy &, — 0 (m — o00). Tekintsiik most az {M(sL%17T (1) m=1,2,...} egybevdgdsag-

sorozatot. Bebizonyitjuk, hogy ezekbdl kivalaszthatd konvergens részsorozat.
4.15. Allitas. Az {M(ngnTr (1) ‘ m=1,2,...} irdnyitastarto sikbeli egybevigésdgsorozat korldtos.
Bizonyitds.
(M (1) (0) ~ 0] < e — 0] + e — M, (1) ()| + M (1) (¢) — M} . (1) (0)]
teljestil tetszéleges ¢ € «y (J) esetén minden m = 1,2, .. .-re. Mivel M 5L72n (1) egybevagésag, ezért

‘MéLZnn (1> (C) - Mngn,r (1) (0) ’ = ’C— O’ < sup ‘C‘ = K; < 0.
cev(J)

Tetszbleges ¢ € v (J) esetén teljesiil, hogy

M (1) (0) = e < du (M (1) (v()), 7 (J)) =71

Tehat
M (1) (0) =01 <2 sup e +du (Mg, (1) (v (), (])) = 2K1 + 71 = K < oo.
cev((J))
Ekkor tehat minden m = 1,2,... esetén [M%Z (1) (0)| < K, tehdt {ML (1) | m=1,2,...}
korlatos. ]

Ekkor tehdt a 4.8. Lemma szerint létezik az {M% (1) | m = 1,2,...} egybevagésigsoro-
zatnak konvergens részsorozata. Egy konvergens részsorozat kivalasztdsa utan feltehetjik, hogy
Mp (1) — M(1).

4.16. Allitas. dy (M(1) (v (J)),v(J)) =rL.
Bizonyitas. Tudjuk, hogy W%gnoo M(SL2 (1) =M(1), és
dy (M(;LTQHW (1) (v (J)) v (J)) = r;, minden m = 1,2, ... esetén.

Alkalmazzuk a 4.10. Lemmét a K = L = v (J) kompakt halmazokra, és az E,, = M} (1)

egybevagosagsorozatra. Ekkor tehat a lemma szerint teljesiil, hogy

di (M(1) (v (1)) 7 (1)) = lim_dig (M (1) (7(])) 4 (])) = lim_r, =7,

m—r 00

Tehat d (M (1) (v (J)),v(J)) = rr teljesiil. O
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Tekintsiik tehdt az M 5[5 (1) — M(1) egybevdgbsdgot. Legyen m olyan nagy, hogy
|ME (1) (c) — M(1) (c) | < em teljesiiljén minden ¢ €  (J) esetén. Tudjuk, hogy

Mg (1) (v (1)) CU (v (), 4em) .

Ekkor az is teljestil, hogy M(1)(y(J)) € U (v (I),5en) minden elég nagy m esetén. Mivel
em — 0, ezért M (1) (y(J)) C U (y(I),0) teljesill, azaz a v (J) iv M(1) &ltali képe ~y (I) része
lesz.
A 4.14. Megjegyzés szerint minden 0 < 7 < rz-hoz létezik olyan My, (1) egybevigdsig,
hogy "
di (M2, () ( () A (D) =0 & ML (1)) SUG ). o).
Az el6bbiekhez hasonléan beldthatd, hogy Mg%ﬂr (1)-bél kivalaszthaté konvergens részsorozat,

majd egy részsorozat kivilasztisa utdn feltehetd, hogy M(??nw (1) = M"(1). Teljesiil, hogy

dg (M" (1) (v (J)),v(J))=n é M"(1)(y(J)) CU(y(I),5em)

minden elég nagy m esetén. Mivel €, — 0, ezért M" (1) (v (J)) C U (y(I),0) teljesiil, azaz a
v (J) iv M" (1) éltali képe v (I) része lesz minden 0 < n < rr, esetén.

Tehat belattuk: A ~ (J) résziv olyan, hogy minden 0 < n < rp, esetén van a részivnek olyan
elmozgatott példanya, hogy a Hausdorff-tdvolsdguk 7, és az elmozgatott példany az eredeti ~ (1)
egyszeri ivnek része lesz.

A JCI,a,b¢ Jzart részintervallum megvélasztdsa a bizonyitdsunk elején tetszoleges volt.

Ezzel belattuk a kovetkezdt:

4.17. Allitas. Tetszdleges J C I,a,b ¢ J zdrt részintervallumhoz van olyan pozitiv vy szdm,

hogy minden 0 < n < rj esetén van egy olyan folytonos sikbeli M mozgatds, amelyre:

dg (v(J), M) (v(J))=n é MA)(v(J)) S~U).
4.18. Megjegyzés. A konstrukciébdl lathatd, hogy ha J = [¢,d], ahol a < ¢ < d < b, akkor
M(1)(v(J)) = ~([z,y]), ahol M(1)(v(c)) = ~(z), é&s M(1)(v(d)) = ¥(y)-

Tételiink szerint ekkor a 7 (I) egyszerti {v szakasz vagy koriv. Ennek bizonyitasa kovetkezik

most.

4.3. A bizonyitas befejezése

Legyen J = [c,d] C I = [a,b],c # a,d # b zart intervallum. Legyen X = X[ 4 azon x € [a, b]
pontok halmaza, melyekhez létezik olyan y, a < x < y < b, hogy v ([z,y]) = v([c,d]), ahol a
v([e, d])-t v([z, y])-ba képezb egybevagdsag a y(c) pontot y(x)-be, a v(d) pontot v(y)-ba viszi.
Nyilvan ¢ € X, tehat X nem fires.
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4.19. Allitas. Az X C [a,b] halmaz zdrt.

Bizonyitds. Legyen x, € X,x, — x. Be szeretnénk latni, hogy x € X. Tehat létezik y,, € X,
hogy v ([xn, yn]) = v ([¢c, d]). Jeldljiik most az egyszeriiség kedvéért ezt az egybevagésigot E,,-
nel. Mivel y,, € [a,b], ezért a Bolzano—Weierstrass-tétel szerint kivalaszthaté belSle konvergens
részsorozat. Egy részsorozat kivalasztasa utan feltehetjiik, hogy vy, — y. Be szeretnénk latni,
hogy v ([z,y]) = v ([¢,d]). Kénnyen lathatd, hogy az {E,, : n = 1,2,...} sorozat korlatos, ezért
a 4.8. Lemma szerint van konvergens részsorozata. Egy részsorozat kivalasztésa utan feltehetjiik,

hogy E, — E. Be szeretnénk latni, hogy

E(y ([, 9]) = v (e, d]) -

Tudjuk, hogy
En (v ([#n, yn])) = v ([e,d]) -

Ebbél kovetkezik, hogy Vv € [c, d] -hez 1étezik minden n = 1,2,... esetén pontosan egy olyan
zn € [Tn, yn], hogy
En (v (2n)) =7 (v) .

Ekkor tehat z, = v~ (E; (v (v))). A v, és y~! fiiggvények folytonossdga, valamint a 4.9.

n

Lemma miatt teljesiil, hogy

7B W) 2 (BT W) ==

Ekkor tehat E (v (2)) = v (v), és z, — 2. Mivel 2, < z,, < yp, és T,y — T,y — Y, ezért teljesiil,
hogy z < z <.

Tehat minden v € [c, d]-hez 1étezik pontosan egy olyan z € [z,y], amelyre E (v (2)) = v (v).
Ebbdl kovetkezik, hogy

E(y ([, 9]) = v (e, d]) -

Mivel E,(v(xy)) = v(c), és En(v(yn)) = v(d) minden n = 1,2, ... esetén, ezért a konstrukciobol
adéddéan E(y(z)) = v(c), és E(y(y)) = v(d) is teljesiilni fog. Tehét a halmaz valéban zart. [

4.20. Allitas. Minden z € X,a < x < max X ponthoz és minden 6 > 0 szdmhoz léteznek olyan

' 2" € X pontok, melyekre 2/ < x < 2", és |v — 2’| <6, |z —2"] < 4.

Bizonyitds. Tekintsiik az [x,y] intervallumot. Mivel [z,y] C [a,b],x # a,b # y, ezért 1éteznek
olyan e # m,a, és f # y,b pontok, hogy [z,y] C [e, f] C [a,b] (Ia4sd: 14. dbra). A 4! fiiggvény
egyenletes folytonossidgat kihasznélva teljesiil, hogy minden € > 0 szamhoz létezik olyan 1 > 0
szam, hogy tetszbleges u,v € [a,b] esetén, ha |y (u) — v (v)| < n, akkor |u — v| < e. Legyen

7 = min{|z —e|, |y — f|}. Legyen az ¢ szadm olyan kicsi, hogy 0 < ¢ < min{r,0} teljesiiljon,
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ahol § az allitisban adott szam. Tekintsiik az ehhez az e-hoz tartozé n > 0 szdmot. Legyen
J = [e, f], és alkalmazzuk a 4.17. Allitast erre a J-re. Legyen 0 < 7/ < min{n,r;}. Ekkor az 7’

szamhoz l1étezik olyan M mozgatas, hogy

dy (v (J), ML) (v () =n" & M@Q)(v(J)) Sv().

Ezen tartalmazds szerint léteznek olyan €/, f’ pontok, hogyM (1) (v ([e, f])) = v ([¢/, f]), ezért
v (le, f1) Z v ([¢/, f]). A tavolsdgra vonatkozé allitasbol pedig kovetkezik, hogy

[y (e) =7 () [=lv(e) = MQ) (v(e)| < du (v(J), M) (v () <n' <,
és

() =7 ()= () =MO) (v () <du (v (), MQ) (v () <’ <n.
Ekkor tehédt a folytonossdg szerint e — €'| < e,|f — f/| < . Jelolje az M (1) egybeviagdsigot
az egyszerliség kedvéért E, azaz E (v ([e, f])) = v ([¢/, f']). Mivel [z,y] C [e, f], ezért léteznek
olyan ',y pontok, hogy E (v ([z,y])) = v ([2',9']). Tekintsiik most az E~! egybevigdsigot.
E= (v (¢, ) =7 ([e, f]). Mivel e < |z—el|, € < |y—f|, és |e—€'| < &, |f—f'| < &, ezért teljesiil,
hogy [z, y] C [¢/, f']. Ekkor léteznek olyan z”,y" pontok, hogy E~1 (v ([z,4])) = v ([z",y"]). Az
e, f', ¢, f” pontok olyanok, hogy vagy €/ < e < e’ és f' < f < f teljesiil, vagy mindkét
esetben a forditott irdnyu reldcié. Ezek szerint az 2/, 3/, x”, 3" pontok is olyanok, hogy vagy
2 <x<a2’ésy <y <y teljesiil, vagy mindkét esetben a forditott iranyu reldcié. Feltehetjiik,
hogy 2/ < x < 2’ teljesiil. Mivel v ([z”,y"]) = v ([2/,¥]) = v ([z,y]) = v ([c,d]), ezért teljesiil,
hogy o/, 2" € X. Mivel [z,y] C [e, f], ezért teljesiil, hogy [/, ] C [¢/, f']. Ekkor azonban teljesiil,
hogy

[y (@) =y (@) | <du (v(J), MQ) (v(J)) =n" <,

() =y @) <du (v(J),MQ1) (v(J) =n" <.

Ebbdl a folytonossag szerint kovetkezik, hogy |z — 2'| < e < 4§, és |y — /| < € < 4. Mivel
[z,y] C [€/, '], ezért teljesiil, hogy [2”,y"] C [e, f]. Ekkor teljesiil, hogy

v (") =y (@) | <du (v (), MQ) (v () =7 <n.

v (@) =7 @) | <du (v (), M(1) (v () =75" <n.

Ebbdl a folytonossag szerint kovetkezik, hogy |[x—z"| < e < 6, |[y—y”| < e < §. Tehat megadtunk
olyan 2/, 2" € X pontokat, melyekre 2/ < x < 2, és |z — 2/| < ¢, |z — 2| < 4. O

4.21. Allitas. X = [a, max X| intervallum, és v ([max X,b]) =~ ([c, d]).
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14. abra.

Bizonyitds. Tegyiik fel elészor indirekt, hogy + ([max X,y]) = v ([e,d]), ahol y < b. Legyen
max X = z. Mivel [z,y] C [a,b], z # a,y # b, ezért léteznek olyan e # a,z, és f # b,y
pontok, hogy [z,9] C [e, f] C [a,b] (ldsd: 15. 4bra). A 4.20. Allitdsban szereplé gondolatmene-
tet teljes mértékben megismételve konstrudlunk €', f/, e”, f” pontokat, és ezek segitségével
2, 2", o, y" € X pontokat, melyekre teljesiil, hogy vagy 2/ < z < 2" és ¢/ < y < ¢ 4ll
fenn, vagy mindkét esetben a forditott irdnyud reldcié. Ekkor azonban z = max X nem lehetne
a maximum, ellentmondés. Teh&t nem teljesiilhet, hogy v ([max X, y]) = v ([¢,d]) ,y < b. Azaz

7 ([max X, b]) = v ([c, d]).

!/ /
. CAN AL
a e 22" vy
X
15. abra.

Mivel X zart, nem-iires, és minden 2z € X N (a, z) ponthoz van tetsz8legesen kozel 2/, 2" € X
' <z < 2" ezért X-nek egy intervallumnak kell lennie: X = [a, 2]. Tegyiik fel, hogy nem, azaz
létezik olyan u € [a,b] hogy a < u < z,u ¢ X. Ekkor 1étezik X-nek egy legkisebb u-nal nagyobb
v eleme, és egy legnagyobb u-nél kisebb w eleme. Belatjuk, hogy a # w vagy v # z biztosan
teljesiil. Valéban, ha w = a, akkor ¢ € X, ¢ > a miatt u < ¢, tehdt v < ¢ < z. Ugyanis a ¢ = z
eset nem fordulhat el6, mert ebbdl az elobbiek szerint d = b kovetkezne, de a feltétel szerint
d <b.

Ha u < v < z teljesiil, akkor a 4.20. Allités szerint létezik a v ponthoz tetszélegesen kozel
v € X,v' < v pont, tehat létezik u < v’ < v pont. Ekkor v nem lehetne a legkisebb wu-ndl
nagyobb X-beli elem, ellentmondds. Hasonléan, ha a < w < u teljesiil, akkor a 4.20. Allitas
szerint 1étezik a w ponthoz tetszélegesen kozel w” € X, w < w” pont, tehdt létezik w < w” < u
pont. Ekkor w nem lehetne a legnagyobb w-nal kisebb X-beli elem, ellentmondés. Ezen két

eset valamelyike tehat biztosan bekovetkezik, ellentmondasra jutunk. Tehat X = [a, max X]
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intervallum. O

A fenti gondolatmenetet tetszéleges [c,d] C I,a # ¢,b # d zart intervallumra megismételhet-
jilk. Tehat tetszéleges ilyen [c, d] esetén az X = X|. g halmazra teljesiil, hogy X = [a, max X]
intervallum, és v ([max X, b]) = v ([¢, d])

Legyen ¢ > 0 adott pozitiv szam. A « : [a,b] — R? fiiggvény egyenletesen folytonos, ezért
teljesiil, hogy e-hoz létezik olyan 7 > 0, hogy tetszéleges =,y € [a,b] esetén, ha |z — y| < T,
akkor |y(z) —v(y)| < e. A v71:~([a,b]) — [a,b] fiiggvény egyenletesen folytonos, ezért 7-hoz
létezik olyan n > 0, hogy tetszéleges x,y € [a, b] esetén, ha |y(x) —v(y)| < n, akkor |z —y| < 7.
Az n szamhoz a v fiiggvény egyenletes folytonossaga miatt 1étezik olyan § > 0, hogy tetszoleges
x,y € la,b] esetén, ha |z — y| < ¢, akkor |y(z) — v(y)| < n. Tekintsiik most ezt a § szdmot.

Legyen a = po, és legyen pg < p1 < po + 9 olyan pont, hogy |y(p1) — v(po)| > |7(t) —v(po)]
minden py < t < pi-re. Legyen p; < p olyan pont, hogy |y(p2) —v(p1)| = [7(p1) — v(po)|, és
|v(p2) —v(p1)| > |7(t) — v(p1)| minden p; <t < pp-re. (Ha 6 elég kicsi, akkor van ilyen.)

Tekintsitk most a [c,d] = [po, p2] intervallumhoz tartozé X halmazt. Az el6bbiek alapjén
tudjuk, hogy v ([po, p2]) = v ([max X, b]). Tehét ha o elég kicsi, akkor p; € X. Ekkor tehét az
X halmaz definicidja szerint p;-hez létezik olyan ps pont, hogy = ([po, p2]) = v ([p1, p3]). Mivel

[P0, 1] C [po,p2], és |v(p2) — v(p1)| = [v(p1) — ¥(po)l, ezért teljesiil: 7 ([po, p1]) = ¥ ([p1,p2))-
Ebbél kovetkezik, hogy a v (p1) v (p25 és v (p2)y (pgj vektorok altal bezart irdnyitott szog meg-

egyezik a v (po) 7 (p1) és v (p1) 7 (p2) vektorok éltal bezart irdnyitott szoggel. Teljesiil tovabba,
hogy
17 (p3) =7 (p2) [ = |7 (p2) =7 (p1) | = v (1) — 7 (po) |-

Ismételjik meg ezt az eljarast: a po € X ponthoz az elébbiekhez hasonléan kapunk egy p4
pontot, melyre teljesiil, hogy a v ([po, p2]) = v ([p2, pa]). Az elébbiekhez hasonléan 'y(pg)'y(pz),;

és a 7(p3)7(p4; vektorok &ltal bezart irdnyitott szog megegyezik a v (p1) v (pg; és ay(p2)y (pgi

vektorok &dltal bezart irdanyitott szoggel, igy a v (po) v (p1§ és v (p1)y (p25 vektorok altal bezért

iranyitott szoggel is. Teljesiil tovabba, hogy

[v(pa) — v(p3)| = |v(p3) —v(p2)| = [v(p1) —v(Po)|-

Végezziik el ezt az eljarast annyiszor, ahdnyszor lehetséges. Az eredmény: v (po) , v (p1) 5. -, (Pn)

pontok, melyekre teljesiil, hogy a v (p;) v (plqu; és a v (pit1)y (pi+25 vektorok 4altal bezdrt ira-
nyitott szog megegyezik a v (po) v (p1 ) és a v (p1) 7y (pg; vektorok altal bezéart irdnyitott szoggel
minden i = 0,...,n — 2 esetén, és |y (p;) — v (pix1) | = |7 (Po) — 7 (p1) | minden ¢ =0,...,n —1

esetén.
A folytonosség szerint fennéll a kovetkez8: mivel |pg — pi| < 9, ezért |y(po) — v(p1)| < .
A konstrukcié alapjan |y (pi) — v (pi+1)| = |7 (po) — v (p1) | minden i = 0,...,n — 1 esetén.
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Ekkor tehat a folytonossig szerint mivel |y (p;) — v (pi+1)| < 7, ezért |p; — pi+1| < 7 min-
den ¢ = 0,...,n — 1 esetén. Ekkor a folytonossig szerint teljesiil, hogy |y(pi+1) — v(pi)| < €
minden ¢ = 0,...,n — 1 esetén. Két eset lehetséges. Ha az eredeti 7 (po),7 (p1),7 (p2) pon-
tok kollinedrisak voltak, akkor készithetiink az eljarassal tetszdlegesen kozeli pontokat, melyek
szintén kollinedrisak ezekkel. Be szeretnénk latni, hogy ebben az esetben az egyszerii iv egy sza-
kasz lasd: (17. abra). Amennyiben nem kollineérisak, tgy az eljards tobbszori ismétlésével egy
egyenl6 hosszisagn szakaszokbdl allé torott-vonalat kapunk, melyre teljesiil, hogy a szomszédos
szakaszai altal bezart irdnyitott szogek egyenléek. Be szeretnénk latni, hogy ebben az esetben
az egyszerl {v egy koriv (lasd: 16. abra).

Legyen 7 (c) € 7 (I) tetszOleges pont. Be szeretnénk latni, hogy valamely p;, (i € {0,...,n})
pontra |y (c) — v (pi)| < €. Legyen ¢ € [pi,pit1], ekkor tehdt |c — pi| < |pi — piy1| < 7. A
folytonossag szerint tehat |y(c) — v(pi)| < e.

7(ps) 7(Pa)
v(p2)
v(p1) (Pn

v(po)

16. abra.

+(po) (1) 7 (p2) Y(p3) ¥ (Pa) ¥ (Pn)

17. abra.

Tehat tetszoleges € > 0 szam esetén megvilaszthatoak agy a pg, pi1,..., pn pontok, hogy
|7(pix1) —v(pi)| < e mindeni =0,...,n—1 esetén, és |y (c)—~ (p;) | < € valamely p;-re. Tekint-

slink € helyett egy €, — 0 sorozatot, végezziik el az el6bbi eljarast mindegyik e,,-re. Minden
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em-hez megvélaszthatok gy a v (p1),7 (p2) pontok, hogy a keletkezé po,p1, ..., pn,, pontokra
|v (pix1) — v (i) | < €ém — 0 minden i = 0,...,n,, esetén. Ha az eredeti vy(po),v(p1),v(p2)
pontok kollinearisak, akkor a keletkez8 ~y (p;) pontok is, ezek egy szakasz tetszilegesen siiril
ponthalmazat alkotjak, €, — 0 esetén tehat egy szakaszhoz fognak konvergélni. Ha az eredeti
v(po),¥(p1),v(p2) pontok nem kollinedrisak, akkor a keletkezé p; pontok egy egyenlé hosszisagi
szakaszokbdl allé torott-vonal csicsait alkotjak, melyre teljesiil, hogy a szomszédos szakaszai
altal bezéart irdnyitott szogek egyenléek. Igy e, — 0 esetén ezek egyre kisebb hosszisigu sza-
kaszokbdl all6 torott-vonalat hoznak létre, ezek a szbgtartds miatt egy koérvonalhoz fognak
konvergalni.

Teljesiil tovabba, hogy tetszéleges v(c) € y(I) esetén van olyan p;, (i € {0,...,ny}), hogy
|v(c) —v(pi)| < em — 0. Tehat az egyszerii iv tetszéleges v (¢) pontjara teljesiil, hogy a p;-
k altal meghatarozott szakaszhoz vagy korivhez tetszélegesen kozel van. Tehat az egyszerti iv
szakasz vagy korvonal.

Ezzel tehat belattuk az egyszeri ivekre vonatkozé tételt.
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5. Mozgatas szakaszok és korivek esetén

5.1. A szakaszok esete

Elsének kévetkezzen a bevezetésben szerepld 1.1. Tétel bizonyitasa. Az allitas:

A kovetkezd allitasok ekvivalensek:

1. Tetszbleges € > 0 szamhoz létezik olyan K sikbeli Kakeya-halmaz, melynek tertilete kisebb,

mint €.

2. Tetszbleges Jq, Jo C R? azonos hosszisdgi irdnyitatlan szakaszok esetén teljesiil a kovet-
kezo: tetszOleges € > 0 szdmhoz létezik olyan M sikbeli elmozgatéas, mely Ji-et Jo-be viszi,

és a mozgatas altal surolt teriilet kisebb, mint €.

3. Tetszdleges Jq, Jo C R? azonos hossziisdgii irdnyitott szakaszok esetén teljesiil a kovetkezd:
tetszbleges € > 0 szamhoz létezik olyan M sikbeli elmozgatas, mely Ji-et Jo-be viszi (ugy,
hogy M (1) (J1) és Jo irdnyitdsa megegyezik), és a mozgatas altal sturolt teriilet kisebb,

mint €.

Bizonyitds. 1. = 2.

Allitds. Legyen e C R? fix egyenes, melyet a Kakeya-halmazban mozgatott szakasz kiindulsi
pozicidja hataroz meg. Tetsz6leges f C R? egyenes esetén jeldlje o f) az e és f egyenesek ora-
mutaté jardsaval megegyez6 irdnyban bezért szogét. Ekkor tetszbleges ¢ € [0, 7| szoghoz 1étezik

a K Kakeya-halmazban egy olyan szakasz-pozicid, hogy az altala meghatarozott f egyenesre

¢ = a(f).

Bizonyitds. Legyen M az a mozgatds, amely a Kakeya-halmazban a szakaszt megforditja.
Tudjuk, hogy M(t)(J) irdnya a t paraméter folytonos fiiggvénye. Mivel o (M (0)(J)) = 0, és
o (M(1)(J)) =, ezért minden ¢-hez van olyan ty, hogy a (M (to)(J)) = ¢. Allitasunkat tehét
belattuk. O

Legyen most a J; szakasz a K Kakeya-halmaz kiinduldsi pozicidja. Legyen a J; &ltal
meghatdrozott egyenes e, a Jo altal meghatarozott egyenes f. Ekkor az el6bbi allitas szerint
a(f) € [0,7]-hez létezik olyan J szakaszpozicié K-ban, hogy a J dltal meghatarozott g egye-
nesre a(g) = a(f), azaz f és g parhuzamosak. Mozgassuk el Jij-et a Kakeya-halmaz konst-
rukcidjaban szereplé mozgatéssal a J poziciéig. Ekkor J és Jy parhuzamos, alkalmazhatjuk a
Pél-féle modszert, ami megmutatja, hogy parhuzamos szakaszokat hogyan lehet egyméasba moz-
gatni tetsz6legesen kis teriiletet sturolva (14sd: 18. abra). Legyen n > 0 tetszSlegesen kicsi szam.

Legyenek a J szakasz végpontjai A és B. Forgassuk el a J szakaszt A koriil egy kis szoggel gy,
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hogy a forgatas altal meghatéarozott korcikk teriilete kisebb legyen, mint /2. A kapott szakaszt
toljuk el sajat egyenese mentén addig, amig a B végpont el nem éri az f egyenest. Forgassuk
most vissza a szakaszt B koril ugyan azzal a kis szbggel, igy a forgatds altal meghatarozott
korcikk tertilete ismét kisebb lesz, mint 7/2, és a kapott szakasz f egyenesre esik. Toljuk el
a szakaszt ezen egyenes mentén Jo-ig. A mozgatas dltal strolt teriilet tehat kisebb, mint 7.

Tehéat a Kakeya-halmazban torténé mozgatast és a Pal-féle mozgatast egymés utan elvégezve

J
Jo T\\

18. abra.

elmozgattuk Ji-et Jo-be tetszolegesen kis teriiletet siirolva.

2. = 1. Ezen irdny az els6 fejezetben taldlhaté Cunningham-konstrukcioban megtalalhato,
ugyanis 2.-bol kiindulva konstrudljuk meg a Kakeya-halmazt.

3. = 2. Ez teljesen trivialis, hiszen ha el tudjuk mozgatni Ji-et Js-be irdnyitott értelemben,
akkor nyilvan iranyitatlan értelemben is.

2. = 3. Legyenek Ji, Jo C R? szakaszok irdnyitott értelemben. Ha a 2. pont szerint 1étez6 M
mozgatas olyan, hogy M (1) (J1) irdnyitdsa megegyezik Jo irdnyitaséval, akkor készen vagyunk.
Ha nem, akkor a kovetkezét tessziik: Mar tudjuk, hogy 2. = 1., tehat létezik J; kezd6 pozicioju
tetszolegesen kis teriiletli Kakeya-halmaz. Ez megad egy N mozgatast, mely tetszélegesen kis
teriiletet surol, és a J; szakaszt ellentétes iranyitdssal viszi 6nmagéba a Kakeya-halmaz defi-
nicidja szerint. Ekkor az N és M mozgatasokat egymas utan elvégezve egy olyan mozgatést
kapunk, hogy M (1) (N(1)(J;)) irdnyitasa megegyezik Jo irdnyitdsaval, és tetszélegesen kicsi
lehet a strolt teriilet. AllitAsunkat tehat belattuk. O

5.2. A korivek esete

A kérdésfelvetés korivek esetén a kovetkezd: Adott a sikon két kiilonbo6z6 egybevagd koriv.
Igaz-e, hogy tetszileges € > 0 szamhoz van olyan folytonos sikbeli elmozgatas, mely egyik
korivet a masikba viszi, és a mozgatés altal surolt teriilet kisebb, mint €7 A megoldas alapotlete
a Cunningham-konstrukcié atirdsa szakaszok helyett korivekre. A sejtés a kovetkezd: Ha adott
a sikon két kiilonb6z6 egybevagd koriv, melyek ivhossza kisebb, mint 7, akkor tetszdleges € >
0 szadmhoz van olyan folytonos sikbeli elmozgatas, mely egyik korivet a mésikba viszi, és a
mozgatas altal surolt teriilet kisebb, mint . Azon korivek esetén, melyek a ivhosszara m < a <
27 teljesiil, a probléma megoldasi modszere egyelore kiforratlan. A 27 ivhosszu koriv, azaz a

teljes koriv mozgatasa esetén a kérdés tisztazott:
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5.1. Allitas. Adott a sikon két kilonboz6 egységsugari kor. Nem igaz, hogy tetszbleges € > 0
szdmhoz létezik olyan folytonos sikbeli elmozgatds, amely az eqyik teljes kérvonalat a mdsikba

viszi ugy, hogy a mozgatdas dltal surolt teriilet kisebb, mint €.

5.2. Megjegyzés. Az egyszerii iv fenti definiciéja nem engedi meg a zart goérbe esetét, hiszen
ekkor a végpontokban nem egy-egy értelmii a leképezés. Az bizonyitds érdekessége miatt mégis

targyaljuk ezt az esetet.

19. abra. A teljes korvonal mozgatasa

Bizonyitds. Legyenek a korlapok K és Ky, kozéppontjaik Op és Oy (ldsd: 19. dbra). Tegyiik
fel indirekt, hogy tetszbleges € > 0 szamhoz 1étezik olyan folytonos sikbeli elmozgatas, amely a
Ki-hez tartozé korvonalat a Ks-hoz tartozé korvonalba viszi gy, hogy a mozgatas altal surolt
teriilet kisebb, mint . Tekintsiik a K; \ Ko halmaz teriiletét, legyen ez T. Mivel a két kor
kiillonb6z6, ezért T > 0. A feltétel szerint 1étezik az ¢ = T szdmhoz tartozé mozgatés, legyen
ez {M(t) | t € [0,1]}. Teljesiil, hogy M(0)(K;) = K1, és M(1)(K1) = Ks. Legyen a € K; \ Ko
a tartomdany tetszéleges belsé pontja. Ekkor |a — O1] < 1, és |a — O3] > 1. Tekintsiik az
01 kozéppont M mozgatas altali palyajat: {M(t) (O1) | t € [0,1]}. Mivel |[a — M(0) (01) ] < 1,
la—M(1) (O1)| > 1, és a mozgatés folytonos, ezért van olyan ¢ € [0, 1], hogy |[a—M (t) (O1) | = 1.
Ez azt jelenti, hogy az a pont rajta van az M (t) (K;) kor korvonaldn, azaz a K korvonal
mozgatdsa soran suroltuk az a pontot. Ez minden a € K; \ K2 bels§ pontra elmondhaté, tehét
a tartomany minden belsé pontjat stroltuk a mozgatds soran. Ekkor azonban a surolt teriilet
legalabb T', ellentmondva annak a feltételnek, hogy a mozgatas altal sturolt teriilet kisebb, mint
T. Allitasunkat tehdt beldttuk. O
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