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Bevezeto

Sperner klasszikus eredménye a kdvetkezd:

Legyen X egy véges halmaz, | X| =n, és F C P(X) olyan, hogy F-nek nincs két
kiillonboz6 Fi, Fy eleme, amelyre Fy C Fy, ekkor |F] < (LZJ)
2

Erdos ezt a tételt hasznalva megadta a valaszt az 1 dimenzids Littlewood-Offord
problémadra [3].

Késébb Katona [7] és Kleitman [9] ugyanezen probléma 2 dimenziés valtozatanak
megoldasa kdzben bebizonyitotta a Sperner-tétel kbvetkezo, erésebb valtozatat:

Legyen X = X; U X3 egy véges halmaz, X1 N Xy = 0, | X| =n, és F C P(X)
olyan, hogy F-nek nincs két kiilonboz6 Fi, Fy eleme, amelyre Fy C Fy, és Fo\Fy C
C X;, valamely i = 1,2-re. Ekkor |F| < (LZD'

2

A kérdés természetes altalanositasa:

Legyen X = X; U Xy U ... U X}, egy véges halmaz halmaz, ahol X;-k paronként
diszjunktak, ekkor F C P(X) egy k-részes Sperner-csalad, ha F-nek nincs két kii-
16nb6z6 Fi, Fy eleme, amelyre Fy C Fy, és Fo\Fy C X;, valamely ¢ = 1,2, ..., k-ra. A
kérdés mekkora lehet maximum |F|.

Az 1 és 2 részes esetben érvényes korlat tébbé nem igaz, mert tekinthetjiik a
k =3, |X;| = 1 esetet, és itt a paros elemszamu részhalmazok csaladja 4 elemii.

Eloszor ismertetjiik a Littlewood- Offord probléméval, majd pedig a szimmetri-
kus lancfelbontasokkal kapcsolatos klasszikus eredményeket.

Tovabba 1j alsé és fels6 korlatokat mutatunk a k = 3 esetben. Megmutatjuk,
hogy 1.05 < d3 < 1.072 (az eddig ismert korldtok 1.036 illetve 1.131 voltak [6].),

ahol ds-at a kovetkez6képpen definidljuk: legyen f(n,3) az egy n elemi halmazon

megadhato legnagyobb 3-részes Sperner-csalad mérete, d3 = lim,, ](0(2’3)).

2]

Mutatunk tovabba egy szamitoégéppel hatékonyan megvalasithaté modszert ma-

ximalis Sperner-csaladok keresésére, melynek segitségével megcafolunk egy sejtést
[1]-



1. A Littlewood-Offord probléma

A Littlewood-Offord probléma vizsgalata soran keriilt elé a 2-részes Sperner-tétel,
igy dolgozatunkat is ezzel kezdjiik.

A probléma a kovetkezd:

1.0.1. Definicié. Littlewood-Offord probléma: Adottak vy, vs, ..., v, vektorok R-ben
gy, hogy minden v; vektor hossza legaldbb 1, az [n] = {1,2,...,n} minden X rész-
halmazdra definidljuk az Sx =, vi 0sszeget. Legyen p € R™, By, a p kozépponti
1 dtmérdji nyilt gomb. Legyen F, = {X C [n]|Sx € B,} . Legyen M az F, csalddok
meéreteinek marimuma. A kérdés: milyen nagy lehet M.

Lathato, hogyha az Gsszes v; egyenld valamely v-vel, akkor ha p = [ % ]v, akkor a

B, gombbe éppen ( LZ j) osszeg esik, hiszen JF), éppen a [ 5] elemii halmazokbdl all.

Tehat, M lehet akar (LZ J>' Azt szeretnénk belatni, hogy azonban minden esetben
2

M < (LZJ)' Ezt eloszor a d = 1, illetve d = 2 esetekben latjuk be:
2

1.1. A Sperner-tétel illetve a 2-részes Sperner-tétel alkalma-

zasa

El6szor a probléma egy ekvivalens at fogalmazasat adjuk meg:

1.1.1. Definicié. Adottak vy, vs, ..., v, vektorok R%-ben gy, hogy minden v; vektor
hossza legalabb 1, legyenek e1,¢eo,...,e, fliggetlen valdsziniségi vdltozok gy, hogy
1 1

P(e; = 3) = P(e; = —%) = L. Tekintsiik az S = Y[ e;v; valdszintségi vdltozdt.

Legyen P, = P(S € B,) . Legyen Q) a P, valdsziniiségek mazimuma.
1.1.2. Lemma. Q =27"M
Bizonyitds. Definidljuk az X val6sziniiségi valtozdt gy, mint azon ¢ € [n]-k halma-

za, amelyekre €; > 0. X ekkor [n] barmely részhalmazat egyenld, 27" val6szintiséggel
veszi fel. Ekkor

S = Z&i’(}i = —%Z"Ui +Z"UZ = —%S[n] +SX
=1 =1 1€X
Amibol

1
) = max P, = max P(_ESM + Sx € Bp) = max P(Sx € Bp-i—%S[,,L]) =

pERd pERd peRd

max P(Sx € B;) =maxP(X € F)) = max 27T, =2"M
geR

gcRd gcRd



Ennek egyszerti kdvetkezménye a kovetkezd lemma:

1.1.3. Lemma. Ha néhdany v; értékét az ellentettjére valtoztatjuk, akkor M értéke
nem vdltozik.

Bizonyitds. Az el6zé lemma értelmében elegend6 beldtni, hogy () értéke nem valto-
zik, de ez nyilvanvald, mert még a P, értékek is valtozatlanok maradnak. O]

Most mar belathatjuk a kovetkezo tételt:

1.1.4. Tétel (Erdds |3]). d =1 esetben M < (LZJ)
2

Bizonyitds. Hasznalva az elozé lemmat felteheto, hogy minden v; > 1, mert ha
ez nem volna igaz, akkor v; helyett vehetnénk az ellentettjét. Rogzitsiik most p-t.
Azt allitjuk, hogy JF,-nek nincs két kiilonbezé Fy és F, eleme gy, hogy Fy C Fj.
Es valéban, tegyiik fol indirekte, hogy volna ilyen F és Fj, de ekkor Sp, — Sp, =
=D i m\R Vi = 1, ami ellentmodés, mert Sg, és Sp, koziil legfoljebb mindig csak
egy lehet egy 1 a&tmérdjl nyilt gombben. fgy a (lent kovetkezd) Sperner-tétel szerint
|Fpl < (Lg J)~ 0

1.1.5. Tétel (Sperner-tétel:). Ha |X| =n és F C P(X) olyan, hogy F-nek nincs
két kilonbozé Fy és Fy eleme 1gy, hogy Fy C Fy, akkor |F| < (LZJ)'
2

A tétel dllitdsa nyilvan éles, mert vehetjiik az| 7] elemszami részhalmazokat.

Ennek a tételnek mi itt nem a legismertebb és legegyszeriibb bizonyitdsat |11]
adjuk, de a tovabbiak szempontjabdl ez hasznosabb lesz.

Bizonyitds. X részhalmazainak egy Ajp, As, ..., Aj sorozatardl azt mondjuk, hogy
szimmetrikus ldnc P(X)-ben, ha minden i = 1,2...,k—1-re A; C A;41 és |41\ A =
= 1, tovdbba |A;| + |Ax| = |X| = n, k-t a lanc hosszanak nevezziik. Szimmetrikus
lancok egy halmaza szimmetrikus ldncfelbontdsa P(X)-nek, ha X béarmely részhal-
maza pontosan egy lancban szerepel. Vegyiik észre, hogy egy szimmetrikus lancfel-
bontasban mindig (Lg J) lanc szerepel, hiszen minden szimmetrikus lanc pontosan
egy | 5] elemszdmi halmazt tartalmaz. Ugyanakkor barmely lanc legfeljebb egy ele-
mét tartalmazhatja F-nek, ami azt jelenti, hogy |F| < (Lg j)’ feltéve, hogy létezik
szimmetrikus lanc felbontas.

A szimmetrikus lancfelbontas 1étezését n szerinti teljes indukcidval bizonyitjuk.
n=1-re igaz. Tegyiik fol most, hogy | X| = n és P(X)-nek létezik szimmetrikus lanc-
felbontasa, ekkor belatjuk, hogy P(X U {t})-nek is van szimmetrikus ldncfelbontédsa
(t € X). Ezt a kovetkezéképpen csinédljuk, minden Ay, A, ..., Ay szimmetrikus ldnc-
hoz a P(X) szimmetrikus lancfelbontdsabol tekintjitk a kovetkezd két szimmetrikus
lancat P(XU{t})-nek: Ay, Ag, ..., Ap_1, A, AgU{t} és A;U{t}, AdU{t}, ..., A1 U{t},



illetve ha k = 1, akkor csak az Ay, A; U{t} lancot. Kénnyen ellenérizhetd, hogy ezek
valéban szimmetrikus ldncok lesznek P(X U{t})-ben, és ha az Gsszes lancra tekinjiik
ezeket P(X) egy szimmetrikus lancfelbontdsabol, akkor ezek az egész P(X U {t})-t
lefedik, és ezzel bebizonyitottuk az allitast. O]

A késobbiekben sziikségiink lesz a kovetkez6 megfigyelésre:

1.1.6. Lemma. Adott h-ra, P(X) bdarmely szimmetrikus ldncfelbontdsiban ugyan-
annyt h hosszi ldnc van.

Bizonyitds. Legyen | X| = n, n paritdsa szerint két eset lehetséges:

1.) n paros, azaz n = 2m, ekkor barmely szimmetrikus ldnc paratlan hosszi. Azon
lancok szama egy szimmetrikus lancfelbontasban, amik legaldabb 2k + 1 hosszuak,
éppen (nka), hiszen barmely legalabb 2k + 1 hosszti szimmetrikus lanc tartalmaz
pontosan egy m + k elemszamu részhalmazt, de a révidebbek pedig egyet sem tar-
talmaznak. Igy a pontosan 2k + 1 hosszi lancokbdl éppen (nifk) — (mi?ﬂ) darab
van, ha k =0,1,....,m — 1, illetve 2m + 1 hosszubdl pedig 1 van.

2.) n paratlan, azaz n=2m+1, ekkor az Gsszes ldnc paros hosszu, és az el6z6hoz
hasonlé gondolatmenettel 2k hosszu lancokbdl éppen (27:‘:,:) — (WQLTJ 4:1) darab van,
ha k =1,2,...,m, illetve 2m + 2 hosszibdl 1 van. O

A d = 2 eset vizsgalatahoz sziikségiink lesz a Sperner-tétel kovetkezd altaldnosi-
tasara, az ugynevezett 2-részes Sperner-tételre:

1.1.7. Tétel (2-részes Sperner-tétel: Katona [7] és Kleitman [9]). Legyen X = X; U
U Xy, ahol X1 és Xy diszjunktak, | X| = n és F C P(X) olyan, hogy nincs két
kiilonbozé Fy és Fy eleme gy, hogy Fy C Fy és (F\Fy C Xy vagy F>\Fy C Xs),
ekkor |F| < (ng).

Ez nyilvan erdsebb, mint a Sperner-tétel, mert kevesebb halmazt part tiltunk
meg, ugyanakkor ugyanaz a korlat érvényes ra, megjegyezziik azonban, hogy ebben
az esetben a szélsoértéket sokkal tobbfajta csalddon is el lehet érni. E tétel bizonyita-
sat késébbre hagyjuk (1.[3.1.16|és3.1.17 tétel). De nézziik az aldbbi kovetkezményét:

1.1.8. Tétel ( Katona [7] és Kleitman [9]). d = 2 esetben M < (LZJ)'

Bizonyitds. Hasznalva a lemmat, felteheto, hogy az Gsses v; x-koordinataja
nemnegativ. Legyen X; azon i-k halmaza, amelyekre v; y-koordinatdja nemnegativ
és Xo = [n]\X;. Ekkor azt allitjuk, hogy tetszlleges p € R*re F, kielégiti a fenti
2-részes Sperner-tétel feltételeit, amibdl kovetkezik az allitas. Es valoban, tegyiik
fol indirekte, hogy létezik [y és Fh kiilonbozd eleme JFp-nek tgy, hogy Iy C Fh
és mondjuk Fy\F; C X, amibél Sp, — Sp, = Zing\Fl v;, de itt a jobb oldalon
néhany az I. negyedsikba mutaté vektor all, amiknek hossza legalabb 1, de ilyenek



Osszegének a hossza is legalabb 1, ami ellentmondas. Hasonléképpen ellentmondasra
jutunk, ha Fy\F; C Xo. O

1.2. A megoldas tetszoleges normalt térben

Most pedig megmutatjuk Kleitman meglepéen altalanos és szép bizonyitasat, ami
megoldja a kérdést tetszdleges valds normalt térben. Ehhez a funkcionalanalizis ko-
rébol csupan a kovetkezd lemmara lesz sziikségiink :

1.2.1. Lemma. Legyen F egy valds normdlt tér, tovibbd x # 0 F eqy tetszdleges
eleme, ekkor létezik eqy f € F* linedris funkciondl, amire ||f]| =1 és f(x) = ||z||.

Példaul, ha F az R™ az euklidészi normaval, akkor egy ilyen f-t a kdvetkezokép-
pen adhatunk meg: minden v € R" vektort vetitsiink merdlegesen az x altal megha-
tarozott egyenesre, és f(v) legyen a vetiilet el6jeles hossza, azaz
f(v) =< v,n >, ahol n az x irdnyu egységvektor. Nyilvanvals, hogy f igy egy
R™ — R lineéris leképezés lesz. Mivel a vetiilet hossza kisebb, mint a vektor hossza,
ezért f normdja legfeljebb 1, de mivel példaul |f(x)| = ||z||, ezért a norma csak 1
lehet. (f norméja a legkisebb C, amelyre |f(v)| < C||v|| minden v-re.)

1.2.2. Tétel (Kleitman [10]). Ha F egy valds normdlt tér, tovabbd vy, vs, ..., v, € F,
és minden i-re ||v;]| > 1, [n] minden X részhalmazdra definidljuk az Sx = ) ..y Vi
dsszeget. Legyen p € I, B, a p kozépponti % sugard nyilt gomb. Legyen F, = {X C
C [n]|Sx € B,} . Ekkor F < (ng).

Bizonyitds. A bizonyitas a tétel bizonyitasanak alapgondolatara épiil.

Nevezziink ritkdnak egy § C [n] csalddot, ha G-nek nincs két kiilonbozé G4
és GGy eleme gy, hogy ||Sg, — S|l < 1. Ha tekintjiikk P([m]) egy paticiéjat ritka
csaladokra, akkor azt mondjuk, hogy ez a particié szimmetrikus, ha a particiéban
pontosan annyi k elemi ritka csaldd van, mint ahdny & hosszui lanc van P([m]) egy
szimmetrikus lancfelbontasaban. (Ez a definicié értelmes a lemma szerint).

Most indukciéval belatjuk, hogy minden m < n-re létezik P(|m])-nek ritka csa-
ladokra valé szimmetrikus particidja. m = 1-re igaz, ekkor a particioban egyetlen
csalad fog szerepelni a P([1]), és ez valéban ritka, mert ||vy|| > 1. Most tegyiik fol,
hogy m-re mar tudjuk (m < n), most bebizonyitjuk m + 1-re. Vegyiik P([m])-nek
egy szimmetrikus particidjat. Vegyiink egy § = {Gi,Go, ..., Gy} ritka csalddot a
particiébol. Ha k = 1 tekintsiik a § = {G1,G; U {m + 1}} csalddot ez ritka lesz,
mert ||v,,41]] > 1. Ha k > 1, akkor alkalmazva a[l.2.1]lemmat, vehetiink egy olyan f
funkcionalt, hogy f(vm+i1) = ||[vm+1]] és || f|| = 1. Legyen j, az az ¢ € [k] index, amire
az f(S¢,) kifejezés értéke a maximalis. Ekkor tekinthetjiik a kovetkezd csalddokat:

1 ={GU{m+1}|i € [k],i # j}, illetve G5 = GU{G; U {m + 1}}. Mivel § ritka



volt teljesen vildgos, hogy G is ritka lesz, tovabba G, ritkasdgdhoz, csak azt kell

leellenérizni, hogy ||S¢,ufm+1} — Se;|| > 1 minden 4 € [k]-ra. Ez pedig, azért igaz,

mert:

1Sc;0pm+1y — S|l = | f I Sa,upme1y — Sa, |l = |f(Sa,uims1y — Sa;)

= |f(Um1) + (f(Se,) = f(Se))| 2 f(vmsr) = |[vmsall 2 1

Kénnyen ldthaté, hogy ha minden G-hez a P([m]) szimmetrikus particijabdl
tekintjiik a G} és G csalddokat, illetve |G| = 1 esetén a G’ csalddot, akkor ezek
egylitt P([m + 1])-nek egy ritka csalddokra val6 particidjat adjak. Azt allitjuk, hogy
ez szimmetrikus is lesz. Valoban: a konstrukcio soran egy k elemii G-bol csindlunk
egy k — 1, illetve k£ + 1 elemi 9}, illetve G, csalddot, ha k > 1, k = 1 esetben pedig
egy 2 elemi csalddot csinalunk. Vessiik Gssze ezt a tétel bizonyitasaval, ahol
egy k hosszu lancbol csinaltunk egy k — 1, illetve £ + 1 hosszu lancot, ha k > 1,
egy 1 hosszu lancbdl pedig egy 2 hosszu lancot csinaltunk. Tehdat, a szimmetrikus
lancfelbontasokban szereplé adott hosszisagu lancok szaméra ugyanaz a rekurzio
teljesiil, mint az adott méretii csalddok szémara. Tehat, P([m+ 1])-nek az igy kapott
ritka halmazokra vald particdja szimmetrikus.

Vagyis P([n])-nek is van szimmetrikus particiéja, ami azt jelenti, hogy P([n])

particionalhato (LZ J) darab ritka csaladra. De barmely ritka csalad legfeljebb egy
2

clemét tartalmazhatja F,-nek, ami bizonyitja az allitasunkat. O

Ez megadja a valaszt az eredeti|l1.0.1] alatti kérdésiinkre is: M < <LZ J)‘
2

A kérdés éltalanosithaté dgy, hogy azt kérdezziik, hogy egy adott d atmérdju
gbmbbe hany 0Osszeg eshet, itt a sok eredmény mellett még mindig vannak nyitott
kérdések. [12]

10



2. Alapdefinicidk, néhany tovabbi ismert eredmény

2.0.3. Definicié. Legyen X = X7 U XoU ... U Xy egy k részre particiondlt halmaz.
(Azaz X;-k pdronként diszjunktak.) Ekkor & C P(X) egy k-részes Sperner-csaldd
az X k-részre particiondlt halmazon, ha F-nek nincs két kiilonbozo Fy, Fy eleme,
amelyre Fy C Fy, és F5\Fy C X, valamely 1 = 1,2, ..., k-re.

2.0.4. Definicié. Legyen X = X7 U Xo U ... U Xy egy k részre particiondlt halmaz.
| Xi| = ni. Ekkor g(ny,na, ...,nk)-val jeloljik az X -en lévd k-részes Sperner csalddok
méreteinek marimumdat.

2.0.5. Definicié. f(n,k) = max,, tnyt. +np=n g(N1, N2y ..., M)

Mindenki 1gy sejti, hogy a maximum fix n esetén, akkor vétetik fel, ha az n;-k
kb. egyenl6ek, de ezt még nem sikeriilt bizonyitani.

2.0.6. Tétel (Griggs, Odlyzko, Shearer [6]). Fiz k-ra létezik a kévetkezd limesz:
f(n.k)

(L%J)'

lim,, o0

Ezt a tételt dolgozatunkban nem bizonyitjuk.

2.0.7. Definicié. dj, = lim,, o 724

(14

2.0.8. Tétel (Griggs, Odlyzko, Shearer [6]). dj ~ —YEL_

Ennek egyik részét bebizonyitjuk tételben. Bar tudjuk dj aszimptotikus
viselkedését, a k = 1,2 eseteket kivéve, amikor di = 1, semelyik més esetben nem
ismerjiik dj pontos értékét.

De egy gyengébb allitast most is be tudunk latni:

2.0.9. Tétel (Graham, Fan Chung [6]). 1 < di < Vk.

Bizonyitds. Ha |X| = n, akkor X |%] elemszamu halmazai egy Sperner-csaladot
alkotnak fiiggetleniil attol, hogy hany részre, és hogyan particionaljuk X-et. Tehat,
f(n, k) > (ng). Amibél 1 < dj,.

2

Legyen most X = X; U ... U X} k részre particioinalt halmaz, legyen | X| = n,
| X;| = n;. Feltehetd, hogy ny < ny < ... < ng.Legyen F egy Sperner-csalad X-en.
Minden YV C X; U X5 U ... U X;_; halmazra definidljuk az Fy = {F N Xi|F €
€ FFN(XjU...UX; 1) =Y} csalddot, konnyen lathatd, hogy ez egy 1-részes
Sperner-csaldd lesz X;-n. Azzaz a Sperner-tétel (1.1.5]tétel) alapjén |Fy| < (LZTZJ)'

Konnyen lathatd, hogyha az X7 U ... U Xj_; Osszes Y részhalmazara osszeadjuk Fy
csalddok méreteit éppen |F|-t kapjuk. Azaz |F| < 2mt-Fme-1( 0 ). Legyen most

L]

11



n1(i) < no(i) < ... < ng(i) olyan, hogy ¢ = ny(i) + 2(2) + ...+ ng(i) és f(i k) =

i)

= 1. Kapjuk, ho
(7rn/2) P) gy

= g(nq, ...,ng). Ekkor felhaszndlva, hogy 111rnn_>C>o

9i—n (i) (L’;IZTE;‘))J)

d, = lim g(n, - k) < lim sup = limsup —m— < Vk

1—00 (L%J) T oo (L%J) i—00 \/— >~

Parszor fogjuk hasznalni az [n] = {1,2,...,n} jelolést.

12



3. Lancfelbontasok

3.1. Szimmetrikus lancfelbontasok

Ebben az alfejezetben a tétel (Sperner-tétel) bizonyitdsdban hasznélt maéd-
szert altalanositjuk, és bebizonyitjuk a Sperner-tételt, illetve a 2-részes Sperner-

tételt ((1.1.7) tétel) egy altalanosabb alakban. Az ebben az alfejezetben leirt tételek
megtalalhaték Katona [§] cikkében.

A kovetkezOkben poseten mindig véges posetet fogunk érteni.

3.1.1. Definicié. Legyen P egy poset, a,b € P. Azt modjuk, hogy b fedi a-t, ha
a < b, és nincs olyan c € P, hogy a < ¢ < b. Ezt a < b-vel jeldlyiik.

3.1.2. Definicié. Legyen P eqy poset, azr : P — N fiigguényt P rang fiigguényének
mondjuk, ha igazak rd a kovetkezok :

—a<beseténr(b) =r(a)+1

— Ha a a P-nek egy minimalis eleme, akkor r(a) =0

Konnyen lathatd, hogy barmely posetnek legfeljebb egy rang fiiggvénye lehet.

3.1.3. Definicio. Ha a P posetnek van rang fiigguvénye, akkor a rang fiigguény ma-
zimuma P magassdga, amit h(P)-vel jelolink.

3.1.4. Definicid. Legyen P eqy poset r rang figguénnyel. Ekkor P elemeinek eqy
(aq,aq, ...,ax) sorozatdt k hosszu szimmetrikus ldncnak mondjuk, ha a; < a;11 (i =
=1,2,....,k—1), tovdbbd r(ay) + r(ax) = h(P).

3.1.5. Definicié. Ha a P posetnek van rang figgvénye, akkor szimmetrikus ldn-
cainak eqy halmazadt, szimmetrikus ldncfelbontdsnak mondjuk, ha P minden eleme
pontosan eqy lancban szerepel.

3.1.6. Definicié. Ha A és B két poset, ezek dsszegén (A+ B), a kovetkezd posetet
értjik: Ax B-t elldtjuk a kovetkezd részben rendezéssel: (ay,by) < (ag, by) < a1 < ag
és by < by.

3.1.7. Lemma. Ha az A és B poseteknek van rang fiigguénye, melyek rendre r4 és
rg. Akkor A+ B-nek is van egy r rang figgvénye, még pedig a kovetkezd: r((a,b)) =
=ra(a)+rp(b), tovibbd h(A+ B) = h(A) + h(B).

Bizonyitds. Konnyen latszik, hogy (aq,b) < (ag, be) pontosan akkor, ha (a; = ay és
by < by) vagy (ay < as és by = by), tovabba (a, b) minimalis akkor és csak akkor, ha a
és b is minimalis. Ezekbol egyszeriien kovetkezik, hogy a fenti r rang fiiggvénye lesz
A+ B-nek. h(A+ B) = h(A) + h(B) trivialis. O
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3.1.8. Lemma (de Bruijn, Tengbergen, Kruyswijk [2]). Ha A-nak és B-nek is van
szimmetrikus ldncfelbontdsa, akkor A + B-nek is van.

Bizonyitds. Tekintsiink egy (ay,as, ..., ax), illetve egy (by,bs,...,b,,) szimmetrikus
lancot az A, illetve B szimmetrikus lanc felbontasabdl. Tekintsitk A + B-nek az
(a;,b;) alaki elemeit. Ezeket az elemeket elrendezhetjiik egy & sorbdl és m oszlopbdl
allé négyzetracs mentén gy, hogy az i-edik, sor j-edik eleme éppen (a;, b;). Ekkor
pontosan azok az elemek fogjak fedni egymast, amik ugyanabban a sorban egymaés
mellett vannak, vagy ugyanabban az oszlopban egymas folott. Ezeket az elemeket
akarjuk lefedni A 4+ B-beli szimmetrikus lancokkal. Ezt az abran lathaté mdédon
teheté meg ((aq, by) a balfelsé sarokban van.):

[ [ [ [ [ [T

Formalisan, feltéve mondjuk, hogy k& < m nézziik, a kdvetkezd lancokat, minden
1 =12, . k-ra:

((Ch, bz‘), (627 bi)v ey (ak—i+1> bz‘), (ak—i+17 bz‘+1), (ak—i+1> bi+2)7 e (ak—z‘+1, bm))
Ezek valéban szimmetrikus lancok, hiszen

T((al, bz)) + T((ak_i_;,_l, bm)) = r(al) + T(ak_i_;,_l) + T(b,) + T(bm) =

= r(ar) + (r(ax) — i+ 1) + (r(b1) +i = 1) +r(bn) =
r(ar) +r(ag) + (b)) +7(by) = h(A) + h(B) = h(A+ B)
Ha minden lehetséges lancpéarra az A, illetve B szimmetrikus lanc felbontéasabol

megcsinaljuk a fenti konstrukciot, A 4+ B minden elemét pontosan egyszer fedjiik le,
azaz A + B-nek egy szimmetrikus lanc felbontasat kapjuk.

[]

Most mutatunk néhany példat olyan posetekre, melyeknek van szimmetrikus lanc
felbontasa.

3.1.9. Definicié. Legyen Py, a kovetkezd a poset: tekintsik [k]-t, a természetes szd-
mok szokdsos rendezésével. (k ponti ldnc)

3.1.10. Lemma. Py-nak van szimmetrikus ldncfelbontdsa.
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Bizonyitds. Py Osszes eleme lefedheté egyetlenegy szimmetrikus lanccal. n

3.1.11. Definicid. Legyen L = (c1,ca, ..., cx) pozitiv egészek egy sorozata, tekintsik
a kovetkezdé halmazt Fr, = {f|f : k] = N, f(i) < ;) ezen definidljuk a kivetkez6
részben rendezést f < g, akkor és csak akkor, ha f(i) < g(i) minden i € [k]-ra. Igy
kapjuk az F, posetet.

3.1.12. Lemma. Fj-nek van szimmetrikus lanfelbontdsa.

Bizonyitds. Fy, izomort P 41 + Peyy1 + ... + P 11-gyel, igy lemma t6bbszori
alkalmazasaval addédik az allitas. O

3.1.13. Lemma. P([n]), mint poset a részhalmaz reldcioval, az elemszdmmal, mint
rangfiguénnyel, izomorf Fr-lel, ha L n darab 1-esbol dll.

3.1.14. Definicié. Legyen P egy poset, eqy A C P részhalmazt antildincnak neve-
ziink, ha A-nak nincs két eleme a és b gy, hogy a < b.

3.1.15. Tétel. Ha a P posetnek van szimmetrikus lancfelbontdsa, akkor a mazximdlis

nPp)

5~ rangi elemek szdmdval.

méretd antilinc mérete megegyezik a |

Bizonyitds. Barmely antilanc legfeljebb annyi elemet tartalmazhat, mint amennyi a
lancok szama a szimmetrikus lancfelbontasban. De minden szimmetrikus lanc ponto-
san egy L@J rangu elemet tartalmaz. Tehat, barmely antilancnak legfeljebb annyi
eleme lehet, mint ahany [@J rangi elem van. De ha tekintjiik a L%P)J rangu
elemeket azok éppen egy antilancot alkotnak. O

A Kklasszikus Sperner-tételt (1.1.5] tétel) megkaphatjuk az el6z6 tétel és a|3.1.13
és lemmak segitségével.

Most pedig bebizonyitjuk a 2-részes Sperner-tétel (|1.1.7] tétel) egy dltalanosabb
alakjat:

3.1.16. Tétel. Legyenek A és B posetek, melyeknek van szimmetrikus lanc felbon-
tasa. Legyen ' A X B olyan részhalmaza, melynek nincs két (a1, by) és (as, by) eleme
ugy, hogy (a1 = ag és by < by) vagy (a1 < ag és by = by). Az ilyen tulajdonsagi F-ek

h(B
;()J

Lo : . h(A . , .
méreteinek mazimuma egyenld A+ B | (A) rangi elemeinek a szdmaval.

Bizonyitds. Tekintsiink egy (aq,aq, ..., ax), illetve egy (b, ba, ..., b,,) szimmetrikus
lancot az A, illetve B szimmetrikus lanc felbontdsabdl. Most is tekintsiik ugyanazt
a négyzetracsot, mint a lemmaban. F-nek a racs minden soraban és minden
oszlopaban legfeljebb 1 eleme lehet. Azaz, a rdcson legfeljebb min(k,m) eleme le-
het. De azt allitjuk, hogy a rdcson pont min(k,m) darab LMJ rangi elem

van. Hiszen, legyen mondjuk & < m, ekkor az 7. sorban legfeljebb egy LMJ

I'N a nemnegativ egészek halmaza
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rangu elem lehet, de annyi van is, mert (a;, bL@ | +1_;) éppen megfeleld rangi. A

LWJ rangu elemek elhelyezkedését a racson a kovetkezd abra mutatja:

Azaz barmely kettés szimmetrikus lancpar dltal meghatarozott racson legfeljebb

A)+h(B , , )
hA)Th(B) )JQF ( )J rangi elem van a racson. Mivel

annyi eleme lehet F-nek, mint ahény Lh
ezek a racsok minden elemét A x B-nek pontosan egyszer tartalmazzak, osszeadva
ezeket az egyenlGtlenségeket azt kapjuk, hogy F-nek legfeljebb, annyi eleme van,

A)+h(B) J
2

ahany Lh( rangl elem van. De vegyiik észre, hogy az ilyen rangu elemek

halmaza egy megfelels F-et ad. Igy bebizonyitottuk az allitdst. ]

A 2-részes Sperner-tételt (|1.1.7] tétel) megkaphatjuk az el6z6 tétel és a|3.1.13[és
3.1.12] lemmak segitségével, ami definicid jeloléseivel :

3.1.17. Tétel (2-részes Sperner-tétel: Katona [7] és Kleitman [9]). g(ni,ny) =
_( ni1tn2

= ()

3.2. Monokromatikus lancfelbontasok

A kovetkezékben monokromatikus lancfelbontasok segitségével adunk egy 1j fels6-
korlatot ds-ra.

3.2.1. Definicié. Ha adott eqy X = X1 U ...U Xy k részre particiondlt halmaz, X
részhalmazainak eqy (Aq, A, ..., Ap) sorozatdt monokromatikus lancnak nevezziik, ha
A; C Aipq, minden i € [h — 1]-re, tovdbbd létezik j € [k] dgy, hogy Aix1\A; C X;.
Ekkor h a lanc hossza, 7 a lanc szine.

3.2.2. Definicié. Egy X = X U...UX} k részre particiondlt halmaz monokromatikus

lancfelbontasan, monokromatikus ldncoknak eqy olyan halmazdt értyik, melyre igaz,
hogy X bdrmely részhalmazat pontosan eqy ldnc tartalmazza.

Ha X-en van egy k-részes Sperner-csalad, akkor barmely monokromatikus lanc
legfeljebb egy elemét tartalmazza a csaladnak, amibdl:

3.2.3. Lemma. Ha C az X k-részre particiondlt halmaz eqgy monokromatikus ldn-
felbontdsa, akkor |C| felsé korldtot ad bdarmely X-en lévd k-részes Sperner-csaldd
méretére.
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A modszer korlatairdl 1. a [4.1.5] megjegyzést.

Legyen Cq, illetve €5 monokromatikus lancfelbontasa az X = X; U ... U X, k
részre, illetve Y = Y] U ... UY,, m részre particionalt halmaznak. Ezek segitségével
szeretnénk definidlni egy C;JCy monokromatikus lancfelbontasat a 7 = X; U ..., U
UXpUY,U...UY,, k+m részre particionalt halmaznak. Ez a kovetkezo képpen fog
menni:

Vegyiink egy (Aj, As,...A,), illetve egy (B, Bs, ..., By,) monokromatikus ldncot
C1-bdl, illetve Co-bdl. Az A; U B; alakd halmazokat szeretnénk lefedni monokroma-
tikus lancokkal. Ezt a kovetkezoképpen tessziik meg:

Ha g < h, akkor vessziik a kovetkezé monokromatikus lancokat, ¢ = 1,2, ..., g-re:
(A; U By, A; U By, ..., A; U By)
Ha g > h, akkor vessziik a kovetkez6 monokromatikus lancokat, j = 1,2, ..., h-ra:
(AyUB;, Ay UBj,...., A, U B;j)

Tehat, egy g és egy h hosszi lancbdl lesz min(g, h) darab max(g, h) hosszui lan-
cunk. Ha ezt az 6sszes C; x Cy-beli lancparra megcesindljuk, akkor Z-nek egy mono-
kromatikus lanc felbontasat kapjuk.

3.2.4. Definici6. A C monokromatikus ldncfelbontds profil vektordn a
p(C) = (u1,us, us,...) = Y oo wb; vektort értjik, ahol u; az i hosszi ldncok szd-
ma a C felbontdsban. (b; az i-edik bdzis vektor.)

3.2.5. Definicié. Legyen A algebra az R felett, by, bo, ... legyenek linedrisan fiig-
getlen generdtorai, amiken a X szorzdst a kivetkezoképpen definidljuk: b; x b; =
= min(7, J)bmax(i,j) - Fz disztributivan egyértelmiien terjeszthetd ki az egész algebrd-
ra. Fzzel a definicioval A eqy kommutativ, asszociativ algebra lesz.

3.2.6. Definicié. Legyen L a kivetkezé A — R linedris leképezés: L(> ;- u;b;) =
= > 2 u;. Ha p egy ldncfelbontds profil vektora L(p) éppen a ldncok szimdt adja
V18820

3.2.7. Lemma. Ha C; és Cy monokromatikus ldncfelbontdsok, akkor p(C;0Cy) =
=p(C1) x p(Cy).

Bizonyitds. C1JCy fenti definiciéjaban lattuk, hogy egy i és egy j hosszu lanchoz
min(i, j) darab max(i, j) hosszi lanc tartozik, tovdbba b; x b; = min(i, j)bmax(s,j)-
Ha ezt minden lancparra osszeadjuk, akkor kapjuk az allitast. O

3.3. Egy monokromatikus lancfelbontas 3-részes esetben

Legyen X = X;UX5UX3 egy 3 részre particiondlt halmaz, a lemma segitségével
szeretnénk felsé becslést adni az X-hez tartozo 3 részes Sperner-csaladok méretére.
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Ehhez sziikségiink van X egy monokromatikus lancfelbontasara. Legyen C;, a P(X;)
egy szimmetrikus lancfelbontéasa, ez egyben X; egy monokromatikus lancfelbontasa
is. fgy C = ¢;0C,0C3 X-nek egy monokromatikus lancfelbontasa lesz. De hany lanc
szerepel C-ben? Azaz, mennyi L(p(Cy) X p(Cs) x p(C3))7

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik f6l, hogy az X; részek méretei parosak, | X;| =

A lemma bizonyitdsabdl tudjuk, hogy P([2n]) szimmetrikus lancfelbonté-
sanak profil vektora:

n—1
2n
<(n+2> - (n—l—i—l— 1))b2i—|—1 + b2nt1 =
2n - 2n - 2n
= <n>b1 +; (n+i>(b2i+1 —bgi_1) = Z (n—l—z’)di

1=0

]

Ahol do=0b; ésd; = b2i+1 — b2i_1, ha 7 > 0.

......

N e e 2n 2n 2n
L(p(€1) x p(€2) x p(€3)) = > Y Y (m +1 Z) <n2 fj) (n3 jk)L(di X dj x dy)

=0 j=0 k=0

Ezt az értéket jeloljiik U(2n,2ny,2n3)-vel.

Most pedig meghatérozzuk L(d; x d; x dj,) értéket, szimmetria okokbdl feltehetd,
hogy i > j > k. Egyszerli szamolés adja a kovetkezoket :

(do x do x dp) =1

(d; xd; xd;) =6—4i,hai>0
L(d; x d; x dg) =2, hai >0
(d; xd; xdg) =4, hai>Fk>0
( )

dideXdk =0,hat>75>k

A( ) min(ni,ng2) min(ns,i) My My 27?,3
ny, N2, N3) = . .
b T , n+1i)\ny+1/)\ng+7J

=0

min(ni,n2,n3) ( 2, ) ( 2n9 ) ( 2ns ) .
B(n17n27n3) = ) ) )’
: ni+i) \no+i) \ng+i

<
Il
o



min(ni,na,n3)
2n1\ (2n2 (2n3 2my 2ny 2n3
E = +11 6
(n1,n2,ma) = + (n1><n2)(n3>+ ; (”1+i)(n2+i)(n3+i

min(ni,ng)
2’/’L1 2TL2 2713
2
2 (nﬁ”) (n2+i) (n3>+

i=1
i s) 2n 2n 2n minlnzna) 2n 2n 2n
Pt ny +1 No nsg +1 py 1 No + 1 nsg +1°

Ekkor azt kapjuk, hogy:

U(2n1,2n2,2n3) = 4A(n1, No, ng) + 414(?12, ns, nl) + 4A(TL3, ny, ng)
—4B(n1,n2,n3) — E(nl,ng,ng) (331)

A lemma alapjan U(2n;,2n9,2n3) felsé becslést ad g(2nq,2ny,2n;3)-ra, de
hogy ez aszimptotikusan mennyire jo, az egy hosszabb technika szamoléast igényel.

3.4. Aszimptotikus szamolasok

Itt egy meglehetdsen hosszi technikai szamolas kovetkezik, aki ezt kihagynd, ugorjon
az alfejezet végére a [3.4.4] tételhez.

Ylpn 20n.2mm) ¢rt¢két, (és bebizonyitjuk, hogy létezik) ahol

Dny Qn, Tn pOzitv egészekbdl allo Sgorozatok,tovébbé ha s, = p, + ¢, + r, , akkor

Meghatéarozzuk lim,,

lim, o S, = 00, limn%ooi’—: = «, limnﬁooi’—z =7 limnﬁools’—: = ~ valamely fix

a, B,v > 0 valés szamokra (a+ f+ v = 1).

Sziikségiink lesz a de Moivre-Laplace tétel kovetkezo lokélis alakjara [5]:

3.4.1. Lemma. Legyen H, egy olyan sorozat, hogy lim,_, = Z—;% = 0, akkor minden
e > 0-ra, létezik ng gy, hogy minden n > ng és |k| < H,, esetén:

(k)
l—e<— 2n”+k o <l+e
—=22"exp(—T)
Legyen K, = |s%%!], mivel Sa_ Ki_ Ku_ () hapn — oo, az eléz8 lemmét

(2pn)?7 (2qn)27 (2rn)
alkalmazva:
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3.4.2. Lemma. ¢ > 0-ra ha n elég nagy:

()
l—e<— Ptk s <l+e
Ve (=5.)

(o)
l—e< nt <l+e¢
\/7%22% exp(—’;—j)
(r2:7~lk)
l—e<— n - <1l+e
Nz (_E)

ha k| < K,.

Ha n elég nagy, akkor K,, < pn, qn, T, igy definidlhatjuk a kovetkezo fiiggvényt:

[ 2p, 2 2,
A n»y n»y TL . .
(P G ™ §:§:<m+w)Qm+J(m+n)

=0 7=0

A B.4.2] lemmabdl:

! 1 2s ZQ i2 ]
A (pna dn, Tn) = (1 + 0(”))—2 " Z exp( _____ _>

De:
22 () 7m (67 (=2 (&) (B
exp(————— —)=8n/ exp(— Vg — Vg — ) dady
n Gn Tn i e Sn sn sn

Vagyis, ha f,-et ugy definidljuk, hogy

( [z+/5n] )2 ( [7v/5n] )2 ( Ly+/5n] )2

fn(xay) :eXp<_ \/;_E B \/;_E - \/j_f )

ha 0 < |2y/5,] < K, és 0 < |y/5n) < [24/5,], és 0-nak mindeniitt mashol, akkor

azt kapjuk, hogy S5 i Oexp(—l% - ;—i - Ti = sn [ [ fulz,y)dzdy
A célunk megahtdrozni lim,,_, [ | fu-et. El6szor meghatdrozzuk a pontonkénti
limeszt, azaz lim, oo fn(z,y)-et. 1. eset.: 0 < x and 0 < y < z, itt ha n elég nagy

|2y/5n] < Ky és |yy/Sn] < |2y/Sn] mindig igaz. Igy, ha n elég nagy fo(z,y) =
(LTMJ )2 (LI\/EJ )2 (UA/EJ 2 9 5

S S /7 / / rd 2
= exp(——Ym— — qn “Tf ) és ennek a hatdrétéke: exp(—%4 — & — L),

2. eset: minden mas (x ,y) pontra fn(:c y) = 0, ha n elég nagy, vagyis a hatérérték
is 0.
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Most keresiink egy ¢ fiiggvényt gy, hogy |fn(z,y)| < g(z,y) és [ [ g véges. Ha

x> 1and y > 1, akkor
ENGY )2 ( [z+/5n] )2 ( [yv/Sn ] )2
Von Vn Vsn 2
—— % ) Sep(20@-1)7"=(y—-1))

|fn(x,y)| SeXp(— DPn

Sn

Ha oz > 1és1 >y > 0, akkor |f,(z,y)] < exp(—2(z —1)?). Ha 0 < 2z < 1 és
0 <y <2, akkor |fn(z,y)| < 1. Es végiil |f,(z,y)| < 0 mindeniitt mashol.

A g fligevény

exp(=2(z — 1) = (y — 1)?)

1
exp(—2(z — 1)?)
/

(o) 4

Konnyt latni, hogy ¢ integréalja véges, vagyis hasznalhatjuk a Nagy Lebesgue-
tételt: lim, oo [ [ fu(z,y)dedy = [, exp( —O‘+Bm2 — 192), ahol D = {(z,y)|z >
>0,z >y >0}. Ha p(z,y) = (”fiﬁx fy) F(:U y) = exp(—z? — y?), az integral

transzformaciés formulabdl kapjuk:

/ F= / F o pldetDy|
©(D) D

Ami azt jelenti, hogy:
a+p 22 1 by 2 9

exp — —y )dxdy exp(—x” — y)dxdy
| ot Sty = L (=)

©(D) egy origd csicsi szogtartomany lesz, melyet az z tengely pozitiv fele
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és az origobdl kiinduld (Vj‘iﬁ \}) ponton atmené félegyenes hatarol. Ezek szoge

vaB
arctan —X22_. exp(—a? — integralja az egész sikon 7, igy az integral ¢(D)-n
m p( Y ) gralj g gy g @(D)

(a+p
%arctan vap
y(a+5)
A D tartomany transzformacioja
/—\,\ p(D)
D
" \f(.'t'.j
arctall ————
v 7+ 3)
Most:

mny 4N TTL - . B . fry
P 4 Pn +1 gn +12 Tn + 7

1=Kn+1 7=0

min(pn,qn) man(i,rn)
X, i) T ()
Dn 10 i Gn+1) \Tn+)

1=Kn+1 0

" 9 0.02
Z < 2pn > 22(qn+7"n) S 22(pn+qn+7"n) GXp(—M) S 22sn eXp(_Sn )
Pn + 12 2pn 2

i=Kn+1
Itt hasznaltuk Hoeffding-egyenlétlenséget.

3.4.3. Lemma (Hoeffding-egyenl6tlenség:). Tekintsink n darab figgetelen p va-
loszintiségi eseményt, ekkor tetszdleges € > 0-ra annak a wvaldszinisége, hogy az
esemény legaldbb n(p + €)-szor bekdvetkezik, legfeljebb exp(—2&2n).

o)

Felhasznalva, hogy lim,, 552> = 1, kapjuk, hogy:

JTon
A (Do o T S
OSJ:%%S,}:%WMN 2)="
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. AP, qns ) . \/m p G T
R (gsn) -
L 92sng VaBy ayotan — 0B afy —
lim TvPninT 2\/2@ VIers) i Voerl  arctan ap
Vath
a+
= ————arctan ———
27'('\/ Oéﬁ a + 5
Vagyis azt kaptuk, hogy
AP, qn, Tn 1 JaB
lim (p 2Sq rn) = arctan _Vas (3.4.1)
e (Snn) 2my/a+ V(e +B)

Hasonl6 mddszerrel fogjuk meghatarozni B(p,, ., ) aszimptotikus értékét:

K
= 2Dn 2q, 2r, \ .
B’ ns Qns Tn) = . . )=
(Pn @ ) ;(pn+z>(qn+z><rn+z)

(1+ 0(1))7r% pnann22s" Zexp —i? % l))z

Definidljuk a kovetkez6 fiiggvényt: f,(x) = exp <— (Lzy/onl )?(2m 42 Z—:)) %
Jha 0 < [z4/5,] < K, 0 kiilonben. Igy:

1

Bl(pna Qn, Tn) = (1 + 0(1)) \/m

™

2o [ e

w\u

Minden z > O-ra lim, o fr(z) = exp(—(£ + % + }Y)ﬁ)x Kellene nekiink egy
g fiiggvény, hogy |f.(z)| < g(z) if 2 € |0,00), és g integréalja véges [0, 00)-n. Le-
gyen g(z) = 1, ha 0 < z < 1, és g(z) = exp(—( + % + %)(a: — 1))z kiilonben,
megint a Nagy Lebesgue-tételt hasznélva: lim, o0 [, fo(2)dz = [ exp(—(£ + % +

1y,.2 —___aby
+ 7):13 Yrdr = Bt ) Ha
min(Panﬂ"n)
B (pm QTHTTL) = ( ) ( > ( .)Z
._ZK Pn+i) \gn+i) \ra +i
i=K1+1

Ugyantigy, mint fent, bebizonyfthaté, hogy lim,, . Z-Lotern) — ( vaoyis

)
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B(pns Gn, ) VapBy

li = 3.4.2
v (285") 2m(af + By + ya) ( )
Hasonlé modszerekkel kaphatd, hogy
E nydnys 'n
lim % =0 (3.4.3)
n—ro00 ( o )

, Osszerakva az eredményeket (3.3.1} [3.4.1] [3.4.2] és [3.4.3| egyenletek) :

3.4.4. Tétel. Ha p,,q,,r, pozitiv egészekbdl dllo sorozatok, s, = pn + qu + T

lim,, o0 8, = 00, limn%oo’;—z = a, limn_MfZ—: = B, lim, o 22 = ~ valamely fix

Sn
a, B,y > 0-ra, akkor lim,,_, % létezik, és az értéke u(a, 5,7), ahol

Sn

u(a, B3,7)

_ 2 arctan otD) arctan \/M +arctan ) B \/04_5’7
™ +9 VB+n aff + By +ya

3.5. Felso becslés ds-ra

A fentiekben csak olyan esetekkel foglalkoztunk, ahol a részek mérete péaros volt,
hogy a tobbi esetrdl is tudjunk valamit mondani segit a kdvetkezé lemma:

3.5.1. Lemma. g(ni,n2,n3) < 2g(ny — 1,n9,n3).

Bizonyitds. Legyen X = X; U Xy U X3, |X;| = n;. Legyen F egy olyan 3 részes
Sperner-csaldd X-en, melynek mérete g(nq,nq, n3). Legyent € X;. F; = {F\{t}|F €
€ F,t € F} és Fy = {F|F € F,t ¢ F}. Konnyen lathat6, hogy F; és Fy is egy 3
részes Sperner csaldd az X \{t} = (X;\{t})UX,UXj3 halmazon. Tovdbb méreteiknek
Osszege éppen F mérete. O

E lemma ismételt alkalmazasaval kapjuk, hogy

3.5.2. Lemma. g(2p + £1,2q + £9,2r + £3) < 25172%e84(2p 2¢.2r). (21,69,63 > 0,
egészek.)

3.5.3. Lemma. Legyenek a,,b,,c, pozitiv egészekbdl dllo sorozatok, tovabba m,, =

_ . _ . a _ . b _ . c .

=y + bp + p, limy, oo My, = 00, limy, o0 22 = @, limy, oo 22 = 6, lim, a0 =y
n n n

valamely fix o, B,y > 0-ra. Ekkor limsup,,_, . % <u(a, B,7).
L™ |
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Bizonyitds. Legyen a, = 2p, +v,, b, = 2q¢,, +w,, ¢, = 2r, +1t,, ahol v,, w,, t, mind
0 vagy 1, pn, qn, 7 pedig egészek. Legyen s, = p, + ¢, + 7. Ekkor lim,, ., s, = 00,
lim,, o i—: = qa, lim,_, 22 = (3, lim, .o 2 = v. Alkalmazva a lemmét és a

B.4.4] tételt: ! '
n bn n 2/Un+wn+tn 2 ’I’L72 ’I’L72 n
lim sup —g(a — Cn) < lim sup gg@np Gn:27n) <

U(2pp,2¢n,2ry
< lim sup (2Pn,2n,2r0)

(25n)
n—o00 Sn

= u(a, 8,7)
0

3.5.4. Lemma. Legyenek ay, b, c, pozitiv egészekbol dallé sorozatok, tovabbd m,, =
= Gy + bp + ¢y, limy oo My, = 00, limy, oo 2= = 0. Ekkor limsup,,_, W <1
" L

mn,
mp |
2

Bizonyitds. A lemma ismételt alkalmazasdval és a [3.1.17] tételbdl kapjuk:

ns bTL7 n . 2an 07bn7 n
timsup £ b en) iy gy 27900 bs ) _
a 2an bn+cn )
2% g(bn, cn) |bngen) Vi

= limsup ———— = limsup = lim sup

n—00 (L%J) n—00 (L% ) n—oo bn -+ Cp

]

Definialjuk u(a, 8,7)-t 1-nek, ha «, § vagy ~ egyenlé 0. Legyen u* az u(«, 3, 7)
fiiggvény maximuma az o+ 5+ v = 1, o, 8,7 > 0 feltétel mellett. u* értéke kb.

1,072.. [l fgy, a és lemmékbdl kovetkezik:

3.5.5. Lemma. Legyenek a,,b,,c, pozitiv egészekbdl dllo sorozatok, tovabbda m,, =

. : n 3 b” frnd 1 =
— CLn—an"‘Cm hmn%(x) m, = 00, hmn*)oo T(:l_n = qQ, hmnﬁoo m_n = ﬁ s hmng)oo ;Tn =7.
. nybnj n
Ekkor limsup,, . —g((a e C) ! < ufa, B,9) < u.
R

3.5.6. Tétel. d; < u*, azaz d3 < 1,072....

Bizonyitas. Vegyiink olyan a,, by, ¢, sorozatokat, melyekre n = a, + b, + ¢, és
f(n,3) = g(an, by, c,). Ekkor ds definicié szerint egyenlé lim,, ., W-Vd. Le-

151)
gyen A, = (%, b;”, ).\, € [0,1]°. Mivel [0,1]* kompakt, \,-nek létezik egy konver-
gens részsorozata, azaz létezik ny < ng < ... végtelen sorozat, amelyre

2(ng sejtjiik a maximum az o = § = v = % esetben vétetik fel, de ezt sajnos eddig csak
numerikusan tudtuk ellendrizni.
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an;, bn, cng

hmk—>oo( ng ) ng ) ng

kapjuk, hogy d3 < u*.

) létezik. Az ay, , by, , ¢, sorozatokra alkalmazva a

26

3.5.5

lemmat,

]



4. Homogén csaladok

A most kovetkezo tételeket az egyszeriiség kedvéért csak 3 részes csaladokra bizo-
nyitjuk, de konnyen altalanosithatoak.

Legyen X = X7 U X5 U X3 egy 3 részre particionalt halmaz. | X;| = n;

4.0.7. Definicié. Egy F C X halmaz tipusdin az (|[F N Xq|,|F N Xs|, |F N X3])
harmast értjiik.

4.0.8. Definicié. Egy F C P(X) csalddot homogénnek neveziink, ha bdrmely (a, b, c)
tipusra, vagy az osszes ilyen tipusu F' részhalmaz benne van F-ben, vagy egqy sem.

4.0.9. Definicié. Az (ay,b1,¢1) és (ag, by, c2) tipusok kompatibilisek, ha legaldbb 2
koordindtaban kiilonboznek eqgymdstol.

Konnyen igazolhat6 a kévetkezd lemma:

4.0.10. Lemma. Egy J homogén csalad akkor és csak akkor 3 részes Sperner-csaldd,
ha a benne szerepld tipusok pdronként kompatibilisek.

4.0.11. Tétel (Griggs, Odlyzko, Shearer, Fiiredi [6] és Erdés, Katona [4]). Ha F egy
3 részes Sperner-csaldd X -en, akkor létezik eqy Fy homogén 3 részes Sperner-csaldd
gy, hogy |Fo| > |F].

Bizonyitas. Vegyiik X1, X5 és X3 elemeinek egy-egy sorbarendezését. Ezeket egyiit-
tesen jeloljiik P-vel. Azt monjuk, hogy egy F' € F halmaz illeszkedik erre a P
sorbarendezésre, ha igaz, hogy F'N X; éppen az X; sorba rendezésének egy kezdo
szelete, minden ¢ = 1,2,3-ra. Kénnyen lathaté, hogy az illeszkedé halmazok tipusai
mind kiilénbozéek, tovabba paronként kompatibilisek, mert ha lenne két F} és F5
illeszked6 halmaz, melyek tipusai nem kompatibilisek, akkor F; és F, megsértené
JF Sperner-tulajdonsigat. Tehat, ha tekintjiik azt az Fp homogén csalddot, amely a
P-re illeszkedd F-beli halmazok tipusait tartalmazza, akkor ez egy 3 részes Sperner
csalad lesz. lemma) Vegyiik az Gsszes lehetséges nq!no!ng! darab P-re az Fp
csaladokat, és nézziik ezek méreteinek atlagat, azt allitjuk ez éppen F méretét adja,

F
ZP| P’ :|5_r~’

n1!n2!n3!

azaz:

Es valéban, mert vegyiik F-nek egy F' elemét, melynek tipusa (a,b,c) . Ez a jobb
oldalhoz +1-gyel jarul hozza. Nézziik a baloldalhoz mennyivel: Gsszesen a!(n; —
—a)!bl (ng—b)! c! (n3 —c¢)! darab P-re illeszkedik, ekkor Fp-hez még hozzdveszziik a
tobbi (a, b, ¢) tipusi részhalmazt, amibdl (7;1) (”If) (”63) darab van, végiil az egészet el
al(n1—a)bl(n2—b)lel(ng—)! (") (2) ("3)

nilnalng!

kell osztani ni!ns!ngl-sal. Ez 6sszesen = 1, ahogy

akartuk.
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Vagyis |F| néhany homogén Sperner-csaldd méretének az atlaga, amib6l az egyik
méretének legalabb akkoranak kell lennie, mint az &tlagos méret, ezzel belattuk az
allitast. m

4.1. Homogén Sperner-csaladokhoz tartozo egészértékii prog-
ram

Lathatd, hogy az elézé tétel szerint elegendd a maximalis Sperner-csaladot a
homogének kozott keresni. (Nem biztos, hogy az Osszes maximalis csaldd homogén,
de legaldbb egy igen.) Ez mér egy jelent&sen sziikebb tér, azonban még viszonylag
kis esetekben is reménytelen az Gsszes homogén Sperner-csaladot végig nézni. Sze-
rencsére azonban az optimumot egész értékli programozas segitségével is ki tudjuk
szamitani, és ez a gyakorlatban egészen hatékonynak bizonyul, az okokat lentebb
emlitjiik.

Tekintsiink egy F homogén halmazrendszert X-en. Legyen z(7, 7, k) = 1, ha az
(i,4,k) tipus benne van F-ben és 0, ha nincs benne. A lemma szerint, F
pontosan akkor lesz egy 3-részes Sperner csalad, ha egy tipusban barhogy rogzitjiik
barmely két koordindta értéket, akkor a harmadikat legfeljebb egyféle képpen tudjuk
megvalasztani ugy, hogy a tipus benne legyen F-ben. Azaz:

4.1.1. Tétel. Legyen X = X1UXoUXj3, | X;| = n;. Az X-en lévd mazimdlis 3-részes
Sperner-csaldd mérete eqyenld az aldbbi egészértéki program optimumdval :
x(i,7,k) 0<i<ng, 0<j<ng, 0<k<ng bindris (0-1 értéki) valtozok.
VO <j<ng, 0<k<mngrady o x(ijk) <1
V0 <i<ng, 0<k<ngra Z?iox(z',j, k) <1
VO<i<mng, 0<j<ngrad 2 z(i,j,k) <1

max 35000 33020 0o () () (%)

Eseza gyakorlatban egy igen hatékony mddszert ad, mert minden esetben, amit
mi kiszamoltunk, az egészértékli program optimuma egybeesik az LP-relaxalt opti-
mumaval. (Ezt ugy kell érteni, hogy az LP-relaxéltra talalt megoldds nem feltétleniil
egészértékill, de néhany B&B 1épés utan talalunk egy egészértékii megoldast, amihez
tartozé célfiiggvény érték egyenld az LP-relaxdlt optimumédval, igy ledllhatunk). Azt
gondoljuk, hogy a két optimumnak nem kellene mindig egybe esnie, de még nem
talaltunk ellenpéldat, pedig megnéztiik az 6sszes nq, no, ng < 15 esetet.

Sikeriilt megcafolnunk H. Aydinian, E. Czabarka b, P. L. Erdés, L. A. Székely
egy sejtését 1], mely az n; = ny = nz = 2% — 1 esetre sejtette, hogy mi lehet
egy maximalis 3-részes Sperner-csalad, 0k a sejtést ellendrizték k& < 3 esetben, az
Osszes homogén csaldd végignézésével, ami k = 4 esetén mar reménytelen volt, mi a
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kovetkezo k = 4 esetre a fenti egészértékli programot megoldva azt talaltuk, hogy a
sejtés nem igaz [13].
A problémald.T.]tételbeli dtfogalmazdsa, arra is lehetdséget nyijt, hogy a dualitds-

tétel segitségével felsd becslést adjunk a 3-részes csaladok méretére:

4.1.2. Tétel. Legyen X = X1 U Xy U X3, |X;| = n;. Az X-en lévd mazimdlis 3-
részes Sperner-csalad méretére felsé korldtot kapunk, ha tekintjik a tételbeli
egészértéki program LP-relaxdltjat, és ennek a dudlisinak tetszdleges megengedett
megoldasahoz tartozo célfiigguény értéket. A dudlis a kovetkezd :

VO <j<ng, 0<k<ngray(xjk)>0
VO <i<mny, 0<k<ngray(i*k)>0
VO <i<mng, 0<j<mng-ray(ij*) >0
VO<i1<ny,0<7<ng, 0<k<nszra
y(e. 3 k) +y (i = k) +y(i 4,0 > () (7) ()
min : Z?io Doy g k) + 2000 2 opto yli k) + 2000, ?io y(i, J, %)
Tehat, elég a fenti linedris programnak eqy megengedett megolddsat taldlni, az

ahhoz tartozo célfiigguény érték felsd becslés lesz a Sperner-csalad méretére.

4.1.3. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy ez a modszer az LP-relaxdlt optimumdra
is felsd becslést ad, igy ha valahol az egész értékii és a linedris optimum nem esik
eqybe, ezzel a modszerrel nem kaphatjuk meg a legjobb felsd becslést.

Most megmutatjuk, hogy egy monokromatikus ldncfelbontasbdl (3.2.2] definicid),
hogyan készithetiink a fenti dudlis problémanak egy megengedett megoldasat:

4.1.4. Tétel. Legyen C az X = X7 U Xy U X3 egy monokromatikus ldncfelbontdsa,
ekkor létezik a fenti dudlis problémdnak egy olyan megengedett megolddsa, amelynek
a célfiigguény értéke éppen |C|.

Bizonyitds. Definidljuk egy monokromatikus lanc tipusat.

Ha egy Aj, Ay, ..., Ay, monokromatikus lénc szine 1 (1. definicié), akkor le-
gyen a lanc tipusa (*,|A; N Xo|, |A1 N X3|) (Megjegyzés: (x,|A; N Xal|,|4; N X3])
minden i-re ugyanaz. )

Ha egy Aq, Ay, ..., A,, monokromatikus lanc szine 2, akkor legyen a lanc tipusa

(|A1 N X1|, *, ‘Al N X3|)

Ha egy Aq, Ay, ..., A,, monokromatikus lanc szine 3, akkor legyen a lanc tipusa

(|A1 N X1|, |A1 N X2|, *)
(Az 1 hosszu lancok szine nem egyértelmii, ezek legyenek, mondjuk, 1 szintiek.)

Legyen y(x, j, k) értéke az (x, j, k) tipusi lancok szdma C-ben, stb.
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Tekintsitk X-nek az (i, j, k) tipust részhalmazait, ezeket csak (x,j, k), (i,*, k),
(1, 7, %) tipusu lancok fedhetik le, és mindegyik ldnc legfeljebb egyet, vagyis y(x, j, k)-+
+y(i, %, k) +y(i, 5,%) > (") (") (7). [gy, belattuk az allitast. O

? J

4.1.5. Megjegyzés. Osszevetve ezt az eredményt a megjeqyzéssel kapjuk, hogy
ha valahol az egész értékii és a linearis optimum nem esik eqybe, monokromatikus
lancfelbontasok segitségével nem kaphatjuk meg a legjobb felsd becslést.
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5. Also becslések

5.1. Also becslések 3-részes Sperner-csaladokra

Az itt lefrt médszer Griggs, Odlyzko és Shearer [6] mddszerének egy javitésa.

A kovetkezokben az X = X; U X, U X, halmazon szeretnénk egy nagy Sperner-
csalddot taldlni, ahol | X;| = | X3| = | X3]| = n.

5.1.1. Definicié. Az R,(a1,a9,a3,t) ={F C X|a; < |FNX;| <a;+t(i =1,23)}
alakyd csaladokat kockdknak nevezzik.

5.1.2. Definicié. Két kockdt, R, (a1, as,as,t)-t és R, (b1, be,bs,u)-t kompatibilisnek
mondunk, ha létezik 1,5 € {1,2,3}, i # j dgy, hogy [a;,a; +t) N [b;,b; +u) = 0 és
[aj7aj +t) N [bjabj +’LL> = @

5.1.3. Lemma. Ha adottak az R,(a;,b;, c;,t;) kockdk i € I-re 1gy, hogy pdronként
kompatibilisek, tovdbbd adott az F; (i € 1) 3-részes Sperner-csalddok gy, hogy F; C
C Ry(a;, b, ¢, t;) minden i € I-re. Akkor F;-k unidja szintén egqy Sperner-csaldd
lesz, melynek elemszama éppen az F;-k elemszdmainak dsszege.

Bizonyitds. Tegyiik fol, hogy az tnidéban lenne egy F; és F5 halmaz, melyek meg-
sértenék a Sperner-tulajdonsagot. De ekkor az |F} N Xi| = |Fy N Xq|,|F1 N Xs| =
= |Fo N Xo|,|F1L N X3 = [F> N X3] egyenldségek koziil legaldbb 2 teljesiilhet, ami
azt jelenti, hogy Fi és F, nem lehet két kiilkonbozé kockaban azok kompatibilita-
sa miatt, de ekkor egy kozos F;-ben kellene lenniiik, ami megint nem lehet, mert
F; Sperner-csalad. Az allitas masodik fele nyilvanval6, mert a kompatibilis kockak
diszjunktak. [

Most bebizonyitjuk, hogy minden kocka tartalmaz egy viszonylag nagy Sperner-
csaladot.

5.1.4. Lemma. Legyen adott egy R,(a1,as,as,t) kocka, ekkor létezik olyan F C
C Ry,(ay, as,as,t) Sperner-csaldd, hogy |F| > M

Bizonyitas. Tekintsilk a  kovetkezo  csalddokat ¢ = 1.2,... t-re:

F =A{F € R,(a1,a9,a3,t)||F| = i (mod t)}, konnyen latszik, hogy ezek Sperner-
csalddok, és az unidjuk éppen R,(ai,as,as,t), azaz valamelyik koziilik a kivant
méreti. O

Persze kaphatunk ennél jobb becslést is akkor, ha a kockat tébb kisebb kockara
bontjuk, mondjuk 8 ugyanakkorara, kivalasztunk ezek koziil paronként kompatibi-
liseket (igy négyet tudunk kivélasztani), és ezekre a kis kockdkra alkalmazzuk az
el6z6 lemmét. Es ezt iteralhatjuk akarhanyszor. Most ezt formalizaljuk:
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5.1.5. Definicié. Definialjuk l,(a,b, c,2%t,u) (a,b, c,u,t nemnegativ egészek, t > 0)
mennyiséget a kovetkezoképpen :

lo(a,b,c, t,0) = %|Rn(a7 b,c,t)].
Hau>0:
ln(a,b,c,2%,u) = Z(p’w)es In(a + p2¥=, b + q2u 1t e + r2v 1 2u oy — 1),

ahol S = {(p, ;) € {01} p+ g+ = L(@) + Tn(b) + Lu(c) (mod 2)}, ahol I, (z) =
=1 hax < |3] és 0 kilonben.

5.1.6. Lemma. Létezik eqy F C R,(a,b,c,2%t) Sperner-csalad, amire
|F| > l.(a, b, c,2"t,u).

Bizonyitds. u szerinti indukciéval bizonyitunk. v = 0O-ra igaz a lemma miatt.
Tegyiik fol, hogy u — 1-re tudjuk, most bizonyitjuk u-ra. Az indukviés feltevés miatt
minden (p, q,7) € S 1étezik egy Fpqr) C Ru(a+p2“ 1, b+ q2 ', c 4 r2v1¢,2471¢)
Sperner-csaldd gy, hogy |Fqr)| > ln(a+p2 =1t b+ q2¥ ', e+ r2v 1,24, u — 1)
minden (p,q,7) € S. Ha tekintjiik (p,q,7) € S az R,(a + p2* ', b + ¢2“ 't,c +
+ r2u=1¢, 247 1) kockékat akkor ezek paronként kompatibilisek, igy a lemma
szerint Uy g ryesT (pgr) C Rnla,b, c,2"t) éppen egy kivant halmazt ad.

Megjegyezziik, hogy S-et kétféle képpen is vélaszthatnank, (a mésik valasztas
{0,1}3\ S volna), de a fenti vélasztds adja a jobb becslést. O

12
Legyen ®(t) = ffoo \/%e_Tdm a standard normaélis eloszlas stirtiség fiiggvénye.

5.1.7. Definicié. Definialjuk L(x,y, z,2"s,u)-t (ahol x,y,z,s € R, s > 0, u nemne-
gativ egész) a kovetkezéképpen :

L(,y,2,5,0) = 2(®(x + 5) — @(2))((y + 5) — ©(y))(P(2 + 5) — D(2))
Hau>0:

L(w,y,2,2"tu) = 30, mes L@+ p207 1y + g2, 2 + r2v 71,247 0 — 1)
ahol 8 = {(p,4,1) € {01p + g + 7= 1(2) + I(y) + I(=) (mod 2)}, ahol I(z) = 1
ha x < 0 és 0 ktilonben.

5.1.8. Lemma. Fizx x,y, z,s,u-ra és futo n-re:
n x n x n x wl S

3n
(1+o0(1))—=L(x1, 2, x3,2%s, 1)

NG
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Bizonyitds. Ha u = 0, legyen B, Ba,, Bs,, figgetlen valdszintiségi valtozok, B;
legyen binomidlis eloszldsi n renddel és p = % paraméterrel. Ekkor Ei’:a (7;) =
=2"P(a < By, <) sth., amibdl:

(5] + 5Vl 5] + 5val L) + vl 15 vl 0) =

2n 1:[ ( \/ﬁJSBi,n<LgJ+L%\/ﬁJ+L§\/ﬁJ>:

2

=(1+ o(1))ﬁ2 HP <xl +0o(1) < %(Bm - g)

Vs P

Itt a de Moivre-Laplace tétel hasznéalva:

< xi+s+o(1)>

22 (@ 4 5) — D)) (B + 5) — D(a2)) (D(as + ) — Blaz)) =

= (14 0(1)

3n
(1 + 0(1))_L(‘r17 L2,T3, S7O>

Jn

u > 0 esetben is igaz lesz, mert a rekurzié [,-re és L-re lényegében ugyanaz. [

Griggs, Odlyzko, Shearer [6] mddszere a kovetkezd volt: alkalmasan valasztott
a, b, ¢, t, u paraméterekkel a[5.1.6]lemma segitségével adtak egy nagy Sperner-csalddot,
majd a lemm4&val meghatdroztak, hogy aszimptotikusan ez mekkora. A
lemma alkalmazasa val6jaban azt jelenti, hogy egy nagy kockat folosztunk kisebb
kockékra (2% darabra) és ezek koziil kivdlasztunk néhdny kompatibiliset, amikre
alkalmazzuk aztdn a lemmat. lemma egy konkrét kivalasztdsat adja meg
a kis kockaknak, ami szerencsére elég jo, azonban ennél lehet jobbat valasztani. Mi
ugy fogunk jobb becslést kapni, hogy egy egészértékii programmal megkeressiik az
optimaélis kivalasztast.

Most a[5.1.3]lemmét tovédbb altaldnositva mutatunk egy mdédszert nagy Sperner-
csaladok keresésére. Tekintstink néhany F; C R, (a1(7), as(i), as(i), t(i)) (i=1,2,....N)
Spener-csalddot, most konstrudlunk egy G grafot az {1,2,..., N} csticsokon, (i, j) ak-
kor és csak akkor lesz éle G-nek, ha R,(ai(i),a2(i),as3(i),t(i)) és
R,(a1(7),a2(7),a3(7),t(j)) nem kompatibilis. Az i-edik csicsnak a silya legyen |F;].
Legyen H egy fiiggetlen halmaz G-ben, ekkor létezik egy Sperner-csalad, aminek
elemszama éppen a H-beli cstcsok Osszsilya (U;egd;). Tehat, a céliink egy maxi-
malis silyu fiiggetlen halmazt taldlni G-ben (vagy legaldbb ahhoz kozelit).

5.1.9. Definicié. Fiz n,t,k-ra, legyen h(i) = [5] + (i — k)t, minden (a,b,c) €
€ {0,1,....2k — 1}3-re tekintsiik a R,(h(a),h(b),h(c),t) kockdt, és az F(a,b,c) C
C R, (h(a),h(b),h(c),t) Sperner csaladokat. Kénnyd ldatni, hogy egy mazimdlis silyi

33



pdrositds keresése az ezekhez tartozo G-grdfban, ekvivalens a kiovetkezd egészértéki
program megolddsdval: (ahol x(a,b,c) bindris vdltozé értéke 1, ha az (a,b,c)-hez
tartozo csiucs benne van H-ban, 0 kilénben)

Y0 < b,c < 2k — 1-re 2% Pa(a,be) < 1

V0 <a,c<2k—1-re Ziigl x(a,b,c) <1

V0 < a,chb <2k — 1-re Zz:l z(a,b,c) <1

max s Y20 S S a(a,b,0) F(a, b))

Ezt az egészértékii programot jeloljik I,(k,t), ennek persze még |F(a,b,c)|-k is

parameéterei.

5.1.10. Definicié. Fiz k,s,u-ra, legyen F(a,b,c) = L((a — k)2%s, (b — k)2"s, (¢ —
— k)2¥s,2%s, u), és nézzik a kovetkezd egészértékii programot, ahol y(a, b, c) bindris
vdltozdk, minden (a,b,c) € {0,1,....2k — 1}3-re:

VO < b,c <2k —1-re Zil:)l y(a,b,c) <1
Y0 < a,c <2k —1-re Yo" y(a,bc) < 1
V0 <a,b<2k— 1-7’62§i61 y(a,b,c) <1
e 20 Y2 Sy a,b,¢) Fla, b o)
Jeloljiik ezt az egészértékii programot I(k, s, u)-val.
5.1.11. Lemma. Ha a I(k, s, u)-nak tekintink eqgy megengedett megolddsdt, amely-

hez tartozo célfigguény érték M. Akkor az I,,(k,2%|5+/n)) paraméterei megualaszt-
hatok gy, hogy az optimum értéke legaldabb (1 + 0(1))237LM.

VD
Bizonyitas. A és lemmak segitségével F(a, b, ¢) megvélaszthaté ugy, hogy

F(ab, 0l = (15 ]+ (0 = 2 LSVAL L]+ (6= )25 va),

n ui S u! S
L§J + (¢ — k)2 LE\/ﬁJaQ [5\/@7“) =
3n 23n
(1+ 0(1))%[/ ((a — k)2%s, (b —k)2"s, (c — k)2"s,2%s,u) = (1 + 0(1))%5’(&, b, c)
Nézziink most egy y(a, b, ¢)-k bol 4ll6 megengedett megoldast, M célfiiggvényér-
tékkel, legyen z(a, b, ¢) = y(a, b, ¢) mindeniitt, igy I, (k,2"|5/n])-nek egy megenge-

dett megolddsat kapjuk, melynél a célfiiggvény értéke (14 o(1)) %j%M )

]

De ebbdl kovetkezik, hogy minden n-re létezik egy F Sperner-csalad, amire
93n

T (14 0(1)-Zs = (1 + o(1))V/1.57M.
) N
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Legyen s = 0.05, v = 2, k = 16. Szamitégéppel talalhat6é I(k,s,u)-nak egy
megengedett megoldasa, amire M = 0.48399, amibdl azt kapjuk, hogy ds > 1.0506.
1. [13]

Megjegyezziik, hogy I(k,s,u)-nél I(2“k,s,0) biztos nem ad rosszabbat, azon-

sy s e .

hasonléan I(k, 3, u + 1) is egy jobb megoldast adna és ez tulajdonképpen elhanyo-
golhatdan noveli a szamitasi idot, azonban u ilyen médon valé novelése egy idéutan
csak szinte észrevehetetlen novekedést hoz, illetve til nagy u-nal mar a numerikus
hibakra is iigyelniink kellene. Ha nem akarunk egészértékii programozast haszndlni,
vélaszthatjuk k-t 1-nek. Ez lényegében az, amit Griggs, Odlyzko, Shearer csinalt [6].

//////

= 16 esetre ez a mi gépiinkon fél 6rat futott, igy k-t nem igazan lehetne nagyobbra
valasztani. A masik két paraméter valasztasa dontéen nem befolyédsolja a szamitési
idot, u-t elvileg jobb minél nagyobbra vélasztani, de u = 2-nél nagyobbra valasztani
nincs igazabdl értelme. Talan a legkritikusabb valasztas s valasztasa. Ha s tul kicsi
egyszeriien mar az a halmaz tul kicsi lesz, ami a megfeleld kockdk unidja, ha pedig
tul nagy az, azért nem jo, mert L definiciéjaban van egy s-sel valé osztés, illetve a
standard normaélis eloszlas fliggvény az origdtol tavol ugyis kicsi. A fenti valasztas
s-re tobbé kevésbé optimalis.

5.2. Also becslés k-részes esetre

Most az X = X7 U Xy U ... U X} k részre particiondlt halmazon fogunk mutatni egy
nagy Sperner-csaladot, ahol | X;| =n (i =1,2,..., k).

Legyen R, (t) = {F C X||[5] — [Xin F|| < t}.

A lemma mintdjdra bebizonyithaté:

5.2.1. Lemma. Minden t-re létezik eqy F Sperner-csaldd, aminek az elemszima
| B (t)]

A lemma mintajara:

5.2.2. Lemma. Fix s > 0 wvalds szamra.

Bl 5VAD (e e 2
e /A 1 = (o)) — o)

kn)mq)

Legyen s = y/2log k. Legyen ¢, = %’Zﬂ(@(s) — d(—s))k.
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Ekkor f(kn, k) > (1+o(1))ex( i ), amib8l dy, > (1 + o(1))ex

A kovetkezOkben meghatarozzuk ¢, aszimptotikdjat:
2

Je e = X e F)de = [~ e F ] - M ke T dr
de ha s > 0, akkor:

M
M

T

x2
0< fsoo #G_Td:c < %fsoo re  zdr =

S

e 2

% |

Amib8l: [ e~ dr = e 37(1 + O(%)), ha s — oo.
Amibol:

vk (1-2 /

S\/§ \/% V2logk

Vrk 2 1 1

1— —(14+0
\/4logk( V2my/2logk k< <logk

x)k =

C =

D)

Itt limy oo (1 — k =1, amibél

T+ Olgr)

5.2.3. Tétel (Griggs, Odlyzko, Shearer [6]). dy > ¢, ahol ¢j ~ ﬁk.
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