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Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretnék koszénetet mondani témavezetémnek, Frenkel Péternek, akinek segitségével bete-
kintést nyertem a kvantum-informéaciélmélet alapjaiba. Készénom rendszeres uitmutatasait, tanicsait,
megértést segitd példéit. Koszéndém, hogy mindig batran fordulhattam hozza a szakdolgozatot érinté
legaprobb kérdésekkel is. Az ¢ irdnyitédsa és segitsége nélkiil ez a szakdolgozat aligha johetett volna

létre.
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Jelolések

Néhany jeldlés és konvencié altalanosan elfogadott mind a klasszikus, mind a kvantum-informacioelméletben.
Ezeket és a szakdolgozatban hasznalt néhany kvantummechanikai jelolést (Dirac-jelolések) tekintiink
at az alabbiakban.

log: a tovabbiakban mindig kettes alapt logaritmust értiink rajta

In: természetes alapt logaritmus

z*: a z komplex szam konjugaltja

AT matrix transzponaltja

A*: matrix adjungaltja

|1) : oszlopvektor, gyakran ket-nek nevezziik

(1| vektor dualisa, sorvektor, gyakran bra-nak nevezziik

(Y|p): a ) és a |p) vektorok skalarszorzata

|) @ |@): a |1) és a |p) vektorok tenzorszorzata, amit gyakran csak |¢)|p)-vel jeloliink

(V|A]p): a |1) és az Alp) vektorok skalarszorzata



1. fejezet

Bevezetés

A kvantum-informéacidelmélet igencsak fiatal aga a matematikinak. Ellentétben a klasszikus in-
formacidelmélettel, amelynek pontos kezdete jol behatarolhaté6 — Shannon 1948-as A Mathematical
Theory of Communication c. cikkének megjelenéséhez kotik—, addig a kvantum-informaciéelméletnek
nem hatarozhaté meg ilyen pontosan a kezdete. Megalapozo6i (Neumann Janos, Elliott H. Lieb, Mary
Beth Ruskai és mésok) az 50-es illetve 60-as évektol kezdve publikéltak f6bb eredményeiket.

Nem csak a téma tjdonsaga adja a szakdolgozat aktualitasat, érdekességét. Matematikai szempont-
bél szdmos nemtrivilis linearis algebrai illetve informaciéelméleti kérdést vet fel, mig fizikai szempont-
boél a mai napig megvalaszolatlan, hogy épithetd-e kvantumszamitogép. Biztatd jelek vannak ugyan,
de korantsem kielégitéek a megépitett modellek.

A kovetkezSkben a 2. fejezetben a klasszikus informacioelmélet fontosabb fogalmai és tételei vannak
bemutatva, majd ezeknek a kvantum-informaciéelméleti vonatkozasai vannak ismertetve a 4. fejezet-
ben. A 3. fejezetben a 4. és 5. fejezethez nélkiilozhetetlen kvantummechanikai alapok és egyéb fontos,
késsbb sokszor hasznélt tételek keriilnek bemutatasra. A szakdolgozat legfontosabb része — a kdlesénos
kvantum-informéciéra vonatkozd Holevo-korlat bizonyitasa és annak kovetkezményei — a 5. fejezetben
talalhato.

A szakdolgozatomban legfsképp a [1] és a [2] konyvek felépitését, targyalasat kovettem. Hasznomra

volt még a |3] konyv és a |4] interneten elérhets informécidelméleti jegyzet is.



2. fejezet

Klasszikus informaci6éelmeéleti

mennyiségek és tulajdonsagaik

Ebben a fejezetben az entropia, a feltételes illetve kilcsonds informacio és ezek fontosabb tulajdon-
sagai kerlilnek bemutatasra. A tovabbiakban kizarolag véges halmazokon értelmezett diszkrét valoszi-

niiségi mértékekkel foglalkozunk.

2.1. Shannon-entrépia

Legyen adott egy X diszkrét valoszintségi valtozd. Ekkor szeretnénk definidlni az entrépiat, azt a
varhaté informéciémennyiséget, amit akkor nyeriink, amikor X értékét megtudjuk. Jelolje H(X) ezt a
fliggvényt.

Miel6tt egy valoszintségi valtozd informéciomennyiségét definidlnank, definidljuk egy esemény in-
forméciomennyiségét. Egy ilyen fiiggvényt jeloljiink I-vel. Nyilvan ennek a fiiggvénynek teljesitenie kell
a kovetkez6 kritériumokat:

(1) I(E) csak az E esemény valoszintiségének fiiggvénye, igy irhatjuk, hogy I = I(p), ahol p az E
esemény valoszintsége (0 < p < 1).

(2) I nemnegativ, sima fliggvény.

(3) Ha p és ¢ két fliggetlen esemény valoszintseége, akkor I(p) + I(q) = I(pq), vagyis két fiiggetlen
esemény kiilon-kiilon annyi informéaciot szolgaltat, mint egyiittes bekdvetkezésiik.

(4) Megallapodas szerint az egységet valasszuk meg az alabbi modon: I(1/2) = 1.
2.1.1. Tétel (Egyedi informéacio). I(p) = —log(p).

Bizonyitds. Legyen p(x) = I(27%), ahol 0 < x. A bevezetett 0j jelolés mellett teljesiilnek az alabbiak:
o(z+y) =@(x)+¢(y) és (1) = 1. Ennek az un. Cauchy-féle figgvényegyenletnek pedig tudjuk, hogy
egyediil a ¢(z) = x az egyetlen folytonos megoldasa. O

A 2.1.1. tétel motivalja, hogy a kovetkezé modon definialjuk egy X valdszintiségi valtozd informaé-

cidbmennyiségét, masszdoval entropiajat.



értyiik :
H(X)=H(p1,....pn) = — Y _pilogpi

Megéllapodés szerint legyen 0log 0 = 0. Ezt alatdmasztja az az intuici6 is, hogy egy 0 valoszintiségi
esemény nem hordoz informéciot illetve az a tény is, hogy az x log x fiiggvény a 0-ban folytonos és ott
a hatarértéke 0.

Egy diszkrét valészintiségi valtozo Shannon entropidjara gondolhatunk gy is, mint a valoszindségi

valtozo6 4ltal meghatarozott elemi események egyedi informaciéinak varhato értékére.

2.2. A relativ entréopia

A kovetkezd mennyiséggel valamilyen értelemben valdszintiségi valtozok tévolsidgat tudjuk mérni.

2.2.1. Definicié. Legyenek p(z) és g(z) valoszintiségeloszlasok ugyanazon =z € X indexhalmazon

értelmezettek. Ekkor p(x) relativ entropidja q(x)-re nézve a kovetkezs mennyiség:

H(p(z)lg(x Zp )log z Zp )log q(z

Megéllapodas szerint legyen —0log 0 = 0 illetve —p(z)logd = 400 ha p(z) > 0. A kovetkezs tétel

megmutatja miért is hasznalhato6 a relativ entropia valoszintiségi valtozok tavolsdganak mérésére.

2.2.2. Tétel (A relativ entropia nemnegativitasa). A relativ entropia nemnegativ, azaz H (p(z)||q(z)) >

0, és egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha p(z) = ¢(z) minden z esetén.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az al&dbbi, elemi analizisbdl ismert egyenlGtlenséget: logxln2 =Inz <z — 1,
ahol = > 0, és egyenl&ség akkor és csak akkor teljesiil, ha z = 1.

Ezt atrendezve kapjuk: —logz > 1 . Ezzel becsiiljik a relativ entrépiat alulrol:

H(p(z)l|q(z Zp log (2.1)

LL‘

p(z)
1
= 2 Z(P(ﬂi) —q(z)) (2.3)
T

La—n=o, (2.4)

" In2 ’
és ez az, amit bizonyitani akartunk. Egyenléség pedig akkor és csak akkor all fenn, ha (2.2)-nél
egyenlség van, azaz Zg; = 1 minden z esetén, vagyis ha a két valdszintiségi valtozd eloszlasa meg-
egyezik. O



A relativ entrépia bizonyos értelemben a valdszintiségi valtozok kozott egy tavolsdgot definial, de
nem metrika. Kénnyen lathat6, hogy mér a szimmetrikussag sem teljesiil. Az informaciéelméletben be
szoktak vezetni a relativ entropia szimmetrizalt valtozatat, az informéciés divergenciat, de még az sem
teljesiti a haromszdg-egyenlGtlenséget. A tovabbiakban latni fogjuk, hogy milyen hasznos fogalom a

relativ entropia. A relativ entropia elsé alkalmazésaként felsd korlatot adunk az entropiara.

2.2.3. Tétel (Fels6 korlat az entropiara). Legyen X egy valoszintiségi valtozo d darab kimenettel.

Ekkor H(X) <logd, egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha X egyenletes eloszlast a d kimeneten.

Bizonyitds. Legyen p(z) tetszoleges valoszintiségi eloszlas, mig ¢(z) legyen egyenletes eloszlasu a d

kimeneten.

H(p(e)lla(@) = H(p(z)l| ) = ~H(X) = 3 ple) log = log d — H(X). (5.1)

A relativ entropia nemnegativitdsa miatt logd — H(X) > 0. Ebbol atrendezéssel adodik az allités,

illetve egyenléség akkor és csak akkor teljesiil, ha p(z) is egyenletes eloszlasi. O

2.3. Kolcsonos entropia, feltételes entropia és kolcsonos informéacié

Legyen X és Y két valoszintiségi valtozd. Arra vagyunk kivancsiak, hogy milyen kapcsolat van X

és Y informaciémennyisége kozott. Ennek megvalaszoldsa céljabol vezetjiik be a kivetkezs fogalmakat.

2.3.1. Definici6. X és Y kolcsonds entrépidjanak nevezziik a kovetkez6 mennyiséget :

H(X,Y)=-) p(z,y)logp(z,y).
x7y
X feltételes entropiajat Y -ra nézve igy értelmezzitkk: H(X|Y)=H(X,Y)— H(Y).
X és Y kolesonos informéaciojan pedig a H(X : V) = H(X)+ H(Y) — H(X, Y) mennyiséget

értjiik.

Szemléletesen gy tekinthetiink a kdlcsonds entropiara, mint arra az informaciémennyiségre, ame-
lyet az (X, Y) par atlagosan hordoz. A feltételes entropia azt az atlagos informéaciomennyiséget, bi-
zonytalansdgot méri, ami akkor 1ép fel, amikor ismerjiik Y értékét, de X-ét még nem. A kélcsénds infor-
mécié pedig azt az informaciémennyiséget méri, hogy az egyik valtoz6 entrépidja varhatéan mennyivel
csokken, ha a masiknak megtudjuk az értékét.

A definiciokbol azonnal jon az alabbi Gsszefiiggés: H(X : V) = H(X) — H(X|Y).

2.3.2. Tétel (A bevezetett mérgszamok alaptulajdonsagai). (1) H(X,Y)=H(Y,X), H(X:Y) =

H(Y : X)
(2) HY|X) >0, ésigy HX : Y) < H(Y), egyenldség pontosan akkor, ha Y fiiggvénye X-nek,
Y = f(X).

(3) H(X) < H(X,Y), egyenl6ség pontosan akkor, ha Y fliggvénye X-nek.



(4) Szubadditivitas: H(X,Y) < H(X) + H(Y), egyenléség akkor és csak akkor, ha X és YV
fliggetlen valdszintiségi valtozok.

(5) H(Y|X) < H(Y), tehat H(Y : X) > 0, egyenlGség akkor és csak akkor, ha X és Y fiiggetlenek.

(6) Erds szubadditivitas: H(X,Y,Z)+ H(Y) < H(X,Y)+ H(Y,Z) és egyenl6ség pontosan
akkor, ha Z — Y — X egy Markov-lanc.

(7) A feltételek csokkentik az entropiat: H(X|Y,Z) < H(X|Y).

Bizonyitds. (1) Vilagos a definiciokbol.
(2) Mivel p(z,y) = p(z)p(yl|z), ezért

_ Zp(x, y)log p(z)p(y|z)

==Y p(x)logp(z) = Y _ plz,y)logp(yl|z)

T,y

= H(X) =) p(z,y)logp(y|z)
T,y
Ezért H(Y,X) = =Y p(z,y)logp(y|z). De —logp(y|z) < 0, tehat H(Y,X) > 0. Lathatoan
egyenlGség pontosan akkoﬁ“’yteljesiil, ha Y X-nek fiiggvénye.
(3) Kovetkezik az el6z8 pontbol.
(4) Ismét alkalmazzuk az analizisbdl ismert egyenlStlenséget: logz < 4 2 ,ahol £ > 0, és egyenldség

akkor és csak akkor teljesiil, ha 2 = 1. Igy kapjuk, hogy:

p(x)p(y) p(x)p(:t/)
Sste s S < 3w S
1-1
IHQZP T.y) = In2 -

Ez pedig bizonyitja az allitast. Egyenldség pedig pontosan akkor &ll fenn, ha p(z,y) = p(x)p(y)
minden x és y esetén. Vagyis az egyenlGtlenség akkor éles, ha Xés Yfiiggetlenek.
(5) A szubadditivitasbol és a definiciokbol kovetkezik.

(6) A bizonyitas teljesen hasonl6an megy, mint a szubadditivitasnél, csak itt harmas szummék

szerepelnek.
(VH(X,Y,Z)-H(Y,Z)<H(X,Y)— H(X) egyenlétlenség ekvivalens az allitdssal, ami éppen
az erés szubadditivitas Atrendezett alakja. O

Habéar az entrépia szubadditiv, a kdlcsénés informdacié nem mindig az, vagyis nem mindig teljesiil

a kovetkez6 egyenl6tlenség:
HX)Y:Z)<HX:Z)+ H(Y : Z).

Valoban, legyenek X és Y fiiggetlen azonos eloszlasu valoszintségi valtozok, melyek 1/2-1/2 valoszi-

niiséggel veszik fel a 0-t és az 1-et. Z-t pedig valasszuk eképp: Z = X @ Y, ahol & a modulo 2 szerinti



Osszeadast jeloli. Egyszert szdmolas mutatja, hogy nem teljesiil az egyenlétlenség, tehat a kolcsonds

informécié nem mindig szubadditiv.

2.1. abra. Entréopia Venn-diagramm

A kiilénboz6 klasszikus informacidelméleti mérészamok kozotti kapcsolatokat, dsszefiiggéseket leg-
inkadbb egy "entropia Venn-diagrammon" lehet bemutatni. Ez az 4bra inkdbb az egyes definicidkat

szemlélteti jol, mintsem a kiilénb6z6 entropiafiiggvények tulajdonsigait mutatja be.



3. fejezet

Kvantummechanikai alapok és egyéb

fontos tételek

Mai tudasunk szerint a legpontosabb lefrasat a vildgnak a kvantummechanika adja. Ebbe a vilag-
ba enged bepillantani a kovetkez6 fejezet, de csak annyira, amennyi sziikséges a kovetkez§ fejezetek

(kvantum informacioelmélet és Holevo-korlat) szempontjabol.

3.1. A kvantummechanika posztulatumai

A kovetkezd posztuldtumok lehetévé teszik a fizikai vildg matematikai formalizacigjat a kvantum-
mechanikai elméleten beliil. Az els§ posztulatum felallitja a kvantummechanika szinterét, ahol az egész

torténet jatszodik.

3.1.1. Posztulatum (A kvantummechanika elsg posztulatuma). Minden fizikai rendszerhez hozzaren-
deliink egy komplex vektorteret és egy skalaris szorzast ezen a vektortéren, vagyis egy Hilbert-teret.
Ezt a Hilbert-teret a rendszerhez tartoz6 dllapottérnek nevezziik. Egy fizikai rendszer allapotat az

dllapotvektor irja le, amely egy egységhosszt vektor az allapottérben.
Hogyan valtozik egy kvantum rendszer [¢)) allapota?

3.1.2. Posztulatum (A kvantummechanika masodik posztulatuma). Egy zdrt kvantumrendszer "vi-
selkedése" egy unitér transzforméciéval irhato le. Vagyis, ha a kvantumrendszer a ¢; id6pillanatban a
1) allapotban van és a ty id6pillanatban egy |} allapotba keriil, akkor van olyan U unitér transzfor-

mécié mely csak t1 és to-t6l fligg és amelyre teljesiil
) =Ulp).

Azonnal felmeriil a kérdés, hogy mely unitér transzforméciokat természetes tekinteni 7 Kénnyen meg
lehet mutatni, hogy az 6sszes unitér transzformacié elgfordulhat valdésagos kvantumallapotok leiraséanal.
A valosagban csak a legritkabb esetekben taldlkozunk zart fizikai rendszerekkel. Hogyan irhatoak

le a nyilt kvantumrendszerek viselkedése? Mi torténik, ha azon mérést végziink?



3.1.3. Posztulatum (A kvantummechanika harmadik posztuldtuma). A kvantum méréseket egy
{M,,} halmazzal jeloljiik, amelyeket roviden csak mérésnek neveziink. Ezek az operatorok a meg-
mérendd rendszer allapotterén hatnak. Az alsé indexben az m a végeredményre utal. Ha a rendszer a

mérés el6tt |¢) allapotban volt akkor az a valosziniiség, hogy végeredményiil m-et kapunk:

p(m) = (Y| My, My |1b)
alakban frhat6. A mérés utan a rendszer allapotvektora:

M |9)
([ M3, Mim[4))

Tovabba a mérések halmaza kielégiti a teljességi relaciot, vagyis:

> MM, =1.
m
A teljességi relacio lényegében csak annyit fejez ki, hogy a valoszintiségek Osszege 1:

1= p(m)="> (| M* M)

m

A tovabbiakban fontos szerep jut az Gsszetett kvantumrendszereknek. Hogyan néz ki az Osszetett

kvantumrendszerek allapottere? Erre ad vélaszt a kovetkezs,

3.1.4. Posztulatum (A kvantummechanika negyedik posztulatuma). Az Gsszetett kvantumrendszer
allapottere a komponensek allapottereinek tenzorszorzata. Vagyis ha 1-t6l n-ig indexeljiik kvantum
rendszerek egy halmazét és az i-edik a 1); allapotban van, akkor az Osszetett rendszer a ¥ ® ¥s... ® Py,

allapotban van.

3.2. Qubitok

Tekintsiik a legegyszertibb esetet, vagyis amikor az allapottér egy 2-dimenziés komplex Hilbert-tér.
Ebben az esetben az allapotvektorokat gqubitoknak nevezziik. A qubitoknak a kovetkezd elsallitasat
hasznéljuk:

[¢) = al0) +b[1),

ahol |0) és |1) egy ortonormalt bazisa az allapottérnek és a,b komplex szamok. A feltétel, hogy [v)
egységhosszi vektor azt jelenti, hogy (1[v) = 1, vagy ekvivalens megfogalmazasban: |a|? + |b|? = 1. A
qubit a legalapvetébb kvantummechanikai rendszer, akarcsak a bit a klasszikus informacioelméletben.
Lényeges kiilonbség, hogy mig egy bit két allapot (0 és 1) valamelyikében lehet, addig egy qubit
ezek szuperpozicidjdiban is lehet, vagyis az a|0) + b|1) allapotban. Ez a szuperpozici6 azt jelenti, hogy
a qubitrél nem tudjuk megmondani teljes biztonsaggal, hogy a 0 vagy az 1 allapotban van, hanem
valahol a kettd kozott.



Az a és b egyiitthatokat valdsziniségi amplitidoknak is szoktak nevezni. Az elnevezésnek az az oka,
hogyha meg akarjuk mérni, hogy a qubit melyik 4llapotban van, akkor |a|? valészintséggel azt kapjuk,
hogy a 0 allapotban van és |b|? valészintiséggel azt kapjuk, hogy az 1 allapotban van.

Els6re a qubit fogalma nem tiinik tal életszertinek, de a természetben mégis szadmtalan qubit-
realizacio létezik. Csak, hogy emlitsiink néhanyat:

(1) egy foton két polarizéacios allapota,

(2) egy elektron két kiilonb6z6 spinje egy magneses térben,

(3) egy atom koriil keringé elektron két allapotban lehet: a 0 az alapallapotnak felel meg, mig az
1 a gerjesztett allapotnak. Ezen allapotok kozott "ingazhat" az elektron. Szamtalan modszerrel (pl.:
fénysugarral) gerjeszthetjiik az atomot, melynek hatésara a 0 allapotbol az 1-esbe keriil. Valtoztatva

a sugarzis, gerjesztés mértékét az elektron a két allapot "kozé" is keriilhet.

3.1. dbra. Egy qubit realizicidja az elektron két allapotanak segitségével

|{:}} “ : |J_:}

Mennyi informaciot tudunk tarolni egy qubitban? Mint kordbban lattuk végtelen sok (kontinuum
sok) allapotban lehet egy qubit, de ha mérést végziink rajta, akkor csak a 0 vagy 1 édllapotok vala-
melyikében lehet a valdszintiségi amplitidoknak megfelel valoszintiségekkel. Tehat egy qubit végtelen
sok informaciét tud tarolni, de a beldle kinyerhets informécié ugyanannyi, mint egy klasszikus bit

informacidja.

3.2.1. To6bbszoros qubitok

Tegyiik fel, hogy van két qubitunk. Ha ez két klasszikus bit lenne, akkor 4 &llapotunk lenne:
00,01,10,11. Ennek megfelelGen a két qubit rendszer egy 4-dimenziés komplex Hilbert-térben él, ahol
|00),|01),]10) és |11) egy ortonormalt bazis. Ez a két qubit is lehet ezen allapotok szuperpozicidjaban,

igy a két qubit rendszerben az allapotvektor az alabbi alakban irhaté:
‘1/1> = CL00|00> + a01|01> + a10\10> + CLH|11>.

Hasonl6an a qubit esethez itt is egy mérés utdn annak a valoszintisége, hogy az (z = 00,01,10 vagy

11) allapotot meérjiik |a,|? a valoszintsége. A mérés utan a qubit az |x) allapotba keriil. Mivel az



egyiitthatok itt is valészintiségi amplitiadok, ezért

> a)?=1.

z€{0,1}2

A két qubit esetéhez teljesen hasonloan értelmezziik az n qubit esetet. Tehat n qubitot 2™ darab

valészintiségi amplitidoval irhatunk le.

3.3. Kvantumallapotok megkiilonboztetése

A klasszikus informécidéelméletben mindig meg tudunk kiilonboztetni két allapotot. Semmilyen
elvi akaddlyba nem iitkoziink, amikor meg szeretnénk allapitani, hogy egy pénzérme fejre vagy irdsra
érkezett-e. A kvantummechanikdban viszont ez mar nincs {gy.

A problémat a legjobban az alabbi példaval lehet szemléltetni: tekintsiink két jatékost, Aladart és
Bélat, akik egy nem mindennapi "barkochba'-t jatszanak. Kvantumallapotok egy el6re meghatarozott
|i) (1 <14 < n) halmazabol valaszt egyet Aladar. Bélanak az a feladata, hogy meghatéarozza azt az i
indexet, amelyhez az Aladar altal valasztott |¢;) kvantumallapot tartozik.

Elgszor tekintsiik azt az esetet, amikor a [i;) allapotok ortogondlisak. Ekkor Béla tud olyan mé-
réseket végezni az allapotvektoron, hogy ki tudja deriteni teljes biztonsaggal az i index kilétét. Az
eljarés a kovetkezd: minden ¢-re definidljuk az M; = \/W méréseket, tovabbé legyen My a négy-
zetgyoke az I — > |1;)(1;| operatornak. Az igy definialt operatorok kielégitik a teljességi relaciot
(vagyis négyzetészsi(égﬁk az identitas operator) és ha Aladar a |y;) allapotot késziti el Bélanak, akkor
p(i) = (| M;|v;) = 1. Tehat ortogonalis allapotvektorok esetén teljes biztonsédggal meg tudja Beéla
mondani, hogy Aladar melyik indext allapotvektorra gondolt.

Ezzel szemben, ha a |¢) allapotvektorok nem ortogonalisak, akkor bebizonyitjuk, hogy nem létezik

kvantum mérés, mellyel meg tudnénk allapitani teljes biztonsaggal az allapotvektor indexét.

3.3.1. Tétel (Nem-ortogondlis allapotok megkiilénboztethetetlensége). Tegyik fel, hogy Béla {M;}
mérést végez, melynek j az eredménye. Az eredmények alapjdn eqy f fiigguvény segitségével Béla megteszi
i = f(j) tippjét a kvantumdllapot indexére vonatkozdan. Ekkor a |yn) és |1e) nem-ortogondlis dllapotok

nem megkiilonbéztethetdek.

Bizonyitds. Indirekt modon tegyiik fel, hogy léteznek olyan méresek, mellyel [11) és |12) nem-ortogonélis
allapotok megkiilonboztethetGek. Tehat ha |11) vagy |12) allapotokat kapja Béla, akkor 1 annak a va-
loszintisége, hogy a mérés eredménye j, ahol f(j) =1 vagy f(j) = 2. Legyen E; = M3 M;, ahol

J:f(G)=i
a feltevések szerint

(1| Exfhn) = 15 (2| Eafthe) = 1. (3.3.1)

Mivel > E; = I, ezért 3 (y1|Eilvr) =1 és (¢1|Erfer) = 1 miatt (¢1|Ezfvr) = 0, vagyis v Ea|r) =
0. Az allapotok non-ortogonalitdsabol adodik a kovetkezd felbontas: |v2) = ali1) + Blp), ahol |@)

ortogonalis |11)-re. Mivel az allapotvektorok egységhossziiak, ezért |a|? + [B|2 = 1, és |B] < 1, mert

10



|t1) és |tb2) nem ortogondlisak. Vagyis v/Es|11) = v/ E2|p), ami ellentmond 3.3.1-es egyenletnek,

hiszen
(o] Baltpa) = |B* (| Eale) < |BI* < 1,

ahol az utolso elStti egyenlGtlenség abbdél kovetkezik, hogy

(ol Ealp) < Z<90|Ei|90> = (plp) = 1.

3.4. Kvantum mérések és operacidk

Az altalanos formaju 3.1.3. posztulatum fontos specidlis esetei a projektiv mérések és POVM mé-

rések. Most ezeket vessziik gorcsé ala.

3.4.1. Definicié. Egy M Hermitikus operdtort, amely az allapottéren hat, projektiv mérésnek neve-

ziink. M spektralis felbontésa:
M =Y "mPn,
m

ahol P, egy projekcio az M-nek az m sajatértékhez tartozo sajatalterére. A mérés lehetséges kimenetei
megfelelnek az M operator m sajatértékeinek. Ha egy |¢) éllapotot mértink meg, akkor annak a

valoszintisége, hogy a végeredmény m lesz, a kovetkez6 alakban adhaté meg:

p(m) = (Y| Pnlt).
Ha a mérés kimente m, akkor rogton a mérés utan a rendszer a

Prlt)
p(m)

allapotban van.

A definicié alapjan konnyen kiszamolhatjuk a mérés varhato értékét:

E(M) =Y mp(m)

= > m{p| P t)

= (Y] (Zmpm> )
= (Y|M ).

Ez egy igen hasznos 6sszefiiggés, ami sok szamolast leegyszertisit. Az M varhato értékét gyakran igy

is jeloljiik: (M) = (¢|M|¢). Ezzel az 4j jeloléssel az M mérés szorasat az alabbi alakban is irhatjuk:
D(M) = /(M?) — (M)>.
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Eddig ugy adtunk meg méréseket, hogy definidltuk, hogy melyik kimenetel milyen valdsziniiség-
gel fordul el6, majd definidltuk, hogy a rendszer a mérést kévetGen milyen allapotba keriil. Gyakran
nem fontos, hogy a mérés utan milyen allapotba keriil a rendszer, mivel a rendszernek csak az ak-
tudlis allapota érdekel minket. Ebbé&]l a szempontbdél a méréseknél altalanosabb fogalom keriil most

bevezetésre:

3.4.2. Definici6. Tegytik fel, hogy az M,, operatorok altal leirt mérések egy [¢) allapotban 16v6 rend-
szeren hatnak. Ekkor annak a val6szintsége, hogy a mérés végeredménye m: p(m) = (| My, M |1).
Legyen

By, = M, M-,
Ekkor a 3.1.3. posztulatum és linearis algebrai megfontolasok szerint E,, egy pozitiv operator, melyre
Y B, = 1 és p(m) = (Y|Ep|tY). Tehat az E,, operatorok meg tudjak hatarozni a kimeneti valo-
m

szintiségeket. Az E,, operatorokat a méréshez asszocialt POVM (Positive Operator-Valued Masure)

elemeknek nevezziik. A {E,,} teljes halmazt pedig POVM meérésnek hivjuk.

Most példat adunk POVM mérésekre. Tekintsiik projektiv mérések egy P, halmazat, ahol P, egy
projekcio, vagyis: Py, P+ = Oy Py €8 ) P, = 1. Ebben az esetben az 6sszes POVM elem megegyezik
m
az eredeti mérések operdtoraval, vagyis B, = Py P, = Py,

A kovetkezd formalizmus a kvantum zaj leirasat teszi lehetgvé.

3.4.3. Definici6. Legyen p egy strtiségoperator a V3 @ Vo @ V3 téren (V1, Vo, V3 vektorterek). Jelolje Iy
a V) tér identitasat, mig Usz a Vi ® Vo tér egy unitér transzformaciojat. Ekkor a kvantum zaj hatasara

a p allapoti kvantumrendszer a
P =T(p) = (I © Uys" ) p(I @ Un3)

allapotba keriil. A I" leképezést kvantum operdcidnak nevezziik.
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4. fejezet

A kvantum-informacidéelmélet alapjai

A Kklasszikus informécidelméleti bevezets utdn a megismert fogalmakat kvantumrendszerekre sze-
retnénk altaldnositani. Néhany eredmény analogonja tovabbra is érvényben marad, am lesz egy-két
eset, amikor az intuicidonknak ellentmondé eredményeket kapunk. A fejezetben felépitjiik a sziikséges

technikai hatteret, ami a szakdolgozat legfontosabb tételének bizonyitasahoz sziikséges.

4.1. Neumann-entrdpia

A Neumann-entropia a klasszikus esetbdl ismert Shannon entrépiat dltaldnositja. Mig egy klasszikus
rendszert egy diszkrét valészintiségi valtozo6 irt le, addig egy kvantumrendszer allapotat egy komplex
Hilbert-téren értelmezett stirtiségoperator irja le. Definicié szerint stirtségoperatornak egy l-nyomu,

pozitiv szemidefinit matrixot neveziink. Igy 2.1.2. definicié alapjan adédik a kovetkezs fogalom :
4.1.1. Definicié. Egy p kvantumrendszer Neumann-entropidjdat igy értelmezziik:
S(p) = —tr(plog p).

Mivel a nyomfiiggvény hasonldsag invarians, igy a diagonalizdlas utan a A\, sajatértékek segitségével

az alabbi egyszertibb alakban is irhatjuk a Neumann-entrépiat:
S(p) == AelogAs,
x

ahol 0log 0 = 0 hasonl6é megfontoldsok miatt, mint a Shannon-entrépianal. A szamolasoknal tébbnyire
az ut6bbi formulat fogjuk hasznalni.

A tovabbiakban amikor entrépidra utalunk, akkor a szévegkdrnyezetbdl mindig egyértelmi lesz,
hogy a Shannon- vagy Neumann-entropiar6l van éppen sz6.

4.2. Kvantum relativ entrépia

Ismét hasznos lesz bevezetniink a relativ entrépia fogalmat.

13



s

4.2.1. Definicié. Tegyiik fel, hogy p és o két stirtiségoperator. Ekkor p relativ entrdpidjat o-ra nézve
igy értelmezziik:
S(plle) = tr(plogp) —tr(plog o).

A klasszikus relativ entrépiahoz hasonldéan a kvantum relativ entrépia is lehet olykor +o00. Megalla-
podés szerint legyen +oo a kvantum relativ entrépia, ha o magja nem meréleges p képterére. Kiilénben
véges. Valdéban, mert ha fennall, hogy o magtere meréleges p képterére, akkor ezzel ekvivalens, hogy
KeroC Kerp, tehat ekkor elég p és o helyett az I'mo-ra vett megszoritasukat venni. Ezek kvantum

relativ entropidja (ami véges) éppen p és o kvantum relativ entropiaja. Fontos eredmény a kévetkezd:
4.2.2. Tétel (Klein-egyenlétlenség). A relativ entrépia nemnegativ,
S(plle) =0,
egyenldség akkor és csak akkor, ha p =o.
Bizonyitds. Legyen p = > p;|i)(i| és 0 = ) ¢;]j)(j| a megfelels stirdségoperatorok matrixa a diagona-
- .

J
lizalas utéan. A relativ entrépia definicidja miatt irhatjuk, hogy:

S(ollo) = 3 pilogs = 3 (ilplog i

%

Ebbe az egyenlgségbe behelyettesitve a kovetkezsket: (i|p = p;(i| és

(il log o) (zlogq]u ﬂ) zlogqj

ahol P;; = (i|7)(j|i) > 0 kapjuk, hogy
S(pllo) = sz log p; — ZP” log(q;))

P;; duplan sztochasztikus matrix (Z Pj=1 Z P;; = 1), mivel mind a két rendszer ortonormalt bazis.
A log filiggvény szigoru konkawtasa miatt Z Pw log g; < logr;, ahol 7; = Pjjq;, egyenlGséggel akkor
J

és csak akkor, ha létezik olyan 7, melyre Pl-j = 1. Vagyis
Di
S > ; log —,
(lle) = 3 piloe
egyenldséggel akkar és csak akkor, ha minden i-re létezik olyan j, melyre P;; = 1, vagyis ha FP;;
permutaciémétrix. Az el6bbi egyenlétlenség jobb oldalan a klasszikus relativ entrépia talalhato, amirél

mar belattuk, hogy nemnegativ. Ebbél adédik a kvantum relativ entrépia nemnegativitasa is.

S(plle) =0,

egyenldség akkor és csak akkor, ha p; = r; minden i-re és P;; egy permutéciométrix.

Az egyenl@ségre vonatkozo feltételt egyszeriibben is megfogalmazhatjuk: a permutaciématrix sorait
és oszlopait felcserélve feltehetd, hogy P;; az egységmétrix. Ez pedig azt jelenti, hogy p és o ugyanabban
a bazisban diagonalisak. A p, = r; feltételbsl pedig kévetkezik, hogy p és o megfelel§ sajatértékei

megegyeznek, ami azt jelenti, hogy egyenl6ség akkor és csak akkor teljesiil, ha p=o. O
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4.3. Schmidt-felbontas és purifikaci6

4.3.1. Definicié. A 1-rangu p strtségoperatort tiszta dllapotnak nevezziik. Ha p? az A kvantumrend-
szernek az n-dimenzios H; komplex Hilbert-téren értelmezett stirtiségoperatora és hasonloéan p? a B
kvantumrendszernek az m-dimenziés Hy komplex Hilbert-téren értelmezett stirtiségoperatora, akkor az
AB Gsszetett kvantumrendszer sirdségoperatora, pA8 egy olyan siriségoperator, melyre teljesiilnek
a kovetkezsk: pAP a Hy ® Ho téren értelmezett, n x n-es diagonalis blokkjainak 6sszege p?, tovabba
ha pAB-t n x n-es blokkokra osztjuk, akkor a k-adik sor j-edik oszlopaban talalhaté blokkmatrix nyo-
ma legyen a p? matrix k-adik soranak j-edik eleme. Ekkor az AB Gsszetett rendszer marginalisainak

nevezzik az A és B rendszereket.

Koénnyen lathato, hogy minden 1-rangt p stirtiségoperator elGallithatd egy egységhosszii vektor
onmagaval vett tenzorszorzataként és hasonléan minden egységhossztu vektor 6nmagéaval vett tenzor-
szorzata egy l-rangu striségoperatort hataroz meg (az egységhosszusag azért van feltéve, hogy az
operdtor nyoma 1 legyen). Ez a tiszta allapotok és allapotvektorok kozotti (egységhossza komplex
szammal valo szorzastol eltekintve) bijekcio gyakran a jelolésrendszerben és a nyelvhasznalatban is
vissza fog kdszonni a tovabbiakban.

Ismertnek tekintjiik az aldbbi, numerikus analizisbél jol ismert tételt.

4.3.2. Tétel (Szingularis értékek szerinti felbontas). Ha M egy komplex értéki m x n-es mdtriz, akkor
elddllithato az aldbbi alakban: M = UXV™, ahol U egy m X m-es unitér mdiriz, V egy n X n-es unitér

mdtriz, mig X eqy m X n-es diagondlis mdtriz, amelynek fédtldjaiban nemnegativ valds elemek vannak.

A kovetkezs két tétel fontos szerepet fog jatszani a tovabbiakban. A 3.1.4. posztulatum szerint az
Osszetett kvantumrendszerek allapottere az 6t alkotd rendszerek allapottereinek tenzorszorzata. Ezért

hasznos az alabbi felbontéas:

4.3.3. Tétel (Schmidt-felbontas). Legyen Hy egy n-dimenzids, mig Ho egy m-dimenzids Hilbert-tér.
Tegyiik fel, hogy n > m. Ekkor minden v Hy ® Ha-beli vektorra léteznek olyan {ui,...,u,} C Hy és
{v1, ..., vm} C Ho ortonormdlt rendszerek, hogy o = i a;u; Qv ahol az a; skaldrok nem-negativak és
teljesen meghatdrozottak a v vektor dltal. =

Bizonyitds. Rogzitsik Hi-ben az {eq,...e,} illetve Ho-ben az { fi, ..., f; } ortonormalt bazisokat. Ekkor
egy elemi tenzort, e; ® f;-t azonositsuk az eiij métrixszal, ahol fJT az f; vektor transzponaltja. Ezutan
az azonositas utan egy altalanos eleme a tenzorszorzatnak ilyen alakban irhaté:

v = Z Bijei @ fj.

1<i<n,1<j<m

Legyen M, = (Bij)ij n X m-es matrix. Erre a matrixra alkalmazva a numerikus analizisbdl ismert
szingularis értékek szerinti felbontést, adodik a

M,=U vT

0
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felbontés, ahol U és V unitér matrixok, mig ¥ diagonalis matrix. Legyen U = [ U U, } , ahol Uy
n x m-es matrix, igy M, = U1XV7T. Legyen {u1,...,u,} az els6 m oszlopvektora az U; métrixnak,
{v1, ..., v} oszlopvektorai a V matrixnak és aq,...q,, diagonélelemei a ¥ métrixnak. Ekkor az M,

matrix ilyen alakra hozhaté:

m
T
M, = Z QUKD 5

k=1
vagyis
m
v = Z U Q Vi,
k=1
ami bizonyitja az allitast. O

Az uy, v bazisokat Schmidt-bazisnak nevezziik, mig a nemnulla oy konstansok szdmat a v allapot-
vektor Schmidt-széméanak nevezziik. A Schmidt-felbontasnak fontos kévetkezménye, amit iton-ttfélen
alkalmazni fogunk, az az észrevétel, mely szerint ha |¢) egy AB Gsszetett kvantumrendszer allapo-
ta (vagyis az AB rendszer tiszta allapotban van), akkor S(A) = S(B). Ezt konnyen belathatjuk a
Schmidt-felbontassal; ekkor p? = 37 a2|vg)(vk|, hasonléan p? = > a2 |ug)(uy|, vagyis mindkét si-
riiségoperatornak ugyanazok a sajét]zzrtékei, amibdl mar kovetkezik, ’ilogy megegyezik az entropidjuk:
lasd 4.1.1. és 4.3.1 definiciokat.

Egy mésik igen fontos és gyakran hasznalt technika a kvantum-informaciéelméletben a purifikdcid

vagy tisztitas.

4.3.4. Tétel (Purifikicio). Minden A kvantumrendszerhez, melynek siriségoperdtora p?, létezik olyan

R kvantumrendszer, hogy az |AR) kvantumrendszer tiszta dllapotban van és margindlisai A és R.

Bizonyitds. Tekintsiink egy A tetszoleges rendszert és a hozza tartozé p? sdrtségoperatort. Legyen

p a diagonalis bazisban a kovetkezd alaka: p? = 3 p;|i) (i]. Ekkor az R segédrendszer allapottere
i

legyen ugyanannyi dimenziés, mint A 4llapottere és |i%) legyen R allapotterében az ortonormalt bazis.
Ekkor értelmezziik |AR)-t az alabbi médon:

AR) = 3 VBl i),

Az igy értelmezett |AR) allapotvektornak dnmagéval vett tenzorszorzata egy tiszta allapot, amelynek

margindlisai trividlisan A és R. O

4.4. A Neumann entrépia alaptulajdonsagai

4.4.1. Tétel (A Neumann entropia alaptulajdonsagai). (1) Az entrépia nemnegativ. Az S(p) entrdpia
akkor és csak akkor 0, ha p egy tiszta dllapot.

(2) A d-dimenzds Hilbert-téren értelmezett sirdségoperdtorok entrépidjinak mazimuma logd. Az

entrépia logd akkor és csak akkor, ha p = I/d, ahol I a d-dimenzids eqységmdtriz.
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(8) Legyen AB eqy tiszta dllapoti, dsszetett kvantumrendszer. Ekkor S(A) = S(B).

(4) Legyenek p; valdszintiségek és a p; sdriségoperdtorok képei legyenek ortogondlis alterek. Ekkor
SO pip) = Hpi) + > piS(pi)-
i i

(5) Tegyiik fel, hogy p; valdszindségek, |i) ortogondlis egységvektorok egy Hilbert-téren, és p; egy

mdsik Hilbert-téren értelmezett siriiségoperdtorok tetszéleges halmaza. Ekkor
SO pili)(il @ pi) = H(pi) + Y _ piS(ps).
i i

Bizonyitds. (1) Nyilvanvalo.
(2) Alkalmazzuk a Klein-egyenlGtlenséget (4.2.2. tétel) a tetszdleges p és I/d stirtiségoperatorokra:

0 < S(pllI/d) = —=S(p) + log d.

(3) Schmidt tételébdl tudjuk, hogy ekkor AB marginalisainak ugyanazok a sajatértékei. Ekkor az
entropiajuk is megegyezik: S(A) = S(B).
(4) Legyenek )\g és ]e‘g ) a sajatértékei és sajatvektorai a p; strtiségoperatornak. Vegyiik észre, hogy

pi)\z és |eg> sajatértekel és sajatvektorai a ) p;p; strtiségoperatornak:
i

S(Zpipz’) = - sz‘)\g logm{f

]
== pilogpi— Y pi Y _ Mlog X
i i j
= H(p;) + Y _ piS(pi)-
(5) A (4)-es pontbol azonnal kivetkezik. O

A klasszikus eset analdgidjara, hasonlé6 médon a kvantum esetben is definidlhatok a feltételes-,

valamint kélcsonds-entropia illetve kélesonos informacié fogalmai.

4.4.2. Definicio. Az A és B marginélisokkal rendelkez6 AB Osszetett rendszernek az entropiaja legyen
A és B kolesonds entropiaja, vagyis: S(A, B) = —tr(pAPlog(pAP)), ahol pAB az osszetett rendszer

stirtisegmatrixa. A klasszikus eset mintajara definialjuk a feltételes entrépidt és a kolcsénds informdcidt:
S(A|B) = S(A,B) — S(B)
S(A:B)=S(A)+S(B)—S(A,B)=S(A) — S(A|B) = S(B) — S(B|A).

Szamos a klasszikus esetben megszokott entrépia-tulajdonsag a kvantum esetben mar nem igaz.
A Shannon entréopiara igaz volt az alabbi Osszefiiggés: H(X) < H(X,Y). Ezt az egyenlGtlenséget
elég kézenfekvének érezziik, hiszen az X-bdl szerezhets atlagos informéciémennyiség nem lehet t6bb

az (X,Y)-bol megszerezhetd atlagos informaciomennyiségnél. Ez az egyenlétlenség viszont kvantum
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esetben nem teljesiil. Tekintsiik a (|00) + |11))/+/2 allapotvektor altal meghatérozott tiszta allapotot.
Ennek marginalisai legyenek A és B. Mivel (A, B) tiszta allapot, ezért S(A, B) = 0, de mind A-nak
és B-nek az I/2 a stirtiségoperatora, aminek az entrépiaja 1. Ebbél adodik, hogy az S(A : B) =
S(B) — S(B|A) mennyiség lehet negativ is.

4.5. Mérések és az entrdpia

Egy kvantumrendszer szinte sosem tekinthets a kiilvilagtol és a megfigyel6ktdl elzart rendszernek.
Gyakran méréseket végziink a rendszeren, hogy annak belsd allapotarol informaciot szerezziink. Ebben
a pontban azt vizsgéljuk meg, hogy bizonyos mérések hogyan véltoztatjdk meg egy kvantumrendszer
entropiajat.

4.5.1. Definicié. Tekintsiik P; projekciok (P? = P;, P, = P;) egy halmazét. Ekkor a P; projekciok

altal meghatarozott projektiv mérés utan a p kvantumrendszer a
J =3 Por,
i
kvantumallapotba keriil.
4.5.2. Tétel (A projektiv mérések novelik az entropiat). Legyen P; projekciok egy teljes halmaza
(3> P, =1) és p siiriségoperdtor. Ekkor a projektiv mérés utdn a p' = P;pP; kvantumdllapot entrd-
i i

pidja nem kisebb az eredeti kvantumdllapoténdl:

S(p") = S(p),
egyenléség akkor és csak akkor, ha p = p'.

Bizonyitds. Ismételten a Klein-egyenlStlenséget kell alkalmaznunk, 4.2.2. tétel, a p és p’ stirtiségoperé-

torokra.
0 < S(pllp") = —=S(p) — tr(plog p').
Tehét elég azt megmutatni, hogy S(p’) = —tr(plogp’). Felhasznélva, hogy P? = P;, > P, = I és a
i
nyom ciklikus tulajdonsigat kapjuk, hogy:
—tr(plogp) = —tr( > _ Piplogp)

(2
= —tr( Z FPiplog p/Pi).
i

Vegyiik észre, hogy p' P; = PipP; = P;p/, ami azt mutatja, hogy P; felcserélhetd p/-vel és ezért log p'-vel
is, tehat:
—tr(plogp') = —tr(>_ PipPilogp)

= —tr(p'logp) = S(p),

amit bizonyitani akartunk. O
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4.6. Szubadditivitas és haromszog-egyenlStlenség

Mar emlitettiik, hogy a Shannon entrépidra ismert H(X,Y) > H(X) Osszefliggés kvantum megfe-

lelGje nem teljesiil. Ennek gyengitéseként foghato fel a "haromszog-egyenlGtlenség".

4.6.1. Tétel (Az entropia szubadditiv és teljesiti a haromszog-egyenlGtlenséget). Legyen A és B kvan-
tumrendszerek dsszetett kvantumdllapota pB. Ekkor:

(1) S(A, B) < S(A)+ S(B); és egyenldség akkor és csak akkor dll, ha A és B nem korreldltak, azaz
pAB — pA g B,

(2) S(A,B) > |5(A) = 5(B)|
Bizonyitds. (1) A Klein-egyenlttlenséget alkalmazzuk, 4.2.2. tétel, a p = pAB és 0 = p* @ pP kvan-
tumallapotokra: S(p) < —tr(plogo), ahol

—tr(plog o) = —tr(p"” (log p* +log p”))
= —tr(p* log p™) — tr(p” log p”)
— S(A) + S(B).

Vagyis azt kaptuk, hogy S(A, B) < S(A) + S(B), amit bizonyitani kellett. Lathato, hogy egyenléség
akkor és csak akkor all fenn, ha p = ¢ a Klein-egyenlétlenségben, vagyis pf = p4 @ pB.

(2) Az A és B kvantumrendszerekhez vélaszthaté olyan R segédrendszer, amely tiszta allapotba viszi
A-t és B-t. Ezt az eljarast purifikicionak (tisztitdsnak) nevezziik. Ennek jogossagat a 4.3. szakaszban

bizonyitottuk. A szubadditivitast alkalmazva adddik:
S(R)+ S(A) > S(A,R).

Mivel ABR tiszta allapotban van, ezért a Schmidt-tételt alkalmazva kapjuk, hogy margindlisainak
entropiaja egyenls, azaz: S(A, R) = S(B) és S(R) = S(A, B). Ezeket az el6z6 egyenl6tlenségbe behe-
lyettesitve kapjuk:

S(A,B) > S(B) — S(A).

Az A és B rendszerek szimmetriajabol adodik S(A, B) > S(A) — S(B). O

4.7. Konkavitas

4.7.1. Tétel (A Neumann entropia konkév). Legyenek p; nemnegativ valds szamok, hogy > p; = 1.
i

Tovdbbd p; jeloljon siriségoperdtorokat. Ekkor teljesiil a kévetkezd egyenldtlenség :

S(Zpipi) > Zpisw.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy p; egy A rendszer allapotait irja le. Vezessiink be egy B segédrendszert,
amelynek striiségoperatora gy néz ki, hogy a f64tl6 i-edik eleme p;, minden mashol pedig 0 all. Ekkor

AB egyiittes stirtiségoperatora legyen:
PP =" pipi ® i) il.
i

Ennek marginalisai nyilvan A és B, hiszen a diagonalis blokkok &sszege > p;p;, mig a blokkok nyomai

(2
valoban a B rendszert hatarozzak meg: > p;|i)(i|. Vagyis azt kaptuk, hogy:

2

S(A) = S(;Pz’m>,

5(8) = 5( S wlal) = .
i
Alkalmazva a pAP Gsszetett rendszerre a 4.4.1. tétel (5)-6s pontjat nyerjiik, hogy:
S(A,B) = H(p) + Y _ piS(ps)-
i

Felhasznélva a szubadditivitast S(A, B) < S(A) + S(B) kapjuk, hogy:

S(mei) > " piS(pi);
i i
ami éppen a konkavitéas. O

Erdemes itt megéllni egy pillanatra. A kvantum-informaciéelmeéletben nagyon fontos és gyakran
hasznalt az imént bemutatott triikk, vagyis egy segédrendszer készitésével torténd bizonyitas. Milyen
intuici6 van mogotte? Az A rendszer p; valdszintiséggel p; allapotban van. Az ¢ értékét természetesen
nem tudjuk. Célunk tehat egy olyan stirtiségoperatort csindlni, ami el tudja térolni ¢ értékét: ha az A
rendszer a p; allapotban lenne, akkor a B rendszer |i)(i| allapotban lenne és ha mérést végeznénk a B
rendszeren, akkor megtudnéank, hogy A melyik allapotban van. Tehat ezért jo vilasztés a B rendszer.

A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy "mennyire" konkav az entropia.

o

valds szamok, melyekre > p; = 1 és p; pedig sdriségoperdtorok. Ekkor
i

S(p) < ZPiS(Pi) + H(pi),

7

egyenldség akkor és csak akkor, ha mindegyik p; képe pdronként ortogondlis alterek.

Bizonyitds. ElGszor tiszta allapotokra bizonyitunk, vagyis minden p; = |¢;)(¢;| valamilyen [¢;) egy-
séghosszi vektorra a Hilbert-térbsl. Tegyiik fel, hogy a p; egy A rendszer allapotai. Legyen B egy

segédrendszer a |i) bazisban p; valoszintséggel. Az Gsszetett rendszert definidljuk az alabbi modon:

[AB) =3 Vpwali).
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Mivel |AB) tiszta allapotban van, ezért a Schmidt-tétel alapjan kapjuk, hogy
() = 5(4) = 5( vt ) = (o)
i
Tegyiik fel, hogy projektiv mérést végziink a B rendszeren az |i) bazisban. Legyen a mérés eredménye:
o7 =D pli)il.

Ekkor a 4.5.2. tétel alapjan S(p) = S(B) < S(B') = H(p;). Mivel mindegyik p; tiszta allapotban van,
ezért S(p;) = 0 minden i-re. Ebbdl kapjuk, hogy

S(p) < ZPiS(Pi) + H(pi),

(2

egyenl@ség akkor és csak akkor, ha B = B, vagyis ha |¢;) ortogonalis allapotok.

A kevert allapotok esetében mindegyik allapotot fel tudjuk bontani tiszta allapotok konvex kombi-
naciojara: p; = Zpé]ep(e;], ahol az |e§~> ortogonalis allapotvektorok. Ezek alapjan p = meé\eé)(eﬂ

J ]
Alkalmazva a tiszta allapotokra vonatkoz6 eredményt és, hogy > p§ = 1 minden i-re kapjuk, hogy
J
S(p) < = pipllog(pip})
]
== pilogpi — > pi > _pllogpl
i i j
= H(p:) + > piS(pi),
i

amit, bizonyitani kellett. Az egyenldség feltételei pedig ugyanazok, mint a tiszta allapotok eseténél. [

4.8. Erds szubadditivitas

Az er6s szubadditivitas kvantum megfelelGje igaz, &m ennek bizonyitdsa némi el6késziiletet igényel.

4.8.1. Definici6. Legyen f(A, B) valos értéki, matrixokon értelmezett fiiggvény. Ekkor azt mondjuk,
hogy f kolcsindsen konkdv A-ban és B-ben, ha minden 0 < A <1 esetén

SAAL + (1= AN A2, AB1 + (1 — A\)B2) > Af(A41, B1) + (1 — A) f(A2, Ba).

A definiciobol azonnal kovetkezik, hogy ha f(A, B) kolesonosen konkav fiiggvény, akkor konkav is
rogzitett A vagy B mellett. A megforditas viszont mar nem sziikségszeriien igaz.
A kolesonds konkavitas mintdjara értelemszerten definidlhatjuk a kdlesonds konvexitas fogalmat.

Bizonyitas nélkiil fel fogjuk hasznalni a koévetkezs eredményt.
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4.8.2. Tétel (Lieb-tétel). Legyen X egy mdtriz és 0 <t < 1. Ekkor az
f(A,B) = tr(X*A'X B
kélcséndsen konkdv az A, B pozitiv mdtrizokra.
4.8.3. Tétel (A relativ entropia konvex). A relativ entropia, S(p||o) kélcsondsen konver a vdltozdiban.

Bizonyitds. Tetsz6leges A és X ugyanazon véges dimenzids Hilbert-téren haté matrixokra legyen
L(AX) =tr(X*A' XA — tr(X* X A).

Ebben a kifejezésben az els§ tag Lieb tétele, 4.8.2. tétel, miatt konkév A-ban, mig a méasodik tag
linearis A-ban, igy I;(A, X) konkav A-ban. Legyen

I(A,X) = % t_OIt(A, X) = tr(X*(log A)X A) — tr(X*X (log A)A).

Vegyiik észre, hogy Io(A, X) = 0. Felhasznalva, hogy I;(A, X) konkav A-ban kapjuk,

IAOAL + (1= M) Ao, X
(AL + (1= N Ay, X) = lim Al 1+(A )Az, X)

. Ia(A1, X) . Ia(Ag9, X)
> = - 7 — = = 7
A hmO +(1-=2X) hmo

= A(A1, X) + (1 — N I(Ag, X).

Vagyis I(A, X) konkav fiiggvény A-ban. Legyenek az alabbi blokkmatrixok

p 0 00
, X =
0 o I 0

Egyszert szamolas mutatja, hogy I(A, X) = —S(p|lo). Az I(A, X) konkavitasabol kivetkezik, hogy

A=

S(pllo) kolcsondsen konvex. O
A relativ entrépia konvexitasdnak egyszeri kovetkezménye a kévetkezs:

4.8.4. Tétel (A feltételes entropia konkavitasa). AB legyen egy dsszetett kvantumrendszer, melynek
margindlisai A és B. Ekkor a S(A|B) feltételes entrépia konkdv pAP-ben.

Bizonyitds. Legyen d az A rendszer dimenzidja. Ekkor
1 1
S<pAB p ® pB> =—-S(A,B) —tr <pAB log <d ® pB>>

= —S(A, B) — tr(pBlog p®) + logd

= —S(A|B) + logd.

Mivel S(A|B) = logd — S(p*B||I1/d ® pP), ezért a feltételes entropia konkavitésa kovetkezik a relativ

entropia kolecsonos konvexitasabol. O
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4.8.5. Tétel (Erds szubadditivitas). Tetszdleges A, B,C kvantumrendszerekre teljesil az aldbbi két
egyenldtlenség :

S(A) + S(B) < S(A,C) + S(B,C)
S(A,B,C) + S(B) < S(A,B) + S(B,C).

Bizonyitds. Valojaban a két egyenlGtlenség ekvivalens egymassal. Elgszor a feltételes entrépia alkal-
mazdaséaval belatjuk az els6 egyenlétlenséget, majd utdna megmutatjuk, hogy az els§ egyenlétlenségbél

kovetkezik a méasodik. T'(pABC) legyen az a fiiggvény, amelyet igy értelmeziink :

T(pAPY) = S(A) + S(B) — S(A,C) — S(B,C) = —S(C|A) — S(C|B).

A feltételes entropia konkavitdsa miatt T'(pAB¢)

konvex fiiggvénye pAPC nek. Legyen pABC = 3" p;]i) (i
i
a diagonalis alakja pP%-nek. A T konvexitasa miatt T(pAP¢) < 3 p;T(|i)(i]). De T(]i)(i]) = 0, mivel

a Schmidt-tétel miatt S(A,C) = S(B) és S(B,C) = S(A). Tehat T(pABC) < 0 és ezért
S(A)+S(B)— S(A,C)—-S(B,C) <0,

ami pont az elsG egyenlétlenséggel ekvivalens.
A masodik egyenlGtlenség bizonyitasdhoz vezessiink be egy R segédrendszert, ami az ABC kvan-

tumrendszert tiszta allapotba viszi (purifikilja). Ekkor az els6 egyenl6tlenséget alkalmazva:
S(R)+ S(B) < S(R,C)+ S(B,C).

Mivel ABCR tiszta allapotban van, ezért a Schmidt-tétel szerint S(R) = S(A,B,C) és S(R,C) =
S(A, B), vagyis
S(A,B,C)+ S(B) < S(A,B) + S(B,C),

amit bizonyitani akartunk. O

4.9. Az erds szubadditivitas: néhany kovetkezmény

Ebben a pontban az erfs szubadditivitds néhany egyszertd, a&m annél fontosabb kovetkezményét
latjuk be, amik sziikségesek a szakdolgozat {6 tételének, a Holevo-korlatnak bizonyitdsdhoz.

Erdekes észrevétel, hogy az erds szubadditivitas mind a klasszikus, mind a kvantum esetben igaz,
habar teljesen mas okokbol. A klasszikus megfelelGje a S(A) + S(B) < S(A,C) + S(B,C) egyen-
16tlenségnek mar abbol a ténybdl is kovetkezik, hogy H(A) < H(A,C) és H(B) < H(B,C). A két
egyenlGtlenség Gsszege az erds szubadditivitast adja. Kvantum esetben, mint lattuk eléfordulhat, hogy
S(A) > S(A,C) vagy S(B) > S(B, (), de éppen az er6s szubadditivitds miatt egyszerre a ketté nem
teljesiilhet.

Az er6s szubadditivitas masik igen hasznos alakja:
0<S(C|A)+ S(C|B)
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vagy a vele ekvivalens

S(C': A)+ 5(C : B) < 25(C).

4.9.1. Tétel (Az erds szubadditivitas kovetkezményei). (1) Legyen ABC' egy dsszetett rendszer. Ekkor
S(A|B,C) < S(A|B).

(2) Legyen ABC' egy dsszetetl rendszer. Ekkor S(A: B) < S(A: B,C).

(8) Tegyiik fel, hogy ABC' egy dsszetett kvantumrendszer, tovibba I egy kvantumoperdcio’ amely
nak, mieldtt még -t alkalmaztuk volna ABC-re. Jeldlje S(A . B ) az A, B margindlisok kolcsinis
informdcidjdt, miutdn T-t alkalmaztuk ABC-re. Ekkor S(A': B') < S(A: B).

Bizonyitds. (1) A bizonyités teljesen hasonl6an megy, mint a klasszikus esetben: lasd 2.3.2. tétel (7)-es
pontjat. Kvantum esetben ez igy néz ki: S(A|B,C) < S(A|B) ekvivalens azzal, hogy S(A, B,C) —
S(B,C) < S(A, B) — S(B). Ezt atrendezve kapjuk a S(A, B,C) + S(B) < S(4, B) + S(B, C) egyen-
I6tlenséget, ami éppen az er6s szubadditivitas.

(2) S(A: B) < S(A: B,C) ekvivalens azzal, hogy S(A) + S(B) — S(A,B) <
S(A, B, C), ezt pedig atrendezve kapjuk az S(A, B,C)+ S(B) < S(A,B) + S(B,C

ami az erds szubadditivitas.

S(A) + S(B,C) —
)e

gyenlStlenséget,

(3) Ahogy azt korabban lattuk a 3.4. fejezetben a I' kvantumoperaci6é hatasa ABC-n leirhato egy
I®U transzforméacioval valo konjugaléassal, ahol I identikus az A allapotterén, U unitér transzformécio a
BC allapotterén. I hatasa ABC-re éppen olyan, mintha az BC allapottéren egy Upc unitér baziscsrét
végeztiink volna el. Ha a vessz6zott allapotok jelolik a I' utani allapotokat, akkor kezdetben S(A : B) =
S(A : B,C), mivel B és C korrelalatlanok. Mivel a BC' allapotterén egy unitér baziscserét végziink,
az A rendszer allapotterét helyben hagyjuk, igy a sajatértékek nem valtoznak, tehat I' hatdsa utan
S(A:B,C)=S8(A : B',C"). Felhasznalva az el6z6 pontot: S(A" : B') < S(A" : B',C"). Mindezeket
Bsszetéve kapjuk, hogy S(A : B') < S(A: B). O

A 2.3.2. tétel utan lattuk, hogy a Shannon-féle kélesénds informacié nem mindig szubadditiv, igy
a Neumann-féle kolcsonos informécié sem az. Viszont a feltételes entropia mar szubadditiv, s6t ennél

tobb is igaz:

4.9.2. Tétel (A feltételes entropia szubadditivitasa). Legyen ABCD egy osszetett kvantumrendszer.

Ekkor a feltételes entropia egyiittesen szubadditiv mindkét vdltozéban :
S(A,B|C, D) < S(A|C) + S(B|D).

Ha ABC eqy dOsszetett kvantumrendszer, akkor a feltételes entrépia mind az elsé, mint a mdsodik

vdltozéban szubadditiv:

S(A, B|C) < S(A|C) + 8(B|C)

S(A|B,C) < S(A|B) + S(A|C).
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Bizonyitds. Alkalmazzuk az erds szubadditivitast az ABCD osszetett rendszerre; kapjuk, hogy
S(A,B,C,D)+ S(C) < S(A,C) + S(B,C, D).

Mindkét oldalhoz S(D)-t hozzaadva:

S(A,B,C,D)+ S(C)+ S(D) <S(A,C)+ S(B,C,D)+ S(D).
A jobb oldal utolso két tagjat becsiiljiik feliil az ers szubadditivitéassal:

S(A,B,C,D)+ S(C)+ S(D) <S(A,C)+ S(B,D)+ S(C,D).
Ezt az egyenl6tlenséget atrendezve kapjuk

S(A,B|C,D) < S(A|C)+ S(B|D),

ami éppen az egyiittes szubadditivitas.

A feltételes entropia szubadditivitasa az els6 valtozo szerint, S(A, B|C) < S(A|C) + S(B|C), trivi-
alisan ekvivalens az erds szubadditivitdssal. A méasodik valtozo szerinti szubadditivitas mar nem ilyen
egyszerd. Azt szeretnénk megmutatni, hogy S(A|B,C) < S(A|B)+ S(A|C). Ez ekvivalens a kiovetkezd
egyenlGtlenséggel :

S(A,B,C) + 8(B) + S(C) < S(A, B) + S(B,C) + S(4, ).

Legalabb az egyike az alabbi egyenl6tlenségeknek teljesiil a 4.9.1. tétel el6tti megjegyzés szerint:
S(C) < S(A,C) vagy S(B) < S(A, B). Tegyiik fel, hogy S(C) < S(A,C). Ehhez hozzaadva az erés
szubadditivitast: S(A, B,C) + S(B) < S(A, B) + S(B,C), éppen a bizonyitandé allitast nyerjiik. [
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5. fejezet

A Holevo-korlat és kovetkezményei

A klasszikus informéaciéelmélet kdzponti problémaja, hogy hogyan lehet klasszikus informéciét
(biteket) atkiildeni egy csatornan, ami a klasszikus fizika torvényei szerint mikodik. A kvantum-
informacidelmélet ugyanezt a kérdést a kvantummechanika feldl kozeliti meg: hatékonyabban lehet-e
informéciét kiilldeni kvantumrendszerekkel kvantummechanikai csatorndn? Lehet-e kvantumrendsze-
rekkel Ggy tizeneteket kiildeni, hogy ne tudjak azt lehallgatni? Szamos ilyen és ehhez hasonl6 kérdést
lehetne foltenni, de ebben a fejezetben csak azzal foglalkozunk, hogy mennyi informaciot lehet egy
kvantumrendszerbél "kinyerni". A Holevo-korlat erre a "kinyerhetd" informéciomennyiségre ad egy

fels becslést.

5.1. Kvantumallapotok megkiilonboztetése és az elérhets informacio

Az alabbi példaval érzékeltetjiik a klasszikus és kvantum informécié kozotti kiilonbséget. Legyen
Aladar és Béla két olyan személy, akik az alabbi médon kommunikalnak. Aladarnak rendelkezésé-
re all egy klasszikus {lizenetek kibocsatasara alkalmas gép, mely az X = 0,1,...,n jeleket tovabbitja
D0, P1, ---, Pn, valoszintséggel. Béla célja, hogy minél jobb valdszintséggel ki tudja taldlni az Aladar al-
tal kiilldott X értékét. Ennek érdekében Aladar készit egy px kvantumallapotot, melyet egy rogzitett
00, P1, -+, Pn._halmazbol vilaszt. Ezt a kivalasztott px allapotot elkiildi Béldnak, aki kvantummérést
végez a kapott allapoton és megteszi a tippjét X értékérdl az Y mérési eredmény fliggvényében.

Béla informaciomennyiségét X-rol jol kifejezi a kélesonos informacio, azaz H(X :Y'). Nyilvan Béla
csak akkor tud teljes biztonsaggal kovetkeztetni X-re, ha H(X :Y) = H(X). Mivel mindig igaz, hogy
H(X :Y) < H(X), ezért valoban jo mértéke a "kinyerhets" informécionak H(X :Y)-nak H(X)-hez
valo kozelsége. Tehat Béla olyan meérést igyekszik majd valasztani, hogy H(X)-hez mineél kozelebb
"vigye" H(X : Y)-t.

5.1.1. Definicié. Béla azon informéciémennyisége, amelyet X-r6l szerezhet az Y mérési eredmény
hatasara: H(X : Y). Ezen H(X : Y)-k maximumét véve az Osszes lehetséges mérésen kapjuk az

elérhetd informdcid fogalmat.
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Az elérhetd informacio tehét egy olyan mérdszam, amely azt fejezi ki, hogy Béla milyen biztonsaggal
tud X értékére kovetkeztetni.

A klasszikus informécidelméletben nem véletleniil nem keriilt el§ az elérhetd informéacié fogalma.
Klasszikus esetben két dllapot megkiilonboztetése lehet, hogy nehéz (gondoljunk egy zavaros kéziras-
ra), de ezt semmilyen elv nem zérja ki. Nem ugy, mint a kvantum esetben: ortogonélis allapotoktol
eltekintve nem lehet kvantum &allapotokat teljes biztonsdggal megkiilonbéztetni. Ennek bizonyitasat
korabban, a 3.3. szakaszban mar elvégeztiik.

Ezt a jelenséget fogalmazzuk Gjra mostani tudasunk szerint. Ha Aladar p valoszintiséggel egy |p)
allapotot, (1 — p) valoszindséggel egy |¢)-re nem mer6leges |1) allapotot készit, akkor Béla elérhetd
informécidja biztosan kisebb lesz, mint H (p). Klasszikus esetben, ha Aladéar a 0 bitet p valdszintiséggel
kiildi, mig az 1 bitet 1—p valészintiséggel, akkor nincsen semmilyen elvi akaddlya, hogy Béla meg tudja
kiilonboztetni a két allapotot, igy Béla elérhetd informécioja megegyezik a H(p) entropiaval.

Még érzékletesebbé tehetjiik a kvantum esetet az alabbi példaval. Képzeljiik el, hogy Aladar a 0 és 1
allapotokat két kiilonbo6z6 diszkrét valoszintségi valtozo szerint késziti el. Legyenek ezek a (p,1—p) és a
(gq,1—q) eloszlasok. Ekkor Béla feladata az volna, hogy a kapott 0 vagy 1 allapot alapjan kovetkeztessen,
hogy Aladar azt melyik valészintiségi valtozé szerint készitette el. Nyilvan ezt nem tudja megtenni teljes

biztonsaggal.

5.2. A Holevo-korlat

A kvantum-informacioelmélet egyik legalapvetébb tétele a Holevo-korlat, mely felsé korlatot ad az

elérhetd informaciora. A tételt 1973-ban publikilta Alexander Holevo orosz matematikus.

5.2.1. Tétel (A Holevo-korlat). Tegyiik fel, hogy Aladdr elkésziti a px kvantumdllapotot, ahol X =
0,1,...,n po,p1,--., Pn valdsziniségekkel. Ekkor Béla a px dllapoton kvantummérést végez el az F, =
Ey, ..., B, halmazbeli POVM elemekkel, melynek eredménye Y. Ekkor bdrmilyen mérést is végez Béla

az elérhetd informdcidra ez a felsd becslés adhato:
H(X:Y) < S(p) =Y paS(pa)s

ahol p = pupa.

A Holevo-tétel jobb oldalan szereplé mennyiség olyan fontos, hogy kiilén neve is van: a Holevo-féle

X mennyiség, amit gyakran csak y-vel jeldlnek.

Bizonyitds. A bizonyitas alapja egy konstrukecié, amely harom kvantum rendszert hasznél: P,Q és M
rendszereket. Aladér a @ rendszert adja Bélanak amelyen Béla mérést végez, ezt az M segédrendszerrel
irjuk le. P-re ugy gondolhatunk, mint egy el6késziileti rendszerre. Definici6 szerint P-nek legyen |z)

ortonormalt bazisa, melyek az X = 0,1, ...,n értékeknek felelnek meg. M-re gondolhatunk gy, mint
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Béla mérémiiszerére, amely az |y) bazisban van, amelyek az 1,...,n lehetséges mérési eredményeknek

felelnek meg. Az egész rendszer a kezdeti allapotban definicié szerint legyen a kovetkezs:
pPOM =" pula) (x| @ po @ 0)(0],

ahol a tenzor folbontast PQM sorrendjében végezziik el. Intuitivan a PQM rendszer ezen allapota azt
jelenti, hogy Aladar az x értéket valasztotta p, valdszintiséggel, majd elkészitette az ennek megfeleld
pz kvantum allapotot, amit odaadott Béldnak, akinek a mérémiiszere a |0) kezdeti allapotban van.
Hogyan tudjuk leirni Béla egy mérését ? Erre kivaldéan alkalmas a mar jol ismert kvantum operaciok
nyelve. Legyen tehat I kvantum operaci6, amely a ) és M rendszereken hat. A I' hatdsa az, hogy az

E, halmazbol mérést végez (Q-n, aminek eredményét eltarolja az M rendszerben:
T(o @ 10){0]) Z\/ vV Ey @ y)ly

ahol o @Q-nak tetsz6leges allapota és |0) a mérémiszer kezdgallapota. Konnyt ellendrizni, hogy az

igy definialt I' kvantum operacié. Ez azon mulik,hogy a v ® [0) — >~ \/E,v ® |y) lineéris izometri-
y
kus beagyazéasa-e a Q ® C|0) térnek a Q ® M térbe. Ezt pedig az alabbi egyenlgség-lanc mutatja:

Z |\/>v|2 = \/>v \/711 = Eyv,v) = <Z Eyv,v) = (v,v) = |v|2. Mivel minden izometria
klterjesztheto umteren ezért I’ valoban kvantum operamo

A T alkalmazasa utdn a PQM rendszer marginalisait a P'.Q" és R harmas jelolje. Ekkor S(P
Q) = S(P : Q,M), mivel M kezdetben korrelalatlan Q-val és P-vel. A 4.9.1. tétel szerint I' nem
noveli a kolesonds informaciot: S(P: Q, M) > S(P': Q',M'). Ugyancsak a 4.9.1. tétel szerint S(P
Q' M') > S(P/ : M/). Vagyis Osszességében azt kaptuk, hogy

S(P:Q)>S(P :M).

Ez pedig lényegében a Holevo-korlat! Kis algebrai atalakitds utan mindjart nyilvanvalova valik! Elgszor

tekintsiik az egyenlGtlenség bal oldalat. Vegyiik észre, hogy

PO = pula)(z| © pa,

amibél kovetkezik, hogy S(P) = H(p.), és S(Q) = S(p). Tovabba S(P,Q) = H(pz) + > pS(ps) a
4.4.1. tétel (5)-6s pontja szerint. Mindezeket egybevetve adodik,

S(P+ Q) = 5(P) +5(Q) = S(P.Q) = 5() = L paS(p.).

ami éppen a Holevo-féle y mennyiség! Most szamoljuk ki S(P' : M')-t. Vegyiik észre, hogy

PQM prpc (2| @ /Eypzr/Ey @ ly){y
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P/Q/M/ rendszer P’ M’ marginalisat szeretnénk kiszamolni. Ehhez vegyiik észre, hogy az (X,Y) par
egylittes eloszlasara teljesiil: p(x,y) = pzp(y|x) = potr(pEy) = pxtr(mpx JEj,) Ebbél kovetkezik,
hogy

PN =3 bl )] @ )yl

zy
Tehat S(P' : M') = H(X :Y). Es éppen ezt akartuk bizonyitani. Ezzel befejeztiik a Holevo-korlat
bizonyitésat.
0

5.3. A Holevo-korlat néhany kovetkezménye és egy példa

A Holevo-korlat sarokkdve a kvantum-informécioelméletnek. Ebben a pontban néhany egyszeriibb
tételt, allitast fogunk megmutatni ennek illusztralasara. A Holevo-féle x mennyiségre konnyen adhatunk

fels6 becslést, ami a Neumann-entropia konkavitasara adott fels§ becsléssel ekvivalens; 4.7.2. tétel:
S(p) = > paS(ps) < H(X). (5.3.1)
x

EgyenlGség 5.3.1-ben akkor és csak akkor all, ha p, képei ortogonalis alterek a 4.4.1. tétel (4)-es és (5)-
6s pontja szerint. Vagyis ha p, képei nem ortogondlis alterek, akkor az egyenlétlenség éles, tehat ebben
az esetben Béla nem tudja teljes biztonsaggal megmondani Y mérési eredménye alapjan X értékét. Ez
a megallapitas van 6sszhangban van a korabbi tétellel, mely szerint nem ortogondlis allapotokat nem
lehet teljes biztonsaggal megkiilénboztetni.

Most nézziik meg egy konkrét példan, hogy miikédik a tétel! Tegyiik fel, hogy az alabbi két kvantum
allapot valamelyikét kiildi Aladar azonos, 1/2-1/2 valészintséggel Bélanak: |0) allapotot vagy cos 6|0)+
sin |1) qubitot kiildi, ahol 8 val6s paraméter. Ekkor a |0),|1) bazisban igy irhatjuk fel p-t:

1110 1 cos? 6 cosfsind
pP=3 + 3 .
2100 2 | cos@sinf sin? 6

Egyszert szamolas utan kapjuk, hogy p sajatértékei: (1 4 cos)/2). Mivel a qubitok tiszta allapotban
vannak, ezért H(X : Y) < S(p), azaz

HX:Y)< —<((1 + cos0)/2)log((1 4 cos8)/2) + ((1 — cosh)/2) log ((1 — cos@)/2)>.
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5.1. abra. A Holevo-féle x mennyiség 0/m fiiggvényében

0.8 ¢ M

Ez azt jelenti, hogy H(X :Y') akkor maximalis, ha 6 = 7 /2 és ekkor az értéke 1 bit. A maximumot
tehat akkor éri el az elérhetd informécio, ha Aladar ortogonalis allapotokat kiild Bélanak. #-nak minden
mas értékére az elérhetd informacioé szigortian kisebb, mint 1 bit, ahogy az dbra is mutatja. Ekkor Béla
nem tudja teljes biztonsiggal eldénteni, hogy Aladar melyik dllapotot kiildte neki.

Igencsak meglep§ a kovetkezd egyszerd allités:

5.3.1. Tétel (n-szintd kvantum rendszer elérhet§ informécioja). n qubittal nem lehet t6bb informdcidt

kézolni, mint n klasszikus bit.

Bizonyitds. Hasznaljuk a Holevo-korlatot és becsiiljik feliilrél az elérhet6 informéciot:
H(X :Y) < S(p) =Y paS(pa) < S(p),

mivel az entropia nemnegativ a 4.4.1. tétel (1) pontja szerint. Mivel egy n qubit egy 2" dimenzios
komplex Hilbert-térben van, ezért a 4.4.1. tétel (2) pontja szerint S(p) < log(2") < n, amit bizonyitani
akartunk. O
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