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Bevezetés

Egy graf parositasi polinomjat tgy kapjuk, hogy minden k-ra megszamoljuk, hogy hany k-
elem( parositas van a grafban, majd ezekbdl a szamokbol (a megfelels modon) képezziik a
polinom egyiitthatoit. Ennek a polinomnak az egyik 6 érdekessége az, hogy (szemben pl. a
kromatikus polinommal) minden gydke valos, s6t a grafban eléfordulé legnagyobb fokszam
ismeretében tudunk mondani egy korlatos intervallumot, amin kiviil nem lehet a parositasi
polinomnak gyoke. A legfontosabb tétel ebben a dolgozatban az, hogy ha egy grathalmaz
elemei bizonyos értelemben "hasonloak" (azaz egy Benjamini-Schramm konvergens grafso-
rozatot alkotnak), akkor a parositasi polinomjaik gyokeinek eloszlasa is "hasonlo". A grafok
"hasonlésagat" lokalis tulajdonsagaik alapjan fogalmazzuk meg, mégis az el6bb emlitett
eloszlas ismeretében becslést tudunk adni a graf olyan "globélis" tulajdonsagaira, mint a
parositasok szama, vagy akar (paros graf esetén) a teljes parositasok széama.



Attekintés

A dolgozatom szerkezete a kovetkezs:

1. fejezet:

2. fejezet:

3. fejezet:

4. fejezet:

5. fejezet:

6. fejezet:

7. fejezet:

8. fejezet:

9. fejezet:

10. fejezet:

Bevezetem a pérositasi polinom fogalméat és bebizonyitom, hogy a gyotkei mind
valésak és van rajuk olyan korldt, ami csak a legnagyobb el6fordulé fokszamtol
fiige. [1], |2] alapjan.

Itt definidlom egy graf atfajat és belatok egy Osszefiiggést a graf és az utfaja
pérositéasi polinomjai kozott. [3] alapjan.

A séték faszertiségét egy redukcids eljarassal definidlom, és belatom, hogy egy
séta pontosan akkor faszer(, ha egy utfabeli séta képe. [3]| alapjan.

Ebben a fejezetben az el6z6 két fejezet eredményeit Gsszegezve beldtom, hogy a
parositasi polinom gyokmomentumai a grafbeli faszeri sétédkat szamoljak meg.
|4] alapjan.

Megmondom, hogy egy gréafsorozat mikor Benjamini-Schramm konvergens. Ez
(ugyaniigy mint a szokasosabb konvergencidk) azért jo, mert a segitségével meg
tudjuk fogalmazni azt, hogy egy graf "nagyjabol" rendelkezik valamilyen tu-
lajdonsaggal. Példaul, hogy "nagyjabol" fa. A "majdnem-fara" tobb lehetséges
definiciot vazolok és megmutatom, hogy miért célszerii azt valasztani, amit va-
lasztottunk.

Osszekotom az el6z6 fejezetben vazolt konvergencia-fogalmat a 4. fejezetben bi-
zonyitott tétellel. Ennek segitségével beldtom, hogy Benjamini-Schramm kon-
vergens grafsorozatokban a parositasi polinom gyckeinek eloszlasa is konver-
gens. [6], [5] alapjan.

Az utak parositasi polinomjai (majdnem) a Csebisev-polinomok. A kovetkezo
fejezetben sziikség lesz a Csebisev-polinomok bizonyos tulajdonsagaira, ezeket
itt elmondom.

d-reguléaris majdnemfa-sorozatok parositasi polinomjainak gyokeinek eloszlasa-
ra van explicit formula. Ezt (jo hosszan) kiszamolom. [7] alapjan.

Mutatok két példat olyan tulajdonsagokra, amelyek kiszamolhatok a parosita-
si polinombol (és ezért konvergens grafsorozatoknal becsiilhetdk, ha ismert a
gyokok eloszlasa). [6] alapjan.

Végiil megmutatom, hogy a regularis paros grafok koziil a majdnem-fakban van
a (cstcsszamaranyosan) legkevesebb teljes parositas. Itt és az el6z6 fejezetben
hasznalok olyan tételeket, amelyeket nem bizonyitok. [6], [8] alapjan.

Ezaton szeretném megkoszonni témavezetdmnek, Frenkel Péternek a rengeteg segitséget,
amit ennek a dolgozatnak az elkészitéséhez adott.



1. A gyokok elhelyezkedése

[1] alapjan

1.1. Definicid. Pdrositasi polinom: Legyen py(G) a G egyszerti graf k elemt parositasainak
szama. Ekkor G parositasi polinomja:

161/2)
p(Gx) = Y 29 (1)kp(@),
k=0

ahol most |G| = |[V(G)|. Minden G grafra po(G) = 1, tehat a parositasi polinom fGegyiitt-
hatoja mindig 1. Tekinthetjiik iigy, hogy minden parositas egy x¢(—1)° alaki tagot ad hozza
a parositasi polinomhoz, ahol a az olyan csicsok szama, amiket nem hasznal a parositéas,
b pedig a péarositas élszdma.

1.1. Lemma. A parositasi polinomra mindig teljesiil a kovetkezd rekurzio:

M(G,ZE) = ZL’M(G \ u,x) - Z M(G \ {u,v},a:), (1)

vel'(u)

ahol u € V(G) és I'(u) az u szomszédainak halmaza.

Bizonyitas: A jobb oldalon az els6 tag az azokbol a parositasokbodl szarmazik, ame-
lyekben u nem szerepel. Azért van sziikség az z-re, mert G \ u-beli parositasként eggyel
kevesebb csiicsot "nem hasznalnak", mint G-beliként. A jobb oldali tagot azon parositasok-
bol kapjuk, amelyekben szerepel u. Ezek a parositasok ugyanannyi csicsot nem hasznalnak
G \ {u,v}-ben, mint G-ben, tehat x ugyanolyan kitevével szerepel. Viszont G-beli parosi-
tasként eggyel tobb élbdl dllnak mint G'\ {u, v}-beliként, ezért kapnak egy (—1)-es szorzot.

1.2. Tétel. (Heilmann-Lieb) [2] A parositasi polinom gyokei valosak.
A bizonyitashoz sziikségiink lesz egy definiciéra:

1.2. Definicié. Osszefizittség: Az f,g pozitiv fegyiitthatos polinomok "Gssze vannak
ftizve", ha minden gyokiik valos és a gyokeik "felvaltva jonnek" a szdmegyenesen. Azaz

a1 <1 <ay <P < < ap(< Butr)s (2)

ahol {o;} az egyik, {3;} a masik polinom gyokeinek multihalmaza. A két polinom fokszama
nem feltétleniil egyenld, de legfeljebb eggyel térhetnek el egymastol.

Jelolés: f < g ha f és g Ossze van flizve, tovabba f = cg,c € RT vagy g legnagyobb
olyan gyoke, ami nem gyoke f-nek nagyobb f Osszes olyan gyckénél, ami nem gyoke g-nek.
Ennek a relacionak néhany tulajdonsaga:

Tulajdonsag 0: Minden f, g,r csak valos gyoki, pozitiv fGegyiitthatos polinomra:

fRgef-r2g-r



Bizonyitas: Ha f-et és g-t megszorozzuk ugyanazzal az r polinommal, akkor (2) annyi-
ban modosul, hogy az egyenlGtlenséglancba besztirunk néhany «; = §;-t. Ugyanigy r-rel
leosztva csak ilyeneket hagyunk el. ]

Tulajdonsag 0,5: Ha (p,q) = 1 és f < g, akkor se f-nek, se g-nek nincs t6bbszords gyoke.
Bizonyitas: Ha a; = «;,1 lenne, akkor (2) miatt o; = 3; = ;41 lenne, de (p,q) = 1. O
Ezek a lemmék azért kellettek, hogy ne okozzanak gondot a tobbszoros gyokok.

Tulajdonsag 1: Ha f, g pozitiv fGegyiitthatos polinomok, akkor

fRg=f=2[f+g

Bizonyitas: Ha f-nek és g-nek van kozds gyoke, akkor az f + g-nek is gyoke. A 0. tu-
lajdonsag miatt Inko(f, g)-vel leoszthatunk anélkiil, hogy az "egyenltlenségek" igazsaga
megvaltozna (azaz f <X f+g < f 2 f'+ ¢, ha f = m és g = m ). Ekkor
a 0,5. tulajdonsag miatt se f’-nek, se ¢’-nek nincs kettGs gyoke. Nevezziik mostantdl a
leegyszertsitett polinomokat f-nek és g-nek:

ha a gyoke f-nek, akkor (f + g)(a) = g(«). Mivel f =< g, ezért f barmely két szomszédos
gyoke kozott g-nek pontosan egy gyoke van. Tehat ha aq és ay f-nek két szomszédos gyoke,
akkor sgn(g(ay)) = —sgn(g(as)), azaz ay-ben g ellentétes elGjelt, mint as-ben. Tehat akkor
f + g is elgjelet valt (aq, ag)-ben. Tehat f + g-nek is van gyoke (aq, ag)-ben. Megtalaltuk
f + g-nek deg(f) — 1 db gyokét. Legyen f legnagyobb gydke «,. Ekkor g(a,) < 0, mert
f = g miatt g-nek pontosan egy gyoke nagyobb mint «,, és mivel lim, ,,g(z) = co > 0,
ezért g-nek «, utin még egyszer kell elGjelet valtania. Mivel (f + g)(a,) = g(a,) < 0 és
lim, oo (f + g)(z) = 00 > 0, f + g-nek is még egyszer eljelet kell valtania «,, utén, tehat
f + g-nek is pontosan egy gyotke van «,, utan.

Ha deg(f) = deg(g), akkor készen vagyunk, ugyanis megtalaltuk f + g Gsszes gyokét és
ezek ott vannak, ahol lenniiik kell. Ha deg(f) = deg(g) — 1 akkor még egy gydkot meg kell
keresniink. Ebben az esetben f és g —oo-ben ellentétes végtelenekhez tartanak és f + g
ahhoz a végtelenhez tart, amelyhez g, mert g-nek nagyobb a foka. Az elGjele g-nek f els6
gyokében még ellentétes azzal, ami —oo-ben lesz, tehat f + g-é is. Tehat f + g még f els6
gyoke el6tt eljelet valt egyszer. Igy hat megtalaltuk az osszes gyokét f + g-nek. ]

Tulajdonsag 2: Ha f, f5, g pozitiv fGegyiitthatos polinomok és f; < ¢, fi = g, akkor
fi+/h=2g

Bizonyitas: Ugyantgy mint az el6z6 tulajdonsidgnal, most is leegyszertisithetiink
Inko( f1, fa2, g)-vel. Ezzel csak azt érjiik el, hogy sehol se legyen mindharom polinomnak
egyszerre gyoke. Legyenek g gyokei fy,---, (.. Ekkor f;(8,) > 0 és fi(8,) > 0 vagy
f2(Bn) > 0, tehdt (f1 + fo)(Bn) > 0. Hasonléan 1 < k < n-re sgn((f1 + f2)(B)) =
—sgn((fi1+ f2)(Br—1), azaz —oo felé haladva f;+ fo g minden gyokében az elGzével ellentétes
elGjeli értéket vesz fel. Emiatt g barmely két gyoke kozott van f; + fo-nek gydke. Ha
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max(degfi,degfs) < deg(g), akkor készen vagyunk. Ha max(degfi, degfs) = deg(g) akkor
fi + fo oda —oco-ben ahhoz a végtelenhez tart, amihez fi, fo koziil a nagyobb foku (ha
deg(f1) = deg(f2) akkor ugyanahhoz a végtelenhez tartanak). Ez (ugyanigy mint az el6z6
bizonyitasban) ellentétes lesz azzal a végtelennel, amihez g tart, tehat még lesz egy gyoke
f1 + fo-nek ami kisebb g minden gyokénél. ]

Bizonyitas: (Tétel 1.2) A péarositasi polinom helyett elGszor a kovetkezs polinomrol
bizonyitjuk be, hogy minden gytke valos:

2]
(G x) = (@),
k=0

ahol pi(G) tovabbra is G k elemii parositasainak szama. Azért van sziikség erre a polinom-
ra, mert ennek minden gyoke nempozitiv, és ezt fel fogjuk hasznalni a bizonyitasban. A
kovetkezd lemma miatt elég erre a modositott polinomra belatni az allitast:

1.3. Lemma. ®(G,z) gyokei valosak=p(G, x) gyokei valosak.
Bizonyitas: A kdvetkezG Osszefiiggés egyszert behelyettesitéssel igazolhato:

w(G,x) =29 d(a, —272).

Vegyiik u egyik (nem-nulla) gyokeét: &-t. Ekkor 0 = u(G, &) = €161 ®(G, —£72), tehat —&2
gyoke ®-nek (és nem nulla), tehat negativ valos szam. Tehat €2 € RT = £ € R. O

1.4. Allitas. A modositott polinomra a kovetkez6képp néz ki a rekurzio:
O(G, ) =®(G\u,z)+a Y G\ {uv} )
vel'(Q)
Bizonyitas:
- ®(G \ u, z) azokat a parositasokat szamolja meg, amik nem tartalmazzak u-t.

- Minden v-re z®(G \ {u,v},z) pedig azokat a parositasokat szamolja meg, amik tartal-
mazzak az uv élt.

Minden péarosités a fenti két (vagy inkabb |['(G) + 1|) kategoria egyikébe esik. O

Az 1.2 tételt tgy bizonyitjuk, hogy egy néala erGsebb allitast latunk be indukcioval:
Indukciés allitas: Minden G grafra ha |G| < n akkor Yu € V(G) : ®(G\u,x) = ®(G, z)
Bizonyitas: Legyen |G| = n + 1, és tegyiik fel, hogy n-ig az indukcié szerint igaz az
allitas.

1.5. Allitas.

(G \u,z) 2w Y BG\{u,v} )

vel(G)



Bizonyitas: Az indukci6 szerint
Yo e V(G) : (G \ {u,v},z) X (G \ u,x),

és a jobb oldal minden gyoke negativ. (Az nyilvanvald, hogy minden valos gyoke negativ,
az indukcios éllitds pedig magéban foglalja azt, hogy minden gyoke valos.) Ha tehat a
bal oldalhoz hozzavesziink egy gyokot nullaban (az x-el szorzéas pont ezt teszi), akkor az
nagyobb gyok lesz a jobb oldal minden gytkénél. Ekkor az 6sszeftizottség megmarad, csak
az "egyenlGtlenség" iranya fordul meg. Tehat:

O(G\u,x) 2x-P(G\ {u,v},2)

Ebbdl az 6sszefiizottség 2. tulajdonsig felhasznalasaval megkapjuk a bizonyitandé allitast.

]
Az el6bb bizonyitott allitasbol az 1. tulajdonsaggal kapjuk, hogy:
O(G\u,x) PG\ u,z) +z- PG\ {u,v},z) = (G, x).
Ezzel belattuk az indukcios allitast, amibdl pedig mar kovetkezik az 1.2 tétel. O

1.6. Tétel. Ha G-ben a legmagasabb foku cstcs foka d (d > 1), akkor u(G,z) gyokei a
[—2v/d — 1,+2+/d — 1] intervallumba esnek.
A bizonyitashoz sziikség van egy lemmara:

1.7. Lemma. Legyen G graf, amelyben minden csics foka legfeljebb d és nincsen d-
regularis komponens. Ha |I'(u)| < d — 1, akkor

(G, x0) > Vd—1 haz >2Vd— 1.
u(G\ u, o)

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy minden |G|-nél kisebb elemszamu grafra teljesiil az allitas.
Az allitas feltétele teljesiil G\ w-ra, mert (tovabbra sincs d-nél nagyobb foka csics és)
ha G-ben nem volt d-regularis komponens, akkor u elhagyasa ezen nem véaltoztat, mert
deg(u) # d. Feltettiik, hogy kisebb elemszamu grafokra teljesiil az allitas, és |G\ u| < |G|,
tehat az allitas szerint minden v € I'g(u)-ra:

(G \ u, xq) —
(G u, o))~ V4T

_M(G\{U,’U},l’o) > 1
w(G\u,xg) ~— Vd—1
Az (1) rekurzios egyenletet u(G \ u, xg)-lal leosztva kapjuk, hogy

azaz

w(Gixo) w(G N\ {u, v}, xo)
w(G\ u,zo) Z G\ u, o)

'UGFG )
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behelyettesitve:

w(Gixzo) w(G\ {u,v}, xp) —  d—1 —
w(G\ u,zo) Z (G \ u, xq) 2 2vd Vd—1 d=1

Kihasznaltuk, hogy |I'(uw)| < d — 1 és hogy zo > 2v/d — 1. Kijott, hogy % >Vd—1

és pont ezt akartuk bizonyitani. O

vel'g(u)

Bizonyitas: (Tétel 1.6) A parositasi polinom gyokei szimmetrikusak az origora, tehat
elég belatni, hogy ha z¢ > 2v/d — 1, akkor xg nem gyoke pu(G, x)-nek. Tehat:

feltehetjiik, hogy G Gsszefiiggd, ugyanis egy graf parositasi polinomja mindig a komponensei
parositasi polinomjainak szorzata.

(G o) (G \ {u, v}, xo) T d—2
w(G\ u,zo) UEFZ(u) w(G\ u, o) > 2 d\/d 1 d—lzo

Az 1.7 lemmét magara G-re még nem alkalmazhatjuk, mert G lehet d-regularis, viszont
G \ u-ban minden v € T'¢(u) legfeljebb d — 1-fok1, tehat ott mér alkalmazhato. Az els6
egyenlGtlenség masodik felében tehat kihasznaltuk, hogy

p(G A\ {u, v}, 0)
G\ o) >Vd—1, haveT(u)

valamint azt, hogy u-nak legfeljebb d csucsa van. Kijott, hogy ha |zg| > 2v/d — 1, akkor

M’;éff;g)) > 0, tehat u(G, zg) > 0, tehat zo nem gyoke u(G, x)-nek. O

Megjegyzés: Ha d > 2, akkor xg = 2v/d — 1-re is (éc\"—f?c > 0, tehat ekkor u(G, z) gyokei

a (—2v/d —1,42v/d — 1) nyilt intervallumba esnek.

2. Az atfa

[3] pp. 93-97 alapjan

2.1. Definicié. Utfa: Adott egy G gyokeres graf u gydkérrel. Ehhez a T(G,u) utfat a
kovetkez6 modon rendeljiik: legyenek T' csticsai a G-beli, u-bél indulé utak. A 0 hosszi
utnak megfelel6 csicsot nevezziik u'-nek. Két T-beli cstics akkor van Osszekotve, ha a
nekik megfelel utak koziil az egyik tartalmazza a mésikat és pontosan eggyel hosszabb
néala.

Megjegyzés: T(G,u) tényleg mindig fa lesz.

Jelolés: Az utfabeli csticsokat, utakat és sétakat '-kel jelolom.

2.1. Tétel. Minden (G, u) gyokeres grafra teljesiil a kovetkezs egyenlGség:

p(G\ux)  u(T(Gw)\ ) (3)
w(G,x) w(T(G,u), )

A bizonyitashoz kell egy lemma;:




2.2. Lemma. Nevezziik v'-nek a csak u-t és v € I'(u)-t tartalmazo ttnak az tutfabeli
megfelelgjét (ez itt egy u'-vel szomszédos csics). Ekkor:

TG\ )\ o2) _ p(T(Gu) \ {0}, )
W(T(G u,v),2) W(T(Gu) \ o, )

Megjegyzés: Ezt a lemmat szemléletesen gy lehet elmondani, hogy a bal oldalon elgszor
elhagyjuk u-t, v-b6l utgrafositunk, aztan figyeljiik a parositasi polinom valtozasat, amig
elhagyjuk v’-t. A jobb oldalon csak az u-boél valo utgrafositas utan hagyjuk el v/-t, és utana
figyeljiik meg v’ elhagyasat.

Bizonyitas: A T(G,u) \ v erd§ |I'(v')| = |I'(u)| komponensbdl all: ezek koziil az a
komponens, amely tartalmazza v'-t, izomorf T'(G \ u,v)-vel. Ha ebb6l a komponensbdl
elhagyjuk v’-t, akkor a maradék T'(G \ u,v) \ v'-vel izomorf. Mivel minden graf parositéasi
polinomja el6all a komponensek parositasi polinomjainak szorzataként, ezért a jobb oldali
tortben a tobbi komponensnek megfelel6 rész kiegyszeriisodik, a maradék pedig egyenls a
bal oldallal. ]
Most mar bizonyithatjuk a tételt:

Bizonyitas: (Tétel 2.1) Az (1) egyenlet miatt, majd |G|-re vonatkoz6 indukcidval:

pGor) o~ (G {w})
AT R D (chene

vel(u)

G,u) \ {v,v'},x)

T(G,u)\ v, x)

x:“(T(G> u) \ ula x) - Zuer‘(u) :U(T(G’ u) \ {u,’ v’}, x)
w(T(Gu) \ v/, x)

I
8
|
(]
=
/\/'j

_ u(T(G.w)
Wl (Gu) \ )

Minden v-re v" a csak u-t és v-t tartalmazo ttnak megfelels T'(G, u)-beli csics. A 1épések
szabalyosak, mert:

1. egyenlSség: Az (1) rekurzidval.

2. egyenlgség: Indukalunk |G|-re. Ekkor a (G \ u,v) gyokeres grafra hasznalhatjuk a tételt
amit éppen bizonyitunk.

3. egyenlGség: Itt hasznaljuk a 2.2 lemmaét
4. egyenlGség: Ez egy tortbovitést.

5. egyenlGség: Megint az (1) rekurzio, csak most a mésik iranyban. Mindegy, hogy v €
Ia(u) vagy v' € T'pgu (u') szerint szummazunk-e.



3. Faszeri sétak

[3] pp. 98-100 alapjan

Jelolések: Tekintsiik most a sétakat olyan cstcssorozatoknak, amelyekben barmely két
egymast kdvets csics a grafban szomszédos. Jelolje a W séta elsG ¢ elemébdl képzett sétat
(W1i), a j-edik cstcsat W;, a sétanak mint csticssorozatnak a hosszat pedig |[W|. Ha V
végpontja szomszédos W elejével, akkor a két séta egymasutanja (konkatenéacioja) is egy
séta, ezt jeloljiik VIWV-vel. Jeloljiik azt a sétat, amely egyediil az x csticsbol all [x]-szel.

3.1. Definici6. Faszerd séta: Minden 1t faszerd. A tobbi sétara rekurzivan definialjuk:
minden S séta, ami nem 1ut, felbonthaté S = UT konkatendaciora, ahol U az elsG énmet-
széséig tarto része és T a maradék (az els6 6nmetszés még U-ban legyen). Legyen v az a
cstics, amelyben az elsé onmetszés torténik. Ekkor U felbonthaté egy X ttra, amely nem
tartalmazza v-t, és egy v-bél indulé Y korsétara. Azaz S = XYT.

Ha S faszerti, akkor a kovetkezs két feltétel teljesiil ra:

(i) Y hossza 3 (kétszer szamolva a kezd6=vég-pontjat).

Megjegyzés: Ha |Y'| > 3, akkor Y egy kor, ugyanis a definicidja szerint v-n kiviil sehol
se metszi magat.

(ii) X[v]T pedig egy faszerd séta.

|T| < |S], tehat ha az Gsszes legfeljebb n hosszt sétarol mar eldontottiik, hogy faszert-e,
akkor az n + 1 hossztakrol is eldonthets.
A kovetkez§ észrevétel mutatja, hogy miért indokolt a "faszerd" elnevezés:

3.1. Tétel. Egy G graf pontosan akkor fa, ha 6sszefiiggs és minden sétaja faszert.

Bizonyitas: < Ha G tartalmaz kort, akkor ez a kor egy olyan séta, amire nem teljesiil
az (i) feltétel.

= A masik irdnyt a séta cstcsszamara vonatkozé indukciéval bizonyitjuk. Az indukcios
allitas az, hogy ha egy fa minden legfeljebb n hosszi sétaja faszert, akkor az n+1 hossziak
is. Ha |S| = n + 1 akkor a (ii) feltétel teljesiil ra, ugyanis a definicioban szereplé XT egy
S-nél rovidebb séta és ezek az indukcios allitas miatt faszertiek. Az (i) feltétel minden G-
beli sétara teljesiil, mert G egy fa, tehat nem tartalmaz kort. ]
A kovetkezd tétel miatt beszéliink most a faszert sétakrol:

3.2. Tétel. A G grafban az u cstcsbol indulo faszert korsétak szdéma megegyezik a T'(G, u)-
beli v/-b6l induld korsétak szamaval.

Bizonyitas: A kdvetkezs két fliggvényre lesz sziikség:
Elnevezések:

- Legyen f az a fliggvény, ami T'(G, u) minden csticsdhoz (azaz G-beli, u-bol indul6 athoz)
az § G-beli végpontjat rendeli.

Ennek segitségével a T'(G, u)-beli sétak halmaza természetes modon raképezhets G-re:
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- Legyen F az a fliggvény, ami minden T'(G, u)-beli, w/-b6l indulo S’ sétdhoz az F(S') =
[FOSOILF(SE)] - -+ [f(Sl’S,|)] (G-beli) sétat rendeli.

Ami az egyenlGség jobb oldalan all az tényleg egy séta, azaz F'(S’)-ben mint cstcssorozat-
ban az egymast kovetd csticsok G-ben szomszédosak. Ez igaz, mert az egymas utani csicsok
Gsképei szomszédosak (mivel egy séta egymast kovets elemei), f pedig szomszédossagtarto
az utfa definicioja miatt.

A tétel bizonyitasahoz azt kell belatni, hogy F' bijekcio a T'(G, u)-beli v/-bdl induld korsé-
takrol a G-beli u-bol indulo faszerii korsétakra. Ezt tobb részben fogjuk belatni. A kovet-
kez6 lemmara tobbszor is sziikség lesz:

3.3. Lemma. Minden v' € T(G, u) csicsra I'(v)-n f injektiv.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy v, vy € ['(v') és f(v}) = f(vh) de v] # vh. Egy T(G, u)-beli
csucsnak csak az (egyetlen) u'-hoz kézelebbi szomszédjahoz tartozik nala révidebb G-beli
ut, tehat vagy a v}-hoz, vagy a vi-hoz tartozo ut hosszabb a v'-hoz tartozénal. Feltehetjiik,
hogy |v]| > |[v'|. Tegyiik fel, hogy [v| > |v}|. Ekkor a vj-nek megfelel§ ut tartalmazna a
vy-hoz tartozot. Viszont ez nem lehet, mert akkor a v)-nek megfelels at kétszer menne 4t

f(v]) = f(vh)-n. Tehat |v/| < |vh|-nek kell lennie. Ekkor |vj| = |vj| = |[v/| + 1, de ez sem
lehet, mert ekkor a vj-nek és a vh-nek megfelels ut is az f(v]) = f(v})-vel valo kibdvitése
a v'-nek megfelel§ utnak, tehat v} = v}, pedig feltettiik, hogy nem. ]

3.4. Lemma. Ha R egy T(G, u)-beli v'-bdl indulo ut, akkor f R'-re megszoritva injektiv.
Bizonyitas: Indukcié: az n + 1-edik cstics Gsképe szomszédos az n-edik Gsképével. Mivel
az n-ediké egyértelmii az n + 1-ediké is az lesz. ]

3.5. Lemma. Az F leképezés injektiv.

Bizonyitas: Indukcioval feltehetjiik, hogy F injektiv a legfeljebb k hosszi sétakon. Tehat
ha F(S') = F(Z'), |S'| = |Z'| = k+ 1, akkor (S'|k) = (Z'|k). Viszont ekkor S;_, és
Zyyq is szomszédos S), = Zj-val és ugyanoda képzdédik. De a 3.3 lemma szerint ekkor
S'(k+1)=2Z"(k+1). O
Jelolések:

- Jeloljiik f~1(v)-val azon T(G,u)-beli pontok halmazat, amelyeket az f fiiggvény v €
V(G)-be képez. Ez tehat egy V(G) — P(V(T(G,u))) figgvény.

- Jeloljiik £, (u)-val azt a fiiggvényt, ami u-hoz f~1(u)NI'(v')-t rendeli. A 3.3 lemma szerint
ez a metszet legfeljebb egyelemi, tehat f,'-t tekinthetjiik egy V(G) — V(T(G,u)) U
fliggvénynek.

- Ha R’ egy T(G,u)-beli v'-b6l indul6 tt, akkor minden v € V(G)-re RN f~1(v) legfeljebb
egyelem® a 3.4 lemma miatt. Jeloljiik ezt a metszetet f'(v)-vel. Ezt nevezziik v R’
szerinti Gsképének.

- Ha R egy G-beli u-bol indulo 1ut, akkor az F' szerinti 6sképe egy T'(G, u)-beli v'-bél induld
at. Legyen fr' = f;}l(R). (A 3.5 tétel szerint F injektiv, tehat beszélhetiink F~'-rol.)
Ez a fiiggvény adja az R szerinti Gsképet.
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3.6. Lemma. F' csak faszeri sétakat vesz fel.

Bizonyitas: Indukcié a séta hosszara. Adott F/(S’) séta G-ben. A faszeriiség definicio-
jaban hasznalt jelolésekkel F'(S") = XYT (ilyen felbontasa minden sétanak van, azt kell
ellendrizni, hogy Y és X[F(S)x41]T teljesitik-e a megfelels feltételeket). Az F~'(XY)
séta nem lehet at, mert Y els6 és utolso csiicsa megegyezik, azaz:

JIFHXY ) ixv)) = f(FH(XY) x151),

pedig utak mentén f injektiv a 3.4 lemma miatt. Viszont F'~'(XY") kort nem tartalmazhat
mert az Gtfaban van (ami egy fa). Tehéat az F~1(XY) sétanak a legrovidebb onmetszést

tartalmazo R’ része 3 hosszi (mert 6 egy 6nmetsz6 séta egy faban). Legyen R’ elsG és utolso
eleme F~1(XY), = F7}(XY), . Ekkor

XY, = F(FA(XY))r = F(Fil(XY))rH = XY 2.

De definici6 szerint X'Y-ban az egyetlen énmetszés Y els6 elemében torténik. Tehat XY x4, =
XY, = XY|x|43, tehat |Y| = 3. Ezzel igazoltuk XY T-re az (i) feltételét a faszertiségnek. A
(ii) feltétel az indukci6 miatt igaz. O

3.7. Lemma. Az F leképezés az u gyoOkeri faszerd korsétdk halmazéra sziirjektiv, azaz
minden u gyokert faszerd korsétanak van F-szerinti Gsképe.

Bizonyitas: Indukcidval a G-beli faszerid korséta hosszara. Adott egy u gyokerd XYT
faszerti korséta G-ben. Ekkor XT' egy nala rovidebb faszerd korséta. Ekkor van olyan
S" korséta T'(G,u)-ban, amelyre F(S’) = XT. Legyen X utolsé eleme p. Ekkor ¥V =
[pl[q][p], azaz YV alatt a séta elmegy p-bél p egy ¢ szomszédjaba, majd visszamegy p-be. Az
(F7Y(XY)||XY| — 1) szerinti 6sképe p-nek p/. Ha S'-t az | X|-edik helyen kibévitjiik egy
] [fp_,l(q)][p’] aggal, akkor kapunk egy T'(G, u)-beli korsétat, aminek a képe XY'T. ]
Ezzel belattuk a 3.2 tételt. [

4. A parositasi polinom gyokmomentumai
[4] alapjan.

4.1. Tétel. Minden F fara % generalja 1-ben az u-bol indul6 n hosszi kérsétak
szamat, azaz

és a, = #{u-bol indulé n hosszu korsétak}.

Megjegyzés: Fak karakterisztikus- és parositasi polinomja megegyezik, igy ez az allitas a
karakterisztikus polinomroél is elmondhaté.

11



Bizonyitas: |F| szerinti indukcioval.

ap(F\u.x) ap(F \ u,)
WF.x) op(F\ww) = 3 ep F\ {00}, 2)
1

_ p(F\{u,v},2)
1 Zvél"(u) zu(F\u,z)

N P\ {u, v}, @)
_Z Z zu(F\ u,x)

n=0 \vel'(u)

n

SOz )

n=0 vel(u)

i (3) =

Az indukcios feltétel szerint gv( ) a generatorfiiggvénye az F'\ u-beli v-bdl induld k hosszi
korsétak szdmanak. A szumma n-edik tagja az n-szer visszatérs sétakat szamolja meg. A
hatvanyozas binomialis tétel szerinti kibontésa utan egy tag igy néz ki:

T (w)]

" IT(w)|

1\? n

- ha n; =mn, 4
(x) (nl,nz,"' 7n|r(u)|) 11 Z .

ez annak felel meg, hogy minden i a séta n;-szer érkezett u-ba a v; csics irdnyabdl (ha

I'(u) = {v1 - vr@))- A (4) kifejezés [T'(u)| darab formalis hatvanysor szorzata. Ha kieme-
liink egy bel6le egy konkrét 6sszadandot (azaz minden hatvanysorbol valasztunk egy tagot
és ezeket Osszeszorozzuk) akkor a kovetkezd kifejezést kapjuk:

() ( ) Tt oo™
— a 17
X ni,Ng, -+ n|F(u i=1

ahol a(i, j) a g,, hatvanysor j-edik egyiitthatoja, {n;} az, ami eddig, x pedig az a monoton
leképezés a {1---n} szamokrol a {1---|['(u)|} szdmokra, amely az i szdmot n;-szer veszi
fel. Az (m;) pedig természetes szamok tetszdleges n-hosszu sorozata (de ha barmelyikiik
paratlan, akkor az (4.1) kifejezés 0 lesz).

Tehat (4.1) megszamolja azon sétakat, amelyek m; hosszu v;-b6l indulo korsétakbol és u-ba
visszatérésekbdl allnak. Az x72"-es szorz6 azért van, mert a séta n-szer megy be u-ba és
ki beléle, és ez 2n-nel noveli a hosszat. A sétak sorrendjét pedig pont ( " ) féleképp

n1,n2, Ny

valaszthatjuk. m

4.2. Tétel. Minden G grafra uGG—\“)"E) generalja ——ben az u-bol indulé k& hosszu faszeri
korsétak szamat.
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Bizonyitas: Itt hasznaljuk ki az el6z6 két fejezetben bizonyitottakat! ElGszor is a 2.1 tétel
miatt

ou(G\u,r)  zp(T(G,u) \u’,a:)'

u(G, ) W(T(G, u), 2)

Viszont T(G, u) egy fa, tehat ra alkalmazhatjuk a 4.1 tételt! Tehat % generalja 1-
ben a T'(G, u)-beli v'-bdl induléd korsétak szamat. De a 3.2 tétel miatt a T'(G, u)-beli v'-b6l
indul6 korsétadk ugyanannyian vannak, mint a G-beli u-bol indulé faszeri korsétak! [

A kovetkezs tétel segitségével mar a graf ismerete nélkiil, pusztan a parositasi polinomjabol
megtudhatjuk a benne 1év6 faszerd korsétédk szamaét:

4.3. Tétel. Az G graftban a gyokeres faszerd korsétdk szaméanak a generatorfiiggvénye
%—ben a kovetkez6:

ap' (G, x)

u(G, )
Megjegyzés: A gyOkeres korséta az olyan séta, aminek szamit, hogy mi a kezd&pontja.
Azaz két gyokeres korsétat nem tekintiink azonosnak, ha a kezdépontjuk kiilonbozik. (Még
akkor sem, ha egyébként ugyanazokon a csticsokon ugyanolyan sorrendben mennek végig).

Bizonyitas: A péarositasi polinom kovetkezd tulajdonsagénak segitségével:

4.4. Lemma.

MI(va): Z (G \ u, x)

ueV(G)

Bizonyitas: Legyen a G-beli k-elemi parositasok szama aj. Ekkor a; az egyiitthatoja
w(G, x)-ben a x!¢=?k_as tagnak.

(|G| —2k)ay, = Z #{G \ u-beli k-elemt parositasok},
ueV(G)

mert minden w-ra minden G \ u-beli k elemi parositashoz hozzarendelhetjiik azt a G-beli
parositast, amib6l u-t elhagyva kapjuk 6t. Ily médon minden G-beli parositast annyi G \ u-
tipust parositashoz rendeltiik, ahany a péarositas altal nem fedett élet elt el lehet hagyni.
Tehat:

[1GI/2]
Z w(G\ u,x) = Z (—1)kglClI-2k-1 Z #{G \ u-beli k-elemii parositasok}
ueV (G) k=0 ueV(G)
[1Gl/2]
= 3 (1) (6] - 2k
k=0
(1G1/2]

— Z (_1)kl,\G|f2kak

k=0

= (G, $)/

/
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Ebbdl kovetkezik a 4.3. tétel, ugyanis ekkor

! x G\u,x
w(Gr) _ inergMEN\ L) 3 HONGT) SN bl indul6 Korsétak)

(G, x) (G, x) e (6) (G, ) WV (G)
0]
4.5. Lemma.
IM/<G7 I) - —k
= Spr™",
(G, ) kzzo ’
ahol Sy = >0 &F, és &1, -+ &g a gyokel u(G, z)-nek.
Bizonyitas:
zp/ (G, x) _ Ty uw(C_Jg‘) _ i r i 1
/L(G,QZ) /L(G,l’) i=1 T — fz i=1 11— i—z
n [e’e) k [e’¢) n [e'e)
33 (8) -2 ()t s
i=1 k=0 \7 k=0 \i=1 k=0
O]

Elnevezés: Ezt az Sj-t nevezzik a u(G, z) gyokeinek k-adik momentumdnak.
Ebbdl a lemmabol és a 4.3 tételbdl rogton kdvetkezik a kovetkezd tétel:

4.6. Tétel. Minden G grafra pu(G,x) gybdkeinek k-adik momentuma egyenlé az G-beli k
hosszu gyoOkeres faszert korsétak szamaval.
Ezért a tételért faradoztunk az el6z6 harom fejezetben!

5. A Benjamini-Schramm konvergencia

5.1. Definicié. Adott (G,,) grafsorozat akkor konvergens, ha minden G grafra a

#{G-vel izomorf részgrafjai G,-nek}
(€

szamsorozat konvergens ha n — oo és van olyan d, hogy |I'g, (u)] = d < oo minden
G, graf minden wu csdcsara, azaz van egy egyenletes korlat a grafokban szerepld cstucsok
fokszamaira.

Konnyen belathato, hogy ez ekvivalens a kévetkezs definicival:

5.2. Definicié. Legyen By, (u) az u cstcs r sugart gydkeres kornyezete (azaz nem felejtjiik
el, hogy mi volt u). Egy (G,,) grafsorozat akkor konvergens, ha van egyenletes fokszamkorlat
és minden r sugarra és r sugari G gyokeres gréafra a

P(Bg, (u) = G)
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valosziniiség konvergens, ha n — oo. (Ha az u csucsot mindig egyenletes valoszintiséggel
valasztjuk G, cstcsai koziil.)

Megjegyzés: Ez szemléletesen azt jelenti, hogy ha csak r messzire latunk és sokszor vélet-
lenszert pontjaibol a grafsorozatnak koriilnéziink akkor egy idé utan mindig ugyanolyan
aranyban ugyanazokat a dolgokat fogjuk latni. Azaz a grafsorozat elemei "lokalisan ugyan-
olyanok".

5.1. Tétel. A kovetkez§ grafsorozatok mind konvergensek n — oo-ben:

a

(c

(
(b
(d

)
)
)
)
)

(e

Az n hossza utak.

Az n hossza korok.

Az elsG két sorozat barmely Osszefésiilése.
Az n X n-es négyzetracsok.

Az olyan hatszogracsok, amelyeknek hat "oldala" van és mindegyik n db hatszogbdl
all.

Az olyan fak sorozata, amelyeknek van egy olyan cstucsa, melyt6l minden levél n messzi-
re van, és a levelek kivételével minden cstcs d-reguléris.

Az olyan grafok, amelyeket gy kapunk, hogy vesziink egy n+2 hosszi utat, és minden
bels (tehéat nem végpont) csiicsabol "novesztiink" d — 2 darab levelet.

d-regularis grafok barmely olyan sorozata, amelyben a legrévidebb kor hossza végte-
lenhez tart.

Megjegyzés: A 5.3 tételben belatjuk, hogy minden d-re 1étezik ilyen grafsorozat.

5.3. Definicié. Az ilyen sorozatokat nevezem d-reguléris majdnemfa-sorozatoknak.

Bizonyitas: Az els6 harom nagyon egyszertien belathato.

(d)

A bizonyitas lényege, hogy a graf "szélkozeli" pontjai kevesen vannak az 6sszes cstcshoz
képest. Ez azért igaz, mert a csicsszam négyzetesen né (n — o0), mig a "keriilet" csak
line4risan. Precizebben:

5.2. Allitas. Ha G,, csticsai koziil az egyenletes eloszlas szerint valasztunk egyet, akkor
annak a valdszin(isége, hogy ez a csics r tavolsdgon beliil van a négyzetracs szélétdl,
0-hoz tart, ha n — oc.
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(h)

Bizonyitas: A legkiilsé n — r négyzetben kevesebb, mint 4rn csics van. Viszont
osszesen n? csiics van, ezek hanyadosa pedig 0-hoz tart. [
Ebbé6l mar kovetkezik a grafsorozat konvergencidja a 5.2 defininici6 szerint, ugyanis 1
valoszintiséggel egy olyan cstcsnak vizsgaljuk az r sugara kornyezetét, ahonnan mar
ugyantgy néz ki a graf (r sugérban), mintha a végtelen négyzetracson lennénk.

Ennek lényegében ugyanaz a bizonyitisa, mint az el6z6nek.

Az €l6z6 kettével ellentétben itt a graf "keriilete" (azaz a gyokértsl megfelelgen tavoli
pontjai) nem lesznek elhanyagolhatoan kevesen: Legyen P,(k) annak a valoszintsége,
hogy egy G,-bdl egyenletesen valasztott csics pontosan k messzire van a graf szélétdl,
azaz van olyan levél, amit6l 6 k tavolsagra van (k = 0 is lehet). Ezt ki tudjuk szamolni
konkrétan: ha u a keriilett6l k£ tavolsdgra van, akkor a gyokértél n — k-ra van. A
gyokért6l n—k-ra d"* darab csics van. A grafnak dsszesen Y - d' = (d"t1—1)/(d—1)
cstcsa van. Ezek hanyadosa

—k —k—1 _
Azt, hogy a graf egy csicsanak egy r-sugari kornyezete milyen, azt meghatarozza
az, hogy az a cstics milyen tavol van a graf szélétsl. Most belattuk, hogy elég nagy
grafokra a kiilonb6z6 tipusi csicsok ardanya konvergens, ekkor tehat a kiillonb6z6 tipusi
kornyezeteké is az.

Megjegyzés: Minden konkrét r-re csak véges sokféle kdrnyezetet latunk nem-nulla valo-
szintiséggel, ha n — oco. Annak a valdszintisége, hogy r messzire elnézve nem latjuk a fa
szélét (vagyis pontosabban nem vessziik észre, hogy a fa szélét latjuk) hatarértékben:

i P(k) = i dF—d*t=d".
k=r

k=r+1

Ha n — oo akkor veégiil kétféle r-sugari kornyezetnek lesz nem-nulla valészintsége.
A csucsok Ell—ede "belss csucs", azaz d-foku és az ut szélétdl r-nél messzebb van. A
tObbi csics levél és szintén r-nél tavolabb van az ut végétsl.

Ebben a grafban minden csiics r sugari kornyezete egyforma, ha n elég nagy. Ugyanis
elég nagy n-re nincsen G,,-ben 2r + 1-nél révidebb kor, tehat az adott cstcsbol nézve
r sugarral a graf gy néz ki, mint egy, a levelektdl eltekintve d-regularis fa.

Megjegyzés: Az (f), (g) és (h) mind valamilyen értelemben "lényegében d-regularis fa". A
bizonyitasokbol az is latszik, hogy semelyik ketts Osszefésiilése sem ad konvergens soroza-
tot. Tehat "méashova" tartanak. Az (f) és (g) példak mindketten a d-regularités feltételébdl
engednek, mig a (h) a "fasagbol". Ebbdl latszik, hogy a "lényegében d-regularis fa" fo-
galmét célszerd ngy valasztani, hogy a regularitashoz ragaszkodunk és nem a fasidghoz,
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ugyanis a levelektdl eltekintve d-reguléris fakbol nagyon sok Osszefésiilhetetlen sorozatot
lehet Osszerakni, mig ha a fasagbol a (h)-ban latott modon engediink, akkor az ilyen grafok
barmely két sorozata Osszefésiilhetd.

5.3. Tétel. [5] (Erdés-Sachs) Minden d > 2-re és n > 3-ra létezik olyan graf, ami d-
regularis és a legrévidebb korének hossza n.

Megjegyzés: Az 5.1 (h) tételben belattuk, hogy az ilyen G9-ekbél 4ll6 grafsorozat Benjamini-
Schramm konvergens, ha d fix és n — oo. A tovabbiakban sokat fogunk foglalkozni az ilyen
grafsorozatokkal.

Jeldlés: Legyen G¢ azon d-regularis grafok halmaza, amelyekben a legrévidebb kor hossza
n.

Bizonyitas: A kdvetkezd 4llitas segitségével indukalunk:

5.4. Allitas. Ha G% | # 0 ¢s minden d-re G4, # (), akkor G2T] # 0.

Bizonyitas:
1) Legyen A € G |, és |A| = a.

2) Legyen B € G? . Ennek minden csicsét helyettesitsiik egy A-val izomorf graffal. Ezeket

no
nevezem mostantol algrafoknak.

3) Az eredeti B graf minden éléhez valasszunk a végpontjaihoz tartozé algrafokbol egy-egy
cstcsot és ezeket kossiik 0ssze. Ezt csinaljuk Ggy, hogy minden algrafbeli csiics pontosan
egy 1j szomszédot kapjon. Ezt megtehetjiik, ugyanis minden algrafnak a csticsa van és
A egy a-regularis graf.

Amit igy kapunk, az egy d + 1-reguléris graf. A legrovidebb kor ng + 1 hosszi, ugyanis

- Ha a K kor egy algrafon beliill marad, akkor legalabb ng + 1 hosszt és van olyan kor
minden algrafban, ami ny + 1 hosszi.

- Ha K kimegy a kezdeti algrafjabol, akkor ha ezutan minden lépésben valtana algrafot
akkor legalabb ng hosszu lenne, viszont minden algrafon beliil is lépnie kell legalabb egyet.

Tehat talaltunk egy G2T-beli grafot. O
A legrovidebb kor hossza (azaz ng) szerinti indukcidval bizonyitjuk a tételt: az indukcio
elindul, mert minden d-re a d + 1-cstcst teljes graf G-ben van.

Indukciés 1épés: Tegyiik fel, hogy ng-ra minden d-re ggo # (! Most indukaljunk d szerint:
ez elindul, mert G2, tartalmazza az ng 4 1 hosszi kort. Itt az az indukcios feltevés, hogy
Q;ﬂfg 41 # 0. Ekkor az n szerint folyo indukcio feltétele és ez egyiitt kiadjak a refeljaras

allitas feltételeit, tehat ekkor Qﬁgﬂ # (). Ezzel készen vagyunk a d szerinti indukcidval,

tehat minden d-re G . # 0 és épp ezt akartuk bizonyitani az n szerinti indukciohoz.
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6. A parositasi mérték konvergens grafsorozatoknal

[6] Remark 3.6 alapjan.

6.1. Definicié. Legyen a G grathoz tartozd parositasi mérték az az Mg véges mérték,
amely egy B halmazra megmondja, hogy az u(G, x) gyokeinek (multiplicitassal szémolva)
hanyadrészét tartalmazza. Tehat ha u(G,z) = (x — &) - - (¢ — g), akkor

Mg(B) = #{i||§é|€ B}

Ekkor egy akarmilyen f fliggvény M szerinti integralja
RS -
/ fdMo==3" f(&)ahol &, -+ & a gydkei ji(G)-nek.
n
i=1

Elnevezés: gy M mérték k-adik momentumdanak az fR r*dM szamot nevezziik.
Megjegyzés: Gyokmomentumnak a Y ;- &F-t neveztiik, ahol (G, z) gydkei &, -+, &pne A
két momentumfogalom a péarositasi mértékek esetén csak egy konstans-szorzéban tér el,

ugyanis
et = ol [ aat
i=1

6.1. Tétel. Ha a (G,,) grafsorozat Benjamini-Schramm konvergens (d maximalis fokszam-
mal), akkor a hozzatartozo (M,,) mértéksorozat gyengén konvergens.

Bizonyitas: A 1.6 tételbdl tudjuk, hogy [—2v/d — 1, +2v/d — 1] intervallumon kiviil p(G,,, x)-
nek nem lehet gyoke, tehat itt M,, = 0. Azt kell tehat bizonyitani, hogy

<e€

VfGC[—Q\/d—1,+2\/d—1]:VsﬂN:n,mEN#’/fdMn_/fde

Ehhez kell két lemma.

6.2. Lemma. Minden k¥ € N-re a k-adik momentumai az (M, )-eknek (azaz [x*dM,,)
konvergens sorozatot alkotnak.

Bizonyitas: Legyen R, az r sugari gyokeres grafok halmaza. Minden G grafthoz tartozik
egy P,[G] eloszlas R,-n (azaz egy R, — Rl fiiggvény), ami minden g € R,-hez megadja,
hogy G csiicsainak hényadrészének ilyen az r sugart koérnyezete. A Benjamini-Schramm
konvergencia pont azt jelenti, hogy (P.[G,]) pontonként konvergens n — oo-ben. Legyen
az az eloszlas, amihez konvergél, P,.. Legyen K = r(@*1% ennél t6bb k-hosszt faszeri séta
biztos nincs semmilyen r-sugart, d maximalis fokszami gyokeres grafban. A Benjamini-
Schramm konvergencia miatt

IN:¥n > NS PIG(9) - Polg)| < %

geER,
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Fontos észrevenni, hogy

Z Prij21[G](9)#{g-beli, g gydkerébdl induld k hosszi faszert korsétak}
9ER 127

1
2@#{G-beh k-hosszt gyokeres faszert korsétak} = / o dMe.

ugyanis a szumma tulajdonképpen egy csoportositasa a G-beli gyokeres faszer( korsétaknak
aszerint, hogy az éppen szamlalt korsétanak milyen a [r/2]-sugart kornyezete. A masodik
egyenlGség pedig a 4.6 tételbdl kovetkezik. Ekkor:

/xk dMg, — Z Prija1(g) x #{g-beli, g gyokerébdl indulé k hosszi faszert korsétak}
9ER L /27

=1 Y (PulGal — Priya)(g) x #{g-beli, g gydkerébol indulé k hosszi faszerti kérsétak}
9E Rk /21[Gn]

gmaxge Rpnjo #{g-beli, g gydkerébdl induld k hosszi faszert korsétak}

@k <e, han>N,

tehat [z* dM, konvergens. O

6.3. Lemma. Minden p polinomra [ p dM,, konvergens ha n — oo.

Bizonyitas: Legyen p = 5 0% ) 4, 2% Ez egy véges dsszeg, aminek M, szerinti integralja

tagonként konvergens. Ekkor & maga is konvergens. ]
Ha egy mértéksorozat egy zéart intervallumon minden polinomra konvergens, akkor min-
den folytonos fiiggvényre is az (ugyanis Weierstrass approximéacios tétele szerint ezek zért
intervallumon egyenletesen approximéalhatok polinomokkal.) Tehat a (M,,) mértéksorozat
gyengén konvergens. ]

7. Csebisev-polinomok

A Csebisev polinomokra sziikségiink lesz a kivetkezs részben szerepld tétel bizonyitasahoz.

7.1. Definici6. Csebisev-polinomok: Ha T, (cos ) = cos(n#), akkor T,, az n-edik Csebisev-
polinom.
Tulajdonsagai:

(i) T, egyértelm.
(ii) 7T, valoban polinomfiiggvény.
(iii) Teljesiil rajuk a kovetkezs rekurzio:

Thia(z) = 22T, (x) — T—1(x)
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(iv) Han > 0:

/2 o
(o) = 5 3 (-0 ey

. ) 0, ha n #m
- L) dr = T, han=m=0

/1 (2) T (
- Vi-e /2, han=m#0

Bizonyitas: Az els6 kett6t nem bizonyitom, mert kézismert.

(ii)
cos(nf 4 6) = cos(nf) cos(0) — sin(nd) sin(6)

cos(nf — 0) = cos(nb) cos(0) + sin(nd) sin(f)

Ezeket 6sszeadva:

Thi1(cos @) + T,,—1(cos0) = 2T, (cos f) cos(h)

(iv) Az n hossza utak péarositasi polinomjaira a (1) egyenletbdl adodik a kovetkezs rekur-
210 ppi1(2) = 2pn () — pu—i1(z). Tehdt p,i1(22) = 22p,(22) — pp—1(22), azaz p,(22)-
re ugyanaz a rekurzio teljesiil, mint 7,,(z)-re. To(x) = 1 és Ti(x) = x. po(2z) = 1 és
p1(22) = 2x. Tehét p,(22) még nem jo. Viszont a ¢, = p,(2x) — xp,—1(22) polinom-
sorozatra teljesiil ugyanaz a rekurzio, és a az els6 két eleme mar megegyezik (7),) elsé
két elemével. (p_;(2z)-et 0-nak valasztva)

Egy n hosszu utbol k-elemi parositast kivalasztani (”;k) -féleképpen lehet. (Leradiro-
zunk k csucsot, kivalasztunk a maradékbol k-t, utana a kivalasztottak utan beszurunk
egy-egy cstcsot és azzal dsszeparositjuk. Igy minden parositast pontosan egyszer ka-
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punk meg.) Tehat:

[n/2]
mize) = 3 (-0(" )

T,(z) = p2<2x> 2P 1<2x>

St 4o
= Z %_2:)) (n — k- %(n - 2/<:)) (22)"%

1! —2k
2 Z k' (n— Zk)) (22)"

M;ﬁ— Ocos(ny)cos(my)@ = 0—cosn cos(m
V11— 22 d _/_7r | sin(y)| dyd /_7r () cos(my)dy

Lo 0, ha n #m
= 5/ cos((n +m)y) + cos((n —m)y) = < , han=m=0
- /2, han=m#0

8. Majdnem-fak parositasi mértéke
[7] alapjan.

8.1. Definici6. Fameérték: Fy Legyen (G,) d-regularis grafoknak egy olyan sorozata, hogy
a legrovidebb kor hossza végtelenhez tart ha n — oco. A 5.3 allitas szerint létezik ilyen
grafsorozat és a 5.1(h) tétel szerint ez a sorozat Benjamini-Schramm konvergens. Ekkor
a 6.1 tétel szerint a GG,-ekhez tartoz6 pérositasi mértékek sorozata gyengén konvergens.
Nevezziik ezek hatarértékét Fy-nek.

8.1. Tétel. (McKay) Ha d > 3:

Fd([—Q\/d—l,z]):/Z dya(d—1) —a? du, (5)

2vd—1 27 (d? — x2)

21



azaz minden [—2+v/d — 1, +2+/d — 1]-en folytonos 7 fiiggvényre:

+2v/d—1 +2v/d—1
/ n dF, = / n(@) fulx) da,

2v/d—1 —2v/d—1 (6)
d\/4(d — 1) — 22
ahol fy(x) = o — 27

Az alabbi abra a g, fliggvényt dbrazolja d = 2, - - |20 és (szagatottan) a d = 1000 esetben.
A g4 lényegében az f; "norméltja", azaz [—2v/d — 1,+2v/d — 1] helyett [—1, +1]-en nem
nulla, de az integralja az egész értelmezési tartoméanyon ugyanugy 1.

Megjegyzés: A tétel d = 2 esetén is igaz, csak ez a bizonyitas nem miikodik ra.

d=2 1 galr) =2Vd—1f(2Vd—1x)
_dy/Ad-1)(1—2?)

- 2n(d? — 4(d — 1)2?)

0.8 1

Az adbrat GeoGebraval készitettem.

Bizonyitas: A 4.6 tételbsl tudjuk, hogy [ z"dMg, egyenls a G,-beli r hosszi gyokeres
faszert korsétédk szamaval. Minden faszeri korséta paros hosszi, tehat ha r paratlan, akkor
ez az integral 0. Ha r = 2s:

L /25 25 — 2k + 1
25 F:E T (d-1)*

k=1

8.2. Lemma.

Bizonyitas: Harom lépésben:
(@ 1
(25 25 — 2k + 1 Lo (25 N
———([d—-1)"=d d—1
Z(k) 2s—k+1< ) <k‘>< )
k=1 k=0
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(c) Elég nagy n-re tetszéleges u € V(G,,)-bdl indulé 2k hosszu faszertd korsétak szama

(25— k k
d*(d —1)*7".
Z( 5 )2s—k ( )

k=1

Ha ezt a harmat belatjuk, akkor kész a lemma bizonyitasa, ugyanis

lim ——#{G,-beli 2k-hosszii (gyokeres) faszerii korsétak} = lim [ 2?*dMg, = /x%dFd,

n%m|G | n—o0

a 4.6 tétel, illetve az Fy mérték definicioja szerint.

(a):

k=0 k=0 k=0

Nevezziik d — 1-et x-nek, ugyanis az Osszefiiggésnek minden d > O-ra teljesiilnie kell, tehat
tekinthetjiik d-t ismeretlennek. Az els6 szumma k& = s esetén, a méasodik & = 0 esetén 0,
tehat ezeket az eseteket kihagyhatjuk a szummakbol:

s—1 s s—1

25\ s —k 2s \s—k+1 , 25\
E ( ) —|—E (k—l)—s "= (z+1) (k)x
k=0 k=1 k=0

(b):
8.3. Allitas.

s—1 (2s —i —2)! (i +1)!
( ) zz s—D(s—=1—=d)(i+1—(s —/f))!(S—k)!’hak>O

Bizonyitas:

()= (2S00
— (2s—i—2) (i+1)!
“(s—DIs—1=l(i+1—(s—k)!(s— k)

g

1=

Csak a kozépss egyenlSséget kell igazolni. Ennek jobb oldala a kévetkez6 modon szamolja
meg, hogy hanyféleképpen lehet 2s elembdl 2s — k darabot kivalasztani: az i véiltozoja
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a szumméanak azt mondja meg, hogy az s-edik legnagyobb kivalasztott elem mennyivel

kevesebb, mint 2s — 1 (tekinthetjiik tigy, mintha a 1,--- ,2s szamok koziil valasztanank)
Ekkor a két binomidlis tag annak felel meg, hogy az s-edik tag el6ttieket kivalasztjuk, majd
a s-edik tag utaniakat. O

Az el6z6 allitast felhasznalva:
23 s—k i (2s —i —2)! (t+ 1) s—k
B s(s=DN(s—i—1(i+1—-(s—k)(s—Fk)! 1

B 1 (25 —i —1)! i i+1
_Z;zs—z'—1s!(s—z’—1)!(¢—(s—k—1)) (s —k—1)! 1

:%21(25_;_1)%(%@—%—1))

=0

:i(%_;_l)%(k_(sii—l))'

=0

A kovetkezs kifejezésben épp ez a formula az egyiitthatoja z¥-nak:

s—1 . .
2s —1—1 1+1 A -
—  (x + 1 zms—z— 7
iz:; ( s ) 25 — 1 — 1( )
ugyanis a konkrét i-re a z¥-as tagot a kovetkezé moédon kapjuk: mindenképp lesz egy x*~~1-
es szorzo tag, emellé kell az (x + 1)° bol valasztani a k — (s — i + 1) kitev6ji tagot a’-bdl.

Ennek egyiitthatoja pedig épp ( . ) Tehat azt kaptuk, hogy

szl

(ZE + 1>kxs—k—1

2s — k —1 k+1
2s — k —1

25\ s —k 2s —k—1 kE+1 ko
(z+1) xk(k:) 5 :Z( 5 )2s—k—1(x+1>k+lx .
=0
2s — k k -
( s )23—]{:(I+1)

(c):

Minden 2s hosszi korséta a kiindulopont s sugara kornyezetében marad. A (G,,) grafsoro-
zatban a legrévidebb kor hossza végtelenhez tart, tehat ha n elég nagy, akkor G,, barmely
csticsanak s sugara kornyezetében nincs kor. Most azt fogjuk kiszamolni, hogy hany olyan
u € Gp-bol induléd 2s hosszu (faszerd) korséta van, ami k-szor jar u-ban.

8.4. Allitas. Az olyan egy-dimenzios bolyongasok szama, amelyek a 2s-edik lépésben érik
el k-adszor a nullat és sosem vesz fel negativ értéket:

2s — k k
S 2s — k-’
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Bizonyitas: Ismert, hogy annak a valoszintisége, hogy egy 1-dimenzids szimmetrikus vé-
letlen bolyongas a 2s-edik lépésben éri el 0-t k-adszor, egyenlé annak a valosziniiségével,
hogy 2s — k lépésben éri el elGszor a k-t. Ennek a valoszintisége ﬁ—ede annak a valo-
szintiségének, hogy a 2s — k-edik 1épésben éppen k-ben van. Ennek a valosziniisége pedig
(238—14)7 tehat a keresett valoszinfiség ﬁ(%;k) /2%7* Ennek 22*-szerese az olyan bolyon-
gasok szama, amelyek 2s-ben érik el k-adjara 0-t. Viszont ezeknek csak 2 %-ede olyan,
ami végig pozitiv maradt, ugyanis minden k-szor visszatéré nemnegativ bolyongasbol 2%
kiilonb&z6 k-szor visszatérd bolyongéast kaphatunk, ha a visszatérések kozti szakaszokat
tiikrozhetjiik az origora. De 52 (%) /22—k2sp—k — _E_(2s—FK) O
Tehat ha sorba leirndnk, hogy mikor milyen tavol volt a séta a kiindulopontjatol, akkor
(QS;k) ﬁ—féle eredményt kaphatnank. Minden ilyen sorozathoz d*(d — 1)*~* sétat feleltet-
hetiink meg, ugyanis minden séta a 1épések felében, tehat s-szer 1ép olyat, amivel tavolodik
a kiindulopontjatol. Ha a kiindulépontban van, akkor ezt d-féleképpen teheti meg, ha nem,
akkor csak (d — 1)-féleképpen. (Ha egy lépés kozeledik az origohoz, akkor az csak egyfé-
le lehet, ugyanis egy fa barmely csicsanak csak egy szomszédja van kozelebb az origbhoz,

mint ¢ maga.) Most k azt jeloli, hogy a séta hanyszor jart a 0-ban, tehat a k-szor visszatérd

sétdk szama: o 1 N
s —
d"(d—1)""
( s ) 2s — k ( )

Ezeket Gsszegezve kapjuk a 2s hosszu visszatérd sétak szamat:

(25 — k k
d*(d—1)""*
Z( s )QS—k: ( )

k=1

és ezt akartuk bizonyitani. ]
A (c) allitast és ezzel a 8.2 lemmat belattuk. Ratériink a 77 tétel bizonyitasara.
Most feltételezziik, hogy Fj rendelkezik a kovetkez6 két tulajdonsaggal:

(i) Létezik stirtiségfiiggvénye, azaz olyan f, hogy

Fy(B) = /Bf(x) dzx,

minden B C [-2v/d — 1,4+2+v/d — 1] Borel-halmazra.

(i) A h(z) = 2vd — 1f(2V/d — 12)V/1 — 22 fiiggvény felirhato

h(z) = Z o Ty(z)

alakban, azaz minden zo € [—2v/d — 1, +2v/d — 1]-re h(xg) = lim,, 00 Yo T(20), €8
a konvergencia egyenletes.
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Ezekre a feltételezésekre nincsen sziikség a bizonyitashoz, valojaban kovetkezményei annak,
de a bizonyitas valodi gondolatmenete sokkal érthet6bb, ha ezeket feltessziik. Az itt leirt
bizonyitast a forditott sorrendben elolvasva teljesen szabalyos bizonyitast kaphatunk.

Megjegyzés: A masodik feltételezés sem olyan valdszertitlen, hiszen az minden derivalhato
fiiggvényre teljesiil.

Elnevezések: Legyen g(y) = 2v/d — 1f(2\/d —1y) és y = ;A= Mivel ;—— %lilg(y) = f(x)
és Gt = 2\/(11T17 ezért g(y)dy = 2v'd — 1f(z)575=dx = f(z)dz. Ekkor

[arari= [ M fe) de = VATTY / ) dy (7)

—2V/d—T -1
Most h(z) = g(x)v1 — 22. A feltételezés szerint h-t fel tudjuk irni Csebisev-polinomokkal.

Legyen
= 2_ali)
=0

|-1,4+1]-en egyenletesen kovergens sor.

8.5. Lemma.

A Tu@g(e) de, han=o0
! %f:l T.(z)g(x) de, han >0

Bizonyitas: Ha n > O:

n = 0 esetén az utolso egyenlGségnél 7-t kell irni 7 helyett.

Probléma: A szummat nem biztos, hogy felcserelhetjuk Most tegyiik fel, hogy megtehet-
jik és szamoljunk tovabb. A masik iranyban (tehat amikor a kész eredménybdl indulunk
ki) majd fogjuk tudni igazolni.

A Csebisev-polinomok (iv) tulajdonsidgabol tudjuk, hogy paratlan n-re T),(x)-ben x csak
paratlan kitevén szerepel, viszont f_ll z"g(z) = (2v/d — 1)7"0(n) és O(n) = 0 ha n paratlan.
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Most szamoljuk ki ag,-et: (n > 0)

Qg = —/ (nz ;12;—__2]{;1))(2@2"_%) g(x) dx

= %n 0(—1)’“—(;?2; li;,:))!' /_ 1(295)2’”2’“9(9[:) da

k=
n

_2n p(2n —k —1)! /7 — 1)~ (2n—2k)92n—2k 2n—2k
- ?;<_1> k'(2n—2k) (2vd — 1) /5” dfq
=0

2 (2n —k —1)! N N
_ =" -1 k d—1 k n/ 2n—2k dF
72 PIETETSTRGE v d

k=0

2n _ 2n —k—1)! . n—k 2n — k 2 — k) — 27 + 1 }

Ebbdl ki lehet szamolni, hogy £y = % és B = —%. Ha t > 2:

ﬁt_nz L (2n —k—1)! (2(n—k))2(n—k)—2(t—k)+1

k;'2n—2k:) t—k J2n—k)—(t—k)+1
B 2n— - 1)! (2n — 2k)! 2n—2t+1 t!
”Z 12n —2k) (t—K)(2n —t — k)20 —k —t + 1H(t — 1)(t — 2)!
n(2n — 2t + 1) , ! (2n —k —1)!
tt—1) ;(_ ) (t—k)E 2n—k—t+ 1)t —2)!
n(2n—2t+1) « A\ 2n—k—1
TV %{—1) (k)( t—2 >
= 0.

Az utolso egyenlGséget a kovetkez§ allitasba s =t — 2, N = 2n — 1-et helyettesitve kapjuk:

S )0

Bizonyitas: Adott egy A halmaz és T C N, ahol |[N| = N,|T| = T. A szumma a
kovetkez6 miiveletet irja le:

8.6. Allitas.

1) T-bdl valasztunk k elemet, ezeket nevezziik Ki-nek;
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2) N\ K-bol kivalasztunk s elemet, ezeket KCo-nek nevezziik;

3) ehhez az esethez (tehat a Ky, Ko parhoz) rendeliink egy elGjelet k paritasa szerint.

Az esetek elGjeles szamara vagyunk kivancsiak.

Vegyiik N egy felosztasat kivalasztott és nem kivalasztott elemekre. Legyen a kivalasztottak
halmaza R és |R| = r. Nézziikk meg, hogy ezt elGjelesen hanyszor szamolja meg a (8)
szumma, azaz elGjelesen hany Ky, ICy felosztas van, ahol Ky U Ky = R. Az olyan esetek,
ahol || = k, pontosan (})-an vannak. Az ezekhez tartozo elGjel (—1)*. Tehat k szerint

k
Osszegezve az elGjeles darabszamokat a kovetkezs kifejezést kapjuk:

§<—1>k(;),

és ez pont 0. Minden r-re 0sszegezve megkapjuk a szumma értékét, ami igy szintén 0. [J
Folytatva a szamolast:

Oty = ; Zﬁt(d_ 1)t—n _ % (é(d o 1)—” + 5(d - 1)1—71) — _m.
t=0

Behelyettesitve:

o

Ton () (d—1)(22° —1) -1
7Th(””)_l_(d_z);m_1_(d_2>(d—1)2—2(d—1)(2x2—1)+1'

Az utolso egyenlGséget a kovetkez§ allitdsba ¢ = d — 1-et helyettesitve kapjuk:
8.7. Allitas.

i Ton(z)  q(22*—1)—1
— " @2 —2q(222 - 1)+ 1

A sor konvergencidja x € [—1, +1]-re egyenletes, ha ¢ > 1 (illetve d > 2) rogzitett.
Bizonyitas: Legyen x = cosa, z = cos2a + i sin 2a. Ekkor

icos2na_ 1 _y q — cos 2a
_z _ 2 1 w2
n=0 ‘1 p (g — cos2a)? + sin” 2a
icosZna _ ¢*—qcos2a _ gqeos2a—1 (22 —1)—1
n=1 q _ZQC08206+]. —q2_2qCOS2Oé+1_q2—2Q(21‘2—1)—|—1

Mar csak vissza kell helyettesiteni:

(N—>_g N—_ V' e

—$2
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d-1)(2(535=) —1) -1
f(l‘):% 1_(d_2) ( <\/7) )2 4d—11 )
(d—1)2—2(d—1)<2<2\/fm> —1)+1 (d-1) -z
i, (d— 2)(——(d—1)—1> .
o d—12—(@®=2d-1))+1) Jod-1) - 22
1 3(d —2)(2? — 2d) 4(d—1) — 2?2
:%(1_ pra—— ) 4(;—1))—:52
_ VA —22d? — $(d—2)(2* — 2d)
T d - 4(d—1)—x2
1\/ﬁ2d2 %dx
s d?> — a2 4(al—1)—x2
d /4(d—1) —a?
2m d? — z?

Tehat kaptunk egy egyszert zart formulat Fy stirliségfiiggvényére. Az elején feltettiik, hogy
van ilyen. A szabalyos bizonyitas valahogy igy hangzana:

1) Kiindulunk abbél a képletbdl, amit most a végén kaptunk.
2) Belatjuk, hogy eszerint integralva z*-t mindig ugyanazt kapjuk, mintha Fj szerint in-

tegralnank. Ehhez pont ugyanazokat a szamolasokat kell elvégezni, csak forditott sor-
rendben.

3) Ha minden polinomnak ugyanaz az integralja (a [—2v/d — 1, +2+/d — 1] intervallumon)
két kiilonb6z6 mérték szerint, akkor minden folytonos fiiggvénynek is, de akkor minden
intervallumnak ugyanannyi a mértéke a két mérték szerint, és akkor ez a két mérték
megegyezik.

4) Tehat belattuk, hogy az f altal generalt eloszlas megegyezik Fy-vel, tehat f a strtseég-
fiiggvénye Fy-nek.

A probléma megoldasa: Még igazolnunk kell, hogy a (8.5) egyenletben szumma és az
integral felcserélése szabalyos volt, azaz

- L) T
1—$2 P 1 V1—2a?
Most abbdl indultunk ki, hogy k-ra o = 0, és ag, = %d_”(l — d). Azt is tudjuk, hogy
a jobb oldal konvergens. Tehat azt kell belatni, hogy a bal oldal egy L;-ben konvergens
fliggvénysor:

A 8.7 allitas szerint
Ty, d(2z? —1) -1

— 4 P —2d(20? — 1) + 1
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tehat a >°° L2 sor egyenletesen konvergens [—1, +1]-en, ha d > 1. A bal oldal tehat:

- (S e

A T, (z) fiiggvény korlatos, ﬁ ugyan nem korlatos, de integralhat6. Egy egyenletesen

konvergens fiiggvénysort egy korlatos fiiggvénnyel megszorozva az tovabbra is egyenletesen
konvergens marad. Ha ezt megszorozzuk egy integralhato fiiggvénnyel akkor egy Li-ben
konvergens fiiggvénysort kapunk. [

9. Becsiilheté paraméterek

[6] 9-14. oldala alapjan.

9.1. Definicié. Egy n grafparaméter becsilhetd, ha minden (G,) Benjamini-Schramm
konvergens grafsorozatra lim,, ., n(G,,) 1étezik és véges.

Jelolések: Jeloljiikk M(G)-vel a G graf kiilonb6z6 parositasainak szamat, pm(G)-vel pedig
a G-beli teljes parositasok szamaét.

9.1. Lemma. A parositasi mértékkel kifejezhets a parositasok és a teljes parositéasok sza-
ma;

(a)
log(M(G)) 1

(b)
1 G 1
log(pm(G)) = - /log |z| dM¢, ha pm(G) # 0
|G| 2
Bizonyitas: Most is &, -+, §¢ a gyokei (G, x)-nek, p;(G) pedig a k elemid parositasok
szama, ezek (elGjelesen) u(G, z) nem-nulla egyiitthatoi.

(a)

[1Gl/2] fel G 1
M(G) = > (@) =" (G i) =[G - &) => [T 11+ &2 = exlesttred?
k=1 k=1 k=1
1: i-t (azaz \/—1-et) helyettesitve a parositasi polinomba minden masodik nem-nulla

egyiitthatoja tag elGjele megvaltozik és az egész esetleg megszorzodhat i-vel.

2: az 1.2 tétel szerint u(G, z) gyokei valosak.
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G|
1 1
log M(G) = Zlog(l +&)z = |G\§ /log(l + 2% dMg,
k=1

|G|-vel leosztva kapjuk az allitast.

(b) Ha |G| paratlan, akkor a teljes péarositasok szama 0. Tegyiik fel, hogy a teljes parosi-
tasok szama nem 0 (azaz 0 nem gyoke p(G, x)-nek), ekkor

G|
pm(G) = |u(G,0)| = H €4 =2 2108 lék]

k=1
|G|

log(pm(G)) = Zlog |z| = |G| /log |z|d Mg
k=1

1: a teljes parositasok O csiicsot nem hasznalnak, tehat a hozzajuk tartozd x-hatvany

Y.

2: feltettiik, hogy G-nek van teljes parositasa, tehat 0 nem lehet gyoke.

O
Ennek segitségével be tudjuk latni, hogy n(G) = % egy becsiilhet§ grafparaméter.

Azaz ha egy nagyon nagy grafnak (ezt tekinthetjiik grafsorozatnak) ismerjiik a lokalis "ki-
nézetét", tehat tudjuk, hogy a graf valamelyik csucsaba ledobnak minket, akkor milyen
valoszintiséggel mit fogunk latni, akkor ebbdél meg tudjuk allapitani, hogy a grafnak nagy-
jabol hany parositasa van.

9.2. Tétel. Ha (G,,) egy Benjamini-Schramm konvergens grafsorozat, aminek a parositasi
mértékei (a 6.1 tétel szerint) az M mértékhez tartanak, akkor

. log(M(Gy)) /1 9
lim ————= = [ —log(1 M.
Tim Gl 5 og(l + z*)d

Bizonyitas: Csak alkalmazni kell a 9.1 lemmét és hasznalni a gyenge konvergencia defi-

v

log(M 1 1
lim log(M(Gn)) _ lim = [ log(1 + 2*)dMg, = 5/1og(1 + 2%)dM

O]
Ugyanezt a bizonyitast nem tudjuk elmondani pm(G)-vel, mert log |z| nem értelmes 0-ban.
Az allitas sem igaz, ugyanis a Benjamini-Schramm konvergencia &ltalaban nem érzékeny
|G| paritasara, pm(G) viszont nagyonis, hiszen paratlan csicsszamu grafokra mindig 0.
Viszont egy egyenlGtlenséget azért ki tudunk mondani:

9.3. Tétel. Minden (G,,) Benjamini-Schramm konvergens grafsorozatra

< /10g|x\ dM

(itt is (G,) parositasi mértékei gyengén konvergélnak M-hez).

i log pm(G,,)
msup ——m
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Bizonyitas: Legyen u(zx) = log|x| és ui(z) = max(u(x),—k). Ekkor a (G,) sorozat

minden tagjéra:
10g p1m G d
w — /udMGn < /uk MGn,

minden k € Nt-re. Tehat:

1 n
lim Supog(L«;)) < lim [ uy dMg, = /uk dM,
de ekkor
1 n
lims.upM < lim [ u dM = /u dM = /log\x! dM.

Az utolso el6tti egyenldség azért igaz, mert (ug)-ra alkalmazhato a monoton konvergencia
tétel. 0

9.4. Tétel. Ha G, egy d-regularis majdnemfa-sorozat. Ekkor:

2)
. MG, 1 1 (d—1\""
e [G —510g<s—2 () )

VAd—3-1 2

hol & — _ .
ol = = T vl
b)
_ log(pm(G,)) 1 (d—1)d-1
1 O8\PIRI))  Zog (2=
121:8;31) Gl < 5 log T3

Bizonyitas: Nem bizonyitom. A 8.1 és a 9.2 illetve 9.3 tételek alapjan méar csak a kovet-
kezG integralasokat kell elvégezni:

a)

+2Vd1
/ log(1 + 2%) fy(x) dz,
N

+2v/d—1
/ log |z|fa(x) dz,
—o\/d=1

ahol f; a (6) egyenletben szerepld fiiggvény. Ez megtalalhato [6] 12-14. oldalan.
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10. Paros majdnemfak teljes parositasai

10.1. Tétel. (M. Voorhoeve) Ha G egy 2n csicst 3-reguléris (egyszert) paros graf, akkor:
4 n
pm(G) > <—> .
3
Bizonyitas: [8] alapjan.

Egy erdsebb allitast bizonyitunk indukcioval:

10.2. Allitas. Ha G egy 2n csicst paros graf, amelyben akar tobbszoros élek is lehetnek,
és GG minden osztalyaban van egy 2-foku csics és a tobbi csics 3-foka, akkor:

pm(G) > (g) " :

Ha ezt tudjuk n-re, akkor abbdl n-re kovetkezik a 10.1 tétel allitasa is, ugyanis:

minden G\ e-re (ahol |G| = n,e € E(Q)) teljesiil a 10.2 allitas feltétele, tehat pm(G'\ e) >
(%)nil. Tehat minden e € E(G)-re legalabb (%)nfl teljes parositasa van G-nek, ami ezt az
élt tartalmazza.

i@ = o 3 e = g (3) = (5)

e€E(G)

Azért osztunk 2n-nel, mert minden pérositashoz 2n-féleképp tudunk vélasztani egy olyan
élt, amit nem tartalmaz. A szummat azért tudjuk igy helyettesiteni, mert 3n él van a
grafban és mindegyikre pm(G \ e) > (%)n_l.

Bizonyitas: (10.2 allitas) Indukcioval bizonyitunk. Tehat ha n-re bizonyitunk, akkor az
el6bb elmondottak alapjan koézben hasznalhatjuk a 10.1 tétel allitdsat n — 1-re. Legyen u

az egyik 2-foku csucs, és az u-bol indulé élek (u,vy) és (u,vs).
1. eset: v = vy = v:

a) deg(v) =2:
Mivel G\ {u,v} 3-regularis, ezért a 10.1 tétel szerint legaldbb (3)
parositas van benne. Mivel (u,v) egy kettds él, ezért Gsszesen 2 (%) ! teljes
parositasa van G-nek.

b) deg(v) =3 és Ju # w € I'(v):
Eltekintve u-tél v-nek pontosan egy szomszédja van, legyen ez w. Elhagyva
{u,v}-t G-b&l kapunk egy olyan grafot, amire teljesiil a 10.2 allitas feltétele,
ugyanis v komponensében eredetileg is volt egy 2 foki cstics és ez megmaradyt,
a masik komponensben u helyett most w lesz 2 fokd. Az indukci6 szerint eb-
ben a grafban legalabb (%)W2 teljes parositas van. Mivel (u,v) multiplicitasa
2, G parositasaba kétféleképp valaszthatunk (u,v) élt, tehat G-nek legalabb

2 (%)n_2 > (%)n_l parositasa van.

! teljes

n—
n—
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2. eset: vy # vg:
Egyesitsiik vi-et és vo-t v-vé (a kozos szomszédoknal osszeadva az élek multiplici-
tasat) és toriiljiik le u-t! Igy kapjuk G’-t. Ekkor pm(G) = pm(G’), ugyanis G-ben
(u,v1) és (u,vq) koziil Ggyis pontosan az egyiket kell valasztani minden teljes paro-
sitdshoz, mert csak ez a két él indul ki u-bol. Tehat G’ egy parositasahoz bijektiven
rendelhetjiik G egy parositasit, ha megnézziik, hogy a G’-beli parositasban a v-
b6l indulo él eredetileg v1-b6l vagy vo-b6l indult. Ezek koziil azt, amelyikbdl nem
indult, azt 6sszekotjiik u-val. Két esetet kell megkiilonboztetni v fokszama alapjan:

a) deg(vy) = 2 vagy deg(vy) = 2:
Ekkor deg(v) = 3 lesz, tehat G’ 3-regularis és 2(n — 1) cstcsa van. Ekkor az
indukcio szerint legalabb (%)nil parositas van G’-ben, tehat G-ben is.

b) deg(v1) = deg(vz) = 3:
Ekkor G’-ben v foka 4, és abban a komponensben amiben v van van egy w
csucs aminek a foka 2. Legyen eq az egyik olyan v-bél induld él, ami a v-bél
indulo élek koziil a legtobb teljes parositasban szerepel. Ekkor pm(G’ \ ep} >
$pm(G’). (Innen jon a 3 a tételben.) Elhagyva G'-b6l ep-t kapunk egy 2(n — 1)
csucsu grafot, amiben két 2-foku csiics van és a tobbi csics 3-fokta. Az indukci6

szerint ebben legalabb (%)ni2 teljes parositas van. Ennek legalabb %—szorosa
pm(G’). O

A kovetkez§ tétel ennek az el6z6nek egy altalanositasa. Ezt mar nem bizonyitom.

10.3. Tétel. (Schrijver) [9] Ha G egy 2n csticsu d-reguléris paros graf, akkor

i) > (50

Megjegyzés: d = 3-at helyettesitve valoban az el6z6 tételt kapjuk. A kovetkezs tétel egy-
részt kiegésziti a 9.4 tételt, masrészt megmutatja, hogy a 10.3 tételnél az egyenlStlenség
éles.

10.4. Tétel. Ha (G,,) egy d-regularis majdnemfa-sorozat amelynek minden eleme péros

graf, akkor
. log(pm(Gn)) - 1 (d - 1)d_1
R TN Rl G e

Bizonyitas:
<:a 9.4 tétel b) része szerint.

>: a 10.3 tétel szerint:



Atalakitva

_ 1\d—1\ |Gnl/2
log(pm(Gy,)) > log (%) :

log(pm(G,)) _ 1 (d —1)%1
G 2 gl <W) .
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