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Koszonetnyilvanitas

Szeretném kifejezni mély halamat mindazoknak, akik segitségemre voltak e
remekmii megalkotésiban, de mivel szerencsémre terjedelmes lenne minden-
kit felsorolni, igy eltekintenék ettsl. Azért kiemelném a szomszédsidgomat és
csaladomat, akik felvették azt a nem kis id§ és energia pazarlassal jard szoka-
sukat, hogy éjszakanként alszanak, mozdulatlan fekszenek kicsiny agyukban,
csak hogy én békésen, csendben dolgozhassak. Nem is csak sziik csalddom
orvendeztet ezzel, de gy tlinik az egész varos csak az én kegyemet lesi ilyen
tekintetben, ez igen megtisztel§, nem is tudom hogyan szavakba onteni ha-
lamat ezért.



Bevezetés

Az ortogonalis mintavételezésben a f6 kérdés, hogy egy H fiiggvényosztaly-
hoz, melyek egy kozos 2 halmazon vannak értelmezve van-e olyan (¢,),en
(-beli diszkrét pontsorozat és (T,),en H-beli fiiggvénysorozat, melyekre tet-

sz6leges f € H az
= Z ft) T (x
n=1

alakot 0lti, ahol ha lehet a konvergencia egyenletes.

Ez természetesen nem elvarhato egy fliggvényosztalytol, bar konnyen le-
het mondani olyan példat, ahol ez teljesiil. Egy nagy vonalakban elmondott
példéaval szeretném szemléltetni ennek a jelentGségét. A példam a hang. A
hangot vehetjiik tgy, mint egy fliggvényt. Egy kitartott tiszta hang, egy szi-
nuszos fliggvény, ahol a frekvencia forditottan aranyos a peridodus idGvel, az
amplitudo, vagyis maximumok, pedig a hangerdsségnek feleltethetéek meg.
Az Gsszetett hang persze sokkal bonyolultabb lehet. A megkozelités alapjan
a Fourier sor rendkiviil igéretesnek ajanlkozik, csakhogy a mérésekkel meg
lehet hatarozni a fiiggvényiink bizonyos helyeken felvett értékeit, ebbdl pedig
nem vilagos, hogy hogyan lehetne Fourier egyiitthatokat szamolni. Erre ad
megoldéast, a nevezetes Shannon-Whittaker-Kotelnikov mintavételezési kép-

let.
sin(m(2B(z — 55)))
Z /(55) (2Bt — )

Minden olyan f € L*(R) fiiggvényre, mely Fourier transzformaltja korlatos
tartoji, mégpedig suppf C [-B, B] Ez persze nem adna okot nagy 6rom-
re, ha az ember fiile nem lenn korlatos frekvenciatartoméanyi, de az. Tehat
a hangokbol technikai eszkozokkel (marmint fizikalisakkal) kiszirjiitk a hall-
hatatlan frekvenciatartomanyokat, a maradék hangot pedig a fenti képlet
segitségével rekonstrualni tudjuk.

Az eredmény t6bb ember nevéhez kothets: E.T. Whittaker (1915), fia
J.M. Whittaker (1935), Kotelnikov (1933), Shannon(1949), Nyquist.




A szakdolgozat négy fejezetbdl all. Az els6ben sszefoglalom a sziikséges
elGismereteket.

A maésodikban kihozom a fenti eredményt és egy altaldnositasat Fourier
sorok és Fourier transzforméalt segitségével.

A harmadik fejezet Antonio G. Garcia Orthogonal Sampling Formulas:
A Unified Approach cimi cikke alapjan késziilt. Ebben a fejezetben egy alta-
lanosabb eljarast mutatunk ortogonélis mintavételezési formula elGallitaséara,
majd ebbdl az altalanosabb megkozelitésbdl is kihozzuk a fenti képletet.

A negyedik fejezetet tobb konkrét példat is mutatunk a harmadik feje-
zetben bemutatott eljaras alkalmazasara, illetve néhany mintavételezési kép-
letre, amikre a tétel mindenesetre garantalja az egyenletes konvergenciat. Ez
a rész is nagy részben a fentebb emlitett cikk alapjan irodott.



1. fejezet

ElGismeretek

Ebben a fejezetben Gsszefoglalom a dolgozatban hasznalt jeloléseket, az is-
mertnek tekintett fogalmakat, tételeket.

1.1. Fiiggvényterek

1. Definici6. L'(R) jeloli az abszoltt értékben integralhat6, mérhetd fiiggve-
nyek terét. Ennek elemei a valos szamegyenesen értelmezett, komplex értéki
Lebesgue mérhets fiiggvények ekvivalenciaosztéilyai, melyekre

[ 15@)ds < o

Az ekvivalenciaosztalyokat a "majdnem mindeniitt egyenls” ekvivalenciare-
lacié indukalja.

Megjegyzés Fiiggvények egy halmazat fiiggvénytérnek mondjuk, ha vektor-
teret alkotnak a pontonkénti Osszeadasra, valamint skalarral valo szorzasra
nézve, vagyis ezen miveletekre zartak.

2. Definicié. L*(R) jeloli a négyzetesen integralhato, mérhets fiiggvények
terét. Ennek elemei a valos szdmegyenesen értelmezett, komplex értéki Le-
besgue mérhets, négyzetesen integralhato fiiggvények ekvivalenciaosztalyai,
a "majdnem mindeniitt egyenlG§” ekvivalenciarelaciora.

A téren adott
(f.9) = / fg
R

skalarszorzat, ahol g a g fiiggvény komplex konjugaltjat jeloli.
Ez a tér Hilbert tér.



Az I jelblést nemelfajulé intervallumra hasznaljuk. Ertelemszertien LY(I),
L3(I) az I-n értelmezett fiiggvények tere a fenti feltételekkel és jelolésekkel.
Jelolés (2 jeloli azon (a,)nen komplex sorozatok terét, melyekre

Z |an|? < oo
neN

teljestil.
Az elsbb bevezetett sorozat tér Hilbert tér a

<(an)n€N7 (bk)k€N> - Z anl_)n
neN

skalarszorzattal ellatva.
3. Definici6. Tekintsiik az L*(I) fiiggvényteret, az itt adott (f,g) = [, fg
skalarszorzattal. Ekkor fiiggvények egy (1););ca rendszerét, ahol A egy index-
halmagzt jelol, ortonormalt bazisnak neveziink, ha minden eleme 1 normajd,
paronként ortogondlisak egymasra és az altaluk generdlt altér L?(I)-ben sii-
i részhalmaz. Amennyiben a normaltsag nem teljesiil, (vagyis van olyan i,
hogy ||1;|| # 1,) akkor ortogonéalis bazisrol beszéliink.

Amennyiben a stirtiségi feltétel nem teljesiil, bazis helyett rendszerrdl be-
széliink.

1. Tétel (Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij). (H, (-,-)) Hilbert téren
(u, v) < lull ][]

egyenldtlenség minden u,v € H esetén teljesil. Eqyenloség pontosan akkor
all fenn, ha u és v skaldr-szorosai egymdsnak.

Specidlisan L*(I)-n ez
\//|f Pda:\//\g )|2dx

Kovetkezmény Korlatos zart intervallumon L*(1) C LY([)

dx

alakba irhato.

2. Tétel (Parseval egyenlSség). Eqy (H,(-,-)) Hilbert téren legyen adott a
{tn}pen ortonormdlt bazis. Ekkor tetszdleges h € H elemre

Y 1{hba) [P = (hy b

egyenldség teljestil.
Az dllitas megforditdsa is teljesiil, amennyiben H minden elemére teljesiil
az egyenldség, annyiban {}, oy ortonormdlt rendszer bdzis is.
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3. Tétel (Riesz reprezentacios tétel). Egy (H,(-,-)) Hilbert téren minden
¢: H — C linedris, folytonos funkciondlhoz létezik egyértelmien egy hy, € H,
amire p(z) = (hy, ).
Jel6lés C™(1), jeloli, az I intervallumon értelmezett n-szer folytonosan dif-
ferencialhato fiiggvények terét.

Specialisan C°(I) az I intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények
terét jeloli.

C>(I) jeloli az akarhanyszor differencialhato I intervallumon értelmezett
fiiggvények terét.

4. Definicié. Schwarz térnek nevezziik azon ¢ € C*°(R) fiiggvények terét,
melyekre
sup |z (z)| < 00
R
teljesiil tetszéleges n, m természetes szamokra, ahol (™ (z) a fiiggvény m-
edik derivaltjat jeloli.
Jel6lés A Schwarz teret 8 jeldli.
A Schwarz tér fiiggvényeknek egy igen sztik korének ttinhet, az sem vi-

lagos elsére, hogy vannak elemei, de a kovetkez§ tétel ravilagit valamilyen
értelemben ennek ellenkezgjére.

4. Tétel. § sird altere L*(R) fiigguénytérnek.

Ez azért fontos nekiink, mert ennek segitségével fogjuk definidlni a Fourier
transzformaltat.

1.2. Fourier sorok, Fourier transzformalt

Elgszér a Fourier sorokkal, majd a Fourier transzformalttal kapcsolatban
foglalom Gssze a f6bb ismereteket.

1.2.1. Fourier sorok
5. Definici6. Egy 1-szerint periodikus L'([0, 1])-beli fiiggvény Fourier soran

a forméalisan definialt .
Z f(n)€27rina:

n=—oo

fiiggvénysort értjiik, ahol

f(n) = /1 fla)e ™ dx

0



definidlja az egyiitthatokat.

Itt megjegyezném, hogy nem sziikségszeri 1-szerint periodikus fiiggvénye-
ket venni. Altalanos alakjaban L szerint perioédikus fiiggvényekre

i f(n)€2ﬂinx/L

n=—0oo

alakot hasznalhatjuk, ahol

fn) =

S

L
/ f(x)e—%rinx/de'
0

Megjegyzés A dolgozat soran végig a két irdnyban végtelen Osszegzést a
kovetkez&képpen értelmezziik:

o0 n
E a, = lim E a.
n—oo
n=-—o0o k=—n

Vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételek sziikségesek, hogy a Fourier sor
eléallitsa f fiiggvényt pontonként, illetve L? konvergenciét tekintve.

5. Tétel. Tekintsik f € L'([0,1]) figguényt. Amennyiben minden n € 7
értékre f(n) =0, akkor f minden x folytonossdgi pontjiban f(z) = 0.
6. Tétel. Amennyiben f folytonos figguényre S |f(n)| < oo teljesiil, ak-

n=—oo

kor f-et elddllitja a Fourier-sora, vagyis

f(x) _ Z f(n)62m‘mc’
ahol a konvergencia egyenletes.

Most tekintsiik az L?-beli konvergenciat.

7. Tétel. Tetszileges f € L*([0,1]) figguényre

1
J
amint n — oo. Vagyis f Fourier sora konvergdl f-hez L*-beli konvergencidt
tekintve.

f(x) = fn)em™| =0,

k=—n




A kovetkez§ tény a Parseval egyenlGség kiovetkezménye, annak a nem
trividlis ténynek a felhasznalasaval, hogy {e*™"},c; ortonormalt rendszer
L*([0,1]) téren. Ez a nem trivialis allitas kovetkezik abbol, hogy a korlatos,
folytonos fiiggvények, stir részhalmazat alkotjak L2([0,1]) fiiggvénytérnek,
err6l a stird részhalmazrol pedig tudjuk, hogy elgallitja ket a Fourier soruk.

1. Allitas. Tekintsik f figguényt L*([0,1)) téren. Ekkor

1

[1s@Pds= 3" 1w

0 n=—oo
eqyenldség teljestil.
Végiil a Fourier sorok kapcsan tekintsiik az egyiitthatok nagysagrendjét.

2. Allitas. Egy f(x) 1-szerint periodikus, kélszer folytonosan differencidlha-
to fugguényre, a Fourier sor egyiitthatos O(#) nagysdagrendiek, azaz létezik
olyan A > 0 wvalds szam, hogy |a,| < H% minden n egész szamra.

Egy f(z) 1-szerint periodikus, folytonosan differencidlhatd fiigguényre, a
Fourier sor egyutthatot O(%) nagysdgrendiek, azaz létezik olyan A > 0 valds
szam, hogy |a,| < Hin minden n egész szdamra.

Ko6vetkezmény Minden f € C[0,1] fiiggvényt elallit a Fourier sora.

1.2.2. Fourier transzformacid

A Fourier transzforméltat elGszor sztikebb korben értelmezziik, azutan kiter-
jesztjiik L*([0,1]) fiiggvénytérre.

6. Definicié. Egy f € 8 fiiggvény Fourier transzforméltjan az
f = [ s
R

fiiggvényt értjiik.

Megjegyzés A Fourier transzformalt definici6ja nem egységes. A dolgozat
els6 harom fejezetében kovetkezetesen a definicioban megadott képletet hasz-
naljuk, a negyedik fejezetben ettsl esetenként eltériink.

3. Allitas. Amennyiben f € 8 a Fourier transzformdltja f-nek, annyiban

@)= [ Fayemd.
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7. Definici6. Az imént meghatarozott fiiggvénytranszformaciot, inverz Fo-
urier transzformécionak nevezziik.

A Fourier transzforméaciot, mint operdtort F-fel fogom jelolni, az inverzét
F1ovel.

8. Tétel. Legyen (fn)nen egy Schwarz-térbeli figgvénysorozat, mely tart f,

négyzetesen integrdalhatd figguényhez. Ekkor létezik lim f, hatdrérték L?(R)
n—oo

fiigguénytéren.

8. Definicié. Amennyiben f € 8§, annyiban F(f) legyen a korabban mér

definialt Fourier transzformalt.

Legyen f € L?(R), valamint f,, € 8 fiiggvénysorozat, mely konvergal f
fiiggvényhez. Ekkor f Fourier transzformaltjat

F(f) = lim F(fn)

n—oo
hatarérték definialja.

Az el6z6 definicio értelmes, nem fiigg a sorozat valasztasatol a kapott
fiiggvény, az L*(R) szerinti ekvivalencia osztalyokat tekintve.

A Fourier transzformalthoz hasonléan definidlhatjuk az inverz Fourier
transzformaéciot is.

9. Tétel. A fenti definicidval F egy L*(R) — L*(R) skaldrszorzattartd bijek-
ci0.

Kovetkezzen a Fourier transzformaltrol néhany allitas, amik egyszert sza-
moléassal igazolhatoak.

4. Allitas. Minden f € L*(R) figgvényre
(FoF(f))(x) = f(—x).
5. Allitas. Minden pozitiv valds A-ra és f € L*(R) fiigguényre

F(f(Ax)) = AT'F(F)(A).

1.2.3. Poisson 0sszegzési képlet

Azért emelem ezt ki kiilon alfejezetben, mert ez teremt Osszefiiggést sza-
munkra a Fourier sorok és integralok kozott, valamint, ez az egyik kulcsa a
kovetkezs fejezetben bemutatott bizonyitasnak.



10. Tétel (Poisson Gsszegzési képlet). Legyen f és f is folytonosan differen-
cidlhato, ekkor

S fatm) = 0 fyene

n=-—00 n=-—00

osszefiiggés teljesiil.
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2. fejezet

Shannon-Whittaker-Kotel’nikov

2.1. Osszefoglald

Ebben a fejezetben latni fogjuk a széles korben alkalmazott Shannon- Whittaker-
Kotel’nikov mintavételezési egyenletet, mi szerint egy fliggvény, mely Fourier-
transzformaltja korlatos tartojua, egyértelmtien meghatarozhato6 a diszkrét he-
lyeken felvett értékeibsl. Konkrétan:

f0)= 3 1(55) K (+~25)-

n=—oo

ahol

1 hay =0

Y

sin(72By) ha
—apy 0 Ay F#o0
K(y) = { 2By

Osszefligges teljesiil. Itt f Fourier transzformaltja [—B; B]-n kiviil 0. Szokas
1/2B-t Nyquist hanyadosnak nevezni. A mintavétel egyenletes, 1/2B id6ko-
zonként.

A mintavételezés alatt igazabol egy idében, vagy térben valtozo fizikai
mennyiség (fiiggvény) meérését (mintavétel) szokas érteni, a gyakorlatban ko-
moly hangsuly van a mintavételezés pontatlansagabol, valamint a jelfeldol-
goz6 rendszer diszkrét értékd szdmitésaibol fakado hiba becslésén, ebben a
dolgozatban ezzel nem foglalkozunk, igy mintavételezés alatt egyszertien egy
fiiggvény bizonyos helyeken felvett értékeinek meghatarozasat értjiik.

A kovetkezSkben levezetem a formulat B = 1/2 esetén, majd egy jobb
konvergenciat biztositdé mintavételezési formulat is kihozunk a Fourier sorok
és transzformaltak segitségével.

11



2.2. Shannon-Whittaker-Kotel’nikov formula a
Fourier transzformaltbol

11. Tétel. Legyen f € L'(R) és f € CH(R), melyre supp(F(f)) C [-1/2;1/2],

ekkor )
sm (x—n
=3 sl N T

n=—0oo

Bizonyitas. Tekintsiink egy feltételeknek megfelels f fiiggvényt, melyre
supp(f) C [=1/2;1/2].

Ekkor a Poisson 0sszegzési képletet f fiiggvényre alkalmazva

(n) 627rina:

=

=
I

K’3))

n=—0oo

Osszefiiggést nyerjiik, mivel f(:z: +n) =0, han#0. Ezt

f(ZL') = X[1/2: 1/2 Z 27rinx
alakban is irhatom. Kihasznaljuk, hogy f(z)-nek kétszer véve a Fourier transz-
forméaltjat f(—x)-et kapunk, ezutan mind két oldalnak vehetjiik az inverz
Fourier transzformaltjat és

/ Z f 1/2:1/2] ( )627rinx€2m't:pdx

n=—oo

eredményre jutunk. Mivel (f(—n)),cz értékek f Fourier soranak egyiitthatoi,

fgy .

> 1)) < oo
nagysagrendtiek, vagyis az Osszegzés abszolit és egyenletesen konvergens fi-
gyelembe véve, hogy e® 1 abszolut értéki, ha t valos. Ekkor felcserélhetjiik az
integralast az Gsszegzéssel. A felcserélés utan lathato, hogy F(x(—1/2;1/9(z)e*™)
értékeét kell meghataroznunk.

e ) e27ri(n+t)x z=1/2
/ 627r2(n+t);vd$ —
2mi(n+ 1) | ,— 1)
—1/2

emi(n+t) _ o—mi(ntt) _sin(m(n + 1))

2mi(n+t)  w(n+t)

12



Az Osszegzés szimmetrikussagat kihasznalva, ez

flr)= 3 f =)

n=—oo

m(x —n)

alakba irhato. [ R
Megjegyzés Amennyiben f tartoja [—B; B] intervallum, akkor

= 5 1) e

2.3. Egy masik mintavételezési képlet a Fourier
transzformaltbol

A kovetkez6 eredmény az el6z6hoz hasonléan jon ki. Jobb konvergencia tu-
lajdonsagokkal bir, cserébe stiriibben kell mintat venni.

12. Tétel. Legyen f és f is kétszer folytonosan differencidlhato, A pozitiv
valds szam. Ekkor f(x)-et eld lehet dllitani a kévetkezd mintavételezési kép-

lettel. .
o= 3 13-

ahol
cos(my) — cos(mTAy)

my* (A —1)

Ky\(y) =

A

Bizonyitas. Tekintsiink az el6z6hoz hasonloan egy f fiiggvényt, melyre supp(f) C

[—1/2;1/2], legyen X > 1 valos szam. Vegyiik a g(x) = f(A"1z) fiiggvényt. Er-
r6l tudjuk az Gsszefoglaloban szerepls F(f(A\x)) = ALF(f) (A1) osszefiigges
alapjan, hogy supp(g) C [—1/2X;1/2\] C [-1/2;1/2]. Vagyis ha szeretnénk
f transzformaltjat “06sszenyomni”, akkor f-et ”szét kell huzni”. Lathatjuk,
hogy g-re alkalmazhatjuk a fenti eljarast, s6t valaszthatunk x(_1/2,1/2) helyett
olyan fiiggvényt is, ami csak [—1/2);1/2)\] intervallumon 1. Egy ,trapéz”
fiiggvényt fogunk hasznalni ilyen tulajdonsagokkal.

(0, ha v < —1/2

2 r+525, ha —1/2<a<-1/2)
r(z) =<1, ha —1/2X <z < 1/2X

2+ 25, hal/2 <2 <1/2

\O, hal/2 <z
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Ezt a fliggvényt hasznalva a karakterisztikus helyett

o0

gl@) = Y g(=n)F (r(x)e*™")

n=—oo

egyenlet adodik. Tehat ki kell szamolnunk F~1(r(x)e*™™*) értékét. Felirva a
definiciot és r(z) alapjan szakaszokra szétszedve az integralt a kovetkezst
kapjuk:

—1/2X\
; 2 A , ,
gj—l(r(x)e%rmx) — / ()\ — 11, + )\ — 1) eszna:ethxdx

—-1/2

1/2\ 1/2

) ) —2) A ) )
T / 627T”m627mtxdl'+ / ()\ 1iL'+ )\ 1) e27rzn:r627rztzdx

—1/2A 1/2\

Széthontva az Osszegeket az integral linearitasat felhasznalva konnyen sza-
molhaté az integral, az xe“ alakt tagokat egyszertibb alakra hozhatjuk par-

cidlisan integralva:
b eCt r=b
/:cecxdx = [ } /—dx

a

Az Osszes tagot felirva, az Osszevonasokat elvégezve, a kovetkezd eredményt
kapjuk:
Tt/ | g=mi(n+)/N _ omi(ntt) _ p—mi(ntt)
2r2(n 4+ t)2(A — 1)
cos(m(n +1t)/A) — cos(m(n +1t))
m(n+1t)2(A—1)

T (r(z)e?™™) = A

=\

Most vizsgaljuk meg, hogy mit kaptunk

( n> Acos(ﬂ(n + Ax)/A) — cos(m(n + Az))
w2 (n+ Ax)?(A —1)

B n cos(m(z + %)) — cos(Am(z + %))
n_Z:OO f< ) (a:—i— ) (A=1)

Az Osszegzés szimmetrikussagat kihasznalva n-t az ellentettjére cserélhetjiik
és pont a kivant elGallitast nyerjiik.
O
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3. fejezet

Ortogonalis mintavételezés

3.1. Osszefoglald

Ebben a fejezetben egy altaldnos eljarast fogunk latni a mintavételezési fel-
adatra, vagyis olyan modszert, aminek segitségével diszkrét helyeken megha-
tarozva egy fliggvényt, azt teljesen egyértelmtien meghatarozhatjuk, amennyi-
ben tudjuk, hogy a megfelelt fiiggvényosztalyba tartozik.

Egy fliggvénytranszformaciot fogunk bevezetni, egy magfiiggvénnyel vett
skalarszorzas formajaban L*(I) téren, ami jol megvélasztott magfiiggvény
esetén injektiv leképezés lesz, a képtér pedig egy olyan fiiggvényosztalyt fog
alkotni, ahol mintavételezési formulat lehet megadni.

Tehat az alapfeladat egy f fiiggvény meghatarozasa, az ismert f(¢,) ér-
tékekbdl. Itt n természetes, vagy egész is lehet.

3.2. Ortogonalis mintavételezés

3.2.1. A tér meghatarozasa, tulajdonsagai

Legyen {¢,(2)}22, egy ortonormélt bazisa L?(I)-nek, ahol I egy nemelfajulo
intervallum.

Vegyiink tovabba egy {S,,}°2; komplex értéki fiiggvénysorozatot, melyek
egy kozos 2 C R halmazon vannak értelmezve, valamint egy {t,}52, C Q
sorozatot, hogy a kovetkezdk teljesiiljenek:

1. S,(tx) = andnk, ahol 0, a Kronecker delta fiiggvényt jeldli és a, # 0
teljesiil.

2. 3 1S,(t)]? < oo teljesiil minden ¢ € ) valos szamra.
n=1

15



Tekintsiik a kovetkezs I x 2 — R fiiggvényt:
K(z,t) = Su(t)én(x)
n=1

Konnyen lathato K (z,t) meghatarozasabol, hogy K(x,t,) = a,é,(2).
6. Allitas. K (x,t) fiigguényben a mdsodik vdltozdt, vagyis t-t rigzitve K (-,t) €
L*(I)
Bizonyitas. Az allitas > [S, (1) < oo és {&n},en Ortonormaltsaganak ko-
n=1

szonhetS, mivel minden n pozitiv egészre és rogzitett t € € értékre

J

Z Sn(t)bn(x)

k=1

2 n
i< [ 31,0 10n(a)f do
T k=1

=S 1Su0F < SISM0F < .
k=1 k=1

Vagyis a végtelen Gsszeg is a megadott korlat alatt marad. [

Ezen tulajdonsagok biztositjak a kdvetkezd értelmességét és injektivita-
sat.

Tekintsiik a

() = / F(2)K (. t)dx

1

fiiggvénytranszformaciot, ahol F(z) € L*(I). Erre a transzformaciora vezes-
siik be a T(F') jelolést.

7. Allitas. T értelmes.

Bizonyitas. Ez akkor teljesiil, ha minden rogzitett ¢ € Q értékre [, F(2)K (x,t)dx
értelmes. K (z,t)-r6l, mint x fiiggvényérsl mar tudjuk, hogy L?*(I)-ben van,
F-et pedig onnan valasztottuk. A szorzatfiiggvény mérheté és a Cauchy-
Schwarz-Bunyakovszkij egyenlGtlenség szerint

< @ e 1K (2, )] 2

/ F(z)K (z,t)dx

1

vagyis véges. [

Az korabbi allitas elss része szerint z-et régzitve, van egy olyan (,)nen SO-
rozat, melyekre K (x,t,) fliggvénysorozat egy ortogonalis bazist ad. Ez fogja
szamunkra biztositani, hogy magként hasznalva K fliggvényt injektiv legyen
a hozzarendelés.
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8. Allitas. A fenti integrdl egyértelmi a kévetkezd értelemben: f(t,) = g(t,)
minden n € N, akkor szikségképpen f(t) = g(t), minden t € Q-ra.

Bizonyitas. Behelyettesitve az integralba és haszndlva S, tulajdonsagait
azt kapjuk, hogy

F(t) = / F(x)aydude = ay (F(), 60}

I

Ezt g-re is felirva, azt kapjuk, hogy minden n € N esetén

(F(x),¢n) = (G(x), ¢n) ,
mivel {¢, }>2; ortogonalt bazisa volt L?(I)-nek, igy F(z) — G(z) = 0 majd-

n=1
nem mindeniitt, tehat f(x) = g(x) egész Q-n teljesiil. [
Tekintsiik most a lehetségesen elgallitott fiiggvények terét.

9. Definici6. Vezessiik be a

H= {f Q= C|f(t)= /F(x)K(x,t)dm,F € L2(1)}

1

jelolést. Ezt a teret ellatjuk a (f, g)qc = (F, G) 2(;) norméval, ahol T(F) = f,
valamint T(G) = ¢

A definiciobol vilagos, hogy T egy skalarszorzat-tarto leképezés lesz a két
tér kozott. Ekkor persze {¢, tnen képe T szerint egy ortonormélt bazisa lesz
H-nak.

9. Allitas. J(-ban (S, (t))nen ortonormdlt rendszer.

Bizonyitas. Az el¢bbiek alapjan elég belatni, hogy T(¢x) = Sk.

760 = [ 3 Sulon(aon(a)dr

A Lebesgue tétel alapjan, mivel > |S,(t)||¢n(x)| € L3(I), felcserélhets az
n=1

Osszegzés az integralassal. Az ortonormaltsag miatt (¢, ¢x) = 0, ha n # k
és 1, ha n = k. Mindezt 6sszegezve megkapjuk T(¢x) = Sk egyenlséget. [J
Ez azt jelenti, hogy f € JH felirhato

F) =Y (Fs Sn)g Salt)

n=1

alakban, ahol a konvergencia H-beli.
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13. Tétel. Minden f € H fiiggvény elddll a kévetkezd alakban:

£ =3 >,

ahol a konvergencia H Hilbert téren értendd.
Bizonyitas. A tétel el6tti megfigyelés alapjan elég
f(tn)

n

<f> Sn>9—f -
Osszefliggést igazolni. A definicio alapjan

<f7 Sn>j{ = <F7 ¢">L2(I)7

ezt kiirva, felhasznalva K (z,t) definiciojat és S, tulajdonsagait

/F(I)%(x)dﬂf = /F(x)de _ )

an Qn
1 1

adodik, ahol a,, = S,(t,). O
A konvergenciardl szeretnénk ennél tobbet is mondani, ebben lesz segit-
ségiinkre a kovetkezd alfejezet.

3.2.2. Reprodukalé magu Hilbert terek

Ebben az alfejezetben megnézziik, hogy mik is azok a reprodukal6 magi
Hilbert terek (RKHS). Végiil latni fogjuk, hogy H teriink rendelkezik ezzel
a tulajdonsaggal, ami lényegbe vagd szamunkra.

10. Definicié. Egy H X halmazon értelmezett komplex értéki fiiggvények
egy részhalmazara, mely Hilbert tér a (-; ), skaldris szorzattal azt mondjuk,
hogy RKHS (reproducing kernel Hilbert space), ha minden  elemére X-nek,
a behelyettesités funkcional folytonos.

Megjegyzés A definicioban folytonossag helyett korlatossagot is meg lehet
kovetelni, mivel a behelyettesités mindig linearis és egy linearis funkcionalra
ekvivalens a ketté.

A kovetkez§ allitasban ravilagitunk az elnevezés okara.

10. Allitas. Egy H RKHS-en, mely X -en értelmezett, komplex értéki figg-
vényekbdl dll, létezik egyértelmien eqy k(t,s), X?-en értelmezett komplex ér-
téki figgvény, melyre



Bizonyitas. Riesz reprezentacios tétel garantalja szamunkra, hogy minden
t € X elemhez létezik egyértelmien egy k; € H, hogy minden f € H-ra

f@t) = (f k) -

Tekintsiik a
k(tu 8) = <k57 kt> = ks(t)

fliggvényt, ez lathatoan teljesiti az allitas kovetelményeit.
Az egyértelmiiség bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy k(t, s) fiiggvény is tel-
jesiti a tétel feltételeit. Fixaljuk s € X-et. Ekkor:

Bt 5) = (k(, ) ) = (ko ko)) = Rls) = (R k) = (t, 9)
Az allitast ezzel belattuk. O

11. Definicié. A fenti allitas biztositotta k(t,s)-t az RKHS reprodukalo
magjanak nevezziik.

11. Allitas. Legyen {e,(t)}>2, egy ortonormdlt bizis H RKHS-ben. Ekkor
a reprodukdlo mag a kévetkezdképpen fejezhetd ki.

k(t,s) = en(t)en(s)

n=1

Bizonyitas. Kifejezve k-t az ortonormalt bazis segitségével, majd hasznalva
(x,y) = (y,x) és f(t) = (f, ki) Osszefliggéseket

ky = Z (ki,en) en = Z en(t)en
n=1 n=1

egyenlGséget kapjuk. Ezt hasznédlva

o0

k<t7 8) - <k87 kt> - Zmen(ﬂ

n=1

eredményre jutunk és pont ezt allitottuk. [l

Most be fogjuk 1atni, hogy H egy RKHS, ez igazabdl mar kivetkezik az
eddigiekbdl, de mivel ez nekiink kulcsfontossagi, ahhoz, hogy tébbet mond-
hassunk a konvergenciarol, ezért kiilon allitasként leirom.

12. Allitas. H eqy RKHS
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Bizonyitas. Elég megmutatni, hogy minden ¢ € {2-ra a behelyettesités kor-
latos.

[F ()] =

Az els6 egyenl@ség a definicioboél jon. Az egyenlGtlenség pedig Cauchy-Schwarz-
Bunyakovszkij tétel kovetkezmeénye. || f||;c = || F||;- alapjan a fenti éppen a
kivant egyenl&tlenség. [

/(F(ﬁ))K(x,t)dx

1

< EN 2 1 D)

3.2.3. A kivant eldallitas

Most vizsgaljuk meg, hogy az el6zGekben bizonyitott tulajdonsag mit jelent
szamunkra a JH téren.

Tudjuk, hogy H RKHS és S,,(t) ortonormalt bazis benne. Ez alapjan, azt
is tudjuk, hogy

k(t,s) =Y Su(s)Sa(t)

alakba irhato fel.
Masrészrol tekintsiik

k(t,s) = (K (1), K(y8) oy = /K(x,t)K(:v, s)dx

fiiggvényt, ahol K(s,t) a H tér konstrualasdhoz hasznalt magfiiggvény. Ezt
rogzitett s € (2-ra tekintve lathatjuk, hogy

T(K(x,s)) = k(t, ).

A H-beli skalarszorzat definicioja alapjan, ekkor viszont
(£ kG5 = (PR, = [ F@)K(e9de = 1(9)

vagyis a reprodukalé mag egyértelmiisége alapjan a kovetkezGt bizonyitottuk:

13. Allitas. k(t,s) = 3 Su(s)Sn(t) = (K (1), K(,8)) 12
n=1
Specidlisan az el6z6 allitdsba t = s értékekre
k(t,t) = HK('at)Hzm(I)
adodik, amit Gsszevetve H RKHS-ségének bizonyitasdban szerepld

[FEOT< W Fllse B0 L2y
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becsléssel megkapjuk, hogy

[(F =) O < = gllac 1KC D 20y = 1 = gllse VER D).

Ez pont azt jelenti, hogy amennyiben K(-,t) L*-beli norméaja korlatos, tgy
a konvergencidnk egyenletes lesz.

14. Tétel. Minden f € H figgvény elddllithatd a (t,)nen helyeken vett min-

taibol a -
ft) =3 ity 0

keplet seqgitségével. FEz a fiigguénysor abszolit konvergens pontonként. Amennyi-
ben | K (-, 0)[| 2y = VE(L, 1) korldtos, annyiban a konvergencia egyenletes is.

Bizonyitas. Az elgallitast mar lattuk. A pontonkénti konvergencia az RKHS
tulajdonsagnak koszonhetd, mivel tudjuk, hogy H norméban érvényes a kon-
vergencia. Az abszolut konvergencidnak az az oka, hogy egy ortonormalt ba-
zis tetszlleges atrendezettje is ortonormaélt bézis, valamint csak az abszolit
konvergens sorokra teljesiik, hogy tetsz6leges atrendezettjiik is konvergens.

Végiil az egyenletes konvergenciat az adott esetben épp a tétel kimondasa
el6tt lattuk be. [J

3.3. Shannon-Whittaker-Kotel’nikov formula ki-
hozasa el6z6 tételbdl

A Shannon-Whittaker-Kotel'nikov mintavételezési formulat a Fourier sorok
és transzformalt segitségével nyertiik.

A Fourier sorok konvergencidja L?(I) fiiggvénytéren, ahol I az egység-
intervallum (tartva magunkat a meghatarozasokhoz, egyébként tetszoleges
rogzitett véges intervallum is lehetne az altalanosabb képlettel) pont annak
az igazoléasa, hogy (e*™"*), <z ortogonélis bazis L?(I)-ben. Ez a rendszer nor-
malt is, igy hat ortonormalt bazis is.

A Fourier transzformaltat pedig egy magfiiggvény segitségével allitottuk
els, ahol K (z,t) = e*™* mivel nekiink az inverz Fouriéra van sziikségiink,
hiszen f-et szeretnénk eléallitani, amirél tudjuk, hogy supp(f) C [~1/2,1/2],
amit ugy is vehetiink, hogy f € L%([—1/2,1/2]).

Osszegezve: ebben az esetben mindeniink adott, mar csak ki kell sza-
molnunk S, fiiggvényeket, amit K(z,t) = > S,(t)¢n(x) definicios képlet

n=—oo
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alapjan meg is tehetiink. Az indexelést meg kell valtoztatni értelemszerten.
Rogzitett t mellett a kovetkezd adodik.

o0

K(z,t) = Z (K(z,t), on(z )>L2( [~1/2,1/2)) ¢n( )
Behelyettesitve K(x,t) = €*™® és ¢, (x) = €™ fiiggvényeket, kiszdmol-
va a skalarszorzat értékét, (ami pont ugyanaz a szamitas, amit elemi aton
bizonyitva elvégeztiink,) megkapjuk az eredményt.

27rztx _ E Sll’l t — n 627rinac
w(t —n)

Amibdl lathato, hogy
sin(w(t —n))
n(t—mn)

Végiil is az el6z6 fejezet alkalmazasaval a kovetkezd eredményt kaptuk.

SN(t) =

15. Tétel. Minden f figguény, amely elddll eqy F € L*([—1/2,1/2]) fiigg-
vény segitségével
1/2

ft) = / F(z)e*™ dx
~1/2
alakban, elddllithato az egész értékeken vett mintdibol
sm w(t—n
= 3 sy
n=—o0o o n)

mintavételezési formula segitségével. A sor konvergencidja abszolit és egyen-
letes.

Bizonyitas. Mar csak azt kell belatnunk, hogy S, a tétel feltételeit teljesiti
a t, = n egész értékekkel, vagyis

1. S,(tx) = andnk, ahol 0, a Kronecker delta fiiggvényt jelli és a, # 0
teljesiil.

o0

2. > 1S.(#)]* < oo minden t € Q.

n=—oo
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Nézziik el6szor az els6 tulajdonsigot.

sin(m(k —n
5, (1) Sl =)
w(k —n)
k # n értékekre ez valoban nulla, de k = n esetén nem értelmes. Szerencsére
megsziintethetd szakadasa van itt, igy megsziintetve a szakadéast

sin(x

lim (z)
z—0 x

hasznalataval, mar a feltétel teljesiilni fog, mivel a transzforméciét integra-

lassal nyerjiik, a fiiggvénytranszformacionk sem valtozik ettdl.

sin(w(t—n)) ha ¢ n
Sn<t>={ e .

=1

1, hat=n

J6jjon a méasodik tulajdonség.

- =1
2
nz_:oo [Su(8)]” < 3K + 2; — <o,
ahol K, a sin(x)/x fiiggvény egy felsG korlatja. A becslés a ¢ értékéhez leg-
kozelebb 16v6 egész szdmok kiilonvilasztasaval késziilt, felhasznalva, hogy
|sin(z)| < 1. Ezzel belattuk, hogy S,, tényleg a feltételeknek megfeleld.

A teljes bizonyitashoz csak az egyenletes konvergencia belatasa maradt.
Az el6z6 fejezet végeén azt allapitottuk meg, hogy |[K(-,¢)[| ;) korlatossaga
esetén a sor egyenletesen konvergal a fiiggvényhez. A mi esetiinkben

2
K02 =1,

minden ¢ € R-re mivel e*™%e =27 — 1 fiiggvényt kell integralni egy 1 hosszi-

sagt intervallumon. Ezzel a tételt belattuk. [
Megjegyzés Az elsé tulajdonsig ellenGrzésénél szereplé megsziintethetd sza-
kadés csak egy technikai, nem egy lényegi probléma. S, (¢) kiszamolasakor az
Sn(n) értékek valojaban az iménti korrigalasban szerepld értékeket kellett
volna, hogy kapjak, mint (K(z,1), ¢n(2)) 12((_1/2,1/9)) -
Megjegyzés A bizonyitasban megadott fliggvényt sinc fiiggvénynek nevez-
ziik, tehat S, (t) = sinc(w(t —n)) alakot is hasznalhatjuk. Tovabbra is fogom
a hanyados format hasznalni, és ez alatt igazabol a sinc fiiggvényt értem.
Csak a teljesség kedvéért, nézziik meg ebben az esetben a reprodukilo
mag fiiggvényiinket is.
sin(mw(t — s))
7(t —s)

2. sin(w(t —n)) sin(n(s —n
-y (w(t —n)) sin(w(s — n))

7(t —n) (s —n)

k’(t, S) — <€27Titw7 627rism> _

n=—oo

23



Ezzel fiiggvények bévebb osztalydban is garantalt lett a konvergencia, sét
az egyenletes konvergencia is.
Megjegyzés Ebben a szereposztiasban nem lehet az elemi tton latott triik-
kot alkalmazni, hogy stiriibb mintavételezéssel jobb konvergenciat kapjunk.
Célszert bizonyos esetekben azokon a helyeken, ahol virhatdéan nagyobb a
fiiggvény valtozasa strtibben venni a mintat. Ezt nem lehet elérni {e*™}
ortonormalt béazis hasznalataval, itt csak egyenletes mintavételezést kapha-
tunk.

Ebben az esetben az a kiilonleges, hogy a H fliggvényosztalyrol tobb-
nyire nem sokat tudunk, de itt pontosan meg tudjuk hatarozni. A Fourier
transzformacio egy bijekcio L?(R) — L*(R), ezért

3= {f € L*R) N C°(R): supp(f) < [~1/2,1/2]}
Ezt a teret Paley-Wiener térnek nevezik és PW, o-del szokték jeldlni. Erde-
kességként megjegyzem, hogy ez egybeesik az olyan egész fliggvények terével,

amik négyzetesen integralhatoak és | f(z)| < Ael*l/2 névekedési korlatnak ele-
get tesznek.
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4. fejezet

Ortogonalis rendszerek

4.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben megnéziink néhany konkrét példat ortogonalis mintavéte-
lezési képletekre. Ehhez sziikségiink lesz minden esetben egy ¢, fiiggvényso-
rozatra, mely ortogondlis bazist ad. Nem minden esetben fogjuk bizonyitani
ezekrdl a rendszerekrsl, hogy bazist alkotnak, ezt elfogadjuk ismertnek.

Egy S, fliggvénysorozatot t,, értékekkel ennél kénnyebben lehet konstru-
alni. Vegyiink ¢y, o, ... ismétlsdés nélkiili értékeket, hogy Y 07 | 1/]t,]* < oc.
Az 0Osszeg végességébdl kovetkezik, hogy nem lesz véges torlodési pontja,
valamint ez garantalja S,, fiiggvénysorozat masodik tulajdonsagat. Ekkor 1é-
tezik olyan P(t) analitikus fiiggvény, melynek t,, egyszeres gyoke n = 1,2 ...
esetén. Vegyiik
P(t)

t—t,
fiiggvényeket. Vilagos, hogy ezek megfelelnek a kovetelményeknek, a meg-
sziintethet§ szakadasokat megsziintetve. Figyelembe véve, hogy

Sn(tr) = P'(tn)0nk

Su(t) =

a kovetkezs Lagrange-féle interpolacios sort kapjuk f(t) fiiggvényre:

S P(t)
- % = Sy

A kovetkezdkben sokat hasznélt mintavételezési formulakat lathatunk, igy
az el6bb bemutatott technika helyett, inkabb tgy fogunk eljarni, ahogyan a
Shannon-Whittaker-Kotel’nikov formulat is levezettiik a tételbdl, tehat meg
fogjuk adni a magfiiggvényt. Itt megjegyezném, hogy nem lehet tetszéle-
ges K (x,t) fliggvényt hasznalni magfiiggvénynek, ez konnyen lathato, hiszen
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nem minden fliggvényhez van olyan (t,)necz sorozat, hogy rogzitett ¢ mellett
(K (x,ty))nez bazist alkosson.

Megjegyzés Ebben a fejezetben nem mindig a dolgozat elején szerepld ské-
lazésban hasznélom a Fourier sorokat, vagy az ezzel 6sszhangba hozhato szi-
nusz, koszinuszos béazisokat.

4.2. Tort Fourier transzformacié korlatos sav-
szélességii fiiggvényekre

12. Definici6é (Tort Fourier transzforméacio korlatos savszélességi fliggve-
nyekre). Egy f fiiggvény « szogben vett tort Fourier transzformaltja (FRFT),
ahol o # 0, 7

T f](x) = / F () Koz, t)d,

ahol tg(o) (124 2 t
- C «@ g xt
Ko(m,t) = cqe' 2 ) 5@,

Itt ¢, egy normalizécios konstans. a = 0 esetén Fy[f](z) = f(x), ha pedig
a = m, akkor F,[f](z) = f(—=x) definialja FRFT-t.

Megjegyzés A fenti FRFT a = 7/2 esetén egybe esik a Fourier transzfor-
malttal.

Megjegyzés FRFET-nek is van inverz formulaja, a Fourier transzformalthoz
hasonléan.

Ez a ranézésre nem tal baratsagos magfiiggvény, igen hasznos. T6bb te-
riilleten is alkalmazzak, szemléltetném is a hasznossagat egy példaval mese
szinten. Hang sztirésekor elképzelhetjiik, hogy kiilonbo6z6 idépillanatokban,
kiilonb6z6 frekvenciaju zajok vannak. Ez a transzformécié elforgatja az id6-
frekvencia téren a hangunkat. Mi csak a kovetkez6t tudjuk megtenni: levagni
egy bizonyos frekvencia feletti tartomanyt. Ekkor a forgatasokkal tetszéleges
konvex politépot "kivaghatunk” a frekvencia-id§ stkunkbol, tehat ennek al-
kalmazasaval olyan zajokat is le lehet sz{irni, amiket egyébként nem tudnank,
mert olyan frekvencia tartoméanyba esnek, ahol értékes hangunk is van.

Bizonyitas nélkiil, megadjuk a béazist, amit hasznalni fogunk.

14. Allitas. A kovetkezd rendszer tetszéleges a € R walds szdm esetén or-
tonormdlt bdzist alkot L*([—o,0]) fiigguénytéren.

{ 1 imnz /o —iax? }
——€ €
V20 nez

26



Legyen a magfiiggvényiink
K (z,t) = ¢t +z*—2but)

Ezt hasznélva alkalmazzuk a tételt.

0 6i7rna:/o eiﬂ'nx/a
efia(t2+33272bxt) _ E <eia(t2+:c22bxt) e—z’ax2> efiaIQ
- ’
=0 V2o L¥(-o0)) V20

0 imnx /o
= V20e " sine ( <t — n_7rc>> ¢ e_i“$2,
Z o /20-

ahol bevezettiik a ¢ = 55 jelolést. Az utolso sorrol leolvashato, K'(z,t) defi-
nici6ja alapjan, hogy

Sp(t) = V20" sinc (% <t — @)>

g

n=—oo

nmc

Sy, nullhelyei alapjan t,, = *7¢ valasztassal ez valoban egy mind két feltétel-
nek eleget tevd fliggvénysorozat. Ezzel méar fel is irhatjuk a mintavételezési
formulankat.

15. Allitas. Minden f figguény, mely elédll eqy F € L*([—o,0]) fiigguény
képeként

g

f(t) — /F(x)e—ia(t2+x2—2bxt)d1,

—0

fiigguény transzformdcio szerint, az elddllithato

= % st e (7 (1777

n=—oo

mintavételezési formula alapjdn, ahol t, = “=<

Bizonyitas. Az egyenletes konvergencia teljesiiléséhez vizsgaljuk meg a re-
produkalé magot is.

k(t,s) = 20" =" sinc (

Tt - s))

C

eredményre jutunk. Mivel k(t,t) = 20 < oo, igy a kapott mintavételezési
formula egyenletesen konvergal egész R-en. [

Vessiik most Gssze az eredményeinket a motivalo FRFT-vel. K (x,t) mag-
fliggvényeket Osszevetve rogton lathatod, hogy a(a) = ctg(a)/2 és bla) =
1/ cos(av) valasztassal, ahol a # 0, 7/2, 7 Megkaptuk az FRFT-t, vagyis bi-
zonyitottuk a konvergencidjanak egyenletességét.

27



4.3. Koszinusz transzformacio

A kovetkez6ben bemutatott mintavételezési formula nem tdal meglepd, de
annal tanulsagosabb.

Tekintsiik L?([0, 71]) téren a ¢,, = cos(nx) ortogonalis bazist n = 0,1,2, - -
mellett. Ez a rendszer nem normalt. n = 0 esetén ||¢,|| = 7 és n # 0 esetén
|onll = 7/2. A K(x,t) = cos(tx) magfiiggvényt fogjuk vizsgalni. Ahogy a
korabbi példédkban is tettiik, rogzitett ¢ € R mellett felirjuk a magfiiggvényt
az adott bazis segitségével, amibdl kiolvashatova valnak S, fiiggvények.

& conlia cos(nx) _cos(nz)
cos(tz) _;)< (tz), ||cos(nz )H>L2 ([0,7] [[cos(na)||
)
(

_ sin(7t) N Z (—1)"2t sin(nt)

mt (12 — n?)

cos(nx)

n=1

A konvergencia L*([0,7]) téren értends. Lathato, hogy ha jo eredményt ka-

punk, az csak
sin(7t
So(t) = ( )’

7t

valamint
(—1)"2t sin(7t)

7(t2 — n?)

Sn@) =

mellett lehetséges.
> 1Sa()?
n=0

teljesiilése, konnyen igazolhatd. A nullhelyeket vizsgalva t, = n sorozatra
n=0,1,2,... mellett, pont megkapjuk a kivant S, (tx) = a,d,x egyenléséget,
ahol a, # 0. Tehat valoban nyertiink egy mintavételezési formulat, mivel S,
és ¢, kielégiti a mésodik fejezet elméletéhez sziikséges feltételeket, igy minden
f fiiggvény, amihez van egy F € L?([0,7]) fiiggvény, hogy

s

ft) = /F(m) cos(tx)dx

0

teljesiil, az elgallithaté a nem negativ egész helyein vett mintaival a kdvetkezo
mintavételezési formula segitségével.

() = £(0) sm + Zf ”tsm(ﬂt)‘
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A konvergencia vizsgalatahoz kiszamitjuk K(-,t) normanégyzetét.
2 ™ .
||K(, t)”LQ([O,ﬂ'D = §<1 + SlnC(2t7T)) < (C < 0.

A fenti képletben C' egy t-t6l fiiggetlen konstanst jeldl, igy megkaptuk az
egyenletes konvergenciét is.

Vizsgéljuk meg ezt az eredményt kicsit alaposabban. Vegyiik észre, hogy
sin(w(t —n)) = (—1)"sin(nt) = sin(w(t + n)). Ennek segitségével a kapott
eredményiinket atirhatjuk.

sin(7t) t(sin(7(t +n)) + sin(n(t — n))
J(0) it +;f(n) m(t —n)(t+n)

Ezutéan hasznalva

t(sin(mw(t +n)) + sin(w(t — n))) _ sin(w(t — n)) N sin(7(t +n))
w(t —n)(t+n) w(t —n) (t+n)

Osszefliggést, a sinus cardinalis fiiggvénysor abszolut konvergencidja miatt
atrendezhetjiik a sort, az 6sszeg nem valtozik. Ekkor azt kapjuk, hogy

ft) =Y f(nl)sinc(x(t —n)).

n=—oo

Ez azt jelenti, hogy a kapott mintavételezési eljards pontosan megfelel az
Shannon-Whittaker-Kotel’nikov formuldnak paros fiiggvény esetén. Vagyis,
ha F-et tiikrozve kiterjesztettem volna [—m, 7] intervallumra (az 4j fiiggvé-
nyem L*([—n, 7]) térben lesz) és igy alkalmaztam volna ré a korabban ismert
képletet, akkor pont ugyanarra az eredményre jutottam volna.

4.4. Hartley transzformacié

A Hartley transzformacio a Fourier transzformacio egy variansa, amit Hartley
vezetett be (1942). A transzformaci6 ellenben a Fourier transzformalttal valos
fiiggvényekhez valos fliggvényeket rendel.

13. Definicié. Hartley transzformécion a

o0

ft) = /F(x)[cos(t:v) + sin(tx)]dx

0

fiiggvénytranszformaciot értjiik.
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Egy kicsit altalanosabban fogunk eljarni, mint azt esetleg a fenti képlet
sugallhatja.

Tekintsiik a A = L*([0,7]) x L*([0,7]) szorzat Hilbert teret. Ebbdl a
kovetkez6 norma szarmazik F' = (Fy, Fy) € A fiiggvényre:

2 2 2
1F( % = 1F1 2o, + 121 22(0,0) -
Ezen a téren

{ % (cos(n), sin(nz)) }nEZ

ortonormalt bazis. Tekintsik a
K(x,t) = (cos(tz),sin(tz))

magfiiggvényt rogzitett ¢ mellett.

[e.9]

(cos(tx),sin(tz)) = Z <(cos(tx),sin(tx)),%(cos(nx),sin(nx))>

n=-—00 A

sin(m(t —n ) 1 .
Z i —n) ﬁ(cos(nx), sin(nzx))

A fenti konvergencia A téren értendd.
Ez alapjan lathato, hogy

n=—oo

Sy (t) = sinc(n(t — n))
és t, = n € Z mellett az (S,(t))nez fliggvénysorozat teljesiti a két feltételt
a, = Sp(t,) = /7 mellett. Tehat minden f fiiggvény, amely elGall

T

ft) = /(Fl(x) cos(tx) + Fy(z) sin(tx))dz

0

alakban, ahol Iy, I, € L*([0,7]), kifejezhets a kardinalis sorral

Z f(n)sinc(w(t —n)).

n=—oo

Ezek szerint Gjra megkaptuk a mar emlitett Paley-Wiener teret. (A konstan-
sok mas hasznalata miatt ez most PW;.)
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Vizsgaljuk ezt meg alaposabban. A korabbi azonos képlet a megfelels

skalazassal _
1 .
t)= — [ F(z)e™dx
1) = <= [ Pla)

transzforméaciobol szarmazott. Bontsuk szét ezt az integrélt négy felé. Egy
részrél az integralasi tartomanyok szerint —m-t6l 0-ig, és 0-tol m-ig. Masrészrdl
bontsuk szét az exponencialist

" = cos(tx) + isin(tz)
Euler-formula alapjan. Némi atrendezés utan a kovetkezét kapjuk:
i

V2r

f(t):/(L(F(mHF(—x))cos(mH

N (F(z) — F(—x)) sin(tac)) dx

™

_ / (Fu(x) cos(tz) + Fo(x) sin(tz))dz.
0
Lathato, hogy tetszéleges F' € L*([—7,]) fiiggvény esetén

Fi(z) = (F(z) + F(=x))

valasztassal L2([0, 7])-beli fiiggvényeket kapunk és visszajatszottuk a korab-
bi transzformaciot, a most targyaltra. Hasonloan F és F; fliggvényekbdl is
linearis kombinacioval elgallithato a megfelels F' fiiggvény, tehat a két transz-
forméaci6 megfeleltethets egymésnak, a kapott H reprodukalé magi Hilbert
terem ugyanaz lényegében.

Fy = Fy, = F € L*([0,7]) fiiggvényeket valasztva, pont a Hartley transz-
forméaciot kapjuk, azokra a fiiggvényekre, amelyek egy supp(F) C [0, 7] tu-
lajdonsagn fiiggvény képei. Tehat specidlis esetként kijelenthetjiik:

16. Allitas. Egy F € L*([0, 7)) fiigguény képeként

™

ft) = /F(:z:)[cos(tm) + sin(tx)]dx
0
alakban elddllo figgvény kifejezhetd az n € 7Z helyeken vett értékeivel

> f(n)sinc(n(t — n))

n=—oo

mintavételezési formuldval.

31



4.5. Tobb dimenzids eset

A 6 tételiinket probléma nélkiil lehet tobb dimenzios terekre altalanositani,
ennek alkalmazasara is mutatunk egy példat két dimenzios esetben, ami az
egy dimenzios Fourier transzformalt egy altalanositasat adja.

Jelolje Q a [—m, 7] x [—, 7] négyzetet. Ekkor L?(Q) téren ortonormalt ba-

zist alkot a {e~"*e~"¥ /27r} rendszer, ahol n, m € Z. Tekintsiik a K (z,y,t, s) =

~e'Te ¥ magfiiggvényt. Mivel tudjuk, hogy

o

et = Z sinc(m(t — n))e™

n=—oo

ezért a szokasos szamoléds nélkiil is eljuthatunk a

| 1 ..
%eme“y = Z sinc(7(t — n)) sinc(m(s — m))gemmemy

Osszefiiggéshez. Konnyen lathaté az eddigiek alapjan, hogy
Spm(t, s) = sinc(m(t — n)) sinc(w(s —m))

fliggvények és t,,,, = (n, m) pontok, ahol n, m € Z, kielégitik az egyes és ket-
tes feltételt, valamint ||K(-, -, ¢, s)[| 2 (g, korldtos, igy a konvergencia egyenle-
tes.

17. Allitas. Minden fiigguény, ami elédll eqy F € L*(Q) fiigguény képeként
1 [/ itr i
f(t,S) = 2_ F($7y)€ € yd!)ﬁ'dy
™

transzformdcio szerint, az elddllithatd az f(n,m) n,m € 7 figguényértékei
alapjan

f(t,s) = Z f(n,m)sinc(m(t — n)) sinc(mw(s — m))

formula segitségével, ahol a konvergencia abszolit és egyenletes.

4.6. Mas ortogonalis bazis, Bessel-Hankel tér

4.6.1. Osszefoglalo

Az el6z6 példikban az {€"*}, <z rendszert hasznéltuk ortonormalt bazisnak,
vagy ennek variansait. Ez a bazis lényegében a Fourier transzforméacionak
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megfelel§ rendszer. Fourier egy differencial egyenlet megoldasa kapcsén jutott
el a Fourier sorokhoz. Ez a példa szemlélteti ennek miben létét.

Ebben a példaban egy masik ortogonélis rendszert fogunk tekinteni, a
Hankel-Bessel rendszert. Az n-ed rendd Bessel fiiggvény

o = (—1)F AN

alakba irhato, ahol n nem negativ egész szamot jelol. Ekkor az ortogonalis

rendszert

szolgaltatja, ahol \,; jeloli az n-ed rendii Bessel fliggvény k-ik gyokeét.

Meg fogjuk mutatni vazlatosan, hogy ez hogyan kaphato meg az egység-
korlapon tekintett hullaimegyenletb6l. Az ortogonélis bézist a differencial-
egyenletet fiiggvényoperatornak tekintve kapjuk, annak sajat fiiggvényeiként
Sturm-Liouville tétel [6] alapjan.

Megjegyzés Ez a tétel mellesleg az eddig hasznélt exponenciélis bazis eseté-
ben is garantalja, hogy az bazis, mivel az is egy, a tétel feltételeinek megfelels
differencidl-operator sajat fiiggvényeit képezi.

Ez utan megnézziik, hogy milyen mintavételezést lehet nyerni ennek se-
gitségével.

4.6.2. HullAmegyenlet a korlapon

Ebben a példdban a hulldmegyenletet fogjuk tekinteni az egységkdrlapon,
rogzitett perem mellett. Ez megfelel példaul egy rogzitett peremt dob har-
tyajanak lehetséges rezgéseinek. Ezt valoban, mint hullAm egyenlet tekintjiik,
vagyis a megoldas soran ki fogunk zarni lehetséges megoldasokat fizikai okok
miatt.

1. Feladat. Tekintsiik a
Fu = (Qu+ Ou)

hullamegyenletet az egységkorlapon, u = 0 peremértékkel, vagyis az egy-
ségkorlap hataran v = 0 feltétel mellett. Tehat keressiik a fenti parcialis
differencidlegyenlet u(t, x,y) megoldasat.

A fenti feladatot atirjuk polarkoordinatikra, ¢ = 1 konstans véilasztasa
mellett. Ez az id§ atparaméterezésével egyébként is elérhets. Az egyszeriiség
kedvéért tovabbra is u jeloli a keresett fiiggvényiinket, csak most wu(t,r, )
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valtozokkal, ahol ¢t valtozatlanul az id6t, r a kdzépponttol mért tavolsagot,
pedig az x tengely pozitiv részével bezart szoget jeloli. Eredményiil

ou  Olu

Ofu:GEqu —1——2
r

r
parcidlis differencidlegyenletre jutunk.

A megoldast
u(t,r, ) = R(r)©(9)T(t)

alakban keressiik. Ezt behelyettesitve az egyenletbe
1 1
T"RO = R'"TO + ~R'TO + —2@”TR
r r
fiiggvény egyenletet kapjuk. Leosztva T RO fiiggvénnyel
T// R// R/ @//
T R R0

alakra jutunk, ahol a bal oldal csak t valtozotol, a jobb oldal pedig csak r és

¥ valtozoktol fiigg. Ezek szerint mind két oldal csak konstans lehet, hiszen a

valtozok egymastol fiiggetlen viltozhatnak. Legyen ez a konstans K.
Tekintsiik elgszor a bal oldalt. Ekkor a

T"(t) = KT(t)

kozonséges differencialegyenletre jutunk. Ennek K > 0 mellett exponencia-
lis megoldasai vannak, amit kizdrhatunk, mivel egy id6ben exponencialisan
valtozo fliggvényt nem ad hullimegyenletet. K = 0 mellett lineéris, vagy
konstans megoldasok vannak, ezek koziil, csak a konstans 0 elképzelhets, ek-
kor a konstans 0 megoldast kapjuk u fiiggvényre. Tehat marad a K < 0 eset,
amikor is

T(t) = Acos(v—Kt) 4+ Bsin(v/—Kt)

adja az egyenlet megoldéasat, ahol A és B tetszéleges valos szam lehet.
Ezek alapjan bevezetjiik a —\? = K jelolést, A > 0 mellett, ami egyértel-
misiti K elGjelét.
A jobb oldallal hasonloéan fogunk eljarni, mint az eredeti egyenlettel, vagy-
is szétvalasztjuk Gjra a valtozokat. A kovetkezs eredményre jutunk:
@” ,,,.QR// TR/
— = A+ +
) R R
Az el6bbi indoklashoz hasonléan itt is csak az lehetséges, ha mindkét oldal
azonosan egyenlG egy L konstans valos szammal.
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Az el6z6 indoklasban latott megoldasok koziil, © fiiggvény 27 szerinti
periodicitasa miatt csak a kovetkezé megoldas lehetséges.

©(9) = C cos(mv) + D sin(m?),

ahol m = ++/L egész szam © periodicitasa miatt, valamint C' és D tetszdleges
valos szamok.
Mér csak a radialis rész maradt, erre

r?R'(r) +rR'(r) + (r* = m*)N?R(r) =0

adodik. Ezt az egyenletet A = 1 esetén nevezziik Bessel-féle differencidlegyen-
letnek. Ennek sajat fliggvényeit szeretnénk meghatarozni, igy nyerhetiink egy
ortogonalis bazist Sturm-Liouville tétel alapjan.

Hatvanysorba fejtéssel, Frobenius modszerét alkalmazva megkaphatjuk a
Bessel fiiggvényeket, valamint a feljebb emlitett ortogonélis rendszert. En-
nek soran figyelembe kell venniink, hogy a keresett fiiggvény nullaban vett
hatérértéke csak véges lehet.

4.6.3. Minta vételezési formula Bessel-Hankel térre
Tekintsiik az el6zGek alapjan

K(z,t) = VatJ,(xt)
magfiiggvényt. Mint lattuk az el6zGekben

{\/Ejn(x)‘”k)}:o:l

ortogonalis bézist alkot L?([0,1]) téren. Ennek segitségével az el6zGekben
latott modszerrel, de nehezebb szamitasokkal adodik a kovetkezs tétel, amit
bizonyitas nélkiil kozliink.

18. Allitas. Minden f figguény, amely egqy F € L*([0,1]) fiiggvény segitsé-

gével eldall
1

10 = [ F)Vats et
0
Hankel transzformdcio képeként, elddllithato My (k= 1,2,...) helyeken vett

maintdibol
= 2/t i (1
n=1 nATm n

3

mintavételezési formula segitségével, ahol N\, az n-ed rendd Bessel fiigguény
k-ik gyokét jelols.
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