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1. Bevezetés

Szakdolgozatom témaja fiiggvények tetszéleges rendd differencidlasarol szol.
Egész n szamokra a jol ismert definiciot visszadd a-adik derivéltat akarjuk
meghatarozni. Ezt a kiterjesztést sokféleképpen meg lehet tenni, a legnépsze-
riibb a Riemann-Liouville féle definici6, szakdolgozatomban kizarolag ezzel
foglalkozom. A Riemann-Liouville integralt és derivalt kapcsan kitérek arra,
hogy milyen fiiggvényosztalyokban értelmezheték, milyen leképezési tulaj-
donséagaik vannak, illetve, hogy bizonyos egészrendi derivaltakrol szolo téte-
lek hogyan altalanosithatok a tortrendi derivaltak kérében. Szakdolgozatom
végén pedig bemutatok két példat, hogy a Riemann-Liouville féle derivaltak
segitségével hogyan oldhatok meg bizonyos specialis alaku differencidlegyen-
letek.

1.1. Integralazonossagok és egyenlGtlenségek

Ebben a részben felsoroljuk a késébbiekben felhasznélandé alapvets egyen-

16tlenségeket és azonossagokat.

1.1. Tétel. (Fubini) Legyen (4, Ay, 1), (o, Ag, p12) o-véges mértékterek,
fz,y) : Q1 xQs — R szorzatmérhetd figguény. Ha a kivetkezd feltétel fenndll

[ Ui ) < o
QlXQQ
akkor

r— [ flx,y)dusa(y) € Li(),

Qo

y— | flz,y)dum(z) € Li()

951

tartalmazds igaz lesz, vagyis a fenti paraméteres integrailfiiggvények majdnem
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mindenhol véges és integrdalhato. Valamint

/Ql ( % f(x,y)duz(y))dul(x) B /Q2 ( o f(x,y)dul(x))duz(y) _
/QIXQQ [, y)d(pn X pe2)

azonossdg is fenndll.

Megjegyzés Ez utolsé azonossag akkor is igaz, ha f(x,y) integralhato-
saga helyett annak nemnegativitasat koveteljiik meg.
A Fubini tétel alkalmazasaval bebizonyitjuk a dolgozatban alapvets fon-

tossagu Dirichlet formulat.

1.1. Allitas. (Dirichlet formula) Legyen f(x,y) : [a,b] x [a,b] — R integrdl-
hato fiigguény. Ekkor

/ab /ay [, y)dzdy = /ab /:f(x,y)dydw. (1)

Bizonyitas Legyen f(x,y) = f(2,y)l{z<yy, ahol Iy az A halmaz karakte-
risztkus fiiggvénye. Ekkor f is integralhato fiiggvény, és alkalmazhaté Fubini
tétele.

Floydedy = J(@,y)dady = fla,y)dyds =
[ [ I
/ab /ab [z, y)lpepydyde = /ab /:f(l“,y)dydx

Ami épp a bizonyitandé allitas volt. [
A Dirichlet formula segitségével a tobbszoros integralokat visszavezethet-

jlik egyszeres integralla. Vezessiik be az Z"(n € N) fiiggvényoperatort:

/ fle)dt, - &s (2)

=TT 'f) (n>1)

Ha kifejtjiik Z" f(z)-et, a kovetkezt kapjuk:
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/ / / (t)dtdz,,— . .. dz. (3)

De a Dirichlet formula kévetkezményeként ez egyszertibb formaban is fel-

irhato:

1.2. Allitas. Minden f integrdlhatd fiigguényre, I f (x) n-szeres integrdl fel-
irhatd eqy integrdlként:

T f(2) / F(0)( — e (4)

Bizonyitas Indukcioval bizonyitunk. n = 1 esetben az allitas a definiciot
adja vissza. Legyen n > 1 és tegyiik fel, hogy n — 1-re teljesiil az allitas.
Ekkor

T'f(x) = T f(x) = / / F($)(t — 5)"2dsdt =

T //f - Hdtds— /f — 5)"ds

fennall a Dirichlet formula alapjan. [J
A (4) azonossag és a Gamma fliggvény segitségével fogjuk kiterjeszteni az
T™ operatort tetszéleges pozitiv valds szamra a kovetkezd fejezetben. Most

visszatériink az alapvets integralegyenlétlenségekhez.

1.3. Allitas. (Holder egyenldtlenség) Legyen f,g mérhetd figgvények egy
tetszdleges mértéktéren, és p,q pozitiv valds szamok, amelyekre 1/p+1/q = 1.

Ekkor fenndall
fglle < 1Iflpllglle- (5)

1.4. Allitas. (Minkowski egyenldtlenség) Legyen f, g mérheld figguények egy

tetszdleges mértéktéren, p > 1 valds szdm. Ekkor fenndll

1+ glly < [[£1lp + llgllp- (6)
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1.2. Holder terek

A tetszGleges rend differencidlas tanulmanyozasakor néhol kényelmes lesz
a Holder feltételt teljesits fiiggvényekre szoritkozni, ezért bemutatjuk ezen
fliggvények alapvetd tulajdonsagait. E célbol, legyen Q2 = [a,b] korlatos in-

tervallum.

1.1. Definici6. Az f : Q — R fliggvényre teljesiil a A rendd Holder feltétel
(A > 0), ha minden z,y € 2 esetén fennall

(@) = f(y)| < Alz —y|* (7)
valamilyen valos A-ra.

1.2. Definicié. A ) rendii Holder feltételt teljesits fiiggvények terét H* =
H*(Q)-val jeldljiik.

A definici6 alapjan lathato, hogy A > 1 esetén a Holder feltételt kielégits
fiiggvények differencialhatok, és f'(x) = 0, azaz f = c¢. A tovabbiakban
tehat csak a 0 < A < 1 esetre szoritkozunk. A definicié alapjan viladgos,
hogy H? elemei folytonosak, valamint a H' tér éppen a Lipschitz-folytonos
fiiggvényekbdl all.

Sziikségilink lesz a késGbbiekben az abszolut folytonossag kritériumara is:

1.3. Definicié. Az f : () — R fiiggvény abszolit folytonos, ha minden € > 0
-hoz létezik 6 > 0, ugy hogy barmely egymést nem metsz6 [a;, b;],i = 1.n

intervallum n-esre, amire teljesiil

ibi—ai <0
=1

fennall: .

D O1F ) = fla)] <e.

i=1

Az abszolut folytonos fiiggvények terét AC = AC(2)-val jeloljiik.
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Lebesgue ismert tétele alapjan egy fliggvény pontosan akkor abszolut foly-

tonos, ha integralfiiggvény:

feAC = EIgGlef(x):f(a)+/ g(t)dt.

Tovabba igaz, hogy az abszolut folytonos fiiggvények Lebesgue-majdnem
mindenhol differencidlhatok, és (a fenti jelolésekkel) f = g. Ez a tény kozvet-
len kovetkezménye annak, hogy minden g € L, fiiggvény majdnem minden
pontja Lebesgue-pont.

f € H'-b6l kivetkezik f abszolut folytonossaga (és kozismert ellenpélda
az f(x) = \/x, ennek meg nem fordithatosdgara), kapjuk, hogy H' C AC,
egytittal H' elemei majdnem mindenhol differencialhatok.

A € (0,1) esetén azonban nem ilyen egyszeri a helyzet, H* és AC egyike

sem tartalmazza a maésikat:

1.1. Példa. Legyen 0 < X\ < 1, definidljuk a kévetkezs fiiggvényt:

flz) = Z 27" cos(2"x).

A fenti f fiiggvény a Weierstrass fiiggvény, ami a sehol sem derivalhato foly-
tonos fliggvények egyik klasszikus példaja, és ez azt is jelenti, hogy nem lehet
abszolut folytonos. A Holder feltétel azonban teljesiil: f € H?.

1.2. Példa.
1/logx if0<a<1/2

0 ifz=0

fx) =

Mivel tetszdleges 0 < A < 1 esetén |f(z)/z*| — oo (x — 0), a 0 pontban
sériil a Holder feltétel. Viszont f a 0 pont kivételével mindenhol derivalhato,

és a derivalt integralhato: f abszolut folytonos.

Az egynél magasabb rendd derivaltak értelmezésénél sziikségiink lesz a

kovetkezd fiiggvénycsaladra is.

1.4. Definici6é. Az AC™ tér elemei azon fiiggvényekbdl allnak, melyek n-szer

derivalhatok, és az n-edik derivalt abszolit folytonos.
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A korabbiak alapjan vilagos, hogy az AC™ teret pontosan azok a fiigg-
vények alkotjak, amelyek el6allnak egy integralhato fliggvény n + 1-szeres

integraljaként.

A H? tér természetes modon metrizalhato:

1.5. Definicié. A H” téren definialjuk a kovetkezs normat:

_ [/ (z) = f(w)
[1£llzz = sup f () +f,;§§z PRI

Az igy kapott normalt tér Banach lesz.
1.2. Tétel. A (H*,||.||p») tér teljes.
Azonban nem szeparabilis:

1.3. Példa. Legyen s € Q-ra f,(r) = max(0, (s — z)*). Ekkor s; < sy esetén
fs, €s fs, tavolsaga legalabb 1, ami nyilvanvalé médon a nem szeparabilitas

jele:

(o = fso)(s2) = (for = fo)(s2)| _ | fsn(51)]

= =1
|59 — s1]* |59 — s1]*

||f91 _f82|| >0+

1.3. Gamma és Béta fiiggvények

Az alabbiakban felsoroljuk a Gamma és Béta fiiggvények néhany alapvets

tulajdonsagat, melyeket a késébbiekben felhasznalunk majd.

1.6. Definici6. Definidljuk a I' fliggvényt a

I(z) = /0 ety ()

integrallal.

Az improprius integral csak pozitiv valos részi z € C értékekre lesz kon-
vergens, viszont ezen a féltéren holomorf fiiggvényt definial, igy kiterjeszt-

hetjiik negativ valos részi szdmokra is, példaul a kdvetkezSképpen:
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1.5. Allitas. Minden z € C,Rez > 0 komplezx szdmra,

e’} 1 [e%)
/ e tdt = / e 7tde + / > le7tdt =
0 0 1

00 _1) 00
= / Lo tdt.
(n+ z)n! 1

(10)

Az utolsé kifejezésben a jobboldali fliggvény egy egészfiiggvény, a bal-
oldali pedig az egész stkon egy meromorf fiiggvény, els6rendi polusokkal és
(—1)"/n! reziduummal az x = —n,n = —1,—2,... pontokban. A pozitiv
valos részi félsikon valé megegyezés miatt ez lesz az egyértelmi kiterjesztése
a [' fiiggvénynek.

Parciélis integralassal ellenérizhetd, hogy minden z € C szdmra fennéall a
20(z) =T(2+1) (11)

azonossag. Valamint nyilvanvaloan igaz I'(1) = 1 is, amibdl kapjuk, hogy
I'n+1)=n! neN. (12)

1.7. Definicié. A B(z,y) fliiggvényt pozitiv valos részii x,y € C szamokra

az .
/ (1 —t)vide (13)
0
integrallal definialjuk.

A B fiiggvényt is ki tudjuk terjeszteni a komplex sik baloldalara a I’

fiiggvény segitségével, igaz ugyanis a

L)l (y)

Bloy) = I'(z +y)

(14)

azonossag.

Az u=a+t(b— a) helyettesitéssel élve kapjuk az

/b(b — 1)t —a)’rdt = (b—a)*P'B(x, y) (15)
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azonossagot.
Az analitikus fiiggvények derivéltjainal sziikség lesz az altalanositott bi-

nomidlis egyiitthatok definiciojara.

1.8. Definicid. Legyen a € R és n € N. Ekkor

(@):a(a—l)...(a—n—l-l) (16)

n n!

A binomiélis egyiitthatokra igaz a kdvetkezG azonossag:

Z @ ij) - (azﬁ) (17)

1.9. Definicié. Legyen a, 5 € R. Jelolje

AN ['(a+1)
(ﬁ) R CELES) (18)
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2. A Riemann-Liouville integral

2.1. Tortrendd integral

Legyen = [a,b] véges intervallum. Miutan egy integralhato fiiggvényre
fennall az

() 1/f v — tyldt (19)
azonossig minden n € N—re, kézenfekvs a kovetkezd definicidval élni:

2.1. Definicié. Legyen 0 < a € R. Az f fiiggvény a rendd Riemann-

Liouville integraljat az

I°f(x) = / f@)(x —t)*tdt (20)

Osszefiiggés definidlja. Hasznélni fogjuk az Zf = f, jelolést is.

Persze, hogy a definici6 értelmes legyen, f-nek bizonyos tulajdonsagoknak
meg kell felelnie. Ha f € L, valamilyen p > 1/a érték mellett akkor létezik
a fenti integral minden = € Q-ra, a Holder-egyenl6tlenség szerint. De (20)

kifejezés akkor is bir tartalommal, ha f integralhato:

2.1. Allitas. Legyen f € Ly és o > 0. Ekkor a (20) integrdl létezik majdnem
minden x € Q-ra, és I*f € Ly.

Bizonyitas Vizsgaljuk meg a kiovetkezs integralt:

/ab/:|f(t)|(x— ”ldtdx—/|f |/ — t)°dadt =

(21)
L oo - ora< o
mivel f € Ly és (b — t)* korlatos. A fenti azonossiag Fubini tétele miatt
van érvényben, és ekkor szintén Fubini tétele garantéalja, hogy (20) integral
majdnem mindenhol értelmes, és a kapott fiiggvény integralhato. [
Megjegyzés A fentiek alapjan Z¢ : Ly — Ly egy lineéris operator, és a
bizonyitasbol az is lathato, hogy korlatos.
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2.2. Allitas. Legyen f € Ly és o, B > 0. Ekkor igaz a félcsoport tulajdonsdg:
I°T° f(x) = I°P f(2)  (m.m.). (22)

Bizonyitas

_— xx— a-l t s)(t — )P 1dsdt =
e / (&~ 1) / F(s)(t — 5)*~dsdt
1

Ve / £(s) / (z — 1) (¢t — 5)P~1dtds —

mt 2 [ = oas
(15) alapjan. Az integralas sorrendjének megvaltoztatasakor Fubini tételét
hasznaltuk, és a korabbiak alapjan ezt egy nullmértékd halmaztol eltekintve

megtehetjiik. [

Megjegyzés Ha a4+ 3 > 1 akkor a fenti egyenlet jobb oldala mindenhol
értelmes, és ebbdl kovetkezGen a (22) tulajdonsdg minden x € Q-ra fennall.
A tetszGleges rend( integral definicioja utan kézenfekvének tiinhet a tet-
sz6leges rendid derivaltakat, mint azok inverzeit definidlni. Ennek érdekében
vizsgaljuk meg, hogy ez mikor létezik. Egyel6re szoritkozzunk a o < 1 rendd

derivaltakra.

2.2. Definicié. Legyen 0 < a < 1. Az f fiiggvény « rendd derivaltja legyen

az az Df = @ fijggvény, amire az

I (x) = f(x) (23)
osszefiiggés fennall (majdnem minden = € Q-ra).

A definicié alapjan latszik, hogy egyértelmtiségrél csak egy nulmértékd
halmaztol eltekintve beszélhetiink. Az sem egyértelmd a definicié alapjén,
hogy f(® mikor létezik, azonban ez a kovetkezs tétel segitségével karakteri-

zalhato.

2.1. Tétel. Legyen 0 < o < 1, és f € Ly. Ekkor létezik f\ € Ly akkor és
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csak akkor, ha
I'"f € AC(Q) (24)

fenndll. Ezen feltételek mellett f\©) egyértelmi (nullmértékid halmaztol elte-
kintve).

Bizonyitas Tegyiik fel, hogy (23) integralegyenletnek f(*) megoldasa. Azaz,

/fa> — 5)lds = f(2)

majdnem minden t-re. (x — t)%val leosztva az egyenletet, majd integralva:

o [ e e asa- [T

minden z € Q-ra. A korabban méar hasznalt atalakitast itt is felhasznalva,

majd I'(1 — a)-val osztva:

Bla,1—a)
[()T(1—a) / [s)ds = fiale),

ami igazolja az abszolut folytonossagot, tovabbé az atalakitasok alapjan vila-
gos, hogy f(®) = fI__ fennall sziikségszertien, ami igazolja az egyértelmiiséget
is. Itt érdemes megjegyezni, hogy ezek alapjan o < 1 esetben az Z® : Ly — Ly
operator injektiv.

Most tegyiik fel, hogy (24) fennéall. Definialjuk a g fiiggvényt:

1 ! / a—1
- 7 / fi_o(3)(t — 5)*ds.

Azt kell megmutatnunk, hogy g = f teljesiil. Vegyiik észre, hogy g = Zf]_,,
tigyhogy a tétel mar bizonyitott része alapjan g;_, € AC, és sziikségszeriien
91— = f1_, majdnem mindenhol, amib6l kvetkezben g1, = f1_q, €8 szintén
a sziikségesség bizonyitasibol kideriiltek alapjan f = g is kévetkezik. [J
Mint a bizonyitasbol kideriilt o < 1 esetben az 7 f = g fiiggvényegyen-

letnek legfeljebb egy megoldésa lehet, ez azonban igaz tetszéleges a-ra:

2.3. Allitas. Z¢f = 0 pontosan akkor teljesiil (o > 0), ha f = 0.



2. A RIEMANN-LIOUVILLE INTEGRAL 14

Bizonyitas Legyen n = [a] és v = a — n. A csoporttulajdonsiag miatt igaz,
hogy Z¢f = Z7I" f = 0, amibdl az el6z6 tétel miatt kapjuk, hogy Z" f = 0.
Ez viszont egy klasszikus n-szeres integral, aminek biztosan csak az f = 0

lehet a megoldasa. [J

2.2. Riemann-Liouville derivalt

Egy fontos dologra azonban figyelni kell: mi torténik az intervallum baloldali
a pontjaban. f1_,(a) definicio szerint egy nullmértéki halmazon vett integral,
azaz csak 0 lehet. Ha f;_, abszolut folytonos, akkor az a pontban a jobboldali
hatéarértéke 0. Viszont elfordulhat, hogy fi_, abszolut folytonos az (a, b] félig

zart intervallumon, de az a pontban a jobboldali hatarérték nem 0.

2.1. Példa. = > a esetén

I—a a1l 1 * (t — a)a_l 1
Tz —a)™ = F(l—a)/a (z —t)° dit = ()

Tehat f(x) = (v — a)*! fiiggvény 1 — « rend( integrélja szakad az a
pontban, viszont minden a-t6l kiilonéboz6 pontban 1/ («v)-t vesz fel. Az el6-
z6 tétel szerint f nem allhat el semmilyen fiiggvény a-rendi integraljaként,
azonban ezt a fliggvényt is szeretnénk derivalhatoként definidlni, ezért kiter-

jesztjiik korabbi definicionkat.

2.3. Definici6. Az f integralhaté fliggvénynek létezik az o < 1 rendd deri-

valtja, ha f;_, abszolat folytonos az (a,b] félig nyilt intervallumon, és

Df = fia (25)

Megadunk egy kénnyebben ellenérizhets elégéges feltételt is a derivalt

létezésére.
2.2. Tétel. Legyen f € AC. Ekkor I f € AC(a,b), o > 0-ra.

Megjegyzés Ebbdl persze méar kovetkezik, hogy az abszolut folytonos
fiiggvényeknek létezik o < 1 rendi derivaltja.
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Megjegyzés Konnyen ellendrizhetd, hogy f = (x — a)re fennall, hogy

[(c+1)

m(w —a)ct), (26)

°f(x) =

Bizonyitas Feltehetd, hogy a < 1, ugyanis ellenkez6 esetben a csoporttu-
lajdonség miatt Z¢f = ZZ* 1 f. Mivel f abszolut folytonos, ezért f(z) =
fla)+ [, [, igy

f(a) 1
e =7 (v—a)*+I"f(2). 27
F@) = [y @)+ T (@) (27)
A fenti Osszeg mindkét tagja abszolut folytonos, az els6 az a(z — a)* =
ff(t—a)a_ldt azonossag miatt, a mésodik pedig szintén a csoporttulajdonsig
miatt, és ez mar bizonyitja az allitast. [

Megjegyzés Abszolut folytonos f fiiggvényre az o < 1 rendd derivalt

o L[ f@ [T
P50 = 1= e+ et 2

alakt.
Ennél a pontnal érdemes kitérni arra, mikor lehet egy fiiggvény a-derivaltja
0.

2.4. Allitas. Legyen [ o-derivdlhatd figguény. Ekkor D*f = 0 pontosan
akkor dall fenn, ha

alaki.

Bizonyitas Mivel 0 = D*f = f|__, ezért kapjuk, hogy fi_, = ¢ valami-
lyen ¢ € R szamra. Viszont Z'~* operator injektiv, és a (2.1) példa szerint
I'(cI(a)(z — a)*™) = ¢, igy pontosan a fennti alakban megadott fiiggvé-
nyek a-rendt derivaltja lesz 0. [

Ezen elGkésziiletek utan bevezethetjiik az egynél nagyobb rendi derival-
takat.
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2.4. Definici6. Legyen o > 0 tetsz6leges valés. Az f fliggvény o rendd

derivaltja létezik (vagy a-derivalhatd), ha
fo—a € AC™(a,b), (29)

ahol n = [CY] -+ 1, és ekkor f(a) = f(n)

n—a*

A mogottes tartalma a definiconak tehat, hogy a tetszéleges rendt deri-
valast két mar kordbban ismert miivelet segitségével oldjuk meg: egy egynél
kisebb rend( integralassal, és azutan véges sok derivalassal. Vegyiik észre,
hogy a = n € N esetén a fenti definici6 épp az egészrendi derivalhatésigot
és derivaltat adja vissza. Azaz csak majdnem, léteznek ugyanis mindenhol dif-
ferencialhato, de nem abszolit folytonos fiiggvények. A fenti értelemben ezek
nem lesznek differencialhatok, de integralhaté derivalttal rendelkezd fiiggveé-
nyek korében ez visszaadja a klasszikus definiciot.

Vizsgaljuk meg, mikor lehet egy fiiggvény « rendd derivaltja azonosan

nulla.

2.5. Allitas. Legyen az f fiigguény a-derivdlhatd, és f = 0. Ekkor f

n—1
ci(x —a) o (30)
=0
alaki, aholn =[a] +1, ¢; e R(i =0,...,n — 1) tetszdleges szamok.

Bizonyitas Mivel 0 = f(® = f,(ﬁ)a, ezért f,_ egy legfeljebb n — 1 foku

polinom. Legyen 8 =n — a.

n—1
I°f = a;(x —a)’
i=0
Tf =T TP =P 5 (z — a)’ §~ el ( —a)*7?
= = ai(r —a) = , x—a
i=0 o Li+2-5)

Mindkét oldalt derivalva a kivant alakot kapjuk. [J
Ezek alapjan mar levezethet§ az integrilas és derivalas kvazi inverz tu-

lajdonsaga:
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2.3. Tétel. Legyen f integrdlhato fiigguény, o > 0. Ekkor
DI°f = f. (31)
Es ha f a-derivdlhatd figguény, akkor
n—1

ZL’ _ CL z+a—n

m (1), (32)

°D”
/(@ Fa—n+1+z)taa+

Tﬁ

ahol n = [a] + 1.
Bizonyitas Vilagos, hogy (31) baloldala értelmes: Z® f a-derivalhato, és
DIf = (T 1)) = (T = f.

(32) bizonyitasahoz vezessiik be a kovetkezd fiiggvényeket:

n—1

iIZ' _ a z—l—a—n ()
—~TD(a—n+i+ 1)fn,a(a+)
= (x - a)
hiz) =" —— 10 (at)
i=0

Felhasznéalva (26) azonossagot, vegyiik észre, hogy Z" *g = h. A feltételek
alapjan f,_, € AC"(a,b), azaz

,_.

n—

foale) =T 0 () + 3

=0

1O (a4) = T (2) + h(a).

Ezt atrendezve kapjuk, hogy

Faeal@) = h(z) = T £ (2) = T fV, () = T (Z°D f(x))

a csoporttulajdonsiag miatt. De mivel Z"~¢ injektiv, és Z"~*(f—g) = fo—a—h,
igy 7D f = f — g, amint azt allitottuk. [J

2.1. Kovetkezmény. Igaz a derivdltakra vonatkozo csoporttulajdonsdg. Ha
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a, B >0, akkor
DDP f =D f (33)

2.2. Kovetkezmény. Legyen o, > 0, és f a-derivdlhato fiigguény. Ekkor
I°PDf = DIP f (34)

fenndll, ha

9 (a+)=0, i=0,...,n—1 (35)
ahol n = [a] + 1.
Bizonyitas ElGszor tegyiik fel, hogy § > «. Ekkor (34) atirhato az
Iﬁ—aIaDaf — DaIaIﬁ—af — I,B—af

alakba a Riemann-Liouville integral csoporttulajdonsaga miatt. Z°~* opera-
tor injektivitdsa miatt a fenti egyenlet ekvivalens azzal, hogy Z¢D*f = f,
ami az €l6z6 tétel alapjan pontosan akkor all fenn, amikor (35) is.

Ha 8 < «, akkor (34) egyenletet irjuk fel

I°DPDY P f = D PDPIPf = DBy
alakban. Azt kell belatnunk, hogy
DT PD* P fla+) =0, i=0,...,n5—1, (36)

ahol ng =[]+ 1. Mivel (36) atirhato a D"~"s*f, _ (a+) = 0 alakba, ezért

a feltételek alapjan a bizonyitas kész. [J
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3. Az integraloperator tulajdonsagai

Ebben a fejezetben a Riemann-Liouville integral, mint fiiggvényterek kozti
linearis operator tulajdonsagait vizsgéljuk. Szemléletesen egy fliggvény in-
tegralfiiggvénye simabb, mint az eredeti fliggvény, példaul egy integralhato
fliggvény integralja folytonos lesz, egy folytonosé derivalhatd stb. Bizonyos
értelemben az egynél kisebb rendii integralok is simitanak: példaul Hélder

terekben novelik a Holder allandot:

3.1. Tétel. Legyenek \, o pozitiv valos szamok gy, hogy \+a < 1, és legyen
f € H*. Ekkor

f(a)

m(x —a)* € H*. (37)

blx) = I°f(x) -

Bizonyitas ¢(x) felirhato a kiovetkezs alakban:

/ fx —1) 1 ol F(la) /j g(z)(z —t)*~'dt,

ahol g(x) = f(x) — f(a). Azt kell belatnunk, hogy

[6(x) — d(y)] < Az —y|**

tetszéleges x,y € [a, b]-re. Legyen h > 0,z + h < b, ekkor

R

N r+h—t)l-@

Tt —g@) [T g N1
A= e S Rt

hglx+h—1t)— glx
_(x—a)o‘]+r(1a)/0 glr + tli) ) gyy

1 r—a
—/ [g(x —t) — g(2)][t* " = (t+ h)*']dt = By + B, + B
I'(a) Jo
Az o < 1 feltétel miatt a t* fliggvény konkav, ezért (1 +¢)* — 1 < at.
Szoritkozzunk a h < z —a esetre. A Holder-feltétel szerint |g(z)| < c(x —a)?,
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igy

B < _ Ao
Bl < el — e (14

h o
(1 + ) — 1) < ch(x — a)**t < ch e,
mivel A + a — 1 < 0. A méasodik tag becslése:
ho 1A
h
By| < c/ Lt < e

0o ¢

A harmadiké pedig

| Bs| < c/ A — (¢4 h)Hdt =
0

ch’\+a/ B (t+1)“‘1]dt§ch*+“/ DA = (ke 1)2dt,
0 0

Ez utols6 improprius integral konvergens, ugyanis ¢ > 1 esetben
a—1 a—1 a—1 1 a-1 a—2
et = (t+ 1) <t |(1+¥) —1| < et

Ezzel a bizonyités kész. [
Mivel a fenti becslésekben || f|| o Holder-norméajat hasznaltuk, kapjuk:

3.1. Kovetkezmény. Legyenck \, o pozitiv valds szamok 1igy, hogy A+a < 1
fenndlljon. Ekkor
. “f(t) — fla)
A f@) = / =

H» — H korldtos operdtor. Specidlisan \ = 0 esetén A folytonos fiiggué-
nyeket a H* térbe képzi.

3.1. Riemann-Liouville integral mint folytonos operator-
félcsoport
A Riemann-Liouville integral tehat rendelkezik azzal a két alapvetd tulajdon-

saggal, hogy egész értékekre a kozonséges integralt adja, valamint két ilyen

integraloperator kompozicidja is integréloperator, ahol a rendek Osszeadod-
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nak.

Ilyen értelemben tehat algebrailag szépen viselkedik az operatorcsalad, st
azt is lattuk, hogy az integralhato fiiggvények terén az operatorcsalad elemei
folytonosak. De enné¢l tobb is igaz: ha egy fiiggvényre raeresztiink egy kis
rend integralt, akkor az csak kicsit fogja megvaltoztatni a fliggvényt. Ebben

a fejezetben ezt a kijelentést fogjuk feltolteni matematikai tartalommal.

3.1. Definicié. Egy X Banach téren értelmezett folytonos 7, egy paramé-

teres (a > 0) operatorcsalad félesoport, ha fennall

TaTo =Tat+s, a,b>0

38
To = idy. (38)

A félcsoport erésen folytonos, ha
lim || Tou —u||x =0, Yue X. (39)
a—0

A Riemann-Liouville integral operatorok tehat egy egyparaméteres ope-

rator félcsoportot alkotnak. Belatjuk, hogy erdsen folytonos:
3.2. Tétel. Z° operdtorfélcsoport erdsen folytonos az Li(a,b) téren.

Bizonyitas Legyen f € L;.

I f(a) = £0) =y || Tt + £(0)|
Af + BY.

<x—@“_1]:

I'l+«) (40)

A haromszog-egyenlétlenség alapjan ||Z°f — fllo, < l|1Afllc, + |Bf|lL,. Az

utobbi tag becsléséhez vegyiik észre, hogy a

<x—@a_4

|Bf(z)| = |f(z)] T(i+a)

fiiggvény pontonként tart a 0-hoz, ha a — 0, és ez a konvergencia domindl-
hat6 a 2|f(z)| figgvénnyel, ezért a Lebesgue-tétel miatt az integral is 0-hoz

tart. Az ||Af]||z, becsléséhez hasznaljuk ki, hogy a polinomok stiri alterét



3. AZ INTEGRALOPERATOR TULAJDONSAGAI 22

alkotjak a Lj(a,b) térnek. Rogzitett € > 0-hoz legyen P polinom olyan, hogy
|f — Pllz, < e. Ekkor fennall ||Af||l., < ||A(f — P)|lo, + [|AP]|L,. Az els6

tagot a (21) azonossag segitségével becsiilhetjiik:

20=a)%) ¢ pyly < 3. (41)

IJA(f = P)|l < m

Px) — P(t)

A masodik tagot pedig a kovetkezG egyenlétlenség segitsével:
1 ! [0} /
‘dtﬁ —— | (x —t)"max |P'|dt
T —1 a

1 .
AP < 7 [ o=t o

ami tart 0-hoz, ha « is. Mivel ez a konvergencia is dominélhat6, ismét alkal-

mazhatd a Lebesgue tétel, és ezzel mar az allitas igazolast nyert. [J
A félesoport folytonossaga azonban nemcsak L; norméban &ll fenn, ha-
nem a Lebesgue mértékdifferenciél tétel felhasznélasaval a pontonkénti kon-

vergencia is adodik:

3.3. Tétel. Legyen f integralhato fiigguény. Ekkor f minden Lebesgue-pontjdra

lim Z«f(z) = f(z). (42)

a—0

Bizonyitas Legyen = € (a,b] Lebesgue-pont, azaz

1 x+t

s s@a o (43)
Bevezetve a F(t) = [T f(t)dt jelolést

F(t) =t[f(x)+ b(t)] (44)

fennall, ahol |b(t)] < e, ha t < 0 = d(¢). Ezt felhasznalva, és egy parcidlis
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integralast elvégezve:

L) = 0 = gy [ e = 0= sy = [T

orw e =[S

11—« rma a—1 0 a—1 v a—1
m[f(g:) /0 el + /0 b(t)tdt + /5 b(t)t dt]
)

SO o[- o - 1]

0

— [l

['(a) 0
1—«

é ol 1—a T—a ol
o) /0 b(t)t dt + F(a)/5 b(t)to " dt

Az utols6 egyenletben az elsd, masodik és negyedik tag 0-hoz tart, ha o — 0,

és mivel |b(t)] < € a [0, 4] intervallumon:

0

-« o
el < lim —— Tt = li o=
S [2°f (@) = F@)] < limy s | D)7 dE = T “rsote = &

Mivel € tetszéleges volt, a bizonyitas kész. [J
Megjegyzés Mivel majdnem minden pont Lebesgue-pont, ezért a fenti

konvergencia egy nullmértéki halmaztol eltekintve fennall.
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4. Analitikus fliggvények derivaltjai

Az analitikus fiiggvények sok olyan tulajdonsaggal rendelkeznek, ami érde-
messé teszik, hogy ezen fiiggvények tortrendd derivaltjait kiilon elemezziik.
[lyen tulajdonsig példaul, hogy akarhanyszor derivalhatok, ezért akarmilyen
tortrendben derivalhatok. Néhany technikai tétellel kezdiink.

A kovetkezskben o < 0 esetben vezessiik be a D% = 7-% konvencioét.

4.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy f,, folytonos figguényekbdl dllé sor eqyenletesen
tart az f figguényhez az [a,b] intervallumon, és legyen o > 0. Ekkor Z°f,

sor tart az I®f fligguényhez eqyenletesen.

Bizonyitas Legyen n akkora, hogy |f, — f| < e. Ekkor

2 =2 = (20 = £ < s [ 170 = (01— < 0—a”

szintén fenndall. [

4.1. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy f, a-derivdlhato fligguénysor egyen-
letesen konvergens, és D* f,, is egyenletesen konvergens minden |a + €,b] in-
tervallumon. Ekkor D* f,, tart D f fiiggvényhez egyenletesen az a pontot nem

tartalmazo zdrt intervallumokon.
Bizonyitas Mivel D f = fl([f&}, ezért az ismert elemi analizisbeli tétel adja
az eredményt. [J

Ezek alapjan vizsgaljuk meg, hogy néz ki egy analitikus fiiggvény deri-
valtja.
4.2. Allitas. Legyen f analitikus figguény, aminek az a pontbeli hatvdnysora
eldallitja a figguényt az |a,b] intervallumon, és legyen « tetszéleges valds

szdm. Ekkor

o0 —«

r —a (n) 4
nzrnﬂ—a)f (a). (45)
Bizonyitas Az [a,b] intervallumon f(z) = >~ 1(“?;1)17; f™(a). A (4.1) ko-
vetkezmény miatt
= D%z — a)” = (z—a
DYf — Z " (n)
d nz:% T(n+1) ;Fnﬂ—a)f (@)
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fenall, feltéve, hogy tudjuk, hogy a jobboldali kifejezés egyenletesen kon-
vergens minden [a + £,b] intervallumon. Ez azonban teljesiilni fog, hiszen
(x — a)®-t kiemelve egy olyan hatvinysort kapunk, aminek az a pontbeli
konvergenciasugara megegyezik az eredeti fiiggvény a pontbeli konvergencia
sugaraval. [J

A (45) azonosséag kovetkezménye, hogy a derivalt is analitikus lesz az (a, b)

intervallumon. Egy masik alakban is elgallithatk a derivalt:

4.3. Allitas. Tegyiik fel, hogy f analitikus (a,b) intervallumon. Ekkor
Df(x) = i @ wf(n )(2). (46)
—~\n)T'(n+1-aq)
Bizonyitas Elgszor tegyiik fel, hogy o < 0. Ekkor

_tnal

[o —a—1 f n o
Do f F<a/f Nz — )t = Z e )f()(x)_

= (—1D)"(x —a)" ) () — = [(a\ (z—a)" " ) (.
nz%n!F(—a)(n—a)f (@) Z(n)F(n+1—a)f (@)

n=0

felhasznalva, hogy

és, hogy

n!r<—(;)1<>7: —a) (Z) —a... (—a1—1— T (—a) (Z) m

Ha a > 0, akkor D* = (d/dz)l+1Z7' 12} A Leibniz-szabalyt felhasznalva
kapjuk, hogy
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i () () -

< 1 ({Of} N 1) ([a]]j 1) r(gcglarkaika)f(wk)(x) }

n=0 k=0

s

j = n + k helyettesitéssel élve
[e’e] 7 ._

{o} =1\ (led+ 1)) _(z=a)"*
y;()(;( l )<j_l)>F(j+a—a)fj(m)’

ami a (17) azonossagot felhasznalva a kivant eredményt adja. [
A fejezet legfontosabb tételei a Leibniz-szabaly altalanositasai analitikus

fiiggvényekre. Sok alkalmazasnak ezen tételek adjak az alapjat.

4.1. Tétel. Legyenek f,qg figgvények analitikusak az (a,b) intervallumon.
Ekkor

[e.9]

=3 () (47)

n=0

fenndll minden o € R szdmra.

Bizonyitas Az el6z6 tételt és a klasszikus Leibniz azonossagot felhasznalva
Do(r9) = 30 () gy
—~\n)T(n+1-aq)
n+k\ (xr—a)the *)
23 (L) (e

Folhasznalva az ( N )(”+k) = (“) (a_") azonossagot kapjuk, hogy

n+k k n k
N B = [« (n) = (a—n\(r—a)f+n—-a 8
D(fg)_;(n)g kzzo( k )F(k+n+1—a)f ’

ami az el6z6 tétel alapjan az (47) azonossagot adja. O
Kimondunk két tovabbi tételt a Leibniz szabdly altalanosabb alakjairol

bizonyitas nélkiil.
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4.2. Tétel. Legyen f és g analitikus az (a,b) intervallumon. Ekkor

+oo
Do) = 3 (5, )t (49

k=—o00

a (1.9) definicidban

ahol a, B € R tetszdleges nem egész szamok, és (kiﬁ)
adott.

4.3. Tétel. Legyen f és g analitikus az (a,b) intervallumon. Ekkor

a _ [ @ a—k—B pyk+5
Do) = [ ()t (19)

ahol o, B € R tetszdleges nem egész szamok.
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5. Alkalmazasok

A tortrendd derivilataknak szdmos alkalmazési lehetGsége van fizikdban il-
letve a matematika egyéb teriiletein, mint példaul végtelen sorok Osszegzése,
hatarozott integralok kiszadmitasa. Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogyan
lehet bizonyos kozoénséges differencidlegyenletek megoldasait meghatarozni

Riemann-Liouville derivaltak segitségével.

5.1. Masodrendi homogén differencidlegyenletek

Vegyiik a kovetkez6 homogén masodrendi differencidlegyenletet:

(ag + byx + c22*)D*y(z) + (a1 + bix)Dy(x) + agy(z) = 0 (50)

Ha a fenti egyenlet egyiitthatoira bizonyos feltételek teljsiilnek, akkor y

megadhato, mint egy analitikus fliggvény tortrendid derivaltja:

y=D%

Legyen tehat y ilyen alakt. A Leibniz szabaly altalanositasa szerint igazak

D (xz(x)) = DM 2(2) + (a4 1)D*2(2)

D2 (22(x)) = 2D 2(2) + (o + 2)D* T 2(2)
D2 (2%2(x)) =2*D* 2 2(2) + 22(a + 2)D* M2 (2)+
(o + 1)(a + 2)D2(x)
azonossagok. Ekkor (50) egyenlet atirhato a
0 =D***([ag + bz + c22%]2(z)) +

D ([ar + bz — ba(a + 2) — 2c02(a + 2)]2(2)) +
D ([ap + ol + 1)(a +2) — by(a + 1)]2(x))

alakba. Tegyiik fel, hogy az o valés szam gyoke az

(ap+ ca(a+1)(a+2) —bi(a+1)=0 (51)
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egyenletnek, és tegyiik fel, hogy D és D? operatorok felcserélhetek. Ekkor
(50) egyenletet felirhatjuk

D([as + bow + c20”]2(x)) + [a1 + bz — (bs + 2c22) (v + 2)]2(z) = 0

alakban. Ez egy els6foku differencidlegyenlet, aminek a megoldasat megad-
hatjuk a

b
2(x) = (ag + by + co2?)* ™ exp ( - / 1t O da:)

ag + byx + cox?
formulaval. Ekkor az eredeti egyenlet y(x) megoldésa:
y=D.
Vegyiik példaul a
[z — 2*|D*y(x) + [c — (a + b+ 1)2]Dy(z) — aby(x) =0 (52)

differencidlegyenletet, ahol a,b, ¢ tetszGleges valos szamok. Az a-t meg-

hatarozo egyenlet

0=—ab— (a+1)(a+2)+(a+b+1)(a+1)

két megoldasa oy = a — 1 és as = b — 1. Derivalassal ellenérizhets, hogy
fennall az

/c—(a+b+1)x

T — 22

de =(a+b—c+1)log(l —x)+ clog(z)

azonossag, tehat a (52) egyenlet egyik megoldésa:
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y(z) = D a1 — x)cfbfl _ F(11_ . /Oa: ta—cgi:gz_ _ "

B 1 Ilfc 1 Safc(l - xs)cfbfl .
- T(1—a) /0 (1 —s)e d
F'l4+a—c)
T(2-¢

oFi(1+b—c,1+a—c2—cux),

ahol o F'i(a, b, ¢, z) a Gauss-féle hipergeometrikus fiiggvény, ami alapvet6

fontossagi a masodrendd kézonséges differencidlegyenletek elméletében.

5.2. Specialis alakt n-edrendii differencidlegyenletek

Vegyiik a kovetkezs differencidlegyenletet:

n

> (ai +biz)Dly(x) = 0 (53)
i=0
Ezt az egyenletet vissza fogjuk vezetni egy ugyanilyen alaka n — 1-rendd
differencialegyenletre a Riemann-Liouville derivaltak segitségével. Ha ezt meg-
tettiik, akkor rekurzioval eljuthatunk egy elsérendd homogén egyenlethez,
amit elemi modszerekkel megoldhatunk.

E célbol vezessiik be, a

3
3

i=0 i=0
polinomokat, és legyen A a ¢ polinom egyik gyoke. Vezessiik be az

y(x)
exp(Az)’

Y(x) =

jelolést, és gondoljuk meg a Leibniz-szabély és binomidlis tétel alkalmazasé-

val, hogy a

D'y(z) = D'(Y (z) exp(Az)) = exp(Az) (A + D)iY(x)
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azonossag fennall.
Ekkor (53) egyenlet felirhato

pA+D)Y(x) +zqA+D)Y(z) =0
formaban. Legyen tovabba
Y(z) = Do (2),
és ekkor az egyenletiink a (47) tétel alapjan a kovetkezs format olti:

D p(A+D) —ag(A+ D) +xq(A+ D) |yo(z) =0

Bevezetve a kovetkezs polinomokat:

o) = LOFD () = HATD —0al)
és a-t o)
S ANAVA
— @(0) )

valasztva, ¢ és p; egy n — 1-foki polinom lesz, hisz A a ¢ polinom gyoke. Igy

a (53) egyenletet redukéltuk az
p1(D)yo + 2q1(D)yo(z) =0
egyenletre. Az eredeti egyenlet megoldésat az
y(x) = exp(Az)Dq

fiiggvény adja.
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