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Bevezeto

A dolgozat az exponencidlis 0sszegek elméletébe nytjt betekintést, azon beliil is f6leg a
Kloosterman-osszegek témakorébe. Ezen Osszegeket elGszor Poincaré irta fel a modularis
formak vizsgalata soran a [8] cikkben , de nem sokkal késébb Kloosterman ezen Gssze-
geket alkalmazta az azx? + ba3 + cx3 + dad = n diofantikus egyenlet megoldasszamanak
tanulmanyozasahoz a |7] cikkben. Az ehhez hasznélt klasszikus Kloosterman-6sszegekrol
belatunk néhany allitast a dolgozat elején, utdna pedig ezek algebrai szidmtestek feletti
altalanositasat fogjuk vizsgalni. A Kloosterman-6sszegek ma is fontos szerepet toltenek be
a moduléris formak elméletében, a harmadik fejezetben megmutatjuk majd, hogy hogyan
kapcsolodik egyméashoz a két teriilet.

Az els6 fejezet elején talalhatdak szamelméletbdl és algebrai szamelméletbsl azon
ismeretek, amik sziikségesek lesznek a Kloosterman-0sszegek és azok szamtestek feletti
altalanositasanak vizsgalatahoz. Ezutan definidljuk a klasszikus Kloosterman-osszegeket
és beldtunk roluk néhany alapvets allitdst, majd egy nagysagrendi becslést is.

A masodik fejezetben attériink a szamtestek feletti Kloosterman-osszegek vizsgalata-
ra, és megnézziik, hogy hogyan mondhato ki a Selberg-féle azonossidg ebben az esetben,
azutan pedig ezt be is bizonyitjuk, specidlis esetként kapva a klasszikus 0sszegekre vonat-
koz6 Selberg-azonossagot.

A harmadik fejezetben definialjuk a modularis forméakat, az Eisenstein-sorokkal példat
is adunk rajuk, azutdn pedig megkonstrualjuk a Poincaré-sorokat és meglatjuk, hogy

hogyan jonnek el§ a Kloosterman-osszegek ennek kapcsan.



1. fejezet

El6ismeretek és klasszikus eredmények

1.1. Karakterek véges Abel-csoportok felett

Az exponencidlis 6sszegek tanulményozasahoz elengedhetetlen a karakterek ismerete, eb-
ben a részben gytjtjiik 6ssze a hozzajuk két6ds alapvets allitasokat. Ezek megtalédlhatoak
a [3] konyvben.

A tovabbiakban G mindig egy véges Abel-csoportot fog jeldlni.

1.1.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy a x : G — C* fiigguény G-nek karaktere, ha minden
g,h € G esetén x(g+h) = x(g)x(h). (Vagyis, ha x G-b6l a komplex szdmok multiplikativ

csoportjaba mend homomorfizmus).

Mivel a karakter egy homomorfizmus, ezért G egységelemét az 1-be kell vinnie. G
végessége miatt minden elem rendje véges, ebbdél ezutdn konnyen lathato, hogy egy x
karakter csak komplex egységgyokoket vesz fel.

Karakterek szorzatat is definidlhatjuk a megszokott médon: ha yy, xo karakterek,
akkor x1 - x2(9) := x1(9) - x2(g). Az erre vonatkozu tulajdonsagokat a kovetkezd allitas

foglalja Gssze:

1.1.2. Allitas. A karakterek a fenti miveletre nézve eqy véges Abel-csoportot alkotnak,

melynek elemszdma megegyezik G-nek az elemszamdval. Ezt a csoportot G-vel jelélyik.

Bizonyitas. Konnyen ellenérizhets, hogy karakterek szorzata ismét karakter lesz, hogy

az azonosan l-et felvevs karakter (az un. trivialis karakter) egységelem lesz, és hogy egy

X karakter inverze az a y ! karakter lesz, amire x~!(g) = x(¢g) minden g € G-re.



Az elemszamra vonatkozo allitast elGszor abban az esetben bizonyitjuk be, amikor
G = C, az n elemi ciklikus csoport. Legyen ekkor g egy generatoreleme G-nek. Mivel
g" =1, ezért x(9)" = x(g™) = 1, vagyis x(g)-nek egy n-edik komplex egységnek kell lennie.
Viszont tetszéleges n-edik komplex egységgyokot valasztva x(g)-nek, az egyértelmiien meg
fog hatarozni egy karaktert G-n, és mivel n darab n-edik egységgydk van, igy n kiilonb6z§
karakteriink lesz.

Tetszoleges G véges Abel-csoport esetén hasznéljuk a véges Abel-csoportok alaptéte-
1ét, ami szerint G felirhat6 ciklikus csoportok direkt szorzataként: G = C,,, X C,, X ... Xy, .
Legyenek C,,,, Cy,, ..., Cy, generetarelemei rendre g1, go, ..., gx! Vilagos, hogyha g1, g2, ...,
gr-n megadjuk egy karakter értékeit, azzal egyértelmiien meghatarozzuk G-nek egy karak-
terét. De a fentiek szerint g;-n ni-féleképpen, go-n no-féleképpen, ..., gi-n ni-féleképpen
adhatjuk meg egy karakter értékét, igy Osszesen ny - ng - ... - ng darab karakter van G-n,

ami éppen megegyezik G elemszdmaval. []

1.1.3. Allitas. Ha H részesoportja G-nek, akkor H minden karaktere kiterjed G karak-

terévé.

Bizonyitas. A G : H index szerinti teljes indukciéval fogjuk bizonyitani az allitdst. Ha
G : H =1, akkor G = H, és nincs mit bizonyitanunk. Tegyiik fel, hogy G : H > 1, és
legyen x olyan, hogy x € G, de x ¢ H. Legyen tovibba n az a legkisebb pozitiv egész,
amire nx € H (ilyen nyilvan létezik, hiszen z-et a G csoport rendjeszer Gsszeadva az
egységelemet kapjuk, és x ¢ H miatt n > 1).

Vegyiik most egy tetsz6leges x karakterét H-nak, és legyen t = y(nx). Ekkor létezik
egy olyan w € C* szam, amire w" = ¢ (hiszen t egy |H|-adik egységgyok, igy w-nak jo
lesz egy megfelel§ n - | H|-adik egységgyok).

Vegyiik az = és H altal generdlt H' részcsoportot G-ben, a y karaktert ki fogjuk
terjeszteni erre a részcsoportra, és ha mar azt tudjuk, akkor utdna az indukcids feltevés
maitt készen lesziink. H' minden A’ eleme felirhato A’ = h + ax alakban, ahol h € H, és
a € Z, hiszen G egy Abel-csoport. Definidljuk a x’ karaktert H'-n ugy, hogy egy adott
h' € H' elemet irjunk fel az el6bbi modon, és legyen /(') = x(h)w®.

Elgszor is be kell latnunk, hogy y’ joldefinialt, azaz nem fiigg h'-nak a felirasatol.
Tegyiik fel, hogy felirtuk h'-t kétféleképpen: b’ = hy + a1z = hy + asx, hy, hy € H, ay,
ay € Z. Ekkor hy — hy = (a3 — ag)x, de a baloldal nyilvanval6an eleme H-nak, igy n
definicidja miatt n|a; — as. Ezek alapjan:

az—aj az—aj

X(h1)wax(ho)wg = x(ha — h1)w® ™" = x(hy — hy)(w™) "7 = x(hg —hi)t" 7 =
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az—aj

= X(ha=h1)(x(nz)) """ = x(ha —h1)x((a2—a1)x) = X(haF a2z —(h1+a12)) = x(0) = 1,
és ezt atrendezve y(hy)w™ = yx(ho)w* adddik, tehat y' valoban joldefinialt.

X" karakter lesz H'-n, hiszen vilagos, hogy C*-ba képez, és a defiinicé alapjan kdnnyen
kiszamithato, hogy homomorfizmus is lesz. Az is teljesiil, hogy H-ra megszoritva éppen
x-t kapjuk vissza, mert egy h € H elemet irhatunk h + 0 - z alakban, és igy x'(h) =
X(h)-1 = x(h). Tehat x kiterjed H'-re, és igy az indukcios feltevés miatt készen vagyunk.
O

1.1.4. Lemma. G = G

Bizonyitas. Legyen g € GG. Ekkor definialhaunk G felett egy karaktert a kovetkezd mo-
don:

fy: G = C* x> x(g)

Fz karakter, hiszen ha y1, x2 € G, akkor f,(x1x2) = x1x2(9) = x1(9)x2(9) = f3(x1) fa(x2).
Tekintsiik a G — CA;',g — fq leképezést. Ez csoporthomomorfizmus, hiszen ha g,h € G,

akkor fon(x) = x(gh) = x(9)x(h) = fo(x)fn(x) minden x € G-te, tehdt fo, = fofn-

Az elbbiek szerint G és G két véges csoport, amiknek megegyezik az elemszama.
Ezért elég belatnunk, hogy a fenti homomorfizmus injektiv, mert akkor mér izomorfizmus
lenne.

Tegyiik fel, hogy létezik g # 0 elem, amire f, az azonosan 1 karakter G felett. Ez fq
definicidja miatt azt jelenti, hogy G-nek minden karaktere g-n egyet vesz fel. Mi viszont
konstrualhatunk egy olyan karaktert, ami g-n nem egyet vesz fel a kovetkez6 modon: te-
kintsiik a g altal generalt részcsoportot G-ben, aminek legyen az elemszédma n. Ez ciklikus,
és g # 0 miatt n>1 . Igy ezen a részcsoporton definialhatunk egy karaktert tigy, hogy ¢g-n
legyen egy primitiv n-edik egységgyok, a ciklikussag miatt ez kiterjed az egész részcso-
portra egyértelmiien. Az el6z6 allités szerint ez a karakter kiterjed G-nek egy karakterévé,
ami tehat olyan karakter, ami g-n nem egyet vesz fel. Tehét ellentmondasra jutottunk,
igy csak a 0 van benne a fenti homomorfizmus magjaban, ami igy tehat injektiv. [

A most kdvetkezs két allitast ortogonalitési relacioknak szokas hivni.

1.1.5. Allitas. Legyen x € G. Ekkor

|G|, hax=1.
> xlg) =
9eG 0, ha x # 1.



Bizonyitas. Ha y = 1, akkor az allitas nyilvanvalo. Ha y # 1, akkor létezik olyan h € G,
amire y(h) # 1. Ebben az esetben

X)) xlg) =D x(h+9) =Y x(9)

geG geG geq

ezeért

(x(h) =1)> x(g) =0
és mivel y(h) # 1, igy ebbdl adodik az allitas. O

1.1.6. Allitas. Legyen g € G. Ekkor

> xlg) =

xe@G

|G|, hag=0.
0, ha g # 0.

Bizonyitas. Az allitas azonnal kovetkezik a lemmabol és az el6z6 allitasbol, hiszen

Z x(g) = Z fo(x)

XEa xe@

ahol f, a lemmaban definialt G feletti karakter. O

1.2. Algebrai szamelméleti tudnivaldk

A kovetkezdekben attekintjiik a dolgozatban felmeriil§ algebrai szamelméleti fogalmakat
és fontosabb allitdsokat, bizonyitas nélkiil. Ezen allitasok és bizonyitasuk megtaldlhatoak

az |5] jegyzetben.

1.2.1. Definicié. A raciondlis szdmok testének egy véges algebrai Q < F bdvitését algeb-
rat szamtestnek nevezzik.
Azt mondjuk, hogy az a € F elem algebrai egész, ha gyoke eqy Q-beli egész eqgyiitthatds, 1
fdegyiitthatos polinomnak.

A tovabbiakban [F mindig egy szamtestet fog jelolni, O pedig benne az algebrai egészek

halmazat.
1.2.2. Allitas.

(1) O gyird az F-bél orikilt dsszeaddsra és szorzdsra nézve.
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(i1) Ha I tetszéleges nemnulla idedl O-ban, akkor az O/I faktorgyird véges sok elembdl
all.

1.2.3. Definicié. Legyen I nemnulla idedl O-ban, ekkor az N(I) = |O/I| mennyiséget

az I idedl normdjanak nevezzik.

1.2.4. Allitas. Az idedlnorma teljesen multiplikativ, tehdt ha I és J nemnulla idedlok
O-ban, akkor N(I-J) = N(I)N(J).

1.2.5. Tétel. (egyértelmi primfaktorizdcios tétel idedlokra): Legyen I nemnulla valddi
idedl O-ban, ekkor I egyértelmien elddll nemnulla primidedlok szorzataként: I = P" Py?... P,

ahol Py, Py, ..., P, primidedlok, ny,no, ..., ny pedig pozitiv egész szamok.

1.2.6. Definicié. Legyenek I, J nemnulla idedlok O-ban, ekkor azt mondjuk, hogy I és
J relativ primek, ha I + J = O, ahol az dsszeg a komplexusisszeget jelenti.

Azt monjuk, hogy J osztja I-t , ha J tartalmazza I-t, és ezt J|I-vel jeloljik.

Két ideal relativ primségét, iletve az oszthatosagot a primfelbontésukbol is megal-
lapithatjuk az egész szamok korében megszokott moédon: I és J pontosan akkor relativ
primek, ha a primfelbontasukban kiilonh6z6 primtényezék szerepelnek, J pontosan ak-
kor osztja I-t, ha a primfelbontdsukban ugyanazon primtényez6k szerepelnek, és J-nél

mindegyiknek kisebb a hatvanykitevGje, mint I-nél.

1.2.7. Tétel. (kinai maradéktétel): Legyenek A, B relativ prim, nemnulla idedlok O-ban,
ekkor O/AB = O/A x O/B.

1.2.8. Kovetkezmény. Ha I nemnulla idedl O/I-ben, I = P/" P)*...P;"* pedig a prim-
felbontéasa, akkor O/I = O/P" x O/Py* x ... x O/P'*.

1.3. A klasszikus Kloosterman-6sszegekrdél

Az ebben a részben levg allitdsok és még sok méas ismerete az exponencidlis Osszegekkel

kapcsolatban megtalalhatoak a [2] jegyzetben.
A dolgozat tovabbi részében élni fogunk a kovetkezs jeloléssel: e(x) = >,

1 /(=)
cg(m))

alaka Osszeget értiink, ahol f és g egész egyiitthatos polinomok, g nem azonosan nulla

Legyen ¢ egy pozitiv egész szam. Exponencidlis Gsszegen altalaban egy > e(



mod ¢, és & azon mod ¢ maradékosztalyokon fut, amikre g(x) # 0 mod c. Kloosterman-

Osszegen a kovetkezd, specidlis alakt exponencidlis Osszeget értjiik:

Stm,e) = 3 e (M)

0<z<c
(z,0)=1

ahol n, m € Z, és T az x inverzét jeloli mod c. Ebben a fejezetben nem teljesen ilyen alaku
Kloosterman-osszegekkel fogunk foglalkozni, hanem egy véges testek feletti valtozattal.
Azoknak specialis eseteként visszakapjuk prim c-kre a klasszikus Kloosterman-6sszegeket,
ami a legfontosabb eset.

Legyen tehat ¢ egy primhatvany, F, pedig a ¢ elemi véges test. Vegyiik észre, hogy az
T e(%) leképezés egy karaktere ), additiv csoportjanak, ha p prim. Ez alapjan véges
testek felett természetesen adodik a Kloosterman-osszegek kévetkezd definicidja: ha ¢, ¢

karakterei IF, additiv csoportjanak, akkor legyen

S(e, ) = > pla)yba™)
xEF;
Amikor ¢ = p prim, ez klasszikus Kloosterman-6sszeget ad.
Ha g = p prim, akkor ismerjiik IF, additiv karaktereit, de igazabol az altalanos esetben

is karakterizalhatoak. Legyen ¢ = p", p prim. Ekkor az algebrabol ismert nyom leképezés:

TTIE‘Q/IE‘p : Fq — Fp,(l —a—+al + ...apn_l
egy sziirjektiv [F,-linearis leképezés. Ennek segitségével, ha a € [y, akkor deifinidlhatjuk

F, egy 1, karakterét a kovetkezé modon:

Try, r,(ax) )
p

o(z) =€ (
ahol ezt ugy értjiik, hogy egy b € F, elemet azonositunk egy peta € Z,-beli elemmel a
természetes izomorfizmus mentén (az egységelemet az egységelembe kiildjiik). A nyom
tulajdonsagai miatt konnyen lathato, hogy a fenti 1, leképezés joldefinialt és karaktere [,
additiv csoportjanak. A kovetkez§ allitdas azt mondja, hogy mas karakter nincs is ezeken

kivul.

1.3.1. Allitas. Ha x karaktere F, additiv csoportjdnak, akkor x =1, egy alkalmas

a € Fy-ra.
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Bizonyitas. Tudjuk, hogy F, additiv csoportja felett éppen ¢ darab karakter létezik,
ezért ha belatjuk, hogy ha a,b € F, és a # b, akkor v, # 1, akkor azzal belatjuk az
allitast.

Tegyiik fel tehat, hogy a # b és ¢, = 1. Ez azt jelenti, hogy minden =z € F,-ra

. <TrFq/Fp(ax) _ Tr]Fq/;rp(bx)>

” . Ezt rendezve és a nyom linearitasat kihasznalva adodik,

hogy e (W) = 1 minden x € Fy-ra, vagyis Trg, /5, ((b — a)z) = 0.

Tudjuk, hogy a nyom sziirjektiv, igy létezik olyan ¢ € F,, amire Trg /g, (c) # 0. Mivel
b—a # 0, igy létezik inverze, ezért z = (b—a) lc-t helyettesitve a fent kapott dsszefiiggésbe
az adodik, hogy Trg,/r,(c) = 0, ami ellentmondas. fgy ezzel belattuk az allitast. O

«, 0,

szeri tulajdonséagot.
1.3.2. Allitas.

(1) S(p,) valds szam

(i1) b e FY esetén S(p, 1) = S(wp, Yp-1), ahol pp(x) = p(bx) és Y1 (x) = Y(b'x).
Bizonyitas.

()

S(e, 1) = D @@ =D e ) = > ey") = S(e,¥)

zeFy zeFy y€eFy

az y = z~! bijektiv valtozocserével. Tehat S(yp, 1) megegyezik a konjugéltjaval, azaz

val6s szam.
(i) Az y = b~ 'z bijektiv valtozocserével kénnyen adodik.

O

Az exponencialis Gsszegek tanulmanyozasdnal nagy szerepe van az abszolitértékre
vonatkoz6 becsléseknek, hiszen pontos formulat egy adott Osszegre, a legegyszertibb ese-
tektdl eltekintve, nem varhatunk.
Egy I, feletti Kloosterman-osszeg esetén a trivialis fels6 becslés ¢, ha haromszog-
egyenlGtlenséggel becsiiliink, minden tag abszolutértéke 1. Ez éles, ha ¢ és 1 mindketten
a trivialis karakterek, de ha egyikiik sem trivialis, akkor ennél lényegesen jobb eredmény

is igaz. Weil algebrai geometriai eszkozoket hasznalva belatta a [4] cikkben, hogy ha ¢,
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¥ nem f6karakterek, akkor |S(p,¢)| < 2¢2. Mi most egy 2qi-es korlatot fogunk igazolni,
elemi modszerekkel.

Jeloljiik yo-al a [F, additiv csoportja feletti trivialis karaktert. A bizonyitashoz az 6tlet
az, hogy egyszerre probédljuk megérteni a vizsgalt Osszegeket. Ha ugyanis be tudnénk
latni, hogy Y7 |S(p,¥)|** < M valamilyen k pozitiv egészre és M pozitiv konstansra
(3°" azt jelzi, hogy csak olyan (p,1)) karakterparokra osszegziink, hogy ¢ # xo, ¥ # Xo

karakterekre Osszegziink), akkor az el6z6 allitas (ii) pontjat felhasznélva

(g = DS, )™ =" S (pp,10p-1)
b0

és igy |S(p, )| < ( M )Zk adodna. (Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlGtlenség tényleg
helytallo, ugyanis ha ¢ nemtrivialis karakter, b invertalhato elem, b # 1, akkor ¢, szintén
nemtrivialis karakter és ¢, # ¢, hiszen ellenkezs esetben ¢, _; f6karakter lenne, de az csak
b =1 esetben lehetséges.)

A tovabbian legyen ¢, F, rogzitett. Jelolje My = ﬁ SIS (p, )| a fenti Osszeg-
b6l képzett atlagot (ez valoban atlag, hiszen F, felett Osszesen ¢ darab additiv karakter
van). A kovetkezs allitasban belatjuk, hogy M, = 20=3C=3¢-1 Fhhs] mar adodik a felss

q—1
korlatunk: |S(p, )| < ((¢ — 1)Ma)3 < 2qi. Ezt el6szor Kloosterman latta be [7]-ben.

1.3.3. Tétel. M, = %

Bizonyitas. ElGszor egy altalanos formuldt adunk meg M, kiszamitasara: tetszéleges k

pozitiv egész szam esetén

M= —T 4= 2 g1y
(g —1)2 q—1
ahol
Ay — {<x,y> CEFH Y m= Yy Y= Y y}
1<i<k 1<i<k 1<i<k 1<i<k

Ez visszavezeti a kérdéses oOsszeg kiszdmolasat egy F, feletti leszamlalasi probléméra:
bizonyos polinomialis egyenletrendszerek megoldésszamat kell meghatéaroznunk. A fenti
képletet tgy lathatjuk be, hogy az Osszegiinkhoz hozzarakjuk a trivialis karakterekbdl
szarmazo6 tagokat, hogy alkalmazni tudjuk az ortogonalitasi relaciot a karakterekre, majd

levonjuk azokat. Ezt kdnnyen meg tudjuk tenni, hiszen

Sxo ) = D> _ e =D by = -

z€Fy yeFy
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ha 1 # xo, az els§ ortogonalis relacié alapjan. Hasonléan adodik, hogy ha ¢ # xo, akkor
S(, x0) = —1, tovabba nyilvanvalo, hogy S(xo, xo) = ¢ — 1. Igy

(q—1)° Z|590¢|2k 20q—1)—(g—1)*

Ezutéan kifejtjiik a Kloosterman-Gsszegeket és atirjuk konjugalassal az abszolutértéket:

»,) 2=(21,...,2%) EFF)* y=(y1,....yx ) EFG)*

Xt + bty — o — ) = 2(g—1) — (g 1)

Az ortogonalitast alkalmazva a karakterekre:

(q—1)°Mp = (Zw (y))> X (Z »(U(x) - U(?J))) —2(q—1)—(¢—1)* =
¥

7y
= @A —2(¢— 1) — ¢**

ahol z € (F))F esetén T(x) = a1 + ... + a5, és U(x) = 2 + ... + 2" Igy tehat belattuk
a fenti formulat.

Az allitas igazoldsdhoz méar csak A, elemszamét kell meghataroznunk, ami pedig a

kovetkezd egyenletrendszer megoldasszamas:
Ti+ T2 =1+ Yo
vl tay =yt

Ha (y1,y2) egy permutacioja (z1, zo)-nek, akkor ez a szaimnégyes nyilvanval6an meg-
oldésa a fenti egyenletrendszernek. Ilyen alakt megoldasokbol 2(q — 1)? — (¢ — 1) darab
van (xi-et és xo-t is ¢ — 1-féleképpen valaszthatjuk, minden ilyen parhoz két darab (y;,ys)
pér tartozik, kivéve akkor, amikor x; = z3).

Most megvizsgaljuk, hogy milyen feltételek esetén hatarozza meg x + a9 és 27" + x5 "
értéke permutécio erejéig az {xy, x2} part, ezekhez a parokhoz ugyanis csak a fenti alaka
megoldéasok léteznek.

Az elemi szimmetrikus polinomok elméletébdl tudjuk, hogy (z1 + z2, x122) egyértel-
mifen meghatarozza az {x1, 2.} part. Vegyiik észre, hogy ;' + 25! = %, ezért ha
x1 + w9 # 0, akor ezt atrendezve x1 + x4 és xfl + xz_l meghatarozza x,xs-t, és igy magéat
az (x1,zo) part is permutacio erejéig.

Tehat csak abban az esetben kaphatunk Gj megoldasokat, mikor z; +x5 = 0, de ebben

az esetben csak (x1,—x1,y1,—y1) alaki szamnégyesek johetnek szoba, de ezek valoban
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megoldasai is az eredeti egyenletrendszernek. Ilyenekbdl (¢;)? darab van (z1-et és y;-et is
(q — 1)-féleképpen valaszthatjuk), de az (xy, —x1, 21, —x1) és (r1, —x1, —x1, 1) alakuakat
méar korabban leszamoltuk, ezekbdl 2(¢ — 1) darab van.

Osszeségében tehat azt kaptuk, hogy [As| = 2(¢ — 1) — (¢ — 1) + (1) —2(¢ — 1) =

2¢%—3¢%>—3q—1

s adodik, és éppen ezt

=3(q—2)(¢ — 1), és innen, a formulat hasznalva M, =
akartuk belatni. [

Egy Kloosterman-0sszeg kiszamitasat vissza lehet vezetni egyszertibb Kloosterman-
Osszegek kiszamitasara a Selberg-azonossag segitségével:

nm c
S(n,m,c) Z ds ( o 7—)
d|(n,m,c)

Ezt elGszor Selberg irta fel. A kdvetkezs fejezetben ennek egy altalanositasat fogjuk felirni

és bebizonyitani, specialis esetként ez az azonossag is be lesz bizonyitva.
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2. fejezet

Algebrai szamtestek feletti

Kloosterman-osszegek

Ebben a fejezetben a klasszikus Kloosterman-osszegeket altalanositani fogjuk algebrai
szamtestek felett. Megvizsgaljuk az alapvetd tulajdonsagait, azutan pedig belatjuk a
Selberg-féle azonossag altalanositasat. Ez a [1] cikkben lett kimondva és bizonyitva, ez

a fejezet is az ottani gondolatmenetet és bizonyitast koveti.

2.1. Az Altalanositott Kloosterman-osszegek értelmezése

Legyen T egy tetszéleges algebrai szamtest, azaz Q-nak egy véges algebrai bévitése, O

pedig legyen F-ben az egészek gytrije. A klasszikus Kloosterman-osszegeket a kovetkezd-

Stm,e) = 3 e (M)

0<z<c
(z,c)=1

képpen definidltuk:

ahol n, m, c € Z, ¢ > 0 és T az x inverze mod c. Ha T felett szeretnénk értelmezni hasonlo
Osszegeket, akkor kézenfekvd, hogy Z helyét O fogja atvenni, ¢ pedig egy modulus szerepét
tolti be tulajdonképpen, igy az is természetes, hogy ¢ helyét egy I nemnulla idedl veszi
at O-ban, hiszen minden ilyen ideédlra O/ véges. A véges testek feletti altalanositaskor
pedig mar lattuk, hogy igazabol az exponencialis rész a pn és gm 7./ 7 feletti karakterek
szorzata, az egyiket az x, a masikat pedig a x helyen kiértékélve. Ezeket Gsszerakva mar

adodik is a kovetkez6 definicio szamtestek feletti Kloosterman-6sszegre:
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S, 1) = > ()™

ze(0O/1)*
ahol I nemnulla idedl O-ban, ¢, v karakterei O/I-nek és z~! az x inverze mod I.

A fentiek alapjan nyilvanvald, hogy F = Q esetén a klasszikus Kloosterman-osszegeket
kapjuk vissza.

Az eddigiekhez hasonloan kénnyen belathato, hogy S(p, %, I) mindig egy valos szam
lesz, valamint hogy S(p, ¥, 1) = S(¢, ¢, I). A kovetkezGekben a Selberg-féle azonossag &l-
talanositasat szeretnénk megfogalmazni, azutan a fejezet legnagyobb részét annak bizonyi-
tasara fogjuk szentelni. Emlékeztet6iil, klasszikus Kloosterman-osszegek esetén a Selberg-

féle azonossag a kdvetkezd volt:

S(n,m,c) = dsS (1,@,2)

( | d(mzm,C) @ d
Az altalanositas soran néhany dolog bonyolultabb lesz, tekintve, hogy O/ nem feltétleniil
féidealgyiiri. A d-k megfelel6i nyilvanvaloan idealok lesznek, de nem teljesen tiszta, hogy
a d|(n,m,c) hogyan irodik at. Ezt a feltételt masképp tgy mondhatjuk, hogy d|n, d|m
és d|c. Ezekbdl a d|c feltétel konnyen atmegy szémtestekre, hiszen ott ¢ és d idealok, és
idealok kozott tudtunk oszthatosagot értelmezni, igy az Osszegzésnek majd I-t osztd J
idealok kozott kell torténnie.

Ez még mindig nem teljesen jo igy, hiszen az utolsé argumentum, § azt szeretnénk, ha
egy idedl lenne, de jelenleg ezt igy nem tudjuk idedlként értelmezni, de tudjuk, hogy ha
d|c, akkor £|d, ezért az eredeti Gsszegzést atirhatjuk gy, hogy d'-kre Gsszegziink, melyekre
c=dd s d|(n,m), és akkor idealokra atirva igy mar § helyett irhatunk J-t.

A d|(n, m) feltétel megértéséhez nézziink ra az 6sszegben szerepls Kloosterman-osszegek
masodik argumentuméra: %3t = % - %, a d’-s 4tirasban % - % szerepel, ahol d'|n, m. Ha n-
re, m-re, mint @z és pm 7/ cZ karaterekre gondoltunk az eredeit Kloosterman-6sszegnél,
akkor ezek helyét veszik at 7 és 5, mint valami Z/dZ feletti karakterek. Tehéit az al-
talanositott esetben ¢ és ¢p O/ feletti karakterekbdl kellene O/J feletti karaktercket
csindlnunk. Ez bizonyos esetekben kénnyen megy: ugyanis, egy O/I feletti karakterre
gondolhatunk gy, mint egy O — S! leképezésre (ahol S' a komplex egységkort jeloli),
aminek a magjanak részhalmaza I. Igy ezek alapjan, ha ezen leképezés magjanak még J
is része, ahol J|I, akkor ez a leképezés természetes modon indukél egy karaktert O/.J-n.

Ennek példajan agy irjuk at a d|(n,m) feltételt, hogy J € kere N kery (a dolgozat to-
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vabbi részében ugyantgy ¢, 1-vel fogjuk jelolni a O/I feletti karaktert, annak O-ra vald
kiterjesztését és a O/ J-re valo megszoritasat is, ez nem fog félreértést okozni). Tehat az
Osszegzést olyan J idedlokra fogjuk végezni, amikre J|I, J C keryp N keri,és § helyét J
veszi at.

Ahhoz, hogy % - % megfelel6jét megtalaljuk az &ltalanositasban, jobban meg kell
érteniink O/J-t, hiszen tudjuk, hogy 7 és 5 helyett O/J feletti karakterek lesznek, de
ezek szorzatat még nem tudjuk értelmezni, hiszen az alapesetben ez nem a karakterek
pontonkénti szorzasanak felel meg, hanem egy Z-b6l 6rokolt szorzasnak, esetiinkben is
hasonlot kellene talalnunk.Ehhez ki kell béviteniink a 6/\(] karaktercsoport struktirajat.

Els6 korben egy O-modulussa tudjuk tenni @]—t a kovetkezd mivelettel:
r-g:x—p(rz),har e Oéspe 6/\1] Ez tényleg egy O-modulus lesz, és a természetes
modon O/ J-modulussé valik, s6t az is kideriil, hogy ciklikus O/J-modulus lesz, ezen
allitasokat a kdvetkezd részben latjuk majd be.

Ezeket elfogadva, vegyiik egy \; generatorat O/J-nek. Ekkor
(’)/[—>(’/)/\I,rl—>r-)\1

egy modulusizomorfizmus lesz, és ennek segitségével mar tudunk definidlni egy gytiri-
strukturat is 6/\1 -n gy, hogy az elébbi izomorfizmus mentén leméasoljuk a O/I-beli szor-
zést (igy 5/\]—11 az Osszeadés a "régi", pontonként szorzas lesz, a szorzas pedig a most be-
vezetett). Ha o, 1) € 6/\J7 akkor jeloljiik ezt a szorzatukat o *-vel. Tehat, ha o =7\,
W = 1"\, akkor ¢ x1» = rr’ - \;. Ezekb6l mar azt is sejthetjiik, hogy a jobb oldali
Kloosterman-osszegek els§ argumentumaban a A; generatorelemnek kell 4llnia, hiszen az
1-es ott a ¢y /q karakternek felel meg, ami valoban generalja a Z//d\Z modulust.

Az el6bbi meggondolasokkal szemben egy probléma léphet fel: a karakterek szorzésa,
ahogy bevezettiik, fiigg attol, hogy melyik generatorelemet valasztottuk ki. Szerencsére
ez a Kloosterman-dsszegekre nem lesz hatassal: késébb be fogjuk latni, hogy ha A;, X/

—

generatorai a O/J modulusnak, , *" pedig az altaluk indukalt szorzasok, akkor

S(Angp*l/J"]):S( f]?gp*,wﬂj)

Mar csak a d-s szorzo megfelelGje hianyzik a Kloosterman-0sszegek el6tt, ennek ideadlokon
nézve a norma egy kézenfekv megfelelGje. Vigyazni kell azonban, mert a d’-s atirasunk
miatt nem N(.J) fog ott alni, hanem N(I)-N(J)~'. Osszerakva mindezt, azt kaptuk, hogy
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a Selberg-azonossagot igy irhatjuk 4t szamtestek felett:

S(p., ) =N(I) Y NSOy, x0,J)
Jgke;]g‘o{']kerw

Ellenérizziik le, hogy ez valoban altaldnositja a régi formulat. Legyen tehat ' = Q, ekkor
minden nemnulla ideal ¢Z alaki, Z/cZ karakterei éppen a

nx
gm:xr—na(—)
e c

leképezések, n = 0,1,...,c — LMivel n - pm(z) = pm(nr) = pun(z), igy n - pm = pnm.
Ezekb6l mar adodik, hogy p1 generatora Z//\cZ—nek. Ezzel a szorzas a Z-n megszokott
szorzas lesz, tehat n « om :430%.

Ha (c) = (d)(d)’, akkor d € kerpn akkor és csak akkor, ha d’ osztja n-t.Ebben az
esetben, a fent meggondoltak szerint ¢=» € 7)d7, és pn = - P1, ez kénnyen kisza-
molhaté.Igy tehit I = (c), ¢ = pn, P = pm vélasztassal a formulankban, a kovetkezst
kapjuk:

S(n,m,c) =c Z d_lS<gp%,ZZL.¢%7(d)>: Z d’S(l,T;—ZL,@:

c=dd’ c=dd’
d'|(n,m) d'|(n,m)

nm c
PR )
az utolso egyenlségnél a d’ helyére d-t helyettesitve. Tehat valoban visszakapjuk az eredeti
azonossagot.

A kovetkezGekben belatjuk, hogy (5/\1 valoban ciklikus O/I-modulus, a megfelels
Kloosterman-osszeg fiiggetlen a valasztott generatorelemtdl, és aztan ratériink a Selberg-

féle azonossag bizonyitasara.

2.2. O/I, mint ciklikus modulus

A Selberg-féle azonossag altalanositasanak mar a kimondasahoz sziikségiink van (5/\1 egy
generatorara, ehhez ebben a részben belatjuk, hogy 6/\1 valoban ciklikus O/I-modulus.
Emlékeztetdiil, a 6/\1 karaktercsoporton elGszor is egy O-modulusstruktirat adtunk meg:
reQ,pe€ 6/\] esetén r - ¢ : x — @(rz) legyen. (A fejezetben mostantol végig r € O,

Y € 6/\1) Azt, hogy ez valéban j6 definicid, és hogy ez a természetes modon ad egy

O/I-modulusstruktarat is, a kovetkezo allitas foglalja Gssze.
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2.2.1. Allitas.

(i) 7@ : x — @(rz) valdban karaktere O/I-nek, és ezzel a szorzdssal 5/\1 egy O-

modulus.

(i1) 5/\1' egy O/1-modulus is a fentinek megfeleld szorzdssal, azaz ha r és s ugyanazon

mellékosztlyba esnek I szerint, akkor r - o = s - minden ¢ € @—r@.

Bizonyitas. (i): Ha z,y € O/ : r-p(z+y) = p(r(z+y) = ¢(rz) + ¢(ry) =
r-p(x)+r-e(y). Az, hogy teljesiinek a modulusaxiomék ezzel a szorzassal, egyszeri
szamoléssal ellendrizhetSek.

(i7): Elég azt latnunk, hogy r € I esetén r - ¢ a trivialis (azonosan 1) karakter, ez
pedig nyilvanvalo, hiszen ekkor minden z € O/I-re rx € I, és p (I) =1. O

Ha )\ € 5/\[, akkor az f\ : O/ — 6/\1,7” — 7 - A joldefinialt a fentiek alapjan,
és egy O/I-modulusmorfizmus. A kovetkezd allitasban ennek a felhasznalasaval tobbféle

karakterizaciojat is megadjuk 6;7 generatorelemeinek.
2.2.2. Allitas. Fkvivalensek:

(1) fr O/I-modulusizomorfizmus.

(i) X\ generdtoreleme (’/)/\]—nek.

(i11) ker\ nem tartalmazza I-nek egyetlen valodi osztdjat sem.

Bizonyitas. (i) = (ii) : Ha f) izomorfizmus, akkor specidlisan sziirjektiv is, igy tetszo-
leges ¢ € (5/\1—hez letezik olyan r € O/I, amelyre ¢ = 1 - A, tehat \ generélja 6/\1—t.

(1) = (i17) : Ha A generdlja 6/\[—1;, akkor fy sziirjektiv, de igy injektiv is, hiszen
két véges modulus kozotti homomorfizmus, amiknek az elemszama ugyanakkora. Tegyiik
fel, hogy J C ker\, és J valodi osztoja I-nek, azaz [ ;Cé J. De ekkor, ha s € J, s ¢ I,
akkor J C kerX miatt s - A = 1 (ahol 1 a trivialis araktert jel6li), ami ellentmond f)
injektivitasanak, hiszen 0 - A szintén a trividlis karakterrel egyezik meg.

(1ii) = (i) : Mivel a két véges modulus elemszdma megegyezik, ezért elég fy in-
jektivitasat belatnunk. Tegyiik fel, hogy r - A = 1, azaz barmely x € O-ra A(rz) = 1
(természetesen itt is a megfelel elemek szerinti mellékosztalyokra kell gondolni), ezért
(r) C kerA. De igy ker\ tartalmazza az (r) + I idealt, aminek része I, ezért (r) + 1 = I,
és igy r € I, tehat f) tényleg sziirjektiv. [J
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O/I ciklikussaganak bizonyitasahoz {6 segédeszkoziink az idealokra vonatkozd prim-
faktorizacios tétel lesz, vagyis hogy ha I nemnulla idedl, akkor egyértelmten felirhaté
primidedlok szorzataként: I = P/ Py?..P'*, és igy az els§ fejezetben latottak szerint
O/I=0/P" x O/P)* x ... x O/P'*

Ez a faktorizacio esetiinkben azért lesz nagyon hasznos, mert a karakterek is szorzatra
bomlanak ezen izomorfizmus mentén, ugyanis barmely ¢ € 5/\1' karakter felirhato
© = @1 X P X ... X @} alakban, ahol ¢; € Wj, és ezt a szorzatra bontast ugy értjiik,
hogyha © = (x1, xa, ...,x) € O/1 = O/P" x O/Py* x ... x O/P;*, akkor
o(x) = p1(z1)p2(x2)...ox(xx). Ezt kénnyid belatni: ha van egy ¢ karakteriink, akkor te-
kinthetjiik ennek rendre O/ P/ -re, O/ Py*-re,..., O/ P, -ra val6 megszoritasait, igy kapjuk
01, P2, ..., Pp-t, ezek nyilvan karakterei lesznek a megfelel6 részgytirtiknek, és a karakter
mivelettart6 tulajdonsaga miatt ezek szorzatanak muszaj ¢-nek lennie. Ennek alapjan az
is konnyen meggondolhatd, hogy ¢ = ©1 X g X ... X @) esetén 1 = 71 X1y X ... X T+ Pk,
valamint, hogy ¢ pontosan akkor trivialis, ha mindegyik (; triviélis.

Ezek utan a kovetkezs lemma segitségével kideriil, hogy ez el6z6 allitdsban kapott
(7i1) karakterizacio és ezen szorzatra bontds segitségével a (EZT ciklikussaganak vizsgalatat

vissza lehet vezetni arra az esetre, amikor / egy primideal hatvanya.

2.2.3. Lemma. Legyen I = P/"P)?.. P, o = 1 X g X ... X @y, € 6[7
Legyen J = Py*Py*...P*, ahol s; < n; nemnegativ egész szamok.

FEkkor J C kery pontosan akkor, ha P C kero; mindegyik i-re.

Bizonyitas. Elgszor tegyiik fel, hogy J C kery és rogzitsiik i-t. Ha z; € P, akkor a
kinai maradéktétel szerint létezik olyan € O, hogy = = z; (mod P"), és = € Pjnj, ha
J #1i. Ekkor, ha x € P* NP2 N...NP* = P'Py?...P* = J, akkor

pi(z:) = pilz) - H‘Pj(x) =p(z) =1
J#
vagyis x; € kery;.
Megforditva, tegyiik fel, hogy P’ C kery; mindegyik i-re. Ha « € J, akkor z € P;*
mindegyik i-re, ezért ¢(x) = @1(x)pa(x)...op(x)=1-1-...-1=1. O

Ezek utén ratérhetiink ezen szakasz f6 eredményének a bizonyitasara.

2.2.4. Tétel. 5/\[ ciklikus O/I-modulus.

Bizonyitas. A 2.2.2 allitds (i7i) pontja miatt elég azt belatnunk, hogy létezik olyan
A € O/I elem, hogy I-nek egyetlen valodi osztojat sem tartalmazza ker\.
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Lassuk be az allitast akkor, amikor I = P", ahol P egy primideal, n pedig pozitiv egész.
(Ha n = 0, akkor I = O, és igy ekkor 6/\] egyelemii, vagyis ciklikus.) Ekkor P™ idealja
P Llnek, P”/*%” nem egyelemi, hiszen P"~!/P" sem egyelem( (mert nyilvanvaloan
Pl £ P, ezért létezik P!/ P™-nek egy Ao nemtrivialis karaktere. Tovabba P"~!/P"
részesoportja O/ P"-nek (hiszen P! részesoportja O-nak), igy az 1.1.3 allitas miatt Ao
kiterjed O/P™ egy A\ karakterévé (ami nyilvanvaléan szintén nemtrivialis). Erre a A-ra
Pt ¢ ker), hiszen egyébként minden x € P" lre 1 = \(z) = A\o(x) teljesiilne, ami
ellentmondana Ay nemtrivialitasanak. Ezzel készen is vagyunk ezzel az esettel, hiszen P"
minden valodi osztoja osztoja P l-nek.

Most jojjon az altalanos eset: legyen I = P Py?.. . P'*. Minden ¢ = 1,2, .., k-ra vé-
lasszuk ki O/P"-nek egy karakterét tigy, mint fent, tehat P/~ ¢ ker);. Belatjuk, hogy
ekkor A = A\ X Ay X ... X \; generdtorelem lesz.

Legyen ugyanis J egy I-t oszt6 idedl, vagyis J = P;'Py?...P*, ahol s; < n; nemne-
gativ egészek, és tegyiik fel, hogy J € ker\. Ekkor az el6z6 lemma szerint P* € ker),
minden i-re, de ez a \;-k véalasztasa miatt minden i-re s; = n;-t vonja maga utan, vagyis
J =1, tehat \ generalja 5/\[—1;. 0

A fenti gondolatokat kovetve egy kicsit tobbet is tudunk mondani a generatorokrol a

primfelbontéson keresztiil:

2.2.5. Allitas. Legyen I = P"Py*..P*, ¢ = o1 X g X ... X (p), € 6;7 Ekkor ¢ pontosan
akkor generdlja O/1-t, ha minden i-re @; generdlja O/P;" -t.

Bizonyitas. Ha valamelyik i-re ; nem generalja Wi—t, akkor létezik s; < n;, amire
PP C kery;. Legyen ekkor tovabba s; = n; minden j # i-re. Ekkor J = P/ Py? .. P*
valodi osztoja I-nek, és J € kere a lemma alapjan, de ekkor ¢ nem generalhatja 6/\1—t.

A megforditashoz tegyiik fel, hogy ; generélja (Q//P\Z-”i—t minden i-re, és legyen I C
g < kerp, J = PPy .P* s; < n,; A lemma miatt ekor P;j € kery; mindegyik j-re.
De mivel minden j-re ¢; generalja (’)//Enj -t, ezért az el6z6 tétel bizonyitasaban latottak
szerint s; = nj-nek kell teljesiilnie mindegyik j-re, vagyis J = I, és igy ¢ generdllja CS/\I—t.
O
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2.3. Szamtestek feletti Kloosterman-6sszegek tulajdon-
sagai

Ebben a részben f6ként a Selberg-féle azonossag bizonyitasadhoz sziikséges segédallitasokat

fogunk belatni, valamint meggy6z6diink arrol is, hogy O/ gyiiriivé tételénél a generator-

elem vélasztasa nem valtoztatja meg a szoban forgd Kloosterman-osszegeket.

2.3.1. Lemma. Ha p,¢ € 6/\], valamint r € O olyan, hogy (r,I) = 1, (vagyis r + I
eqység O/I-ben), akkor S(r - o,v, 1) = S(p, 7= -, I) (ahol r=' alatt mod I értjik r

inverzét).

Bizonyitas. Ha r relativ prim [-hez, akkor az r-rel valo szorzas egy bijekciot ad meg
(O/I)*-on, hiszen az egy test és r (vagyis r mellékosztalya) egy numnulla eleme. Igy
tehat

Sree 0, 1) = > o) = Y e@e(ry) ™) = Sle,r -y, D)
ze(0/I)* ye(O/1)*
az y = r— 'z helyettesitéssel. [
Ennek alapjan méar be tudjuk bizonyitani, hogy a megfelels Kloosterman-osszegek

fiiggetlenek a generatorelem vélasztasatol.

2.3.2. K6vetkezmény. Ha A\;, )\, generédtorai @—nek, és x, illetve % jeloli az altaluk
indukalt szorzasokat (’/)/\] -n, akkor barmely ¢, 1 € (5/\] esetén

S(Ar,*1p, 1) = S(A, o+ 1, 1)

Bizonyitas. Mivel A\; és A} mindketten generatorai @—nek, ezért \; = s - A7, ahol s
egy invartalhato elem O/I-ben. Ugyanis, ha mindketts generatorelem, akkor \; = s - A;
és A\ = &' - N} valamilyen s, € O/I-re, vagyis A\; = s'sAr, de a 2.2.2 allitas szerint f, :
O/ — 6/\[, s+ s - A\; modulusizomorfizmus, igy ss’ = 1, tehat s valoban invertalhaté
modulo .

Legyen ¢ = r- A1, ¥ = 1’ - A, ekkor p = rs7' - \;, o = r's7' - N}, Igy a szorzatok:

pxh=rr'\r és o ¥ ¢ =rsl's7IN, = rr's7I\;. De ekkor
SNy, o, I)=S(s-Ap,rr's™ - A, 1)
S()\],QD Xx w,l) = S(/\[,’f”l“/ . )\[,I)
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A jobboldalok az el6z6 lemma miatt megegyeznek, igy készen vagyunk. [J

A Selberg-azonossig bizonyitasanal hasonlo stratégiat szeretnénk kévetni, mint (5ZT
ciklikussaganak bizonyitasanal: elszor primidedlok hatvanyaira latjuk be az allitast, aztan
a primfaktorizacios tétel és megfelel6 multiplikativ tulajdonsagok alapjan ezt kiterjesztjiik
tetsz6leges idedlokra. Ahhoz, hogy ez miikbdGképes legyen, a Kloosterman-osszegeknek is
teljesiteniiik kell valamilyen multiplikativ tulajdonsagot, ezt a kdvetkez6 lemmaban fogjuk
megvizsgalni.

Legyenek A, B idedlok O-ban, amik relativ primek egyméshoz, és I = AB. Ekkor,
ahogy mar korabban hasznaltuk is, O/I = O/A x O/B (kinai maradéktétel), és azt is
lattuk, hogy minden ¢ € O/T felirhato ¢ = o, X @y alakban, ahol ¢ € O/A, ¢, € O/B.

2.3.3. Lemma. Ha p = @1 X @9, ) =y X 1y , akkor

S(¢a¢7l) = S(@hdﬁa A)S(902;77Z)27B)

Bizonyitas. Legyen x; € (O/A)*, x5 € (O/B)*. Ekkor, ha (z1,22) € O/AXxO/Bazx €
O/I-nek felel meg, akkor x invertalhato és az inverzének (a7, x5 ") felel meg, és forditva

is igaz ez, tehat (O/A)* x (O/B)* = (0/I)* az el6z6 izomorfizmus megszoritasaval. Igy

S(e1, 01, A)S (2,09, B) = > @ilm)ta(ar’) Y palwa)ia(sy’) =

21€(0/A) 22€(0/B)*
= ) e@@t) =Sp, 1)
ze(OQ/I)*

és éppen ezt akartuk belatni. [J

2.3.4. Kovetkezmény. Ha [ = P/ P;?...P'* az I ideal primfelbontésa, a ¢, ¢ € 6;7
karaktereknek pedig az ehhez tartozo felbontasa rendre ¢ = 1 X g X ... X @y,

U =11 X Py X ... X ¢y, akkor

k

i=1

A fentiek szellemében most ratériink a O/P™ gytirtik feletti Kloosterman-osszegek
részletesebb tanulmanyozasara, ahol P primideal. A tovabbidkban \,,-fel fogjuk jelolni a

O/P™ modulus egy elére rogzitett generatorelemét. Azt mar lattuk korabban, hogy ha
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© € O/P™ akkor ¢ tekinthets tigy, mint egy O — S! leképezésre, aminek a magjanak
része P™. Ha valamelyik j < m-re még P? C kery is teljesiil akkor tekinthetjok -t
O/ Pi-beli elemként is. A P? C kery feltétel egy karakterizaciojat adja meg a kovetkezs

lemma a generatorelem ismeretében:

2.3.5. Lemma. Legyen j <m ésr € O. Ekkor P? C ker r -\, & P™77|(r).

Bizonyitas. Elgszor tegyiik fel, hogy P™77|(r), vagyis (r) = P™ 7K valamilyen K ide-
alra. Ekkor r = a -k, ahol a € P™7, k € K. Ha p € P7, akkor ezek alapjan

(r - Am)(p) = Am(rp) = Ap(kap) = 1

hiszen ap € P™, és igy kap € P™, ami benne van \,, magjaban. Tehat P7 C ker r - \,,.

A masik iranyhoz tegyiik fel, hogy P? C ker r-\,,, ekkor r- P/-n és P™-n is, ezért elti-
nik r P74+ P™ = (rP7, P™)-en. Masrészt 1étezik egy ¢ < s < m egész szam, amire (r, P™) =
Ps, hiszen P™ osztéi mind ilyen alaktak. Ebb6l adédéan (rP?, P™) = Pm™ns+im) De
Pt g ker A\, a 2.2.2 allitas (i4i) pontja szerint, ezért (rP7, P™) -ben P hatvanyanak
legalabb m-nek kell lennie, tehat m < s+ j, vagyis m—j < s, és (r, P"™) = P* mindebbdl
adodoan P™77|(r), és ezt akartuk belatni. O

—

2.3.6. Lemma. Legyen 0 <n <m és ¢, » € O/P™. Ekkor

S, P") = Y w(s)w(s™) D e (=17 s
sE(O/Pr)x tepn/pm j=1
Bizonyitas. Ha s O/P", t pedig P"/P™ egy teljes reprezentansrendszerén fut végig,
akkor s +t O/P™ egy teljes reprezentansrendszerén fut végig. Tovabba az is igaz, hogy
s+te (O/P™)* pontosan akkor, ha s € (O/P™)*. Hiszen, ha s+t invertalhato O/P™-
ben, akkor az inverz egy reprezentanselemét valasztva, az ahhoz az elemhez tartoz6 mellék-
osztaly O/P"-ben megfelel majd s inverzének. Megforditva, ha s invertalhato O/P"-ben,
akkor jelolje itt s~! az inverzét. Ekkor s + t inverzének modulo P™ megfelels lesz

i(—l)”lsjtjl
j=1

A fentieket Osszrakva adodik a lemma allitasa. O
¢ € O/P™ esetén legyen N, = min{n > 0 : P" C kerp}. Tehat PY¢ a legh6vebb

olyan P-hatvany, amin ¢ elttnik.
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2.3.7. Lemma. Legyenek p, ¢ € @P\m
(i) Ha Ny, Ny <N <m és N >0, akkor S(p,, P™) = S(p,¢, PY)N(P)™ .
(it) Ha N, # Ny és max(Ny,, Ny) > 2, akkor S(p, ¢, P™) = 0.

Bizonyitas.

(i) Az el6z6 lemmat haszndljuk n = N esetén. Felhasznalva, hogy PV benne van ¢ és

1 magjaban, a kovetkezGt kapjuk:

S, Py = Y p(s)(s™) D 1=S8(p,4, P™) = S(p, b, PN)N(P)"N
s€(O/PN)x tePN/pm
(i) S(e,v, P™) = S(¥, ¢, P™) miatt szimmetriaokokbol feltehetjiik, hogy N, > Ny.
Valaszuk n = N, — 1 > 1-et az el6z6 lemmaban. Ekkor 1) magjaban benne van P",

de ¢ nem azonosan 1 P"-en, ezért ¢ eltiinik a bels6 szummabol és

> et)=0

tepn/pm

ami igazolja az allitasunkat.

2.4. A Selberg-azonossag altalanositasanak bizonyitasa

A korabban vazolt gondolatmenet szerint, elszor abban az esetben latjuk be az azonos-
sagot, amikor I egy primidedl hatvanya, majd a 2.3.3 lemma segitségével ezt atvissziik az

altalanos esetre.

2.4.1. Allitas. Legyen P primidedl O-ban, m € N és ¢, ¢ € O//Fn Ekkor

S(e, v, Py = Y N(P)"IS(Aps, o1, PY)
- 0<i<m
PICkerpnkery

—

Bizonyitas. A bizonyitas soran a O/P" modulus generatorat tovabbra is A,-nel fogjuk
jelolni, a jel6lés egyszertisitése végett. Legyen N, = min{n > 0: P" < kery},

Ny = min{n > 0: P" C kery}, n = min{j > 0: P? C kero N kery}. Vilagos, hogy
ekkor N = maxz{N,, Ny}.
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Legyen @ = 7 -\, és ¢ = r' - \,,. Ekkor a 2.3.5 lemma szerint P/ C kerp N kery
pontosan akkor, ha (r,r', P™) = P ™.

Harom kiilonb6z6 esetet kell megvizsgalnunk.

(i) Ha n = 0, akkor ¢ és 1 is azonosan 1-et vesznek fel, igy S(p, 9, P™) = N(P)™ —
N(P)™ ! hiszen éppen ennyi az invertalhato elemek szdma O/P™-ben. ¢ * 1 is az
azonosan 1 karakter, igy Ny., = 0, és az is vilagos, hogy N, = j. Igy a 2.3.7 lemma
miatt S(Aj, ¢ * ¥, P7) = 0, ha j > 2. Igy az allitas jobb oldala:

N(P)™S(Xo,1,0) + N(P)™1S(\;, 1, P) = N(P)™ — N(P)™.

(ii) Ha n = m, akkor a jobboldali &sszegben egyediil csak j = m-es tag szerepel, tehat
azt kell belatnunk, hogy S(p, 1, P™) = S(An, @ *x 1, P™). Az n = m feltétel miatt
vagy P! & kery, vagy P™! € keri, szimmetria miatt feltehetjiik, hogy az elsbbi
all fenn. Ekkor a 2.3.5 lemma miatt (r, P™) = 1. Igy, a 2.3.1 lemmat felhasznalva:

S(p, 0, P™) = S(r - Ay 7" - Ay, P™) = S, 777 - Ay P™) = S( A, p x 00, P™)

(iii) Ha 1 < n < m, akkor a 2.3.7 lemma () pontja miatt S(¢, 1, P™) = N(P)"™ "S(p,»P™).
Belatjuk, hogy ebben az esetben a jobb oldali 0sszeg egy taghol all, és az éppen a
baloldali mennyiséggel egyezik meg; a fentiek alapjan ehhez azt kell ltanunk, hogy
S(A\j, o * 1, P7) =0, ha j > n, valamint, hogy S(\,, ¢ * ¥, P") = S(p, 9, P™).

Az utébbi bizonyitasdhoz legyen o, = 11 - A, ¥ = 19 - \,,. Szimmetria miatt felte-
hetjiik, hogy N, = n, ekkor (rq, P) =1 a 2.3.5 lemma miatt és igy a 2.3.1 lemmat
felhasznalva: S(ry - Ap, 79 - Ay, P") = S(A\p, 1172 - Ay P™) = S( A, @ x 00, P™).

A masik allitas igazolasdhoz legyen j olyan, amire n < j < m. P? S P* C
kerpnkeriy, legyenek i, v olyan O/ P’-beli elemek, amikre ¢ = ri-\, és ¢ = r]-\,.
Igy n definicioja miatt P~! C kerr; - A\j. A 2.3.5 lemma miatt igy ezek alapjan P
osztja az (r1) idealt, és igy P?~'ker(riri\;). Tehat Ny < j, és azt tudjuk, hogy
Ny, = j, és mivel j > 2, igy a 2.3.7 lemma (4i) pontjat felhasznalva kapjuk, hogy
S(A\j, o x 1, P7) = 0.

t

Ennek ismeretében mar ratérhetiink a f6 tétel bizonyitasara.

2.4.2. Tétel. Legyen I nemnulla idedl O-ban és v, € (5/\1 Ekkor

S, 0, ) =N(I) > NSO 0x¢,J)
Jgke;“]g‘plﬂkerw
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Bizonyitas. Ha [ egy primideal hatvanya, akkor az el6z¢ allitas értelmében készen va-
gyunk. Az I primfelbontésaban szerepl§ kiilonb6zd primfaktorok szerinti teljes indukcioval
bizonyitunk, igy elég azt belatnunk, hogy ha A, B relativ prim ideédlok, amikre teljesiil a
tétel allitasa, akkor I = AB-re is teljesiil.

A mar tobbszor hasznalt kinai maradéktételes allitas értelmében ekkor
O/I = 0O/A x O/B, és p, 1-t felithatjuk ¢ = @1 X s, ¥ = 1y X 1)y alakban, ahol
¢1, Y1 € 6/71 és 2, o € (§/\3

A 2.2.5 allitds miatt, ha A4 generatora 6/71—nak, Ap generatora @—nek, akkor
A7 = Aa X Ap generatora @—nek.Tovébba, az ezek &ltal generdlt gytrtstruktarikra
teljesiil, hogy ¢ x 10 = (@1 * Y1) X (g * g), hiszen ¢ = r-A\f = r-Ag X1 A és
Y =r"-Ar=1r"dsg xr" - Ag. Mivel feltettiik ,hogy a tétel igaz A-ra és B-re, igy teljesiil a

kovetkezd két egyenlGség:

Sl ¥, A) = N(A) > NSO, 01 %1, )
1A
J1gk{f7”|<P1ﬁ¢1

S(p2, 12, B)=N(B) > N(J)'S(\p, 02 % tn, J2)
JQEkiQJiﬁ¢2

A 2.3.3 lemmat és a norma multiplikativitasat felhasznalva, ezeket Gsszeszorozva:

S(p, e, I) = N(I) > > N(L) TS 1% 1, J)S(A gy, 02 % U, o)
Ji|A Jo| B
JiSkero1Mipr JoCSkerpaMpa

Ismét felhasznalva a 2.3.3 lemmat, valamint a generatorokra vonatkozé fenti megjegyzé-

seinket:

S(%@DJ) :N([) Z Z N(JlJQ)_lS<>‘J1J2>90*w7J1J2)

Ji]A J2|B
J1 gkergol N1 J2 gkertpzﬂwg

I-nek minden J osztoja J = JiJy alaku, ahol J; osztdéja A-nak és J, osztOja B-nek, és
minden ilyen alakt J osztédja is I-nek, ez konnyen kovetkezik a primfaktorizacié tulajdon-
sagaibol. Emellett még az is igaz, hogy J € kery akkor és csak akkor, ha J; € kery, és
Joy € kerps.

Valoban, ha J € kerp és x; € J;, akkor a kinai maradéktétel miatt létezik olyan
r € O, amire = x; (mod A) és x = 0 (mod B). Ekkor p(z) = p1(x1) és po(z) = 1.
Mivel x € J1 N B = J1B C J, ezért 1 = p(x) = @1(x1), tehat x1 € kere;, és ugyanigy
kijon xo € kerys.
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Megforditva, ha J; € kerp; és Jy € kerps, akkor barmely z € J-re p(x) = p1(z1)p2(x2) =
1, hiszen J g Jl N JQ.

Ezt felhasznalva, a fenti egyenlGséget a kovetkezs alakra irhatjuk:

S, 0, ) =N(I) > NSO ex¢,J)
Jgke;]gz‘:{ﬁkerw

és éppen ezt a formulat akartuk belatni. [
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3. fejezet
Kapcsolat a modularis formakkal

A Kloosterman-osszegeknek a modularis formak elméletében van jelentGségiik, ezt fog-
juk az elkovetkezd fejezetben részletesebben megvizsgéalni. Ehhez bevezetjiik a modularis

formakat, majd ratériink a Poincaré-sorokra.

3.1. Modularis formak

Az ebben a részben levg allitasok megtalalhatoak példaul a [3] konyvben. Jelolje H =
{z € C | Im(z) > 0} a komplex felsg félsikot,

b
SL(2,Z) = { ( ¢ d> | a,b,c,d € Z,ad — bc = 1}

Cc

pedig a 2 X 2-es, egész elemd, 1 determinidnsi matrixok csoportjat a szorzasra nézve.
SL(2,7Z) hat H-n a kévetkez6 modon (ezutan éliink azzal a jeloléssel, hogy v € SL(2,7Z)

esetén ~y elemei rendre a, b, ¢, d):
az+0b
cz+d

Ez H-t valoban 6nmagara képezi, hiszen z = z + iy-t irva

Yz =

az+b  (az+Db)(cz+d)  (ax+ b+ ayi) (cx +d — cyi)

T rd lcz + d|? B lcz + d|?
és ezért
Im(v2) —acxy — bey + acxy + ady  (ad — be)y y Im(z)
m zZ) = = — —
7 lcz + dJ? lcz+d2  Jez+dP ez +d]?

tehat ha I'm(z) > 0, akkor Im(yz) > 0.

29



Azt is gyorsan kiszamolhatjuk, hogy ez valoban csoporthatas. Az egységelem trivia-

1-240
0-z+1

értelemszertien indexeljiik, akkor

lisan hat, hiszen Iz = = z minden z € H-ra. Ha pedig 71,72 € T, és 71,7 elemeit

a22+b2
ai 1e21ds + bl . a102%2 + Cllbg + C2b12 + d2b1

z) = -
Y1(722) o ?55135 +dy  cira9z + by + dicaz + dydy

. (aras 4 bica) z 4+ arby + bydsy
(agcy + cody) z + bacy + dids

Nézziik meg, hogy ennek a hatdsnak mi a magja! Ha vz = 2z minden z € H-ra, akkor

= m172(2)

az+b __

P . 2 —
or] = %, vagyis dtszorozva és O-ra rendezve cz? + (d —a)z —b = 0

az azt jelenti, hogy
minden z € H-ra. Mivel H-nak végtelen sok eleme van, egy numnulla polinomnak pedig
csak véges sok gyoke, igy ennek a polinomnak az azonosan nulla polinamnak kell lennie,
tehat az egyiitthatoi nullak, vagyis ¢ = b = 0 és a = d, de akkor, mivel a determinans
1, a = d = 41 adédik. Azt kaptuk tehéat, hogy a hatas magja [-b&l és —I-bél all.

Kifaktorizalva ezzel, a hatas hi lesz.
3.1.1. Definicio. I' = PSL(2,Z) = SL(2,Z)/{I,—I} a moduldris csoport.
Ennek ismeretében mar definidlhatjuk a moduléris formakat:

3.1.2. Definicidé. Legyen k pozitiv egész. Az f : H — C fiiggvényt k siulyd moduldris

formdnak nevezziik, ha

(i) f holomorf
(it) f(yz) = (cz+d)*f(z) Vv €T

(111) [ holomorf ico-ben

1
ezekre felirva a (i) feltételt a modularis formakra, a kévetkezdk adodnak:

flz+1) = f(2) & [ (=3) = 2*f(2).

Valéjaban az elbbi két egyenlet teljesiilése mar garantalja a (i7) tulajdonsagot, mert

11 0 —1
Legyen T' = ( 01 > és S = ( 0 ) Ezek konnyen lathatoan I'-beli elemek, és

most belatjuk, hogy S és T generaljak ['-t. Matrixszorzassal adoédnak, hogy

T a b B a+ ke b4+ ke
c d c d
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(000
c d a b

Ezek alapjan lathato, hogy ha adott v € I', akkor S-sel és T-vel valo balszorzasokkal
tudjuk futtatni az euklideszi algoritmust a-n és ¢-n, amik relativ primek (hiszen a deter-
minans 1), igy az euklideszi algoritmus végessége miatt véges sok szorzas utan elériink
egy olyan matrixhoz, ahol a bal fels¢ sarokban 1, bal als6 sarokban 0 4ll, és mivel a deter-
minans 1, igy a jobb als6 sarokban is 1 all. De ez ekkor egy T™ alaki méatrix lesz éppen,
és mivel ['-ban minden métrix invertalhato, a megfelel6 inverzekkel beszorozva kapjuk a
~ elgéllitasat T-k és S-ek szorzataként.

Vizsgaljuk még meg azt, hogy mit jelent a (iii) feltétel. Az el6bbiek szerint f(z+1) =
f(2), ezért f Fourier-sorba-fejthets: léteznek ¢, komplex egyiitthatok, n € Z, hogy

o0

J)= 3 caelnz)

n=—oo

A (iii)-ban levs holomorfitasi feltétel azt koveteli meg, hogy ¢, = 0 legyen, ha n < 0.

3.1.3. Példa. Legyen k > 4 pozitiv egész. Az

1
Ei(2) = Z m+ o)

(m,n)e€Z?
(m,n)#(0,0)

alaki sorokat Eisenstein-soroknak nevezziik.
Belathato, hogy ha k > 4, akkor Fjy(z) minden z € H esetén konvergélni fog, és
holomorf lesz H-n és ioco-ben is. A (i7) moduléris forma-tulajdonsag is teljesiilni fog ra

ekkor, mert

az+b\ 1 _ (cz + d)* B
Ei (cz—l—d) N Z (m + ne&to)k N Z (m(cz +d) +n(az + b))

(m,n)€Z? cz+d (m,n)€Z?
(m,n)#(0,0) (m,n)#(0,0)

= (cz 4 d)* Z ! =

((mc +na)z + (md + nb))k

(m,n)€Z?
(m,n)#(0,0)
1
= (cz +d)* Z CETL = (cz + d)* Ey(z)
m’,n')eZ>
(7(71':"');(070)
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Az utolsé egyenlGség abbol ered, hogy konnyen ellendrizhetGen minden (m/,n') #
(0,0) szampart megkaphatunk egyértelmtien (mc+ na, md+nb) alakban. Igy tehat Ej(z)
egy k silyt modularis forma lesz, ha k > 4.

Vegyiik észre, hogy paratlan k esetén Fj azonosan 0. Ez egy altalanosabb tétel kévet-
kezménye: paratlan k esetén az azonosan 0 fiiggvény az egyetlen £ stilyt modularis forma.

Péros k esetén viszont nem triviadlis modularis format ad a konstrukeio.

3.2. Poincaré-sorok

Az Eisentein-sorok utan most egy masik konstrukciot adunk modularis forméakra, aminél
természetes moédon megjelennek majd a Kloosterman-osszegek. A 6] jegyzetben levs gon-
dolatmenetet fogjuk kovetni. A konstrukcio sordn elszor az f(vz) = (cz+d)*f(2)¥Vy € T
feltételt szeretnénk biztositani. Ehhez elGszor altalanosabb forméban fogalmazzuk meg
ezt a feltételt.

3.2.1. Definicié. FEgy j : I' x H — C* fiiggvényt automorfitdsi tényezdnek hivunk, ha
minden o, 8,y € I' esetén j, holomorf H-n és jop(z) = ja(B82)ia(2).

Igy a fenti feltételt tgy altalanosithatjuk, hogy f(vz) = j,(2)f(z) Vv € T valamilyen
j automorfitasi tényezére. Az otlet a konstrukcidhoz az, hogy ezt a tulajdonsagot ugy

biztositjuk, hogy egy megfelel fiiggvényt atlagolunk I' elemein. Példaul, ha 7 = 1, akkor

f(z) =) hlaz)

ael’
alaku fiiggvény teljesitené a feltételt (hiszen I' csoport), ha h olyan fiiggvény, amire meg-
felel konvergenciafeltételek teljesiilnek. Ennek nyoman az altalanos esetben is hasonlo
alakban keressiik, csak a h-t is I' x H — C* fiiggvényként képzeljiik el. Igy tehat f-et

most formalisan

f(2) =) ha(2)

ael’
alakban keressiik. Erre az f(vz) = j,(2)f(2) feltételt igy irhatjuk at:

Z ha(vz) = ZJV(ZM&(Z) = Zj*Y(Z)how(Z)

ael acl acl

32



minden v € I' esetén. h-t ugy fogjuk keresni, hogy fent a két oldalon 4ll6 6sszeg tagonként

is egyenld legyen, vagyis ho(7z) = jy(2)hay(2) teljesiiljon minden o,y € I" esetén.

h1(vz)
Jn(2)
Az is kideriil, hogy ha h ezt teljesiti, akkor mar minden mas a-ra is megfelels lesz, hiszen

Ha itt a = l-et helyettesitiink, akkor rendezés utan azt kapjuk, hogy h,(z) =

hasznalva j tulajdonsagat:

Cmlers) o omlers)
ha(v2) = Ja(72) —Jw( ) jav(z) Jv( )ha'y( )

Igy tehat, a h = hy egyszerisits jeloléssel élve, a kovetkezs konstrukciohoz jutottunk:

5 (2)

Ha h holomorf fliggvény, és a fenti sor egyenletesen konvergél, akkor ez az f holomorf
lesz és teljesiilni fog ra f(vz) = j,(2)f(2) Vy e T

Sajnos kideriil, hogy ilyen h keresése nem megvaldsithato a szamunkra érdekes esetek-
ben. A f6 problémat az okozza, hogy végtelen sok olyan v van, amire j, = 1. Szerencsére
azonban ezen tudunk segiteni, ugyanis nyilvanvaléan a kérdéses v-k egy részcsoportjat
alkotjak I'-nak:

o ={y €Tl =1}

Innen a kovetkezG lépésiink az, hogy a konstrukcional nem egész I'-n 6sszegziink,
hanem a Iy, szerinti mellékosztalyain. Ehhez feltessziik, hogy h olyan fiiggvény, ami I .-

invarians (vagyis v € I'y, esetén h(yz) = h(z)). Ahhoz, hogy I', szerinti mellékosztalyokon
h(yz)
J~(2)
flige.Ez viszont adodik abbol, hogy kiilon-kiilon a nevezs és a szamléalo is csak a mellék-

Osszegezhessiink, azt kell megmutatnunk, hogy csak a v ['y, szerinti mellékosztalyatol
osztalytol fiigg, hiszen ha v = 4/ valamilyen g € T’ -re, akkor h(yz) = h(57'z) = h(v'2),
valamint j, () = gy (2) = Js('2)i (2) = G ().

Mindezek alapjan a kovetkezo lett tehat a konstrukcionk (itt és a tovabbiakban ', /T
a ['s szerinti bal mellékosztalyokat jeldli I'-ban, ha ennek elemeire Osszegziink, azt gy

értjiik, hogy mindegyik mellékosztalybol egy reprezentanselemet véalasztunk):

h(v2)
j7(2>

f(z) =

7€l /T
Most ezt iiltessiik 4t a modularis formék esetére, tehat j(2) = (cz + d)*. T'w éppen

ezekbdl a matrixokbol fog allni, aminek az alsé soraban 0 és 1 4ll. (vagy 0 és —1, de mivel
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PSL(2,7Z)-ben vagyunk, ezért feltehetjiik, hogy 0 és 1). Igy, mivel a métrixok determi-
nansainak 1-nek kell lennie, azt kapjuk, hogy I'., = {T"|n € Z}. Ezért a I'-invarians
fiiggvények éppen az 1-periodikus fiiggvények. Ilyenekre kézenfekvs példa h(z) = e(mz),
és ez lesz a mi valasztasunk h-ra.

A konstrukciobeli 6sszeg jobb megértéséhez karakterizaljuk a I', szerinti mellékoszta-
lyokat. Ha o, 8 € T', akkor o = T™ 3 valamilyen n € Z-re pontosan akkor, ha az alsé soraik
megegyeznek, ezt lattuk akkor, amikor kiszamoltuk 7%~ pontos alakjat. Viszont ha adott
egy ['-beli elem als6 sora, ami alljon c-bél és d-bél, akkor c-nek és d-nek relativ primnek
kell lennie, hiszen a determinéns 1. Masrészt, ha c és d relativ prim egészek, akkor létezik
olyan I-beli elem, aminek az alsé sora éppen (c,d). Igy mindezt sszerakva, a kovetkezot
kaptuk:

Fo/T = A{(c,d)|c >0, ged(c,d) = 1}

(A ¢ > 0 feltétel azért kell, hogy ne valasszuk ki egy elem két reprezenténsat is).

Mindezek utan mostmar definidlhatjuk a Poincaré-sorokat:

3.2.2. Definicio.

Prlfz(z): Z €<m72): e(m’yz)

Jv(2) (cz + d)¥

v€l o /T ¢>0,(c,d)=1

az m-edik k sulyd Poincaré-sor.

Itt a c-hez és d-hez egy olyan -« tartozik, hogy ad — bc = 1 legyen. Ha (¢,d) = 1,
akkor e(mvyz) nem fiigg a és b valasztasatol (azaz a Poincaré-sorok joldefinialtak). Ezt
ugy lathatjuk be, hogy ha ¢ = 0, akor d = 1 és az allitasunk adodik az e(-) fiiggvény
1-periodicitasabol (hasonloan kijon d = 0 eset is). Ha ¢, d # 0, és a,d’,b,b' € Z ugy,
hogy ad — bc = 1 és a’d — b/'c = 1 akkor kivonva egymdsbol a két egyenletet és rendezve
(a —a')d = (b—V)c adodik. Innen (¢,d) = 1 miatt cla — ' és d|b — UV, leosztva c-vel és
d-vel: “‘Tal — b= — & valamilyen k egész szamra. Igy tehat

d

az+b dz+bz (a—d)z+b—0 kez+kd
— = = = l{j
cz+d cz+d cz+d cz+d
és az allitasunk ismét adodik az e(+) fiiggvény 1-periodicitasabol.

3.2.3. Tétel. Ha k,m € N, m >0 és k > 2, akkor P* egy k silyi moduldris forma.

A tételt most nem bizonyitjuk, csak megjegyezziik, hogy a feltételek egyenletes és

abszoltit konvergencidt biztositanak H kompakt részhalmazain, mert a P* majoralhato
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Ej-val, és ennek alapjan belathaté mindharom sziikséges tulajdonsag. A bizonyitas meg-
talalhato példaul a [9] kényvben.

Ahogyan korabban is emlitettiik, a modularis formak 1-periodikusak, igy Fourier-
sorba fejthetdk. P* Fourier-sorfejtésénél pedig megjelennek a Kloosterman-osszegek, igy
ezen a ponton kapcsolodik Gssze az exponencidlis 6sszegek és a modularis formék elmélete.

A kovetkezGekben ezt fogjuk kiszamolni.

3.2.4. Allitas. Legyen kkm € N, n € Z, n# 0, m > 0, k > 2, és jelilje a,, P* n-edik
Fourier-eqyiitthatojat. Fkkor

co+1
n =20 +Z S(m,n,c) yz_ke —ﬂ—nz dz

c>0 —ootiy

ahol 0,,, a Kronecker-deltdt jeldli.

Bizonyitas. Definici6 szerint az a,, Fourier-egyiitthato:

0 = / R @e(cndz= Y / ) i

. . z
041y ¢>0,(c,d)=1 O-+iy ]7( )

Vegyiik észre, hogy ha ¢ > 0 és (c,d) = 1, akkor létezik | € Z és 0 < d' < ¢, amire
(¢,d') =1, amire d = lc+ d'. Ezzel a formuléval meg is kapunk minden c-hez relativ prim
d-t. Igy a ¢ = 0-s tagot levalasztva az Osszegrél, a maradékot pedig az elébbiek szerint

tovabbfejtve:

1+ay 1+'Ly
a, = / e((m —n)z)dz + g g / e(—nz)dz
0+iy >0 ez 0-+iy
0<d’'<c d=Ic'+d
(e,d)=1

Az els6 tagbol kapjuk 0,,,-et, a masodik tagnal pedig vegyiik észre, hogy

Jra(2) = (cz+d)* = (c(z41)+d')* = jy (2+1), ahol yg-vel olyan T-beli matrixot jeloliink,

aminek jobb als6 eleme d. Tovabba vz = %Is =2- m igy Yaz = va(z +1)

Ezeket beirva és a z + | — 2z valtozocserét alkalmazvas:

l+1+zy ooty 6
Gy, = Opn + Z / (— nz)dz = dpmn + Z / (—nz)dz

>0 ez Yy >0 co+iy I v
0<d<e 0<d<c
(c,d)=1 (e,d)=1

1
02(z+é) ’

c

Igy a

Vegyiik észre, hogy ¢ > O-ra j,(2) = (cz + d)f = F(z+ )k és yz =2 —

z 4+ % — 2z valtozocserével:
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it [t (MY e () e (on (- 2) ) o

c>0 —ootiy
0<d<c
(e,d)=1
oco+1iy
_ _ m
= Omn + E c kS(m,n,c)/ ke (—T—nz) dz
c>0 —ootiy =

U

3.2.5. Megjegyzés. Az integralos tagot Bessel-fiiggvények segitségével jobban kezelhetd
formaban is fel lehet irni. Ehhez alapvet6 komplex fiiggvénytani eszkézoket fogunk hasz-
nalni, amik megtalalhatoak példaul a [10] kényvben. Irjuk fel ugyanis e (—24-) Laurent-

sorfejtését!

Az integralban levs tobbi taggal is beszorozva az integraljel mogott egy konvergens
numerikus sorral majorolhatd sort kapunk, igy Weierstrass-kritérium szerint egyenletes

konvergencia van, ezért az integralt és a szummat felcserélhetjiik. Igy tehat

oco-+iy B m co+iy O 27T7,m)l
/ 2 Fe (—— - nz) dz = / Z(—I)ZWB (—nz)dz =

c2z

co-+Fiy ooty 1
N (2wim)’
_ I
= Z/ y (—1) W@ (—nZ) dz
=0 Y —ootiy :
Ha z = x + iy, akkor |e(—nz)| = [2™(7n2)| = |e2mi—nzat2my| — o2y \ost y > 0.

Legyen elGszér n < 0. Vegyilink egy integralt a szumman beliilr6l! Ha y; > 0, akkor
integralhatunk y; magassidgban is y magassag helyett, mert a fels§ félsikon holomorf az
integralon beliili fiiggvény, igy ha vesziink egy téglalapot, aminek vizszintes oldalai v,
illetve y; magassagban vannak (rogzitettek), akkor az integral azon 0 lesz. A fiiggéGleges
oldalakkal tartunk a végtelenhez, és azokon az integral nulldhoz fog tartani az e(—nz)-
s tényez6 miatt. Vagyis, ha I(t) jeloli ¢ magassagban az integral értékét, akkor ezzel azt
lattuk be, hogy y; > 0 esetén I(y) = I(y1). De ha y;-gyel tartunk végtelenhez, akkor I(y;)
nullédhoz fog tartani, hiszen e(—nz) fog dominalni, és az elgbb kiszamolt abszolutérték
szerint, mivel n negativ, ez 0-hoz fog tartani. De mivel az integral értéke konstans, igy az

eredeti integralnak is 0-nak kell lennie, tehat a,, = 0, ha n < 0.
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Most legyen n > 0. Ekkor nem tudjuk felfelé tolni az integralt, mert igy végtelenhez
tartana. Ezért negativ irdnyba fogjuk tolni, hiszen tgy 0-hoz fog tartani az értéke az
el6bbiekhez hasonl6an. A probléma ezzel az, hogy azon a tartoményon, ahol mozgatni
akarunk, a fiiggvény nem lesz holomorf: z = 0-ban szingularitasa van. Ezért a reziduumot
hozz4 kell adni az also félsikra valo lecstusztataskor a reziduum-tételt alkalmazva, majd az
also félsikon alkalmazhatjuk az el6z6 gondolatmenetet, tehit ott az integral értéke 0 lesz.
Igy az eredeti integralunk értéke éppen a z = 0-beli reziduum, amit most kiszamolunk.
A reziduum a Laurent-sor —1-es taghoz tartozo egyiitthatoja, igy a (—l)l%e (—nz)
fiiggvénynél e(—nz)-t kell sorba fejteni, és annak kell nézni az [+ k — 1-edik egyiitthatojat,

és azt beszorozni a megfelels konstanssal. Igy tehat

N Ry i \E+HI—1
o @rim) o (2mim)” (—2min) _
}Z%:eés( 1) —czlz”kl!e( nz) = (-1) 2] (k+1-1) N

= (—1)k+t (2)F+ ALl ph+=17k—1

ANk +1—1)!

gy ezeket beirva az 6sszegbe, az integral értékére a kivetkezét kapjuk:

o0

ooty o )21, L k=1 k=1
/ 2 Fe (—ﬁ — nz) dz = Z(—l)kﬂ’l( ) mn v

cotiy 2z — Allk+1-1)!

k-1

- N L e 2k
= (1t () Ck_ll;u(zikl)— D) (2 i_> B

= (= () T e ()

m

ahol J_1 a (k—1)-edik Bessel-fiiggvényt jeloli. (Bessel-fiiggvények: https: //dlmf.nist.gov/10.2)

Lattuk tehat, hogy a klasszikus Kloosterman-6sszegek megjelennek a modularis for-
mak kapcsan. Hasonl6 médon jelennek meg az algebrai szamtestek feletti Kloosterman-
Osszegek is, csak olyankor nem a szokdsos modularis formékat vizsgéljuk, hanem hasonld
tulajdonsagu fiiggvényeket, amiknél T' szerepét PSL(2,O0) veszi at, ahol O az egészek

gytirtije Q egy véges bévitésében.
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