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1. Bevezetés

1.1. A dolgozat témaja
|+ 0] < [a] + [b]

A héaromszog-egyenlGtlenség egy nagyon természetesen adodo fogalom. Méar
altalanos iskoldban megtanuljuk, hogy csak tigy tudunk haromszoget szer-
keszteni adott oldalhosszakkal, ha el6tte megbizonyosodunk roéla, hogy béar-
melyik két oldalhosszunk Osszege nagyobb a harmadiknal. Gimnéaziumban
megismerkediink a 2- és 3-dimenzi6s vektorterekkel és alakzatokat modelle-
ziink vektorokkal. Itt is a legtermészetesebb, hogy két pont kézott a legrovi-
debb 1t a kozéjiik hizott egyenes, ami ismét csak a hdromszog-egyenlétlenség
kovetkezménye. Kés6bb egyetemen az ilyen vektorterek &ltalanositasaként
rajzolodik ki elGttiink a funkcionalanalizis, mely gépezetének egyik legalap-
vet6bb épitdeleme még mindig a haromszog-egyenlétlenség. De mi maradna
meg beldle, ha egy erGsebb egyenltlenséget kovetelnénk meg az abszolutérték
és a norma definiciojanal?

|a + b| < max([al; [b])

Ez az ultrametrikus egyenléség. Ha a haromszog-egyenl6tlenség helyett
ezt tessziik fel, akkor bontakozik ki elgttiink a nemarkhimédeszi funkcio-
nalanalizis elmélete. Dolgozatom célja a nemarkhimédeszi funkcionalanalizis
alapjainak felépitése, majd par klasszikus funkcionélanalizisbeli tétel belé-
tasa a nemarkhimédeszi esetben is. A dolgozatban Peter Schneider Nonar-
chimedean Functional Analysis [1| cimd jegyzetében szereplé eredményeket
ismertetek.



1.2.

Jelolések

A nyomtatott nagy K betd nemarkhimédeszi testet jelol. Ezen kiviil
nyomtatott nagy V és W-bettivel vannak jelélve a nemarkhimédeszi
vektorterek.

Nyomtatott kis a és b betd jeloli a nemarkhimédeszi testek elemeit,
illetve nyomtatott kis v és w a vektorokat.

B(-) illetve BZ(-) jeloli a - koriili € sugara zart illetve nyilt gdmbot
(testekben és vektorterekben is)

o jeloli a zart egységkorlapot a nemarkhimédeszi testekben, m pedig a
nyilt egységkorlapot.

A* jeloli az A C K halmaz invertalhato elemeit, |A| A elemeinek ab-
szolutértékeinek halmazat, | K || pedig a K C V halmaz elemeinek nor-
mainak halmazat.

Q, jeloli a p-adikus szdmok testét, C, pedig QQ, algebrai lezértjanak
teljessé tételét.

B¢ jeloli a B halmaz komplementerét.
p és ¢ nemarkhimédeszi félnormakat jelolnek.

L(p) illetve L~ (p) jelolik a p félnorma szerinti zart illetve nyilt egység-
racsot.

L, M és N racsokat jelolnek.
pr, jeloli az L racshoz tartozé Minkowski-funkcionalt.

V(qiys---qi;€) jeloli a g, ..., q;, félnormak szerinti € sugaru zart ra-
csok metszetét.

A jeloli az A halmaz topologiai lezartjat
Co(A) jeloli az A halmaz konvex burkat
B korlatos halmazt jelol

Homg(V; W) jeloli a V- — W linearis leképezések halmazat.



o L(V;W) jeloli a V — W folytonos linearis operatorok halmazat.

o V' jeloli L(V; K)-t, azaz a V — K folytonos linearis funcionalok hal-
mazat.

o Lp(V; W) jeloli L(V;W)-t a B-topologiaval, L,(V; W) L(V;W)-t az
erés topologiaval, L(V; W) pedig L(V; W)-t a gyenge topologiaval el-
latva.



2. Nemarkhimédeszi testek

2.1. A nemarkhimédeszi abszolatérték és tulajdonsagai

2.1. Definicié. (nemarkhimédeszi abszolatérték) Legyen K egy test.

Ekkor egy |- | : K — R leképezést nemarkhimédeszi abszolutértéknek neve-
ziink, ha
1. |la] >0 Va € K-ra

2. la]=0&a=0

w

. |labl = |a|b| Va,b € K-ra

W

. |la+ 0] < maz(|al, |b]) Va,b € K-ra

Az els6 harom tulajdonsagig ez a definicié egyezik a szokasos abszolut-
értékek definicidjaval, mig a haromszog-egyenlGtlenséget egy sokkal erésebb
tulajdonséag, az tgynevezett ultrametrikus egyenlétlenség valtja fel. Eb-
ben a szakaszban latni fogjuk, hogy ez a véaltoztatas egy teljesen 1j, az ember
elvarasainak néhol igencsak ellentmondoé topoldgiai struktiraval latja el az
alaptestet. A trivialis ellenpéldak elkeriilése érdekében feltessziik, hogy az
abszolutértékiink nemtrividlis, azaz

5.da € K : |a|] # 0; 1.

Koénnyen lathato, hogy | — 1| = |1] = 1, amibdl [n*x 1| < 1 (Vn € Z) kivet-
kezik. Fz specialisan azt jelenti, hogy {|nx1| : n € Z} korlatos halmaz R-ben.
Innen ered az elnevezés is, hiszen a valés szamtestben feltett arkhimédeszi
axidoma azt mondja ki, hogy minden valés szdmhoz létezik nala nagyobb
egész szam, azaz az egészek abszolutértékeinek halmaza nem korlatos R-ben.

2.2. Allitas. Ha K nemarkhimédeszi abszolitértékkel van elldtva és a,b € K
olyanok, hogy |a| # |b|, akkor |a + b| = max(|al,|b|)

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy |a| < |b]. Ekkor

la| < |b] = [(a +b) — a| < maz(|b+ al,|a|) = |b+ a|, tehat
|b] < |a + b < maz(lal, [b]) = [b]



A K test a d(a,b) := |b — a] tavolsagfiiggvénnyel metrikus teret alkot.
Ebben a szokasos médon definidlt nyilt és zart gombok azonban meglepd
topologiai tulajdonsagokkal rendelkeznek.

2.3. Definicié. (nyilt és zart gdbmbok) A B.(a) :={be K : |b—a| <€}
halmazt az a koriili e sugara zart gombnek, a B (a) :=={b€ K : |b —a| < €}
halmazt pedig az a koriili € sugart nyilt gombnek nevezziik.

Az els6 dolog, amit érdemes meggondolni, az az, hogy a 0 koriili € sugara
gémb az ultrametrikus egyenl6tlenségnek kdszonhetGen zart az Osszeadasra,
ezért tekinthetiink ra tugy, mint egy Abel-csoport részcsoportjara. Ezen a
megfigyelésen alapszik a kovetkezd allitas bizonyitasa:

2.4. Allitas. (gémbék tulajdonsdgai)
1. B(a) N Be(a') # 0 = B.(a) = B.(d)
2. Be(a) nyilt-zdart K-ban
3. Ha B és B' gombok és BN B' # (), akkor B C B' vagy B' C B
4. K totdlisan dsszefiiggéstelen
Bizonyitas.

1. Mivel a 0 koriili € sugart gémb részcsoport, ezért minden a € K-ra az a
koriili € sugara gémb ennek a récsoportnak egy mellékosztalya K-ban.
Két mellékosztaly metszete pedig csak akkor nem iires, ha megegyez-
nek.

2. Az el6z6 pontban leirtak miatt latszik, hogy rogzitett e mellett az e

komplementere nyilt gombdk unidja, tehat nyilt.

3. Tegyiik fel, hogy € < €’. Ekkor B.(a) C By (a) miatt az allitas 1. pont-
janak felhasztnalasaval B (a') = Be(a) 2 Bc(a).

4. Legyen M 0Osszefliggéségi komponense K-nak és legyen a € M. Az
allitas 2. pontja miatt B.(a) N M nyiltzart M-ben. Emiatt M C B.(a)
Ve > 0, tehat M = {a}



2.5. Megjegyzés.

1. A nemarkhimédeszi abszolutérték folytonos fiiggvény

2. Az Osszeadas és szorszéas, mint K x K — K fiiggvények, folytonosak

Bizonyitas.
1. Jeldlje | - |o a szokésos abszolutértéket R-en. Ekkor Vb € B (a)-ra
1o = lal| , = [I(b = a) +al = |al| , < |max(|b—al,]a]) — |a]| , <

2. Osszeadas: ha by € B (ag) és by € B (ay), akkor by +b; € B (ag+ay).
Szorzés: ha by € B. (ag) és by € B. (a1), akkor bobi € B (¢ jagl far ) (@0@1)
mivel bobl — Qg1 = (bo — ao)(b1 — al) —|— (bo — ao)al —|— ao(b1 — CLl).

O

2.6. Definici6. (Nemarkhimédeszi test) Egy testet akkor hivunk nemarkhi-
médeszi testnek, ha nemarkhimédeszi értékeléssel van ellatva és erre az érté-
kelésre nézve teljes, azaz minden Cauchy-sorozat konvergens. Innentdl jelol-
jon K mindig nemarkhimédeszi testet.

Lattuk tehat, hogy a gobmbok most nem csak topolégiai, hanem algebrai
strukturat is hordoznak. A tovabbiakban gyakran fogjuk hasznélni, hogy az
egységegdmb a szorzasra nézve is zart, igy részgytrit alkot. Ennek a részgyt-
riinek a tulajdonsagait foglalja Gssze a kovetkezé allitas:

2.7. Allitas. (az egységgomb, mint részgyiri)
1. 0:={a € K : |a| < 1} integritdsi tartomdny, hdnyadosteste pedig K
2. m:={a € K : |a|] < 1} o egyetlen mazimdlis idedlja
3. Ha o* jeloli o invertdlhato elemeit, akkor o = o\ m
4. Minden végesen generdlt o-beli idedl féidedl
Bizonyitas.

1. o nyilvan integritasi tartomany, mert egy test részgytrtje. Tovabba
mivel K test, ezért Vb € K-hoz 3~ € K, hogy 1 = |bb~!| = |b][b7!],
tehat b és b~! koziil legalabb az egyik o-ban van. Ekkor a

b»—>{% ha [b] <1

— ha [b] > 1

leképezés mentén latszik, hogy K o héanyadosteste
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2. m nyilvan részgytrtje o-nak. Ezen kivil ha m € m és o € o, akkor
|mo| = |m||o|] < 1 = mo € m, tehat m ideédlja o-nak. m maximalitésa
innen egyértelm.

3. o-ban nyilvan csak az 1-abszolutértékid elemek invertalhatok.

4. Legyen a C o végesen generalt ideal és legyen a az egyik maximalis
abszolutértéki generator. Be fogjuk latni, hogy ekkor a = ao.

El6szor is megjegyezziik, hogy ao = B, (0). Jeléljiikk most az a altal
generalt idedlt (a)-val. (a) C Bjq)(0) egyértelmii. Legyen most [b] < |al.
Ekkor 2 € 0 ¢s b= a® € ao, tehat (a) D ao.

Mivel lattuk, hogy az o-beli f6idedlok a 0 koriili gombok, ezért (a)
tartalmazza az Osszes tObbi generator altal generalt idealt is. Mivel a
gombok az Osszeadasra is zartak, ezért a kozosen generalt idedl is (a)-
ban marad.

OJ

Még a dolgozat elején lattuk, hogy o tartalmazza az egységelem Gsszes
egész szamszorosat, s6t, most még azt is lattuk, hogy o hanyadosteste K, ezért
szokas o-t az egészek gytridjének nevezni. Fontos azonban kikétni, hogy az
mar nem igaz, hogy o mindenképp csak az egységelem egész szamszorosaibol
all.

Vesslink most egy pillantast a nemarkhimédeszi értékelések értékkészle-
tére. Fontos észrevenni, hogy egy nemarkhimédeszi értékelés értékkészlete
nem feltétleniil adja ki az egész R, -ot, s6t, még az sem biztos, hogy stird
halmazt alkot benne. Ez egy osztalyozasat teszi lehetévé a nemarkhimédeszi
testeknek.

2.8. Definici6. (Diszkrét értékelésti nemarkhimédeszi test) Egy K
nemarkhimédeszi test diszkrét értékelést, ha |K*| diszkrét halmaz R* -ban.
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2.9. Allitas. (Diszkrét értékelések értékkészlete) A |K*| C R részcso-
port vagy diszkrét vagy sirid. Ha diszkrét, akkor 30 < r < 1, hogy |K*| = rZ.

Bizonyitas. Ha |K*| nem stird R’ -ban, akkor log |K*| nem stird R-ben,
s6t, R_-ban sem stird, mivel |K*|-ban minden elemnek van multiplikativ
inverze, igy log | K*|-ban minden elemnek van additiv inverze. Legyen tehat
p :=sup(log |K*| N ] — 00;0[). Indirekt be fogjuk latni, hogy p maximum.

Tegyiik fel tehat, hogy p nem maximum. Ekkor 3 p; < ps < ... log|K*|-
beliek, hogy p, — p, tehéat p; — p;11 egy log | K*| N | — oo; 0 -beli nullsorozat,
amibdl p = 0 kovetkezik (kiilonben p nem lenne supremum). Ebbél viszont az
kovetkezik, hogy log | K*|-nak a nulla tetszéleges kornyezetében eleme, azaz
Ve > 0 3 o € log|K*|, hogy —e < 0 < 0. Vegyiink tetsz6leges 7 € R™-t
és hozza m € Z*-t ugy, hogy mo < 7 < (m — 1)o. Ekkor 0 < 7 — mo <
—o0 < ¢, tehat talaltunk 7-hoz tetszélegesen kozel log | K*|-belit, azaz log | K*|
megiscsak stird R-ben. 4

Legyen most r := max(|K*| N ]0;1[). Ekkor tetszéleges s € K*-hoz
Jm € Z, hogy r*! < s < ™, tehat r < % < 1, ami r maximalitasa
miatt pontosan azt jelenti, hogy s = r™. Tehat |K*| = rZ. O

2.10. Allitas. (Egészek gyirije diszkrét értékelési testben) Az o egé-
szek gyiridje eqy diszkrét értékelésd testben mindig féidedlgyird.

Bizonyitas. Legyen a C o ideal. Az el6z6 tétel értelmében da € a, hogy
la| = max{|b| : b € a}. Ekkor @ = ao, mivel lattuk, hogy az idealok gémbok.
O

2.2. Példak nemakrkhimédeszi testekre

2.11. Példa. (A p-adikus szdmok teste, Q,)

Legyen p € N prim. Definidlhatjuk a p-adikus abszolit értéket: |al, == p™",
ha a = p"-, ahol n és m is relativ prim p-hez. Ha erre az abszolitértckre
nézve teljessé tessziik Q-t, akkor kapjuk Q,-t, a p-adikus szdmok testét. Q,
lokdlisan kompakt, diszkrét értékelési test.

2.12. Megjegyzés. Q, oOsszes véges bévitésére egyértelmten ki tudjuk ter-
jeszteni a p-adikus abszolatértéket, igy azok is nemarkhimédeszi testet alkot-
nak. Ezek is lokalisan kompakt, diszkrét értékelést testek.

12



2.13. Példa. (Q, algebrai lezdrtjanak teljessé tétele, C,)

Mig a valds szamokndl az algebrai lezdrds csak eqy mdsodfoku bdvitést
gelent, addig Q,-nél az algebrai lezdrt foka végtelen Q, folott. Vegyiik példd-
nak az ™ — p polinomot. Ez irreducibilis Q, folott minden n > 0 egészre,
amit, akdrcsak a Q folott irreducibilitdst, a Schonemann-Fisenstein kirtéri-
umbdl konnyen levezethetink. Ebbdl ldtszik, hogy minden n-re létezik Q,-nek
n-edfoki bovitése.

A p-adikus abszolitértéket a Hensel-lemma felhaszndldsdval eqyértlemi-
en ki tudjuk terjeszteni az algebrai lezdrtra, de ezzel a kiterjesztéssel elldtva
beldthato, hogy az nem lesz teljes. Q, algebrai lezdrtjanak teljessé tételét je-
loljiik C,-vel. Ez a test ugyan algebrailag izomorf a komplex szdmokkal, de
nem lokdlisan kompakt. |C,| mdr siird RY -ban, de még mindig megszamldlha-
to szdmossdagi. Fontos megemliteni, hogy a Krasner-lemma felhaszndldsdval
belathato, hogy C, tovdbbra is algebrailag zdrt.

2.14. Példa. (A formdlis Laurent-sorok teste, C{{T}})

Nemarkhimédeszi testet alkot a formdlis Laurent-sorok teste, C{{T}} is,
ha a kévetkezd abszolitértéket vezetjiik be rajta: |y, ., anT"| := e~ min{nan#0},
Ebben az egészek gyirije a C folotti formdlis hatvanysorok gydrije, C[[T]].
Mivel C[[T] = U,eca + TC[[T]] nyilt halmazok végtelen diszjunkt unidja,
ezért C{{T'}} nem lokdlisan kompakt.
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2.3. Teljesség

Mar a definicioban feltettiik, hogy egy nemarkhimédeszi test teljes a rajta
megadott értékelésre nézve. Az el6z6 par példabdl is latszik azonban, hogy ez
nem garantalja, hogy a testiink topologiaja szép is lesz. Tételek kimondasakor
ezért gyakran kell megszoritasokat tenni a test topologiai tulajdonsigaival
kapcsolatban. A leggyakrabban hasznalt ilyen megszoritas a teljességfogalom
egy erGsebb véltozata, a szferikus teljesség.

Legyen A C K tetszoleges részhalmaz. Ertelmezziik ekkor a kévetkezd
figgvényt: d(A) := sup{|b — a| : a,b € A}, melyet nevezhetiink a halmaz at-
mérGjének is. Ha most olyan By D By D ... egymaéasba skatulyazott K-beli
goémboket tekiniink, amikre d(B, ) — 0, akkor a szokott teljességfogalom azt
mondja, hogy (1), oy Br nem lehet iires, hiszen a,, € B,-t véve egy Cauchy-
sorozatot kapunk, melynek (), .y By-beli elemhez kell konvergéalnia. Az dtmé-
r6krél szolo feltétel elhagyasaval azonban nem minden térben fog teljestilni,
hogy a metszet nemiires.

2.15. Példa. (Nem szferikusan teljes nemarkhimédeszi test)

Legyen K := C,. Legyen (a,)nen tetszileges sorozat, ami részhalmazként
stird C,-ben. (llyen példdul Q algebrai lezdrtja, az algebrai szamok teste.)
Legyen (€,)nen pozitiv valdsak régzitett sorozata, amire 1 > €1 > €3 > + -+ > %

Definidljuk a kévetkezd reldcict: a «~ b, ha |b — a| < €. Ez eqy ekviva-
lenciareldcio, aminek ekvivalenciaosztalyait gombok adjik. A sugaruk pedig
€1, mivel |Cy| sird R’ -ban. Biztosan tibb, mint egy ekvivalenciaosztaly van,
mivel e < 1. Specidlisan régzithetink olyan B ekvivalenciaosztdlyt, hogy
ap ¢ Bl.

Bi-en ismét bevezetiink eqy ekvivalenciareldciot, ezuttal a,b € Bi-re a 3 b,
ha |b—a| < €. Hasonloképpen, mint elébb, most is taldlunk By gombét, amire
a9 ¢ Bg.

Indukcioval kapunk tehdt eqy (By)nen egymdsba skatulydzott gombok so-
rozatdt, amire a,, ¢ B, és d(B,) = €, Yn € N. Indirekt mddon be fogjuk ldtni,
hogy ey Bn = 0.

Tegyiik fel, hogy 3b € (,,en Bn- Ekkor B, = B, (b) Vn € N-re. Mivel ¢, >
% Vn € N, ezért B% C ﬂneN B,,. ebbdl viszont az kovetkezik B,, vdlasztdsa
miatt, hogy a, ¢ B% Vn € N, ami ellentmond (ay,)nen striségének. 4
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2.16. Definici6. (Szferikus teljesség) Egy K nemarkhimédeszi test szfe-
rikusan teljes, ha tetszéleges By 2 By D ... gémbdkre (), oy Bn # 0.

2.17. Megjegyzés. Ha egy K test lokalisan kompakt, akkor biztosan szefri-
kusan teljes is. Vegyiik észre, hogy (,cn Brn = 0 © U,y By = K. Ha B, 2
By O ... nyilt gombok, akkor Bf C BS C ... nyilt gombdk felszallo lancat
alkotjak. Tegyiik most fel indirekt, hogy (1, .y Bn = 0, azaz ekvivalensen
Unen Be = K. Ha U C K kompakt, akkor ezesetben a (BY,),en halmazrend-
szerbdl kivalaszthato U-nak véges fedése. Ez azt jelenti, hogy létezik véges
sok B, melyeknek a metszete nem tartalmaz U-belit.

Mivel a teriinkben minden gémb kompakt, ezért ez az okoskodéas eljatsz-
hato Bi-el is, amibdl azt kapnank, hogy 1étezik véges sok B,,, melyeknek Bj-el
vett metszete iires, ami ellentmond a gombdk egymésba skatulyazottsaganak.

s

2.18. Kovetkezmény. Q, és véges bovitései lokdlisan kompaktak, tehdt szfe-
rikusan teljesek. Cp-16l a példdnkban beldttuk, hogy nem szferikusan teljes.

2.19. Allitas. Ha K szferikusan teljes és (B;)ier olyan gombok csaldja K -
ban, hogy B; N\ B; # 0 Vi, j € I, akkor (,c; B; # 0.

Bizonyitas. Vilasszunk ki (in)nen C I indexeket gy, hogy d(B;,) >
d(By,) > ... éshogy Vi € I 3n € N, hogy d(B;) > d(B;, ). Ekkor a nemarkhi-
médeszi gombok tulajdonsagait (2.4) kihasznalva azt kapjuk, hogy B;, 2
By, 2 ... ésVie I 3neN, hogy B; 2;,. Tehat (;c; Bi =\, ey Bin # 0. O

2

2.20. Allitas. Minden K diszkrét értékelési nemarkhimédeszi test szferiku-
san teljes

Bizonyitas. Legyenek By O By O ... gombok K-ban. Ekkor d(B,) csok-
kené |K*|-beli sorozat, ami a diszkrétség miatt vagy stabilizalodik (ekkor
Nnen Br-ben teljes gdmb is van) vagy 0-ba tart. Ekkor azonban a nemarkhi-
médeszi testek teljessége miatt nem lehet a metszet iires, mint ahogyan azt
a 2.3 szakasz bevezetGjében is lattuk. [

Egy tovabbi fogalom, amire sziikségiink lesz késGbb, az a szummabilitas.
Az ultrametrikus egynel6tlenségnek koszonhetSen a végtelen sorok konver-
gencidja és a tagok felcserélhetGsége sokkal egyszertibben miikddik, mint a
klasszikus arkhimédeszi abszolutértéknél.

2.21. Definiciéo. (Szummabilitas) Egy (a,)nen K-beli sorozat pontosan
akkor szummabilis, ha a,, — 0, tovabbé ekkor Y > a, = > 7| dy(,) minden
o : N — N permutéciora.
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3. Nemarkhimédeszi topologikus vektorterek

3.1. Racsok és nemarkhimédeszi félnormak

Mar a nemarkhimédeszi testeknél is lattuk, hogy az algebrai és a topolo-
gikus struktarak szoros Osszefliggésben vannak egymassal. Ez topologikus
vektortereknél sincsen méashogyan, hiszen mint latni fogjuk, egy topoloiat
meg tudunk adni félnormak csaladjaval vagy ekvivalensen nekik megfelelte-
tett algebrai strukturak, tgynevezett racsok csaladjaval.

3.1. Definici6é. (Nemarkhimédeszi félnorma) Legyen V egy K feletti
vektortér. Egy ¢ : V — R fiiggvény nemarkhimédeszi félnorma, ha

1. g(av) = |a|q(v) Vae K,veV
2. q(v+w) < max(q(v); q(w)) Yo, weV
3.2. Megjegyzés. (Félnormak tulajdonsagai)
* ¢(0) = 0]¢(0) =0
¢ ¢(v) = max(q(v); ¢(-v)) 2 ¢(0) =0 Vv eV
o |q(v) —q(w)| < q(v—w) Vv,w eV
e Hav,w € V olyanok, hogy ¢(v) # q(w), akkor ¢(v+w) = max(q(v), g(w)).
Ennek a bizonyitasa ugyantugy megy, mint a testeknél.

Mivel lattuk, hogy az o egységgomb részgytirti a nemarkhimédeszi tes-
tekben, ezért altalaban o-modulusként tekintiink a nemarkhimédeszi testek
feletti vektorterekre. Beszélhetiink tehat az o-részmodulusokrol.

3.3. Definicié. (Racs) Egy L racs olyan o-részmodulus, melyre Vv € V-hez
da € K*, hogy av € L.

3.4. Megjegyzés. (Racsok tulajdonsagai)
e Egy racs nem feltétleniil szabad o-modulus

e Récs Gse linearis leképezésnél réacs

e Ha L és L' is racs, akkor L N L' is réacs, ugyanis:

Legyen v € V, a,a’ € K* hogy av € L és a'v € L'. Ha a ¢ o,
akkor a=! € o. Ekkor v = a™(av) € a 'L C L. Feltehets tehat, hogy
a,a’ € 0. Ekkor aa’v € LN L' .
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3.5. Definicié. (Minkowski-funkcional) Egy L C V racs Minkowski-
funkcionalja a p;, : V — R v — infyeqr |a| leképezés.

3.6. Allitas. p;, félnorma V-n.
Bizonyitas.
o Tetszbleges b € K*-ra és v € V-re

po(bv) = inf la| = inf |o| = inf [ba| = o] inf |a] = [blpc(v)

e pr(v+ w) < max(pr(v),pr(w)), mivel ha a,b € K olyanok, hogy
1b| < |a|, akkor aL + bL = alL.

O

3.7. Definici6. (Racs félnormahoz) Legyen L(q) == {v € V : q(v) < 1}
és legyen L (q) :={v eV :qv) < 1}.

3.8. Allitas. Ez a két halmaz rdcs V-ben

Bizonyitas. Mivel a nemarkhimédeszi félnormékra teljesiil az ultramet-
rikus egynel6tlenség, ezért L(q) és L~ (q) o-részmodulus. Kikotottiik, hogy
az abszolutértékiink nemtrivialis, tehat Ja € K*, amire |a"| — 0. Ekkor
Vv € V-hez In € N, hogy q(a™v) = |a"|q(v) < 1. O

3.9. Allitas. (A megfeleltetés tulajdonsdgai)

1. VL CV rdesra L~ (pr) € L C L(pyr)

2. ¥q:V — R félnormdra co := supy, < [b| mellett coprg) < q < pr(g)
Bizonyitas.

1. Definacié szerint pr(v) < 1 Vv € L-re. Ha pr(v) < 1, akkor v € aL
valamely a € K-ra, amire |a| < 1, speciélisan v € L.

2. Legyen a € K*. Ekkor v € aL(q) & q(v) < |a|. Ezért prg(v) =
infy)<jaf |af, tehat pr) > g.

Ha [b| < 1, akkor |b]inf)<q| [a| < pr(g)(v), tehat Ja € K, hogy q(v) <
la| és |ba| < prg)(v).Az utoébbi miatt v ¢ bal(q), tehat |b]ja] < q(v).
Innen copr(q)(v) < colal < gq(v).
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3.2. Konvex halmazok

3.10. Definici6. (Konvex halmaz) A C V konvex halmaz, ha A = ) vagy
A=v+ Ay, ahol v € V és Ag C V o-részmodulus.

3.11. Megjegyzés. Ekkor A egyértelmiien meghatarozza Agp-t és
e Ha 0 € A, akkor A o-részmodulus
e v+ A és bA is konvex, ahol v € V' és b € K tetszblegesek
e B is konvex halmaz, akkor A+ B :={a+b:a € A b€ B} is konvex
o A K-linearis képe és Gsképe is konvex

Az arkhimédeszi esetben a konvexitéds azt jelentette, hogy a halmaz tet-
sz6leges két pontjat 6sszekots szakasz is része a halmaznak. Nemarkhimédeszi
esetben az 0sszekotd szakasz, mint alakzat nem igazén értelmezhetd, hiszen
méar a gdmbok sem tekinthetGek "gombalakinak". Az sem igaz viszont, hogy
ez a tulajdonsag teljesen elveszik a nemarkhimédeszi vektorterek esetében,
ugyanis fennéll, hogy A pontosan akkor konvex, ha av + fw € A minden
v,w € A-ra és olyan «, f € K-ra, melyre |a| <1, [5]| < 1,ésa+ (5 =1.

3.12. Allitas. Ha (A;)ic; konver halmazok csalddja, akkor

1. Nies Ai is konvex

2. HaVi,j € I-hez 3k € I, hogy A; U A; C Ay, akkor | J,c; Ai is konvex.
Bizonyitas.

1. Feltehetd, hogy () A; # 0. Legyen v € (,c; A;. Ekkor minden i € I-re
A; = v+ B; valamely B; C V o-részmodulusra. Ezt felhasznalva kapjuk,
hogy ;c; Ai = v + (;c; Bi, tehat a metszet konvex.

2. Ismét feltehets, hogy Jv € J,.; As. Vezessiik be az I-beli indexek ko-
vetkezd részhalmazat: J := {i € I : v € A;}. Ekkor az allitas feltétele
miatt | J;.; Ai = ;e Ai- tudjuk tovabba, hogy Vi € J-re A; =v+B; a
megfelel6 B; o-részmodulusokra, tehét | J,.; A; = v+,c; Bi. A feltétel

miatt | J,.; B; o-részmodulus, tehat | J,.; A; konvex.

18



3.3. Lokalisan konvex nemarkhimédeszi topologikus vek-
torterek

A klasszikus arkhimédeszi esetben a lokalisan konvex vektorterek topologia-
jat tobb modon is meg lehet adni. Az eredeti definicié szerint egy vektortér
akkor lokélisan konvex, ha a 0-nak létezik konvex halmazokbol 4ll6 kérnyezet-
bézisa és megmutathato, hogy a lokalisan konvex topolégiak pontosan azok,
melyeket egy félnormacsalad indukal. Ezt az eredményt fogjuk most atvinni
a nemarkhimédeszi esetre.

Legyen (L;);es olyan nemiires racsok csaladja a V nemarkhimédeszi vek-
tortéren, melyekre

(Ik1) Tetszoleges j € J és a € K*-ra 3k € J, hogy Ly C aL;
(1k2) Tetszoleges i,j € J-re 3k € J, hogy Ly C L, N L,

Nyilvanvalo, hogy minden réacs és igy veliik egyiitt az eltoltjaik is konve-
xek. A masodik feltétel jelentése tehat a kovetkezs: Tetszoleges két v + L;
és v' + L; alakt konvex halmaz metszete vagy iires, vagy tartalmaz w + Ly,
alakt konvex halmazt.

A feltételek tovabba biztositjak, hogy a (v + L;)yev,jes konvex halmazok
egy topologia béazisaként tekinthetsk.

3.13. Definici6. (Lokalisan konvex topologia és vektortér) Ezt a to-
pologiat hivjuk az (L;);es csalad altal meghatarozott lokalisan konvex to-
pologidnak. Egy K feletti vektortér lokalisan konvex, ha lokalisan konvex
topologiaval van ellatva.

Hasonléan, mint a testeknél, itt is meggondolhato, hogy a récsok, akarcsak
a gobmbok a testeknél, additiv részcsoport mellékosztalyai 1évén particiojat
adjak a vektortérnek. Innen latszik, hogy ebben a topolégidban tetszéleges
v € V-re a (v + L;)jes halmazok egyszerre nyilt és zart kornyezetbazisat is
adjak v-nek.
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3.14. Allitas. Ha V lokdlisan konvez, akkor a V. xV — V dsszeadds és a
K xV =V szorzds folytonos miveletek.

Bizonyitas. Az Osszeadas folytonos, mivel (v + L;) + (w + L;) C ((v +
w) + Lj). A szorzas folytonossagéhoz vegyiink tetszéleges a € K, v € V
és j € J-t. Mivel L; racs, ezért van egy olyan b € K*, hogy bv € L;.
Az ilyen b € K*-ok nyilt halmazt alkotnak K-ban, ugyanis minden racs o-
részmodulus, igy ha ¢ € K olyan, hogy |c| < |b, akkor cv € L; is teljesiil.
(1Ik1) és (1k2) miatt talalunk olyan k € J-t is, hogy aLy + bLy, C L;. Ezért
(@a+b)(v+ L) =av+bv+aly +bL; Cav+ L;. O

3.15. Megjegyzés. Mivel egy nemtrivialis vektortéren a skalarral valo szor-
zas semmiképp sem folytonos a diszkrét topolégia szerint, ezért a diszkrét
topologia nem lehet lokélisan konvex.

Célunk most, hogy az arkhimédeszi esethez hasonléan félnormékkal is
megadjuk a lokélisan konvex topologidkat. Tekintsiik tehat a (g;)e; félnor-
mak csalddjat a V' nemarkhimédeszi vektortéren. Ez a csalad meghataroz egy
topologiat V-n a kovetkezd értelemben: Legyen 7 a leggyengébb olyan topo-
logia, melyre a ¢; : V' — RT félnorma folytonos minden i € I-re és tetszsleges
v € V-re a v-vel val6 eltolas is folytonos.

Rogzitsiink most r» € N-et és egy € > 0 valos szdmot. FEzekre definialjuk
aVigy,....qi;€) ={veV: g ),.. ., q. (v) <e} halmazt.

3.16. Allitas. Ez a halmaz rdcs V -ben.

Bizonyitas. Mivel V (g, ..., qi.;€) = V(gi;€) N+~ N V(g ;€) és mivel
két racs metszete mindig réacs, ezért elég egytelen V(g;;e)-rol belatnunk,
hogy racs. Egy ilyen halmaz a félnormak definicioja szerint nyilvanvaldan o-
részmodulus. Valasszunk a € K*-ot ugy, hogy |a| < €. Ekkor aL(g;) C V(g;;€).
Konnyen lathato, hogy ha egy o-részmodulus tartalmaz racsot, akkor 6 maga
is racs, igy V(q;; €)-10l ezzel belattuk, hogy racs. O

Koénnyen ellendrizhets, hogy az ilyen V(g;,, ..., q;;€) alaka racsok ren-
delkeznek (1k1) és (1k2) tulajdonsagokkal, igy lokélisan konvex topologiat
hataroznak meg. Kovetkezd 1épésként meg fogjuk mutatni, hogy ez a topolo-
gia egybeesik a megfelels félnorméak altal indukalt topologiaval.
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3.17. Allitas. A (¢;)ic; félnormdk dltal meghatdrozott topoldgia V-n meg-
egyezik a {V (i, ..., q,;€) :r € Nyiy,...i, € Iye > 0} rdcsok dltal meghatd-
rozott topoldgidval.

Bizonyitas. Jelolje 7 a félnormak altal és 7' a racsok altal meghatéarozott
topologiat V-n.

Koénnyen lathato, hogy 7-ban az 6sszes v+V (g;,, - - ., ¢;,; €) konvex halmaz
nyilt, hiszen ez feltétele a félnormak és az eltolasok folytonossdganak. Emiatt
azonnal latszik, hogy 7 erésebb 7 -nél. Elég tehat annyit latnunk, hogy 7’
kielégiti a 7-t defninald két tulajdonségot, azaz folytonosak benne mind a
félnormak, mind az eltolasok. Az eltolasok folytonossaga azonnal adddik a
3.14-es allitasbol.

A ¢; félnormék folytonossagahoz legyen Jo; 5[C R nyilt intervallum és
v € q; *(Jo; B]) egy vektor. Két eset lehetséges:

e ha ¢;(vg) > 0, akkor legyen 0 < ¢ < ¢;(v). Mivel ¢;(vy + v) = ¢i(vo)
minden v € V(g;; €)-ra, ezért vy + V(q;;€) C q; *(Ja; B]), tehat az Sskép
nyilt 7/-ben.

e ha ¢;(vg) = 0, akkor legyen 0 < € < /3, ahonnan a < 0 < ¢;(vg +v) <
¢i(v) < € < B minden v € V(g;; €)-ra, tehat vy + V(gi;e) € ¢ *(Jo; B),
ami ismét az Gskép nyiltsagat jelenti 7/-ben.

OJ

Lattuk tehat, hogy az 6sszes félnormacsalad altal indukalt topologia meg-
adhato olyan racsokkal, melyek lokalisan konvex topolégiat hataroznak meg.
Most mar csak az allitds forditottjat kéne megmutatnuk, tehat azt, hogy
tetszGleges lokalisan konvex topolégidhoz talalunk olyan félnormacsaladot,
amely pont 6t indukalja. Ehhez lesz segitségiinkre a mar kordbban definialt
Minkowski-funkcional.
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3.18. Allitas. Az (Lj)jes rdcsok dltal meghatdrozott lokdlisan konvex topo-
ldgia megegyezik a (pr;)jes Minkowski-funkciondlok dltal meghatdrozott topo-
logidval.

Bizonyitas. Jelolje ismét 7' a racsok altal és 7 a p; := pr;, Minkowski-
funkcionalok altal indukalt topologiat.

Legyen € > 0 adott. Ehhez véalasszunk a € K*-ot, amire |a| < €. a 3.9-es
allitas miatt ekkor aL; C V(g;;€). (1k2)-b6l meg azt kapjuk, hogy V(pj;e€)
nyilt 7/-ben. Igy, ugyantgy, mint az el6z6 allitas bizonyitasaban, azt kapjuk,
hogy 7' erésebb 7-nal.

Ahhoz, hogy lassuk, hogy 7 is erdsebb 7/-nél, legyen b € K olyan, hogy
0 < |b] < 1. a 3.9-es allitast hasznalva kapjuk, hogy V'(p;; |b|) C L;, tehat L;
nyilt 7-ban, ami azt jelenti, hogy 7 erésebb 7/-nél. [J

Ez a ket allitas egyiitt tehat azt mondja nekiink, hogy a lokalisan konvex
topologidk pontosan a félnormacsalddok altal meghatarozott topologiak.

3.19. Allitas. Ha L rdcs V-ben és q félnorma V -n, akkor
1. q folytonos V-n < L™ (q) (vagy ekvivalensen L(q)) nyilt V-ben
2. L nyilt V-ben < pr, folytonos V-n

Bizonyitas.

1. =: L7 (q) R" egy nyilt részhalmazanak Gse, tehat nyilt V-ben. Mivel
L, L (q) eltoltjainak unitja, ezért L~ (q) nyiltsagabol kovetkezik L,
nyiltsaga.
<: L(q) nyiltsagabol a 3.17-es allitas bizonyitasa alapjan kovetkezik,
hogy tetszdleges B > 0 esetén V]a; B[C R-re és vy € ¢* (Jo; B])-ra
talalunk olyan a € K*-ot, amire ¢'~(Ja; 3[) tartalmazza vy + aL(q)-t,
ami vy nyilt kornyezete, tehat ¢ folytonos.

2. <: p;, folytonossagabol definicio szerint kovetkezik L~ (pr) folytonos-
saga. Mivel L™ (py) C L, ezért L is nyilt.

= a 3.9-es allitasbol kapjuk, hogy L(py) is nyilt V-ben. Ekkor az allitas
els6 pontjat hasznalva py, folytonossagat kapjuk.
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3.20. Allitas. Legyen V elldtva az (Lj)jes rdcsok vagy a nekik megfeleld
(¢i)ier félnormdk dltal indukdlt topolgidval. Ekkor {0} = (;c; Lj = ie; q;(0).

Bizonyitas. Tudjuk, hogy L; nyilt-zart Vj € J-re, ezért m - ﬂjEJ L;.
Masfelsl, ha v ¢ m, akkor van egy olyan Ly réacs, hogy 0 ¢ v + Ly, tehat
v ¢ Ly, azaz {0} D jes Lj» amibdl az &llitds rdcsokra vonatkozo része
nyilvanval6an kovetkezik.

A félnormékra vonatkozo éllitas belatasahoz elég a kovetkezdt meggon-
dolni: Mivel tudjuk, hogy V (g, ...,q,;€) kornyezetbazisa a nullvektornak,

ezért Ny ai (0) = MNeiye Viss -5 i €) = Njes Ly O
3.21. Kovetkezmény. A kévetkezd harom dllitdas ekvivalens:
1. V Hausdorff
2. Yv e V-re, amire v # 0 3j € J, hogy v ¢ L,
3. Yv € V-re, amire v # 0 Ji € I, hogy ¢;(v) # 0.

Bizonyitas. Mivel a lokalisan konvex topologiak eltolasinvariansak, ezért
V' Hausdorffsdga ekvivalens azzal, hogy minden V-beli nemnulla vektor sze-
paralhaté a nullvektortél. Az el6zé allitds fényében pedig konnyen latszik,
hogy a 2. és 3. allitasunk pont ezt mondja ki. [J

Fontos megjegyezni, hogy hogyha V' topologiajat a (g;)ies félnormak indu-
kaljak, akkor ha tetsz6leges F' C I véges részhalmazt vesziink és definialjuk
hozza a qr := max;cp ¢; félnormat, akkor olyan (qr)pc; félnormarendszert
kapunk, ami méar énmagéaban meghatéarozza a topologiat, s6t, a v + V(qp;€)
konvex halmazok a topolégia bazisat adjak.
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3.4. Konvex halmazok lokalisan konvex topolégiaban

3.22. Allitas. Legyen V lokdlisan konvex nemarkhimédeszi vektortér és A C V
konvex halmaz. Ekkor

1. A konvex

2. Ha A nem nyilt, akkor int(A) =0

3. Ha A nyilt, akkor A zdrt

4. Ha A a nullvektor nyilt kérnyezete, akkor A rdcs
Bizonyitas. Feltehetd, hogy A nemiires o-részmodulus.

1. Mivel lattuk, hogy lokalisan konvex topologidkban az Osszeadés és a
skalarral valo szorzas folytonos miveletek, ezért A is konvex.

2. Ha Jv € int(A), akkor v + L C A valamely L C V réacsra. Mivel A
o-részmodulus, ezért magéat L-et is tartalmazza, tehat nyilt.

3. Ha A nyilt, akkor a lokalisan konvex topolégidk definicidja szerint tar-
talmaznia kell nyilt racsot, igy ¢ maga is racs. Racsokrol meg lattuk,
hogy hogyha nyiltak, akkor zartak is. Ez egyben a 4. allitast is bizonyi-
totta.

0J

3.23. Definicié. (Konvex burok) Az S C V halmaz konvex burka a
Co(S) :={S C ACV: A konvex} halmaz.

3.24. Megjegyzés. Mivel lattuk, hogy tetszélegesen sok konvex halmaz
metszete konvex, ezért Co(S) a legkisebb S-et tartalmazo konvex halmaz.
Az imént lattuk azt is, hogy konvex halmaz lezartja konvex, ezért Co(S) =

Co(S).
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3.25. Allitas. Minden S CV halmazra teljesiilnek a kovetkezok:

1. Ha S nyilt, akkor Co(S) is az

2. Co(S) =S CACV:A konver zdrt}
Bizonyitas.

1. Ha S =0, akkor Co(S) = (. Ha S nemiires, akkor az eltolasinvariancia
miatt feltehetjiik, hogy 0 € S. Ekkor Co(S) o-részmodulus, tehat mivel
S tartalmaz nyilt racsot, ezért C'o(S) is, tehat mindketten nyiltak.

2. Az el6z6 allitas els6 pontja szerint C'o(S) zart és konvex

OJ

Fontos megjegyzés, hogy a korlatossag fogalma nem csak metrikus térben
vezethetd be, hanem mar lokalisan konvex vektorterek esetében is tudunk
korlatos halmazokrél beszélni. Az eddig latottak alapjan jogosan meriil fel a
gondolat, hogy a lokalisan konvex vektorterek esetén a racsok ugy viselked-
nek, mint a nemarkhimédeszi testek gombjei. Ez a parhuzam egy korlatos-
sagfogalmat is felvet, ami, mint azt latni fogjuk, tényleg korlatossagot jelent
az indukal6 félnormak szerint.

3.26. Definici6. (Korlatossag) B C V korlatos, ha tetszéleges L C V nyilt
racshoz van olyan a € K, hogy B C al.

Rogton latszik, hogy minden véges halmaz korlatos, s6t, korlatos halma-
zok véges unidja is korlatos. A definiciobol az is adodik, hogy hogyha V

c sz

valencia: B C V korlatos < sup,cp(¢;(v)) < oo Vi € I-re.

3.27. Allitas. Ha B C V korldtos, akkor a B dltal generdlt o-részmodulus,
igy Co(B) is korldtos.

Bizonyitas. Legyen L C V nyilt racs és a € K olyan, hogy B C aL. Mivel
al zart o-részmodulus, ezért tartalmazza a B altal generalt o-részmodulust

is. O
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4. Nemarkhimédeszi normalt terek

4.1. Alapfogalmak

4.1. Definici6. (Norma) Egy ¢ nemarkhimédeszi félnorma V-n nemarkhi-
médeszi norma, ha ¢(v) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha v = 0. Ilyenkor a
(V; q) parost normalt térnek hivjuk.

Ilyenkor V' a normaval metrikus, igy Hausdorff teret alkot.

4.2. Definici6. (Nyilt és zart gombok) A B.(v) :={w € V : |lw—v| < €}
halmazt a v koriili € sugara zart, mig a BZ (v) :={w € V : [|w —v|| < €}
halmazt a v koriili € sugara nyilt gombnek hivjuk.

Vegyiik rogton észre, hogy a nulla kézépponti gombok racsot alkotnak,
igy konvexek. Tovabba mivel fennéall B.(v) = v 4+ B(0), ezért tetszdleges
gémb konvex. A nulla kézéppontu gombok racs voltabol az is adédik, hogy
rogzitett e-ra az € sugart gombok particiojat adjak V-nek, igy minden gémb
nyilt-zart. Mivel topologikus vektortérben vagyunk, ezért az Osszeadés és a
skalarral val6 szorzas természetesen a normalt terek esetében is folytonos.

Nyilvanvaléan minden normabol szarmazo topologia lokalisan konvex. Az,
hogy melyek azok a lokalisan konvex topologiak, amiket norma indukal, azon-
ban mar némi meggondolast igényel.

4.3. Allitas. V topoldgidjdat pontosan akkor indukdlja egyetlen félnorma, ha
van korldtos rdacs V -ben.

c s

és nyilt récs.

Ha Ly korlatos nyilt racs V-ben, akkor pedig q := qr, mellett a 3.19-es
allitas 2. pontja szerint ¢ folytonos, igy tetsz6leges e-ra a V(q;€) racs nyilt
V-ben. 3.9 miatt pedig V(q; (Jar| + 1)) C L, igy ¢ indukalja a topologiat.
O

Tudjuk, hogy hogy V' topolégiaja norma altal indukalt, akkor V' biztosan
Hausdorff. A 3.21-es allitasbol pedig rogton latszik, hogy minden Hausdorff
topologiat normék egy csaladja indukal. Ezt Osszevetve az el6z6 allitassal a
kovetkezdt kapjuk:

4.4. Kovetkezmény. Legyen V' Hausdorff. Ekkor V topoldgidjat pontosan
akkor indukdlja egyetlen norma, ha létezik korldtos rdcs V -ben.
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4.5. Definicié. (Banach tér) Egy K feletti normalt teret Banach-térnek
hivunk, ha teljes metrikus teret alkot a norma &ltal indukalt metrikaval.

4.6. Definici6é. (Folytonos linearis operatorok tere) Ha (V;|-[|v) és
(Wi ||-|lw) K feletti normélt terek, akkor a V' és W kozti folytonos lineéris
operatorok terének hivjuk az L(V; W) := {f € Homg(V; W) : f folytonos}
fiiggvények halmazat.

Az Osszeadés és a skalarral valo szorzas folytonossaganak koszonhetGen a
folytonos linearis operatorok tere linearis atlerét adja Homg (V; W)-nek.

4.7. Allitas. Ha f : V. — W K-linedris leképezés, akkor a kovetkezd két
allitas ekvivalens:

1. f folytonos
2. dceR, c>0, hogy ||f(v)]| < c||v|| Vv e V

Bizonyitas. 2 = 1: Legyen (v,)nen tetszbleges sorozat V-ben, amire v,, —
v valamely v € V-re. Ekkor v, — v — 0, tehat ||v, — v|| — 0. 2 miatt pedig
Ilf(vn) = f()]| = || f(vn — 0)|| < c||vn, — v|| — 0, tehat f folytonos.

1= 2: Ha f folytonos, akkor 30 < ¢ < 1, hogy f~'(B1(0)) 2 B(0).
Mivel az abszolutérték nemtrivialis, ezért feltehets, hogy € = |a| valamely
a € K-ra. Ekkor || f(v)|| <1, ha |jv|| <]al.

Legyen most v # 0 tetszdleges és m € Z olyan, hogy |a|™ ™ < |[v|| < |a|™ " .
Ekkor [|f(v)|| = la|™[lf(a™™v)]| < la|™ < |a]7[jv]|. O

Most is azt kaptuk tehat, hogy a folytonos linearis operatorok megegyez-
nek a korlatos lineéaris operatorokkal, igy ismét bevezethetjiik az operéator-
norma fogalmat.

4.8. Definici6. (Operatornorma) £(V; W) nomrélt tér K folott az || f|| ==
sup{% v e V\{0}} = sup{% cv €V 0 <|v|| <1} normaval. Ezt a
normét operatornormanak hivjuk.

Mivel korantsem biztos, hogy ||V|| megegyezik |K|-val, s6t, még abban
sem lehetiink biztosak, hogy egyaltalan létezik 1 norméja vektor V-ben, ezért
altalaban nem igaz, hogy || f|| = sup{||f(v)|| : v € V||v|| = 1} .
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4.9. Allitas. Ha W Banach-tér, akkor L(V; W) is Banach-tér az operdtor-
normdval.

Bizonyitas. Legyen (f,)nen egy tetszéleges L£(V;W)-beli Cauchy soro-
zat. Ekkor az (||f.||)nen sorozat Cauchy R-ben, tehat R teljessége miatt
Flimy, oo || ful|-

Mivel || fas1(v) = fa(U)[| = [[(far1 = fa) ) < [[far1 = fallllv]], ezért fu(v)
Cauchy W-ben Vv € V-re. Definidlhatjuk tehat az f(v) := lim, e fn(v)
fiiggvényt.

A skalarral valo szorzés és az Gsszeadés folytonossagabol rogton kovetke-
zik, hogy f lineéris. Mivel || f(v)|| = limy, oo fr(v) || < limy, ool fu]]]]v]], €zért
f folytonos is, tehat f € L(V;W).

1 - = up { IO,

o]

— s { W o) = o0

< sup|| frn1 — fmll
||U|| m>n

(fn)nen Cauchysagat kihasznalva kapjuk tehat, hogy f = lim,,_, f,. O
Kovetkezésképp L(V; K) az alaptest, mint egydimenziés K-vektortér Ba-
nachsaga miatt mindig Banach-tér.

4.10. Definicié. (Dualis tér) L(V; K)-t, azaz a V folytonos linearis
funkcionaljainak terét V' duélis terének szoktuk hivni és V'-vel jeloljiik.
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4.2. A normakrol

Az arkhimédeszi esetben lattuk, hogy véges dimenziéban minden norma ek-
vivalens, azaz ugyanazt a topologiat indukaljak. Ezt most a nemarkhimédeszi
esetre is belatjuk.

4.11. Allitas. Az egyetlen lokdlisan konver Hausdorff topolégia a K™ ve-
ges dimenzids nemarkhimédeszi vektortéren a ||(aq, . .., a,)|| := maxi<i<p |an|
mazximum-norma dltal indukdlt topologia.

Bizonyitas. Harom lépésben fogunk bizonyitani.

1. A maximumnorma dltal indukdlt topoldgia erdsebb minden mds lokdli-
san konvex topologiandl K™-en:

Jelolje ey, ..., e, K™ standard bazisat és legyen ¢ tetszéleges félnorma
K"-en. Ekkor Vq € K"-re q(v) < (maxi<;<n q(e;))||v]|, tehat a ¢ szerinti
topolégiaban minden nyilt racsot megtalalunk a maximum-norma altal
indukalt topologidban is.

2. Tetszdleges lokdlisan konvex Hausdorff topologia K™-en gyengithetd egyet-
len p norma dltal indukdlt topologidva:
Legyen (g;)ier a topologiat indukalod félnormacsalad. 3.21 miatt ekkor
{0} = Nic; ¢ '(0). Mivel g; '(0) linedris altér, ezért a véges dimenzio
miatt mar véges sok ¢;,, . ..¢q;, félnorméra ¢;'(0)N---Ng; '(0) = {0}.
Ekkor a p := max;<k<, ¢;, norma rendelkezik a keresett tulajdonsaggal.

3. Tetszdleges p K™ feletti normdra az id : (K™;p) — (K™; ||-||) identikus
leképezés folytonos:

A 4.7-es allitas miatt elég taldlnunk egy olyan ¢ > 0-t, hogy ||v|| < ep(v)
Vv € V-re. Ezt n-re valo teljes indukciéval keressiik meg.

e n=1c:=p(l) valasztassal ||v|| < p(1)p(v).

en—1—n p Kn_l—hez az indukcios feltétel miatt talalunk olyan
c1 > 0-t, hogy ||v|| < aiplv) Yo eV =K, P---PK., , C
K"-re. V teljes ||-||-val, igy teljes p-vel is, tehat zart (K™;p)-ben.
Ez azt jelenti, hogy

<oy m p(en) o

- inf,cy ple, —v)
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Legyen ¢ := max(c;cs; }%) > 0 és legyen w € K™ tetsz6leges.

Irjuk fel w-t v + be,, alakban, ahol v € V és b € K. Mivel ¢ > ¢,
ezért elég azon w-ket tekintentiink, melyekre b # 0. Ekkor

p(w) = [blp(b~ v + e,) > [blp(en)ey ' = plben)cy !

Felhasznélva az ultrametrikus egyenlGtlenséget a kovetkezst kap-
juk:
p(v) = p(w — bey) < max(p(w); p(ben)) < cop(w)
[w]| = max([[o]; [b]) < max(er; ple,) ™) max(er[|v]]; [blp(en)) <
< ccy ' max(p(v): p(be,)) < ep(w)

]

Nézziink most meg par lokalisan konvex topologiat, amivel el tudjuk latni
L(V;W)-t. Ehhez két megfigyelés lesz segitséglinkre. Legyen B C V korlatos.
Ekkor

1. tetsz6leges M C W nyilt racsra L(B; M) == {f € L(V;W) : f(B) C
M} réacs L(V; W)-ben

2. tetszbleges p folytonos félnormara W-n pg(f) := sup,cp p(f(v)) félnor-
ma L(V; W)-n, po f pedig olyan folytonos félnorma V-n, amire p(f(B))
korlatos R-ben. Ezért ekkor L(pg) = L(B; L,).

Vehetiink tehat egy tetszéleges B V-beli korlatos halmazok csaldjat. Eyg
ilyen csalad meghataroz egy topologiat £L(V; W)-n a kévetkezs értelemben:

4.12. Definici6. (B-topologia) A topologia indukalo félnormai legyenek a
{pB : B € B,pfolytonos félnorma W —n} félnormak. Az ezen félnormak altal
indukalt topologiat hivjak B-topologianak és ha £L(V; W) ezzel a topologiaval
van ellatva, akkor Lg(V'; W)-vel jeloljik.

4.13. Allitas. Ha B véges uniora zdrt, akkor a B-topoldgia meghatdrozo rd-
csai a {L(B; M) : B e B,M CW nyilt racs} L(V;W)-beli rdcsok.

Bizonyitas. ElGszor is ellendrizniink kell, hogy a széban forgd racsok valo-
ban kielégitik-e a lokalisan konvex topolégidkat indukalé racsokra vonatkozo
feltételeket. (azaz (1k1)-et és (1k2)-t)
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Ha M nyilt racs W-ben, akkor nyilvan tetszéleges a € K*-ra aM is nyilt
racs W-ben. Ezért tetszéleges a € K*-ra aL(B; M) C L(B;aM) is eleme a
halmazrendszernek, tehat (1k1) teljesiil.

Ha pedig M és N nyilt racsok W-ben, akkor M NN is nyilt racs. Ha B; és
By V-beli korlatos halmazok, akkor £(By; M) N L(By; N) 2 L(By U By; M N
N), ami B uniéra zartsiga miatt ugyszintén eleme a halmazrendszernek,
tehat (1k2) is teljesiil.

L™ (pny) € L(B; L™ (pa)) € L(B; M) miatt az 6sszes L(B; M) réacs nyilt
a B-topologiaban, tehat a B-topolodgia gyengébb a racsok altal meghatarozott
topologianal.

Masrészt legyen valamely r € N-re p1, ,...,p,, véges sok a B-topologia
meghatarozoé félnorméi koziil és legyen a € K* tetszbleges. Legyen tovabba
B:=BiU---UB, é¢s M := a(L(piy, ) N - N L(pyy,)). Ekkor L(B; M) C
V(Pip,»- - Dry,; |al), tehdt a B-topologia erdsebb is a récsok éltal meghata-
rozott topologiandl, igy a két topologia megegyezik. [J

B-bél kiindulva a 3.27-es 4llitas segitségével definialhatunk egy (altaldaban
nagyobb) B korlatos halmazok csaladjat a kovetkezSképp:
B :={B C Vkorl. : 3a € K*,3By,...,B,, € B (m € N), hogy aB C

By U ---U By, dltal generdlt o-részmodulus lezdrtjainak}. Ez a B csalad mar
zart véges uniora.

4.14. Allitas. A B és a g—topolo’gidk megegyeznek.

Bizonyitas. Nyilvanvalo, hogy a g—topol(’)gia erdsebb a B-topologidnal. A
forditott tartalmazashoz legyen M C W nyilt rédcs és B € B. Vélasszunk
ezekhez a € K*-ot és By,...B,, € B-t, hogy aB benne van |J;", B; altal
generalt o-részmodulus lezartjaban. Ekkor a[L(B1; M) N --- N L(B,,; M)] C

L(B; M), tehat a B-topologia is erésebb a B-topologianal. [

4.15. Allitas. Ha W Hausdorff és Upgep strd alteret feszit ki V-ben, akkor
Lp(v; W) is Hausdorff.

Bizonyitas. A 3.21-es allitas 2. feltételét fogjuk ellendrizni Lg(V; W)-re.

Legyen 0 # f € L(V;W). Mivel Jgp stirt alteret feszit ki V-ben, ezért
talalunk olyan B € B-t és v € B-t, hogy f(v) # 0. Mivel W Hausdorff, ezért
talalunk olyan M C W nyilt racsot, melyre f(v) ¢ M. Eszerint f ¢ L(B; M).
O
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Nézziink most meg par példat B-topologiara:

4.16. Példa. (Gyenge topoldgia)

Alljon most B 'V egyponti halmazaibdl. Ez a topoldgia a pontonkénti
konvergencidt adja, mivel két figguény pontosan akkor lesz kézel benne eqy-
mdshoz, haminél tébb ponton vesznek fel eqymdshoz minél kozelebbi értéket.
L(V;W)-t a gyenge topoldgidval L(V; W)-vel szoktuk jelélni.

4.17. Példa. (Erds topologia)

Legyen B := {B C V : B korldtos}. Ez a lokdlisan egyenletes konvergencia
topoldgidja, hiszen itt két figguény akkor lesz eqgqymdshoz kézel, ha nem csak
pontonként, hanem tetszdleges korldtos halmazon kézel vannak egymdshoz.

L(V;W)-t az erds topoldgidaval Ly,(V; W)-vel szoktuk jeldlni.

A 4.15-es allitas fényében azonnal latszik, hogy mind a gyenge, mind az
erGs topologia Hausdorft.

4.18. Allitas. Ha V és W normdlt terek, akkor Ly(V; W) topoldgidjdt az
operdtornorma indukdlja.

Bizonyitas. Jelolje B V 0Gsszes korlatos halmazainak csaladjat. Jeloljiik
ezen kiviil Bg-al a B1(0) V-beli egységgdmbot tartalmazé halmazt. Mivel

By = B, ezért a 4.14 allitasunk segitségével latjuk, hogy L,(V; W) topo-
I < IfI Vf € LV W)-re.

Ahhoz, hogy beléssuk, hogy a két norma ekvivalens, még talalnunk kéne
valamilyen ¢ > 0 konstansot, amire || f|| < ¢||f||". Ehhez vegyiink tetsz6leges
b € K*-ot ugy, hogy 0 < |[b] < 1. Ekkor tetsz6leges 0 # v € B;(0) vektorhoz
talalunk olyan m(v) € Z-t, hogy [b™)*1| < |jv|| < [6™™)|. Ekkor

flv F(b=m)y flv _
= sup WOL_ MO0 WOy
o<|lv|I<1 ||UH o<|lv]I<1 || U|| |bl<|lv]|<1 ||U||

O
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4.3. Ekvifolytonos halmazok és a Banach-Steinhaus tétel

4.19. Definici6. (Ekvifyolytonos halmaz) Egy H C Homg(V; W) hal-
maz fliggvényei ekvifolytonosak, ha tetszéleges M C W nyilt racshoz talalunk
oylan L C V racsot, hogy f(L) C M minden f € H-ra.

4.20. Megjegyzés. Nyilvanvald, hogy minden ekvifolytonos halmaz nem
csak Hom(V; W)-nek, hanem L£(V; W)-nek is részhalmaza.

Ez a tulajdonsag gyakorlatilag ugyanaz, mint a szokasos egyenletes kor-
latossag az arkhimédeszi esetben. Ugyanis, mint azt a kovetkezs allitasban
latni fogjuk, mér tetszdleges B-topologiaban is igaz, hogy minden ekvifolyto-
nos halmaz korlatos. Azt is meg fogjuk mutatni, hogy megfelels topologiak
mellett az ekvifolytonos halmazok megegyeznek a korlatos halmazokkal.

4.21. Allitas. Tetszdleges B-topoldgidban igaz, hogy minden H C L(V; W)
ekvifolytonos halmaz korldtos.

Bizonyitas. Legyen £ C Lg(V; W) tetsz6leges nyilt racs. £ nyiltsaga miatt
ekkor taldlunk olyan M C W nyilt racsot és B € B-ot, hogy L(B; M) C L.
H ekvifolytonossagéat hasznalva kapjuk egy olyan L C V' nyilt racs létezését,
melyre f(L) € M minden f € H-ra. Mivel B korlatos ezért valaszthatunk
olyan a € K*-ot is, hogy B C alL. Innen kovetkezik, hogy f(B) C aM
Vf € H-ra, tehat H C aL(B; M) Cal. O

4.22. Megjegyzés. Mivel tudjuk tehat, hogy minden H ekvifolytonos hal-
maz korlatos is, ezért a 3.27-es allitast alkalmazva kapjuk, hogy a H &ltal
generalt o-részmodulus és igy Co(H) is korléatos.

Altalanos B-topologiaban a megforditas, hogy minden korlatos halmaz
ekvifolytonos, azonban nem igaz. Sziikségiink van tehéat valamilyen megszo-
ritasra L(V; W) topologidjara vonatkozoan.

s sz

nyilvan tetszéleges L C V nyilt racsra teljestil, hogy

(bor) Tetsz6leges B C V' korlatos halmazhoz taldlunk olyan a € K-t,
hogy B C alL.

Vegyiik észre, hogy minden olyan o-részmodulus, amely kielégiti a (bor) tu-
lajdonsagot, az sziikségszertien racs, mivel minden egyelemi halmaz korlatos.
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4.23. Definicié. (Bornologikus tér) Egy V' lokalisan konvex vektorteret
bornologikusnak hivunk, ha minden olyan racs, ami kielégiti a (bor) tulaj-
donségot, nyilt V-ben.

4.24. Allitas. Ha 'V bornologikus tér, akkor H C V ekvifolytonos < korldtos
Ly,(V; W)-ben.

Bizonyitas.

=: Mivel az erds topologia a legerGsebb B-topologia, ezért a 4.21-es allitast
hasznélva az allitdsnak ez az irdnya nyilvanvalo.

«<: Legyen most H korlatos és legyen M C V nyilt racs. Definidljuk az
L= Njen f~H(M) halmazt. Err6l szeretnénk latni, hogy nyilt récs. Az f €
H fiiggvények linearitdsa miatt L nyilvan o-részmodulus. Tehat csak annyit
kéne latnunk, hogy kielégiti a (bor) tulajdonsagot, ami rogton adna, hogy
nyilt réacs.

Ehhez legyen B C V tetszleges korlatos halmaz. Ekkor L£(B; M) racs
V-ben, tehdt H korlatossaga miatt 1étezik egy olyan a € K*, hogy H C
al(B; M) = L(B;aM). Mas szavakkal ez azt jelenti, hogy f(B) C aM
minden f € H-ra, tehat b C al. Ez viszont azt jelenti, hogy L kielégiti a
(bor) feltételt, tehat nyilt racs. O

Lattuk tehat, hogy bornologikus terekben az ekvifolytonos és az opera-
tornormaban korlatos halmazok egybeesnek. Az arkhimédeszi esetbdl azon-
ban ismerjiik a Banach-Steinhaus tételt, amely bizonyos feltételek mellett
ugyanezt az ekvivalenciat a gyenge topologia szerint korlatos halmazokra is
biztositotta. Szerencsénkre a tétel atmegy a nemarkhimédeszi esetre is.

4.25. Definici6. (Hordos tér) A V lokalisan konvex vektorteret hordos
térnek hivjuk, ha minden V-beli zart racs nyilt is
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4.26. Allitas. Minden Banach-tér hordds tér.

Bizonyitas. A Baire-féle kategoriatételbdl |2] tudjuk, hogy minden teljes
tetszbleges megszamlalhatd zart halmazokkal valo fedésében taldlunk olyan
zart halmazt, melynek belseje nem iires. Természetesen fontos meggondolni,
hogy a Baire-féle kategoriatétel nemarkhimédeszi esetben is teljesiil, de mi-
vel a tétel altalanos teljes metrikus terekrdl szol, ezért nem sziikséges djra
belatnunk a nemarkhimédeszi esetre is. Be fogjuk tehat latni, hogy minden

Ehhez legyen L C V zart récs és legyen a € K olyan, hogy |a| > 1. Ekkor
V = U,en@"L. Ekkor természetesen van olyan n € N, hogy a"L belseje
nemiires amibdl kdvetkezik, hogy L belseje nemiires, ami azt jelenti, hogy
talalunk olyan v € L vektort és L' C V nyilt racsot, hogy v+ L' C L, azaz L
tartalmazza v egy nyilt kornyezetét. Ekkor L természetesen tartalmazza L'-t
is, igy sziikségképpen nyilt. [

4.27. Tétel. (Banach-Steinhaus) Ha V' egy hordos tér, akkor tetszdleges
Ls(V; W)-beli korldtos halmaz ekvifolytonos.

Bizonyitas. Legyen M C W egy nyilt racs és definidljuk hozza ismét az
L= Njen fH(M) o-részmodulust. Célunk megint az, hogy errél belassuk,
hogy nyilt racs.

Mivel L zart halmazok metszete, ezért nyilvanvaldéan zart, tehat mivel
V' hordoés tér, ezért elég belatnunk rola, hogy racs. Ehhez legyen v € V
tetszoleges vektor. Mivel H korlatos L4(V'; W)-ben, ezért talalunk olyan a €
K*-ot, hogy H C aL({v}; M). Ebb6l az kovetkezik, hogy a~!(v) € L, tehat
L réacs. U
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4.4. A Banach-féle zart graf és nyilt leképezés tételek
nemarkhimédeszi vektortereken

4.28. Definicié. (Linearis leképezés grafja) Legyenek v és W lokalisan
konvex vektorterek. Ekkor egy f : V' — W lineéris fiiggvény grafjanak hivjuk
a

D(f) = (i f(0)) s0 €VI TV X W

halmazt.
4.29. Allitas. Ha f folytonos és W Hausdorff, akkor T'(f) zdrt V x W -ben.

Bizonyitas. Mivel W Hausdorff, ezért a A C W x W atlo zart. Viszont
fennall T'(f) = (fx id)"1(A), tehat T'(f) zart halmaz folytonos fiiggvénynél
vett Gse, igy zéart. [

4.30. Tétel. (Zdart grdf tétel) Ha V lokdlisan konvex hordds tér és W
Banach-tér, akkor tetszdleges f : V. — W linedris leképezésre teljestil, hogy
ha T'(f) zdrt, akkor f folytonos.

Bizonyitas. Vegyiink egy M C W nyilt racsot. A feladatunk, hogy be-
lassuk, hogy f~'(M) nyilt racs. Ehhez vegyiik észre, hogy az f~1(M) zart
racs V horddssaga miatt biztosan nyilt, igy elég azt megmutatnunk, hogy
f7HM) = f7HM).

Ehhez vegyiink egy olyan M = M; O M, O ... nyilt rdcsok leszallo lancat
W-ben, melyek kornyezetbazisat adjak a nullvektornak. Ekkor f='(M) =
f~YMy) 2 f~Y(Ms) D ... nyilt racsok leszallo lanca V-ben.

Vegylink egy tetszoleges v € f~1(M)-et. Indukcioval taldlunk ekkor olyan
(Un)nen sorozatot, hogy v— (v +ve+- - -4v,) € f~H(M,41). Ebb6l definialhat-
juk a v}, := vy +- - -+ v, sorozatot. Mivel f(v], )= f(v),) = f(vn+1) € My,
ezért (f(v]))nen Cauchy M-ben, tehat W Banachséga és M zartsaga miatt
konvergal valamely w € M-hez. Célunk, hogy megmutassuk, hogy w = f(v).
Ehhez természetesen elég azt megmutatnunk, hogy tetszéleges L C V és
N D W nyilt racsokra T'(f) N ((v+ L) x (w+ N)) # 0, azaz f(v) és W
tetszblegesen kozel vannak egymaéashoz.

Mivel (M, )nen kornyezetbéazisa a nullvektornak, ezért minden N C W
nyilt rdcshoz talalunk egy olyan m € N-et, hogy M,, C N. Ekkor természe-
tesen f(v),) —w € N.

Mivel v — v/ € f~Y( My +1) C f~YM) + L, ezért talalunk olyan u €
fH(M)-t, hogy v — v/, — u € L. Ebb6l kovetkezik, hogy v/ +u € v + L,
tehat f(v),) + f(u) ew+ N+ M, Cw+ N. O
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Ahhoz, hogy a nyilt leképezés tételt be tudjuk latni, sziikségiink lesz egy
modszerre, hogy normalt terek lineéris altérrel vett faktoran értelmezziink
egy topologiat.

4.31. Definicié. (Hanyadostopologia) Ha V normalt tér és U C V linearis
altér, akkor faktortopologianak hivjuk a |v + U||" := inf,cp||v + u|| norma
altal indukalt topologiat V' /¢7-n.

4.32. Allitas. Ha V Banach-tér és U C V. zdrt linedris altér, akkor V /7
1s Banach-tér a faktortopologidval.

c s

Bizonyitas. Mint az a hanyadostopologia definiciojanal is lattuk, V /{7
normélt teret alkot a faktortopologiaval. Meg kell mutatnunk, hogy teljes is.

Ehhez vegyiink egy (v, )nen sorozatot tgy, hogy (v,+U),en Cauchy V' /7-
ben. Legyen tovabba L; O Lo O ... nyilt rdcsok olyan leszallo lanca, amely
kornyezetbazisat adja a nullvektornak. Ekkor alkalmas részsorozatra attérve
feltehtjiik, hogy Vn € N-re v,y —v, € L, + U.

Ekkor nyilvan talalunk olyan w,,; € L,-t, hogy v,+1 — v, — w,41 € U.
Ezen sorozat segitségéfel definidlhatjuk a v}, = vy + > ,w, (V] = vy)
sorozatot. Mivel v}, ., — v, = Wpy1 € Ly, ezért a (v),)nen sorozat Cauchy V-
ben, tehat konvergél valamely v € V-hez. Emiatt (v,, + U)pen = (), + U)nen
konvergal (v + U)-hoz V' /i7-ban. O

4.33. Definici6. (Nyilt leképezés) Egy f : V — W folytonos leképezés
nyilt, ha nyilt halmazt nyiltba visz.

4.34. Tétel. (Nyilt leképezés tétel) Legyen V' Banach-tér és W egy hor-
dos Hausdorff tér. Ekkor minden f : V. — W sziirjektiv folytonos linedris
operdtor nyilt.

Bizonyitas. Mivel W Hausdorff, ezért Ker(f) zart V-ben. A 4.32-es allitast
alkalmazva kapjuk, hogy ekkor V / Ker(f) is Banach-tér a faktortopologia-

val. Ezen kivillaV — V' / Ker(f) természetes vetités nyilt leképezésa faktor-
topologia definicidja szerint. Mivel nyilt leképezések kompozicioja nyilt leké-
pezés, ezért elég megmutatnunk, hogy az f altal indukalt V' / Ker(f) = w
folytonos linearis bijekcié nyilt leképezés. Mas szavakkal feltehetjiik, hogy f
bijektiv.

Bijektiv fiiggvény esetén a nyiltsag ekvivalens az inverz folytonossagaval,

tehét a 4.30-es tétel miatt elég azt megmutatnunk, hogy T'(f~1) zart W x V-
ben.
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A 4.29-as allitasbol azonnal kévetkezik, hogy I'(f) zart V x W-ben. T'(f~Y
viszont I'(f) megfelelsje a W x V — V x W  (w;v) — (v;w) homeomor-
fizmusnal, igy zart. [J
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