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1. Bevezetés

Transzcendens szamokkal sokan foglalkoztak igen neves matematikusok, tob-
bek kozott Weierstrass, Gelfond, Schneider, Lang, Baker és még lehetne so-
rolni. Az els§ kérdés, ami felmeriilt veliikk kapcsolatban, hogy egyaltalan
léteznek-e? Liouville konstrualt legelGszor transzcendens szamot, majd ro-
videsen belattak egy-egy neves allandorol - m és e - hogy transzcendensek.
Késobb Cantor megmutatta, hogy bizonyos értelemben hemzsegnek a transz-
cendens szamok. Méra a transzcendens szamok elmélete egy kiilon kutatasi
teriiletté nétte ki magat a matematikanak.

A dolgozat 2. fejezetében a Liouville szamokkal foglalkozom, mérték
és kategoria szempontjabol legf6képpen, majd kategorikus tulajdonsagukbol
egy-egy szép tulajdonsagukat bemutatjuk. A 3. fejezet paradox halmazokkal
foglalkozik, ami egy Valos fiiggvénytan szeminariumon elhangzott kérdés-
bél nétte ki magat, hogy vajon létezik-e nemiires A C R?, ami felbonthato
A = B U C alakban, ahol A, B, C' mindegyike egybevagd. A megddbbentd
valasz az, hogy igen, és a konstrukci6é maga nem is igazan nehéz, de hasznal
transzcendens szamokat, a fejezet végére eljutunk a Banach-Tarski parado-
xonhoz.

A 4 és 5-ik fejezet klasszikus transzcendens eredményekkel foglalkozik,
ehhez frodott a 6-ik fejezet, a Fiiggelék, amiben egy-egy allitast bizonyitunk,
ami a 4 és b-ik fejezetben hangzik el bizonyitas nélkiil.

Lényegében a fejezetek fliggetlenek egymastol, igy olvashatoak kiilon-
kiilon, az 5-0s fejezetben hasznélok egy-egy fogalmat, amit méar a 4-es fe-
jezetben bevezettem. Persze egy-egy alapvetd fogalom csak egy helyen lett

definialva, amit a késGbbiekben hasznélunk minden ismétlés nélkiil.
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2. Liouville szamok

A fejezet elején szerepld tételek és allitasok nagyrésze [6]-bol szarmazik.

2.1. definicié. Egy a komplex szamot algebrainak hivunk Q felett, ha gydke

egy memzérus raciondlis egyitthatos polinomnak.

Nyilvanvaloan a racionélis helyett egész egyiitthatos polinomot is mond-
hattunk volna, a kett6 ekvivalens. Innentdl kezdve ha egy szamra csak annyit
mondunk, hogy algebrai, akkor azt tgy értjiik, hogy, algebrai Q felett.

Konnyen lathatd, hogy ha egy szdm algebrai, akkor azok a polinomok,
amiknek gyoke «, azok egy idedlt alkotnak, de tetszéleges test feletti po-
linomgytrid f6idealgytir, azaz egy elemmel generalt, mi esetiinkben csak
annyi lesz fontos, hogy minden polinom, aminek gyoke az « elgall f(z)p(x),
ahol p(z) az ideal generéatoreleme, tovabba p-t valaszthatjuk tgy, hogy f6-
egyltthatoja 1 legyen. Ekkor ezt az egyértelmiien meghatarozott polinomot
hivjak a minimalpolinomjanak Q felett, és ha p(z) foka n, akkor az a-t n-
edfoki algebrai szamnak nevezziikk. A minimalpolinom irreducibilis, mivel
ha felbomlana alacsonyabb foku polinomok szorzatara, akkor azok koziil az
egyiknek gyoke volna «, igy p nem lehetne az ideal egy generator eleme.

Gyakran fogjuk hasznalni az o egész minimalpolinomja kifejezést, ami az
a minimalpolinomjanak egy olyan pozitiv egész szdmszorosa, hogy az egész
egyiitthatos, de primitiv polinom, természetesen ez a polinom is egyértelmtien
meghatarozott. Transzcendens szamok a nem algebrai szamok. Az a szam
konjugaltjai alatt a minimalpolinomjanak 6sszes gyokét értjiik.

Sokaig megoldatlan kérdés volt, hogy egyaltalan létezik-e transzcendens
szam. Sokan vélték tgy a 18 szazadban, hogy mind az e és a 7 is transz-
cendensek, ezek a 19 szazadra valtak csak tételekké, amelyek Hermite és
Lindemann nevéhez ftizodnek. Az els§ 1épéseket a transzcendens szamok

ismerete felé vezets tton Liouville tette meg a kdvetkezd tétellel:

2.2. tétel. Legyen o egy n > 1 n-edfoki algebrai szim, ekkor létezik egy c
konstans a-tol fiiggden, hogy vg € Q-ra:
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Bizonyitds. Jelolje a konjugéltjait o = oy, ag.....r,, valamint legyen f(z) =
apx™ + ...+ a1x +ag az « egész minimalpolinomja. A tétel minden nem-
valos komplex szamra trividlis, igy feletehets, hogy a valds.

Az f(E) # 0 tetszéleges £ € Q-ra (kiilénben f reducibilis lenne), a kdvet-
kez6 becsléseket tehetjiik meg.

_|@np" + anap" g+ aapg" T Faog™ | 1

q" q"

q
felhasznalva, hogy a szamlélé egy nemnulla egész szém. Jeldlje tovabba
M =maz{| aq |,.... | @, |} & legnagyobb aszolut értéki konjugaltat.
I. eset: |§|>2M:>|a—§|ZMZan.
IL eset: | £ |< 2M, ekkor |a; — 5‘ < 3M és (*)-ot hasznalva:

1 1
| a !2 > -
| an | TTj—s oy = E 1 g™ ™ |an| (3M)

A két esetet Osszevetve kapjuk, hogy ¢ := min{M, W} jo valasztas.
O

Ezzel kézhez kaptunk egy tételt, amivel konnyedén konstruélhatunk transz-
o
cendens szamokat, legyen o = > ﬁ, meggmutatjuk ugyanis, hogy a-t tul
n=0
jol kozelitik a részletosszegei, igy nem lehet algebrai szam.

Indirekt okoskodunk, tegyﬁk fel, hogy a egy m-edfoku algebrai szam,

és tekintsiik a 22 = S°F 2 kozelits torteket, ahol g, = 10*. Ekkor azt
qk j=0 10
kapjuk, hogy:
> 1 10 1
Ok:'m <fa- _k - Z 100401 < g 100D
n=k+1

ami nagy k-ra ellentmondés. Tobbek kozott ez a bizonyités is vezetett el a
valos szamok egy igen fontos és érdekes részhalmazahoz, a Liouville szamok-

hoz.

2.3. definicié. a € R szdmot n-ed rendben jol kézelithetének nevezziik, ha

. Pr _ e 1
létezik végtelen sok ol hogy | a o |< @
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2.4. definicié. Azon irraciondlis szamokat, amelyek minden n-re jolkozelit-

hetdek, Liouville szamoknak hivjuk. Jelik: 1L

Konnyen lathato, hogy minden Liouville szdm transzcendens, mivel ha
létezne egy « algebrai Liouville szam, legyen mondjuk n-edfoki, akkor n+1-

re létezne végtelen sok Z—’;, hogy

Co < ‘ ’ - 1
E— a —_— —
q qk qZH

mivel & — oo esetén ¢ —> oo is teljesiil, igy megint elég nagy k-ra el-
lentmondést kapunk. Most sziikségiink lesz a 2.2.tétel egy "tobb dimenziés"

valtozatara:

2.5. lemma. Legyen [ € Zlxy,...,x,] eqy nemzérus n-vdltozds polinom, i-
edik vdltozdjaban nézve d;-foku. Legyen o € R™ olyan, hogy f(a) = 0. Ekkor

barmely f € Q", B = (Z—ll, ey ‘;—:)-fre a kovetkezd két eshetdséqg dll fenn:

vagy

ahol ¢ eqy a-tdl és az f polinomtdl fiiggd konstans.

Bizonyitds. Ha f(8) = 0 esetben vagyunk, nincsen mit bizonyitani, feltehet-
jiik tehat, hogy f(8) # 0. Legyen B = {z € R" :| a —z |< 1}, az o 1 sugart
zart kornyezete. Ha 8 ¢ B, akkor |a — 3 |> 1> T

Ha 8 € B, akkor a Lagrange-kozépértéktételt hasznalva kapjuk valamely

c € [a, B] szakaszon 1év6 pontra, hogy fennall a kovetkezs egyenldség:
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<mapl@]|2 e < K|z -a

ahol K egy konstans, ami az f” B-n vett maximumanal nagyobb. Na de

1
‘f(@) - f(é)) :‘f(é)‘ > W
mivel f(83) # 0, igy kdz0s nevezére val6 hozds utdn a szdmlaloban egy nem-
nulla egész szam all. Innét a min{l, -} c-nek jo valasztas. O

g

2.6. definicio. Legyen adott eqy F < K testbdvités, valamint legyen legyen
V C K. Ekkor V-t algebrailag filiggetlennek nevezziik F felett, ha bdrmely
véges sok eleme V-nek nem gyoke egyetlen egy nemzérus F-beli egyiitthatos

polinomnak sem.

Ezzel a terminologiaval élve tehét egy darab transzcendens szam mindig

algebrailag fiiggetlen Q felett, s6t, A felett is.

2.7. tétel. (Adams tétele) Legyen p és q két relativ prim pozitiv egész, na-

gyobbak, mint eqy. Ekkor az o = # ésaf=> - o Liouville szamok
n=1 n=1

algebrailag fiiggetinek Q felett.

Bizonyitds. Indirekt tegytik fel, hogy létezik egy f(z,y) nemzérus egész egyiitt-
hatos polinom (definici6 szerint raciondlis egyiitthatos, de felszorozhatunk a

nevez()’kkel) amelyre f(a, 3) = 0. Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket: Ry =
N
z Ln és Sy = Z L. Azt allitjuk, hogy végtelen sok N-re f(Ry, Sy) # 0.
n=1 n—l

Ha ez nem 1gy volna, akkor egy indextdl kezdddve minden N-re f (Ry,Sn) =

c s

2
() p(N+1)' < Z _| a— Ry |< P!
n=(N+1)!
és
2
(%) (N+1)' < Z _| B—8nI< g(N+D!
n=(N+1)!

[rjuk fel f-et a kovetkezd alakban: f(z,y) = ZCI(x — a)(y — B), ahol 1

végigfut a nemnegativ egész index parokon és csak véges sok C7 nemnulla.
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Habar jelenleg most elvesztettiik azt, hogy az egyiitthatok egészek, kihasz-
nalhatjuk a tétel feltételei koziil azt, hogy p és ¢ relativ primek, méghozza
ugy, hogy legyenek d; ; := p'q’ pozitiv egészek. Ezek kiilonbozs (i, j) parok
esetén kiilonbozéek! Jeldlje most Iy = (ig, jo) € I azt az indexet, amelyre d,
minimélis a Cy, # 0 feltétel mellett, ilyen van, mivel kiilonbozéek a d; ;-k.

Most pedig megbecsiiljiik Cp,-t:

; ; 2 2
|Ctl|Ry — af'|Sy — B/ C1] | oo '] oo |
0<|Cfo |S Z ’RN—Oé‘iO’SN_B|jO < Z 1 |j0

| o [0]
N0} PN VD!

IN\{Io}

< oD Ay \ (n41)!

< 1\2{1;} ( d})
ahol az elsd egyenl6tlenség definicid szerint igaz, a méasodik az f(Ry, Sy) =
0 feltételbdl és sok héromszog egyenlGtlenségbdl adodik. A harmadikban
hasznaltuk (*) és (**)-t, masrészrél az utolso egyenlétlenségben D-vel jeloltiik
a polinom legmagasabb foku tagjat. Emlékeztetve megint arra, hogy dj,
szigorian a legkisebb szam volt, elég nagy N-re ellentmondast kapunk a Cj, #
0 feltétellel, igy valoban végtelen sok N esetén f(Ry, Sy) # 0 teljesiil.

Igy viszont feltéve mondjuk, hogy p > q, akkor az el6z6 2.5-6s lemma

allitasa szerint kapjuk, hogy

c

| (o, B) — (Ry, Sn) |> pNID

ahol ¢ nem fligg Ry és Sn-t6l. Masrészrdl ismét (*) és (**)-ot hasznélva azt

kapjuk, hogy

(0.8) = (R 5)| < gy

N-re ismét ellentmondasra jutottunk, igy « és 3 valoban algebrailag fiigget-
lenek. [

Megjegyzés: Tulajdonképpen a d; ; szdmok paronként kiilonbozdsége ele-
gendé volt a tételiink bizonyitasahoz, igy konnyedén altalanosithato a tétel
végtelen sok paronként relativ prim egészekre, amelyek nagyobbak, mint 1

(mivel végtelen sok elem algebrai fliggetlensége a véges részhalmazainak fiig-
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getlenségével van definidlva).
Most pedig megvizsgaljuk a Liouville szdmok szerkezetét Lebesgue mérték

és kategoria szempontjabol.

Allitas: A Liouville szamok Lebesgue-nullmértékt halmazt alkotnak.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy a Liouville szamok egész szamra valo eltolas
esetén invariansak, ismét Liouville szamot kapnank, igy elegendé megmutat-
ni, hogy a [0; 1]-beli Liouville szamok nullmértékiek. Itt pedig egy erésebb
allitas is igaz lesz, még pedig az, hogy mar a harmadrendben jol kozelithets
szamok is nullmértékiiek.

Vezessiik be ¢ > 1-re a V, = ngo(g — qis, § + q%) halmazt. Vilagos, hogy
V' = Ng>1V, megegyezik a [0;1]-beli 3-ad rendben jol kozelithets valos szé-
mokkal (részletesebben: azok lennének a 3-ad rendben jol kozelithets szamok,
amik végtelen sok V,-ban szerepelnek, de ezek monoton csokkené halmaz so-
rozatot adnak, igy valoban a metszet adja ki a 3-ad rendben jol kozelithet6

[0; 1]-beli szamokat). Nézziik meg a V,, halmaz Lebesgue-mértékét:

‘'Sop 1 p 1 2

Specialisan azt kaptuk, hogy -2, A(V;) < oo, igy a Borel-Cantelli lemma
szerint azok a szdmok, amelyek végtelen sok V,-ban fordulnak el6, azaz V-

ben, nullmértékiek. O

Kovetkezmény: Van olyan transzcendens szdm, ami nem Liouville szam.

Most kategoria szempontjabol fogjuk megvizsgalni a Liouville szamokat,
ki fog dertilni, hogy 6k egy reziduélis halmazt alkotnak (azaz egy els6 katego-
ridja halmaz komplementerét), és emiatt rengeteg érdekes tulajdonsagukra
fog fény deriilni a Liouville szamoknak, mint példaul hogy kontinuum sok
Liouville szam van és barmely valos szam elGéll ketté Liouville szam 0Ossze-
geként.
fakad, hanem inkdbb mert 6k kategoria szempontjabol igen nagy, rezidualis

halmazt alkotnak (azon beliil is stird nyiltak metszete lesz, mint latni fogjuk),
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miel6tt ezt belatnank, konnyen meggondolhatd, hogy az alabbi jellemzése a

Liouville szamoknak ekvivalens a fentebbi definicioval:

Prn

n

1
< —}

L={acR\Q| 3 22 P cqq¢>1 ;

q1 g2 qn

Ebben a megfogalmazasban a kdvetkezs féleképpen irhatjuk fel a Liouville

szamokat, legyen: V,, = J U (E— qu §+qin)\{§}, ekkor IL pontosan azokbol
922 peZ
az elemekbdl all, amelyik végtelen sok V,,-ben van benne, de pont mint el6bb,

V,-nek monoton fogyodak, igy: L = [ V.
n>1
Minden n-re V,, nyilt, mivel nyilt intervallumok uniéjaként all els, st-

ri, mert lezarasa tartalmazza a racionalis szamokat. A Baire-kategoria tétel
miatt IL strt, mi tobb, rezidualis, mivel egy els¢ kategoriaju halmaz komp-
lementere.

rol szolnak, igy ezek eredményét egyszertien csak alkalmazzuk a Liouville
szamokra, mint specidlis esetként felhasznalva, hogy 6k rezidualis halmazt
alkotnak (mivel stird nyiltak metszete). Mint igértiik, megmutatjuk, hogy

sok Liouville szam van:
2.8. tétel. Minden rezidudlis halmaz szdmossdga kontinuum szamossgdgu

Bizonyitds. Egy Cantor-tipusi halmaz létezését fogjuk megmutatni, ami alatt
egymasba skatulyazott korlatos zart intervallumok rendszerét értjiik, melyek
egy-egy végtelen hosszu 0-1 sorozattal kodolhatoak el, amelyek ismerten kon-
tinuum szamossaguak.
Legyen tehat G egy rezidualis halmaz, valamint F' = R\ G = Ej F;, ahol
mindegyes F; egy sehol sem stird halmaz. Ekkor tekintsiink egy Zt:eltsz()’leges
nemelfajul6d korlatos zart intervallumot, I-t. Mivel F} sehol sem stirt, ezért
1. lépésként tudunk nyomban valasztani ketté darab F}-t6l diszjunkt zart,
nemelfajuld részintervallumét I-nek, legyenek ezek Iy és 1.

2. lépésként Fy sehol sem stirtiségét kihasznalva kapjuk, hogy mind I,
és I;-ben tudunk talalni ismét kettd darab nem elfajulo, diszjunkt zart rész-
intervallumot, jelolje ezeket: Iy, o1, 110,11,1. Teljesen hasonléan tudunk

n-ik 1épésben nemelfajuld, F,-t6l diszjunkt zart részintervallumait valasztani
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az n-1-ik 1épésben megalkotott intervallumoknak felhasznéalva F;, sehol sem
stirtiségét, az indexelése ezen 2™-en darab intervallumnak pedig az Gsszes n
hosszt 0-1 sorozattal torténik, még hozza ha egy n hosszi 0-1 sorozat kiter-
jeszt egy n-1 hosszu 0-1 sorozatot, akkor az n hosszu cimkét kapo intervallum
részintervalluma az n-1 hosszi cimkét kapo (n — 1)-ik lépésben keletkezett
intervallumnak.

Igy minden egyes végtelen hosszt 0-1 sorozat egy-egy fogyé kompakt hal-
mazcsaladot kodol el, melyeknek barmely véges metszete nemiires, igy az
Osszes metszete nemiires. Kiilonb6z6 0-1 sorozatokhoz kiilonb6zé metszetek
tartoznak, mivel az els6 hely, legyen ez az n-ik, ahol két darab kiilonb6z6 0-1
sorozat eltér egyméstol, tekintve a n-ik 1épésben megfelel§ intervallumokat,
azok diszjunktak. Az egész F diszjunkt ezen Gsszes 0-1 sorozattal kodolt met-
szetek uniovjatol, mivel az n-ik 1épésben téarolt intervallumok uni6itol mar F,
diszjunkt, az n-ik lépésben 1évé intervallumok unioi, pedig lefedik az Gsszes

0-1 sorozattal kodolt metszetek elemit. OJ

Kovetkezmény: A Liouville szamok szémossaga kontinuum.

A most kovetkezend§ allitasok /tételek /definiciok mindegyik [1]-bol szar-

mazik.

2.9. definicidé. Legyen X egy topologikus tér és f : X — R folytonos fiigg-
vény, azt mondjuk, hogy f sehol sem lokdlisan konstans,ha minden nemiires

nyilt halmazdn az X-nek a fligguény nem konstans.

2.10. definicié. Egy X topologikus tér eqy x € X pontjiban lokdlisan dssze-
fliggd, ha minden x-et tartalmazo V nyilt kornyezetre létezik eqy U kornyezete
x-nek, hogy U dsszefiiggd ésU C V. Az X tér lokdlisan dsszefiiggd, ha minden

x € X pontjiban lokdlisan 0sszefiliggd.

2.11. definicié. X egy Baire-tér, ha teljesiil benne a Baire-kategoria tétel,

azaz surd nyiltak metszete stri.

Példak Baire terekre: Teljes metrikus terek, a szdmegyenes nemelfajuld
intervallumai, kompakt Tp-terek. (Azt, hogy ezek valoban Baire-terek, a

fiiggelékben részletezziik).
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2.12. lemma. Legyen X eqy lokdlisan osszefiiggd Baire-tér, I C R egy nem-
tires €s nem eqy pontbol dllo intervallum, valamint legyen I' eqy megszam-
ldlhato halmaz. ¥y € T' adva van egy G- halmaz, ami sird nyit halmazok
metszete I-ben.

Ezeken kivil Vy € I'-ra adottak nekiink eqy f, : X — I folytonos, sehol
sem lokdlisan konstans fiigguények.

Ekkor N f;l(Gv) eqy strid nyilt halmazok metszetébdl dllo halmaz X-ben
yer
(specidlisan rezidudlis).

Bizonyitds. Elég belatni, hogy f- 1(G,) az stird nyilt halmazok metszete X-
ben V~v-ra, mivel megszamlalhatéan sok megszamlalhato sok stird nyilt hal-
maz metszete szimplan csak megszdmlalhatoan sok stird nyilt metszete. Le-
gyen G, = (] V;, ahol V; stirt nyilt halmaz I-ben. Mivel f folytonos, ezért
f;l(Vj) nyﬂ]te)l\é—ben, illetve f;l(Gv) =N f;l(V]), igy elegendd belatni, hogy
[ 1(V;) stird X-ben. -

Ehhez meg kell mutatnunk, hogy tetszéleges B C X nem iires nyilt hal-
mazaba belemetsz a B; = f Y(V}). Ttt feltehetjiik, hogy B egy osszefiiggs
halmaz, mivel ha nem az lenne, akkor B nemiiressége miatt tartalmazna pon-
tot,nevezziik ezt x-nek, és a tér lokalis dsszefiiggdsége miatt lenne egy B-beli,
nyilt sszefliggd nemiires kornyezete x-nek, és ha abba belemetsz B;, akkor
B-be is.

Tegyiik fel tehat, hogy B Osszefliggd, ekkor mivel f sehol sem lokélisan
konstans, de folytonos, igy f(B) egy Osszefiiggs részhalmaza I-nek, ami nem
egy pontt, igy egy részintervalluma I-nek, azaz létezik (a,b) C I, hogy
(a,b) C fy(B). V; stird I-ben, igy 0 # V; N (a,b) C f,(B) N (a,b), tehat

B;j = f71(V;) valoban belemetsz B-be. O

Most egy éallitds keretében Osszefoglaljuk, hogy mit nyertiink az el6z6

lemmaval, kifejezetten a Liouville szamokra koncentralva:

Allitas: Legyen I C R egy nemiires belsejt intervallum, 0 ¢ I' egy meg-
szamlalhato halmaz, Vy € I' adva van egy f, : I — R folytonos, sehol sem
lokalisan konstans fiiggvény. Ekkor létezik kontinuum sok x € I Liouville

szam, amelyre f,(z) Liouville szam V+y € I' esetén.
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Bizonyitds. Legyen I' = T' U {0} és fo(x) = =, Vo € I. Mivel I egy in-
tervallum, ezért 6 egy lokalisan osszefiiggd Baire-tér, IV megszamlalhato és
valasszuk G., = L-et Vv € I'" esetén. Ekkor az el6z6 lemma éppen azt mond-

ja, hogy H = (| f;'(L) stird nyilt halmazok metszete I-ben. Ekkor H C L
'yGF'
az fo valasztasa miatt, de H szamossiga kontinuum, mivel H egy reziduélis

halmaz. O

Ezek utan ajandékba kapjuk Erdés Pal két hires tételét Liouville szamok-
rol, mégpedig:

2.13. tétel. Minden valds szam elddll két darab Liouwville szdam dsszegeként

és minden nemnulla valds szdm elddll két darab Liouville szdm szorzataként.

Bizonyitds. Legyen t € R tetszbleges, I = R és fi(z) = t — x valasztéssal
kapjuk az elgbbi allitasbol, hogy van x € L, hogy f;(x) is Liouville. A
masodikat tetszoles ¢ > 0 mellett I = (0,00) és fi(z) = L vélasztassal

nyerjiik. [

Megjegyzés: ennél erGsebb allitast nyertiink, minden x valés szamra kon-
tinuum sok Liouville szampart tudunk mondani, melyek 0sszegeként el6all x,
analog allitas igaz a szorzatra.

Megjegyzés: A fenti tételt rengeteg féle fliggvényre bevethetjiik, példaul
t > 0-ra I = (0,V1) és f(x) = V12 — 22 valasztassal nyerjiik, hogy minden
pozitiv valés szam el6all, mint két Liouville szam négyzetosszege (persze

ismét kontinuum sok féleképpen).
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3. Varatlan halmazok a sikon és a térben

A most kovetkezs fejezetben a bizonyitasokat [8] és [9] alapjan dolgoztam
fel.

Az el6z6 fejezetben kideriilt, hogy kontinuum sok transzcendens szam van
(Liouville szambol is mér kontinuum sok volt), ennek ellenére nem a fenti
bizonyitas a legismeretesebb erre, hanem ami George Cantor-tél szarmazik,
ami egyszerd eleganciaval mutat ra, hogy pontosan mennyi transzcendens
Szam van.

Jeloljiik Hy, ,-el azokat komplex szamokat, amelyek egy legfeljebb n-edfoku

nemnulla egész egyiitthatos polinom gyokei, azaz:

Hin={2€C:3p(z) € Zx],0 < degp < n,p(z) = ap+...+a,z", Z|aj‘ <k}
=0

Vilagos, hogy Hy, , véges minden k és n esetén, valamint hogy: A = |J Hy,.
k>0,n>0

Azaz az algebrai szamok halmaza megszamlalhato! Igy sziikségképpen kon-

tinuum sok transzcendens szam létezik.

3.1. tétel. Létezik a sikon eqy ) # A = BUC halmaz, ahol B és C diszjunkt
felbontdsa A-nak gy, hogy mind A, B és C eqybevdgo eqymdssal.

Bizonyitds. Legyen
H:={ay+ ..+ ax" 1090 <0,.....,a, <0, ay,..a, €Z}

a nempozitiv egész egylitthatds polinomok halmaza, amely a fenti Cantor-féle
bizonyitas alapjan ugyanazzal a gondolatmenettel igazolhato, hogy megszam-
lalhato. Vegyiink egy tetszéleges w € C, |w| = 1 transzcendens szamot, amit
szintén meg tudunk tenni, mivel egységhosszi komplex szamok kontinuum

sokan vannak. Legyen
A= {p(w) =ag+ ...a,w" : p(x) € H}

Mivel w transzcendens, igy kiilonb6z6 H-beli polinomok esetén kiilonb6z6
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p(w) értékeket kapunk. Ekkor azt kell észrevenni, hogy a
B :=wA={wa|ac A}

és a
C=—-1+A={-1+alac A}

halmazok az A-val mind egybevagd halmazok, mivel forgatassal és eltolassal
keletkeztek A-bol. Most belatjuk, hogy A= B UC.

Ehhez tulajdonképpen csak azt kell észrevenni, hogy igy B nem mas, mint
az 0sszes olyan H-beli polinom kiértékelve w helyen, ahol a polinom konstans
tagja 0, mig C azon komplex szamokbol all, amelyek olyan H-beli polinom
w helyen vett kiértékeléseként keletkeztek, ahol a konstans tag szigorian
negativ. Ebbdél méar vildgos, hogy A = BUC. m

A kovetkezében a gombfelszinen fogunk mutatni egy halmazt igazén va-
ratlan tulajdonsidgokkal, aminek a létezését egy szintén varatlan részcsoport
felbukkanésa okozza a tér egybevagosagai kozott (specialisan SO(3)-ban ta-
laljuk majd), ezen csoport felfedezéséhez fogunk hasznélni transzcendens szé-
mokat, és majd megmutatjuk, hogyan lehet egy ilyen eredményt paradox

halmaz elkészitésére alkalmazni.
3.2. tétel. Az SO(3) csoport tartalmaz egy 2 rangi szabadcsoportot.

Bizonyitds. Legyen

cosp —sing 0
A= |sing cosp 0
0 0 1

és

1 0 0
B =10 cosp —sing
0 sing cosy

azaz az - és y-tengelyek koriili ¢ szogi elforgatéas, ha -t gy véalasztjuk,
hogy cos ¢ transzcendens, akkor A és B egy kettd rangi szabadcsoportot fog-

nak alkotni. Ilyen vélasztés persze van, mivel a cos értékkészlete kontinuum
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szamossagi. Ahhoz, hogy beléssuk, hogy ez igaz, ahhoz a kovetkezd tipusu
"szavakra" kell beldtnunk, hogy nem adjék vissza az identitast:
(@) A", (a2) B™
(by) AmB™ A" (by) B™MA™ . ..B"
(¢r) AmB™ . A™B™ (cy) B™MA™ ... B"A™
aholn,m e Z*=72Z\{0}, k>0, n;,m;€Z* i=1,..k.
A fenti esetekbdl a szimmetria miatt nyilvan elegendd igazolni (aq), (b1), (¢1)
eseteket. Ezekhez igénybe vessziik az gy nevezett elsé és masodfaju Csebisev

polinomkat, amelyek a kovetkezSképpen értelmezendGek:

Az elséfaji Csebisev polinom:

To(z) = 22T, (x) — Th—1(z), han>2.

Teljesen vilagos, hogy T,, egész egyiitthatos, n > 1 esetén a féegyiitthatdja
21 T, (cosz) = cos(nw), is teljesiil, ami mar nem teljesen nyilvanvals, de
konnyen belathato indukcioval:

n = 0-ra és n = 1-re trividlisan teljesiil, ha feltessziik, hogy n > 2 és az allitas

igaz Vk < n-re, akkor:
T, (cos(z)) = 2 cos(x)T,—1(cos(x)) — Tp,—2(cos(z)) nd_felt

2 cos(x) cos((n — 1)x) — cos((n — 2)z) = cos(nx)
felhasznalva, hogy 2 cos(a) cos(3) = cos(a + ) + cos(a — ).

A masodfaju Csebisev polinomokat az alabbi médon definialjuk:

Uo(LE) =1
Up(x) :== 2z
Un(x) = 22U, _1(x) — U,_o(x),ha n > 2.

A kovetkezo allitasok mind igazak a masodfaji Csebisev polinomokra, és ugy
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igazolhato, mint a fenti esetben: U, fGegyiitthatoja 2" és U, (cos(zx))sin(z) =
sin((n + 1)z).
Ekkor n € Z*-ra az A matrix geometriai jelentésébdl (vagy teljes induk-

cioval) igaz:

cos(ny) —sin(ny) 0 cos(n|¢) —sin(ny) 0
A" = |sin(ng) cos(ng) 0| = | sin(np) cos(ny) 0| =
0 0 1 0 0 1

Tin|(cosp) —sin(ng) 0
= | sin(ny)  cos(ny) 0
0 0 1

hasonlé allitas teljesiil B-re is. Vegyiik észre, hogy a matrix bal felsé
eleme nem lehet egyenlé eggyel, mivel akkor cosp gyoke lenne egy egész
egyiitthatos polinomnak, ellentmondva annak transzcendens valasztasanak!
Ezzel az (a,) esetet le is tudtuk.

A (by) esetnek ugy latunk neki, hogy feltessziik indirekt: A™ B™ ..., A" =
id = idgs. Ekkor a fenti (a;) eset miatt k& > 1. Szorozzuk balrél A™-val,
jobbrol pedig A~"#-val, ekkor a kévetkezs tipusu egyenlGséghez jutunk:

AmBUh At Bk =0

ahol m egész szam, [y, ty,..ly_1 € Z*. Ha m # 0, akkor egy (cg) tipusiu
egyenlGséghez jutunk, amit hamarosan megtargyalunk, hogy nem lehet, mig
ha m=0, akkor egy (by) tipusu egyenlGséghez jutunk, igy azt kapjuk, hogy
folyamatosan alkalmazva egy (by) vagy egy (by) tipusu egyenlGségre a fenti
redukcios 1épéseket, hogy balrél és jobbrol beszorzunk egy elemmel és annak
inverzével, el6bb vagy utobb (a;), (az), (¢1), (c2) tipusi egyenlGséghez jutunk,
igy elegend6 mar csak igazolni az el6zGek fényében, hogy egy (c;) tipusi
egyenl@ség sem allhat fennt!

Ahhoz, hogy (¢;) tipust egyenlség sem allhat fennt, elérevetitjiik, hogy
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milyen alaku lesz A" B™.....A™ B™*:

v(cos p) c1-g(cosp)sing ¢y - h(cos )

(%) A" B™ . A™ B™ = 2172F | f(cos @) sin g [(cos p) c3 - w(cos )
q(cos ) s(cos ) sin ¢ z(cos )
ahol ¢; = —sgn(ny), co = sgn(nymy), c3 = —sgn(my) valamint v, g, h, f,
l,w,q, s,z racionalis egyiitthatos polinomok, ¢t = |nq| + ..... +|ms|, valamint

deg(h) = t, deg(g) = deg(w) =t — 1 és deg(v),deg(z) <t — 1 és az Osszes
tobbi polinom foka is legfeljebb akkora, mint h foka. Mindezek mellett még
g, h és w polinomok féegyiitthatdja pedig 1. Mostantol kezdve a jobb felsé
sarokban 1évé tagra fogunk koncentralni, ehhez persze egy ideig nyomon kell

kovetniink a matrix szorzasban keletkezett Osszes elemet. Emlékeztetiink,

hogy :

cos(ny) —sin(ny) 0 cos(| n | ¢) —sgn(n)sin(|n|¢) 0
A" = |sin(ny) cos(ng) 0| = |sgn(n)sin(|n | ) cos(|n | ¢) 0| =
0 0 1 0 0 1
Tin|(cos p) —sgn(n) Uy, —1(cos @) sin(p) 0
= |sgn(n)Ujy-1(cos ¢) sin ¢ Tip(cos @) 0
0 0 1
1 0 0 1 0 0
B™ = |0 cos(my) —sin(mp)| = |0 cos(| m | ) —sgn(m)sin(| m | ¢)| =
0 sin(myp) cos(mep) 0 sgn(m)sin(| m | ¢) cos(| m | p)
1 0 0
=10 Timy(cos p) — sgn(m) U —1(cos ) sin ¢
0 sgn(m)Ujm—1(cos ) sin ¢ T} cOS

Most pedig megnézziik az A" B™ métrixok szorzatat, majd végiil megél-
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lapitjuk A™ B™ .....A™ B értékét k-ra vald indukciéval.

T (cos )

A"B™ =
sgn(n)Ujp|—1(cos ¢) sin ¢

0

— g0 (1)1 (cos p)-
Ulp—1(cos ) sin ¢

T}y (05 )T (cO5 )

sgn (M) Ulpy—1(cos ) sin ¢

20

sgn(nm)U, |1 (cos go)]
Upm)—1(cos ) sin® ¢
— sgn(m)T,(cos Lp)]
“Ulp|—1(cos @) sin ¢
Ty (cos ¢)

Ami tulajdonképpen egy mechanikus matrix szorzasbol adodik. Itt sin? ¢ =
1 — cos? ¢ felhasznalasaval, illetve a Csebisev-polinomok fSegyiitthatoira tett
megallapitassal mar meg is kaptuk k=1 esetén (*)-ot. Innentdl indukcioval
bizonyitunk, feltessziik, hogy (k-1)-re igaz az allitas, és felhasznaljuk fentti

szamolasainkat, ahol t jeloli most a |ny| + ... +|my_1| Osszeget:

AMB™ LA™ Bk = (AM B™ A1 B AT BT —

v(cos @) c1 - g(cosp)sing ¢ - h(cosp)
= 272D | £(cos ) sin o l(cos p) c3 - w(cos )
q(cos p) s(cos ) sin ¢ z(cos @)

sgn(nymy)Ujp, |1 (cos ¢)-
Uy |-1(cos @) sin®
— sgn(my) Ty (cos 90)-]

[Tlnu (60890)] — sgn(ng) Tjm, | (cos @) ]

Ul |-1(cos ) sin ¢

sgn(ng)Upn,-1(cosp)sing T, ((cos ©)Tim,|(cos ¢)

“Ulpy|—1(cos @) sin ¢

0 S5 Uy 1 (€08 ) s [T (cos o)

Amibdl szamolassal adodik az allitas, kiszamoljuk most a jobb felsd ele-
mét a matrixnak, mivel tgyis arra fogunk koncentralni az ellentmondas ér-

dekében, lassuk a szamolast (I1,-al jelolve a kérdéses elemet):
L, = (c0 ) S (147724 —11(05 ©)Upny - (c05 9) (1—c05? 9)-+¢1-g(cos ) sin g

(= SER(1)) Ty (€03 9) - Upny1(c050) 5100 + €3 - h(c05 p) - Ty (€05 ).

Innét mar csak azt kell észrevenni, hogy a mésodik tag fogja adni a szigorian

|
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legnagyobb tagot abban az értelemben, hogy az t' = t + |ng| + |my| foku
polinomot fog adni, cos ¢ helyettesitéssel, mig az 6sszeg tobbi tagja legfeljebb
t' — 1-edfoku polinomokba cosp-nek valo behelyettesitésével keletkezik. A sgn
fiiggvény multiplikativitasa miatt ugyszintén az eldreigért sgn(nymy,) szorzat
is kiemelhets, valamint a csebsiev polinomok fGegyiitthatoja, hogy a végén
1 f6egyiitthatos polinom alljon a matrix jobb fels6 sarkdban, ahogyan azt
igértiik.

A végsé ellentmondast tehat az adja a (¢p) tipust egyenlGség lehetetlenségére,
hogy az abban az esetben felirt A™ B™1..... A" B™* kifejezés matrixanak jobb
fels6 sarkaban allo elem nem lehet 0 a cos ¢ transzcendens valasztasa miatt,

azaz biztosan nem kapjuk vissza az egységmatrixot. O]

1.Megjegyzés: Ismert, hogy SO(3) elemei geometriailag tigy képzelhetsek,
hogy a térben egy origon atmend egyenes koriil forgatunk valamilyen szoggel,

ezek utan gyakran SO(3) elemeire mint forgatésok fogunk hivatkozni.

2.Megjegyzés: A p=3 a legkisebb dimenzié, amikor R? egybevagosagai
tartalmaznak egy szabadcsoportot, ugyanis p=1 esetén ha a és b egy-egy

2 is egy-egy eltolas, igy specialisan kom-

egybevagosagai R-nek, akkor a? és
mutalnak is: a?b? = b%a’.

A p=2 esetben 1ugy jarhatunk el, hogy egy a egybevagosag el6all, mint
x — Az + ¢, ahol A egy ortogonélis 2x2-es matrix, ¢ pedig 2-dimenzios
vektor. Ekkor az a? egy olyan egybevagosdgot ad, amely most gy szintén
Ax + ¢ alaki, de most méar A egy egy olyan ortogonalis matrix, aminek de-
termindnsa 1, azaz egy forgatast reprezental az origd koriil. Hasonloan egy
masik b egybevigosagra 0> = Bz + d alakt, ahol B egy forgatas az origd
koriil, d pedig egy eltolas. Kiszamolva az a?b?a=2b=2 és a=2b~2a%b? egybeva-
gosagokat mindketts egy-egy eltolast eredményez, specialisan az el6bbi két
kifejezés kommutal egymassal, igy nem létezhet szabadcsoport R? egybevé-

gosagai kozott sem.

3. Megjegyzés: Ismert, hogy ha a és b két darab "elem", amelyek egy
szabadcsoportot generalnak F,,-t, akkor G,, = {b~"ab’ | i = 0,1,,,,n — 1}
csoportok egy-egy n-edrendi szabadcsoportot alkotnak F, ;-n beliil, mi tobb,
G = {b7'ab’ | i € N} egy Ny rangu szabadcsoportot ad F, 4-ben, igy a fenti
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tétellel igen sokféle rang szabadcsoport létezését garantaltuk, hamarosan ezt
a rangot még tovabb fogjuk noévelni, a maximaélisig, azaz kontinuum rangu

szabadcsoportot fogunk mutatni!

Most pedig az el6z6 igen hosszu tétel segitségével megmutatjuk, milyen
tipusu varatlan halmaz konstrualhaté6 meg, majd a konstrukcion keresztiil
eljutunk a hires Banach-Tarski féle paradoxonhoz is. S a koévetkezSkben
az egységgomb felszinét fogja jelolni, azaz S = {z € R?® | |z| = 1}. Egy
gyors lemmat még megfontolunk, hogy az utdna koévetkezs tétel bizonyitasa

gondtalanul mehessen végbe:

3.3. lemma. Legyen C' C S egy megszamlalhato részhalmaza a gombfeliilet-
nek, ekkor 3o € SO(3), hogy o(C)NC = 0.

Bizonyitds. Soroljuk fel C elemeit: C' = {c;, o, ...}, ekkor az {(x,—x) | z €
S} parok halmaza kontinuum sokan vannak, igy létezik egy origon atmend f
egyenes, amely atmegy egy (x,-x), * € S pontparon és diszjunk C elemit6l.
Ekkor kontinuum sok lehet&ségiink van megvalasztani egy forgatast f koriil,
mivel a forgatas szoge o szabadon vélasztahto a [0, 27) intervallumbol.

Egy o f korilli forgatést nevezziink rossznak, ha 3(i,7), hogy o(¢;) =
¢j, de minden (i,j) parra pontosan egy f koriili forgatas létezik, ami ¢;-t
cj-be viszi, igy a rossz f koriili forgatasok szama legfeljebb az (i,j) parok
szamossagaval egyezik meg, azaz megszamlalhato sok rossz forgatasunk van.
Ekkor barmilyen NEM rossz forgatas f koriil JO, abban az értelemben, hogy
o(CYNC = 1.

O

3.4. tétel. Létezik eqy A C S, a kévetkezd tulajdonsdgokkal:

a artalmaz végtelen sok A-val eqybevdgd, pdaronként diszjunkt példdnyt.
S tartal ‘gtel k A-val eqybevdgd, paronként diszjunkt példdnyt
(b) S lefedhetd A 4 egybevigo példanydval!

Bizonyitds. Jegyezziik meg gyorsan, hogy ez a halmaz igazan paradox tu-
lajdonsagokkal rendelkezik, és szinte mint minden olyan halmaz, amely va-
lamilyen az intuiciénkkal szembemend tulajdonsaggal rendelkezik, ennek a

megkonstrualasa is hasznalni fogja a kivalasztasi axiomaét.
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Mivel SO(3) éppen a gémb (iradnyitastartd) izometriai, barmilyen ¢ €
SO(3) barmilyen A C S-et 6nmagaval egybevagd példanyba viszi at (¢(A)-
ba). Legyenek most ¢, 1) € SO(3) olyanok, hogy szabadcsoportot alkossanak,
jeloljiik ezt G-vel. Ilyen vélasztas a 3.2-es tétel miatt 1étezik. Ekkor G elemei

a kovetkezsféleképpen néznek ki, amit hasznalni is fogunk:

(%) G={pY®2.*" |n>2, ag,..am 1 €Z\{0}}

Emlékeztetjik az olvasot, hogy a fenti alaku (redukalt szavak) formalis kife-
jezések midegyike kiilonbo6z6 forgatast definial.

Nevezziik x,y € S pontokat ekvivalensnek, ha:
T,y € Sre rz~y < JgeG,glx)=y

Nyilvanvaloan egy ekvivalenciarelaciot kaptunk ezzel, igy S elGall paronként
diszjunk osztalyok unidjaként all el6. Barmely az identitastol kiilonbo6zé
G-beli elemnek két darab fixpontja van, a forgatastengely doféspontjai a
gombfelszinen. Jelolje tovabba e a G csoport egységelemét (azaz az iires
kifejezést).

Tekintsiik a kovetkezd a halmazt:
C={ze5|3geC\{e} g) =}

Vilagos, hogy C megszamlélhato, mivel mar maga G is az volt, és minden
nemiires kifejezéshez kettd darab fixpont tartozott.

Hax € C, x ~ y = y € C, mivel legyen g,h € G olyanok, hogy
g(z) = 1,9 # e és h(z) = y, ekkor egyrészrél hgh™' # e, mert akkor g =
h='h = e lenne, masrészrél pedig: hgh™'(y) = hg(x) = h(x) =y, azaz y € C
valoban teljesiil. Igy kaptuk tehat azt, hogy mind C és S\ C ekvivalencia
osztalyok uniojaként all els. U jeldlje (*) azon forgatésait, ahol a; # 0,
Hletve H C S\ C olyan, hogy minden egyes S\ C-beli ekvivalencia osztalybol

pontosan egy elemet tartalmaznak. Ekkor

A={x(z)|xeUxeH}
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halmaz teljesiteni fogja a tétel kritériumait.
Elgszor az (a) részt vizsgaljuk, azaz hogy végtelen sok paronként diszjunkt
egybevagd példanya megtalalhaté A-nak S-en. Allitjuk, hogy a ™ (A),
n = 1,2,3... halmazok paronként diszjunktak. Ha nem igy lenne, akkor
létezik n és m kiilonbozé pozitiv egészek, v1 € H és xo € H, x1 € U és
x2 € U 1gy, hogy:
(1) ¥"xa(z1) = " xa(x2)

Ez utébbi abbol fakad, ha y € ¢¥™(A) Ny™(A), akkor y = " (y1) = Y™ (y2)
valamely y;,y2 € A-ra, de A valasztasa miatt y; = x1(z1), x1 € U,zqy € H
alakt és hasonloan ez elmondhaté yo-re. (1)-et atrendezve kapjuk, hogy

r1 = X7 "™ x2(22), de most jon a lényeg! ElSbbi azt jelenti, hogy x1 ~ 9,
de H minden ekvivalencia osztalybol legfeljebb egy elemet tartalmazott (egé-
szen konrétan az S\ C ekvivalencia osztalyaibol tartalmazott pontosan egy
elemet), igy a x]'9)" ™Y, transzformacionak az identitasnak kell lennie, ami
nem lehet amiatt, hogy x;' utolsé helyén o-nek egy nemnulla kitevss hat-
vanya all (mert U-ban csak olyan transzforméciok voltak, amikben az elss
helyen ¢ kitevje nemnulla), hasonléan s elsé helyén ismét p-nek egy nem-
nulla kitevés hatvanya all, de ket elvalasztja ¢"~™, ahol n # m, igy ez a
transzforméacié nem reprezentalhatja az identitast.

Most ratértink a (b) részre, miszerint lefedjiik S-t A négy egybevago példa-
nyaval. Elgszor lefedjiik S\ C-t, mégpedig a kovetkezsféleképpen:

S\ C C AUp(A)

Ez utobbit bizonyitja kovetkez6 gondolatmenet: ha = € S\ C tetsz6leges,
akkor 3g € G és y € H, hogy = = g(y), ha g olyan, hogy az els6 helyen ¢
kitevSje nemnulla, akkor g € U, és fgy x € A. Ha g ¢ U, akkor ¢~ 'g € U, ¢és
gy o tg(y) = ¢ (x) € A, azaz x € p(A). Ha z € C, akkor az el6z6 3.3-as
lemma alapjan 3o € SO(3), hogy o(C) N C = (. Ekkor o(C) C S\ C C
AU (A), amibdl nyilvanvalo, hogy C C o' (A) U o7t p(A).

Mindent egybevetve kaptuk, hogy:

S=(S\C)UC CAUp(A) U (A)Uo "p(4)
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amivel a tétel bizonyitasa kész.
O

Egyik kovetkezménye az el6z6 tételnek, hogy bizonyos tipust mérték nem
létezését lehet levezetni belGle, ami persze nem meglepd annak, aki ismeri a

Vitali-halmazt és tarsait.

3.5. tétel. Nincsen olyan mérték S-en, amely az S dsszes részhalmazdan van

értelmezve, invaridns az eqybevdgdosdigokra nézve és S mértéke 4.

Bizonyitds. Ha volna ilyen, nevezziik ezt m-nek, akkor az el6z6 részben 1a-
tott A valasztasaval kapjuk, hogy mivel van A-bodl végtelen sok paronként
diszjunkt, vele egybevagd példany, nevezziik Sket: Ay, Ao, ...., akkor kapjuk

az egybevagosag invarianciaval felhasznalva, hogy:
UJaics=> m(A)=m(]JA) <m(S) =4r = m(A) =0

Viszont A négy egybevago példanya lefedi S-et, amib6l tm(S) < m(A) =
m < m(A), ami ellentmondaés.
0

Most a beigért Banach-Tarski paradoxon fog kévetkezni, ami mara tulaj-
donképpen tétel, régen ez a konstrukcié azon célbol sziiletett, hogy a kiva-
lasztasi axidoma helytelenségét mutassa meg, mara ez tgy él a fejekben, mint
a kivalasztasi axioma egy kiilonos kévetkezménye. Mivel gombdk atdarabol-
hatosagarol szol a tétel, igy el6tte meg kellene mondanunk, hogy mit értiink
atdarabolhatosag alatt, és néhany alapvets allitast megnéziink, amikre sziik-

ségiink lesz a tétel bizonyitésa soran.

3.6. definicié. A, B C R” halmazokat egymasba atdarabolhatonak nevezziik,

ha In > 0, hogy A = |_| A; és B = |_| B; és A; egybevigo Bj-vel. Ezt igy
=1
jelolyik: A = B, ha hcmgsulyozm szeretnenk hogy hdny darabra osztottuk

szét a halmazainkat, akkor A =, B-t irunk, ahol az n index utal a darabok

szamdra
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Konnyen megmutathato, hogy = ekvivalenciarelacio, tranzitivitas az egyet-
len picit meggondolandébb, de konnyen igazolhatd, hogy ha A =, B és
B =, C = A =, C.Ez utébbi megfontolast nem részletezziik, hanem egy
hasonlo jellegt allitast latunk be. Ehhez elGtte emlékeztetjiik az olvasot a
Cantor-Schroder-Bersntein tételre, mely szerint ha adott két halmaz A és B,
valamint f egy f : A — B injekcio és g egy g : B — A injekcid, akkor
létezik egy h bijekcid A és B kozott, még hozza a kivetkezd speciélis alakban:
A= A1UAy és B = B1UB, két-két diszjunkt halmazra val6 felbontésa A-nak
és B-nek, ahol f(A;) = Bj és g(By) = A, azaz f bijekcio Ay és B; kozott,
mig g egy bijekcio By és Ay kozott. Ime az allitas:

Ha A=, X CBés B=,Y C A, akkorA =, B.

Bizonyitds. Legyen tehat A = |_| A és X = |_| X; felbontasok az atdara-
=1 =1
bolhatosag deinicidi szerint, valamint jeloljiik <p1 -vel azt az egybevagosagot

amely A;-t B;-be viszi. Hasonl6an legyen B = |_| B ésY = |_| Y; és az itt
7j=1
megefelel egybevagosagot pedig v; fogja Jelolnl Ekkor az f(a) = ¢;(a),

a € A; egyenlGséggel értelmezett fliggvény egy injenkcidja A-nak B-be (mivel
minden egybevagosag injektiv), és g(b) = ¢;(b),b € B; pedig B egy injekci-
6ja A-ba. Ekkor A = Cy U Cy és B = Dy U Dy legyenek olyan két-két részre
valo particionaldsa A-nak és B-nek, amit a Cantor-Schroder-Bersntein tétel

garantal, ekkor kapjuk a kovetkezdket:

n

k
A= Ol U OQ = Cl U g(Dz) = U<AI N Cl> U U 1/1]'(Bj N DQ)
i=1 j=1
és

k
B=D,UD,= f(C,)UD, = U%A NCy) U U (B; N D)

=1
Amibdl vilagos, hogy a ¢; és ¢j_1 egybevagosag a megfelel6 halmazok kézott
biztositjak a kivant egybevagosagokat. O]

3.7. tétel. Legyen By és By két azonos sugari diszjunkt gomb a térben, ekkor
Bl =10 (Bl U Bg)
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Bizonyitds. O fogja jelolni a By gomb kozéppontjat, és S a felszinét. Beve-
zetjiikk tovabbé az r, jelolést © € S esetére, ami azt a szakaszt fogja jelol-
ni, ami Osszekoti O-t x-el, kihagyva bel6le O-t. FEzzel az 1j jeloléssel pedig

C C S esetén a C* halmazt a kovetkezSképpen deinidljuk: C* = |J r,.
zeC
Hasznalni fogjuk a 3.4-es tételben nyert specialis A C S-et, méghozza legyen

A;i = 1,2,3,4, A-val egybevagd halmaz, amelyek unidja lefedi S-et. Disz-
junktizaljuk Sket! Azaz legyen Cy = A; ési > 2 esetén legyen C; = A;\ | A,.

Ekkor C;-k tovabbra is fedik S-et. =

By =1 By C (B1UBy) nyilvanvald, most megmutatjuk, hogy (B U Bs) =g
V' C By, amely az el6z6 allitds fényében mar igazolja az tételt. Ha ~y-val
jeloljik azt az eltolast, amely Bj-et Bs-be viszi, akkor 9 diszjunkt részre

osztasat kaphatjuk a két gomb unidjanak a kovetkezs elGallitas soran:
BiUBy, =[CTU{O}UCSU..UC; U~(Cy)"U...U~(Cy)*U{~(0)}

Ekkor ha D; : i = 1,2,3,...... végtelen sok A-val egybevagd példany S-
en, akkor [Cf U{O}] egybevagé Di-al, Cf egybevagd D} egy részhalmazé-
val (mivel a Cj-ket megesonkoltuk) i=2,3,4 esetén, hasonléan kapjuk, hogy
v(C5) pedig egybevago Dy, , egy-egy részhalmazaval i=1,2,3,4 esetén, mig
{7(O)} egybevagd Dy barmilyen egyelemii részhalmazaval. EZzel megmutat-
tuk, hogy B; U B, beledarabolhato (méghozza 9 darabban!) B egy bizonyos
részhalmazaba, amivel a tétel bizonyitasa készen van.

O

Ezen fejezet lezaro tételéhez érkeziink, amikor is kontinuum ranga sza-
bad csoportot fogunk mutatni SO(3)-ban. Ez semmilyen féleképpen sem egy
varatlan halmaz a sikon vagy a térben (legf6képpen, mert egy csoport), de a
3.4-es tételt tovabb lehetne erdsiteni apré modositasokkal gy, hogy kontinu-
um sok egybevagd diszjunkt példanya talalhaté meg egy bizonyos A C S-nek
a gombfelszinen, mig tovabbra is 4 egybevagd példanyaval lefedhets a gomb-

felszin.

3.8. lemma. Létezik A C R, amely kontinuum szdmossdgi €és algebrailag
fiiggetlen Q felett.
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Bizonyitds. Zorn-lemmaét fogjuk hasznalni, nyilvan azokra a halmazokra, ame-
lyek algebrailag fliggetlenek Q felett, hogy mutassunk egy maximaélis algebra-
ilag fiiggetlen halmazt (azaz 6 nem valodi része egyetlen egy olyan halmaznak
sem, amely algebrailag fiiggetlen). Ezek utan belatjuk, hogy barmilyen ma-
ximalis algebrailag fliggetlen halmaz szdmossaga sziikségképpen kontinuum.
Ha adott tehat algebrailag fliggetlen halmazok egy lanca, azaz {V; : i € I}
algebrailag fliggetlen halmazok Vi-re dgy, hogy Vi,k € I: 'V, C V; vagy

Vi, C 'V}, akkor kénnyen lathatoan felss korlatja lesz ennek a lancnak a |J V;
iel

halmaz. Vilagos, hogy ha |J V; nem lenne algebrailag fiiggetlen, az azért
iel
van, mert tudok mutatni aq,...,qa, € |JV;, hogy 6k mar nem algebrailal

iel
fiiggetlenek. Ezen feliil Vj, (j € {1,,,n}) 3i; € I, hogy a; € V;,, Ekkor ezen

véges sok halmaz koziil a legb6vebb tartalmazza az 6sszes a;-t, ellentmondva
ezen legb&vebb halmaz algebrai fiiggetlenségének.

Legyen most H C R maximalis az algebrai fiiggetlenségre nézve, vala-
mint jeloljiik H szdmossagat x-val. H maximalitasat ott tudjuk kihasznalni,
hogy egyetlen egy valos szam sem vehetd hozza H-hoz, hogy az algebrailag
fiiggetlen maradjon, azaz Vr € R 3hy, ...,y € H, (k fiigg az r-t6l), hogy
r,hi, .., hy algebrailag fliged Q felett, azaz létezik egy Q feletti nem azono-
san nulla (k+1) valtozos polinom, aminek gyoke r, hq, .., hy. Nézzik meg,
hogy hanyféleképpen tudok kivenni véges sok H-beli elemet, és hozzajuk egy
Q feletti akdrhany valtozos polinomot. Nyilvan legfeljebb x - Np-szor, mi-
vel H Osszes véges részhalmazai k sokan vannak, ha H végtelen elemszamu
és Ny sok akarhany valtozos Q feletti polinom van, mert minden n-re csak
megszamlalhato sok Q-beli egyiitthatos n-valtozos polinom létezik. Ha vé-
ges elemszami, akkor k- Ny = Ny, de nyilvan ebben az esetben is pontosan
ennyiféleképpen tudunk vélasztani véges sok H-beli elemet és egy tobbval-
tozos racionalis egyiitthatos polinomot. Forditva, ha kivalasztok véges sok
hi,...,hx € H szamot, és egy (k+1) valtozos nemazonosan nulla polinomot
Q felett, g(x1, ..., xr41)-t, akkor q(hq,...hy, vr41)-nek csak véges sok gyoke
van. Igy azon valos szamok, amelyek az elgbbi alakban allnak els, mint
q(hy,...hg, xp41)-nak a gyokei, azok is k - Ng sokan vannak, de igy minden

valos szam elsall H maximalitasa miatt! Igy ¢ = & - Ry, amibél vilagos, hogy



3. VARATLAN HALMAZOK A SIKON ES A TERBEN 29

k = c sziikségképpen igaz.
O

Forgatas alatt a tovabbiakban mindig SO(3)-beli csoportelem é&ltal repre-
zentalt forgatast fogunk érteni. Két origon atmend sikra valo tiikrozés kom-
pozicidja vildgos, hogy a két sik metszeteként elgallo egyenes koriili forgatas,
méghozzé kétszer akkora szoggel, amelyet a sikok bezartak. Ez a gondolatme-
net konnyen eljatszhato visszafele is, barmely forgatas elgall, mint két origon
atmend sikra valo tiikrézés kompoziciojaként, persze ezen sikok véalasztasa
mar nem egyértelmd. Egy origon dtmend sikot annak valamelyik normalvek-
toréval jellemezhetjiik. S6t, ha tehat adott egy v vektor, akkor nem csak azt
a sikot jellemezhetjiik v-vel, aminek a v a normalvektora, hanem az erre a
sikra vett tiikrozést. Az el6bbiek miatt tehat bevezetjiik a T}, jelolést, amely
arra sikra valo tiikrozést fogja jelolni, aminek a normalvektora a v. Ekkor
a T, oT, egy forgatast reprezentdl, és ezt a forgatast jellemezhetjiik egy va-
16s szdm-hatossal: (vy, vo, V3, wy, we, w3) = (v, w) € RS. Az el6bbiek alapjan
tetszbleges forgatas is reprezentalhato legalabb egy valds szam-hatossal.

Most megvizsgéaljuk egy T, transzforméciéo matrixat (a természetes bazis-
ban felirva), majd annak specialis alakjabol egy tigyes gondolatmenettel adni

fogja magat a kontinuum rangu szabadcsoport.

3.9. tétel. Minden 0 # v € R? dltal meghatdrozott T, tikrézés mdtriza a

természetes bazisban a kovetkezd alakban dll eld:

2
1 2"11 2v1v2 —2v1v3
— 2..2,.72 T 2,.2,.72 2.,.2,.2
v +vy+v3 vi+v; “‘2”3 vit+vy+vs
__ 2v1v9 _ 27}2 __ 2vgu3
vi+vi+os vi+vi+os vi+v3+o;
202
___2vivg __2vvs 1 _ __ Y3
vi+vi+os vit+vi+os vi+vi+os

Bizonyitds. Ha S jeloli a v normélvektora origon atmend sikot, akkor egy

tetsz6leges (71,9, 73) = x € R3 vektor S-re vett mer6leges vetiiletére (amit

mostantol zg-el jelolink) igaz, hogy z¢ = x — %y. Ezt mutatja a (x —
%y, v) = (z,v) — (%z_)) = 0 szamolas.

Igy a'-vel jelélve a kapott képpontot a tiikrozés utan fennal, hogy:
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¥ =2ry—x=12— 2%, koordinatakkal:

. 201
T —U%-I—U%-i-vg (lel + V99 + ’0333'3)
_ 2v2
Tg(g) = | X9 — U%-I—U%-I—U% (Ull’l + U9y + 031‘3)
___2v3 )
XT3 vf—l—v%—i—v% (Ull’l -+ VaXo -+ 031'3)
Ebbdl a tétel allitdsa mar nyilvanvalo. O

Az el6z6 allitasbol tulajdonképpen csak annyit fogunk hasznalni, hogy a

T, o T,, matrix barmelyik eleme a kévetkezd formaban all els:

p(U17027v3aw17w27w3)
v%+v%+v§+w%+w%+w§

ahol p egy 6 valtozos egész egyiitthatos polinom, ez a két matrix 6sszeszor-
zasabol vilagos, persze a szorzatmétrix kiillonbozé elemeinél a p polinomok
kiilonbozhetnek.

Ha egy forgatast 6 szammal paramétereztiink, akkor azt a fenti értelem-
ben értjiik, azaz ha adva van a forgatas egy tetszéleges T, o T}, alakban vett
elgallitasa, akkor az ebbdl nyert (vy, ..., ws) valos szam-hatos biztositja a pa-

raméterezést.

3.10. tétel. Tegyiik fel, hogy Ay, ..., A, € SO(3) paraméterezhetd 6n darab
Q felett algebrailag fiiggetlen szdmokkal. Ekkor ezek a forgatdsok fiiggetlenek

is (azaz eqy szabadcsoportot alkotnak).

Bizonyitds. Legyen ez a 6n paraméter vy, ...vg,. Indirekt okoskodunk, tegytik
fel, hogy van egy nemiires redukalt sz6, amely az identikus forgatéist adja,
legyen ez B. Ekkor B a kovetkezd alakot olti: B = AM... A" = id, ahol
my, ...ms nemnulla egész szamok, és i, # ixr1, K = 1,..,5 — 1 esetén. Mivel
barmely C' € SO(3)-ra C~' = C7, ezért A""... A" matrix minden eleme

p(v1,...06n)
q(v1,...,06n)
mokkal. Ez utoébbi hanyados értéke 0 vagy 1, aszerint, hogy a szorzatmat-

alaka, p(zq,...x¢,) és q(z1, ..., xe,) raciondlis egyiitthatoés polino-

rix melyik eleme, mivel az eredmény az egységmatrix. Mivel a paraméter
szamaink algebrailag fliggetlenek voltak, ezért azok a helyek, ahol az egy-

ségmatrixban nulla all, ott a p polinom nulla, mig ahol 1-es all, ott p = ¢ .
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Most jon a bizonyités kulcsgondolatmenete, ugyanis vegyiik észre, hogy ha
adva lennének tetszGleges Ay, ... A, forgatasok tetszéleges 6n darab szammal
paraméterezve (azaz semmilyen féle algebrai fliggetlenséget sem tesziink fel
rolunk), akkor az Aj".... A" matrix kiszdmitasdnal sz6 szerint ugyanezek a
p és q polinomok jelennének meg, mint fent, de ez azt jelentené, hogy az
Ay, ..., A, matrixok tetszbleges valasztasa mellett A7'".... A" szorzatmatrix
az identitast adna. Ha F és G fiiggetlen forgatasok, (ilyen biztosan létezik a
3.2-es tétel értelmében), akkor F~'GF, ..., F""GF™ is fiiggetlen forgatasok,
de az el6z6 okoskodasok alapjan egy nemtrividlis sz6 az identikus forgatast
eredményezné, ellentmondva F~'GF, ..., F"GF™ fiiggetlenségének. Igy ma-
ga Aq, ..., A, forgatasok is fiiggetlenek. m

3.11. tétel. SO(3) csoport tartalmaz kontinuum rangi szabadcsoportot.

Bizonyitds. Vegyiink egy H C R algebrailag fliggetlen halmazt Q felett (ilyen
van a 3.8-as lemma értelmében). Osszuk ezt széjjel 6-os csomagokba (ekkor
kontinuum sok csomagot kapunk), és tekintsiik ezen 6-osok altal reprezentalt
forgatasokat. Ahhoz, hogy ezek kontinuum rangu szabadcsoportot alkossa-
nak, az kell, hogy kontinuum sokan legyenek (ez teljesiil is), valamint hogy
barmely véges része fiiggetlen legyen, ezt pedig éppen az el6z6 3.10-es tétel

garantalja. O
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4. A Lindemann-Weierstrass tétel

Ebben a fejezetben "bizonyos kinézetd" szamokrol igazoljuk azok transz-
cendens voltat. Természetes lenne most az e és a 7 transzcendenciajaval
kezdeni, azonban ehelyett egy sokkal erGsebb tétellel inditunk, a Lindemann-
Weierstrass tétellel, amibdl kipotyog az e és a m mellett rengeteg masik szam
transzcendenciaja. Ahhoz, hogy eljussunk e tétel bizonyitasahoz és hogy ne
kelljen rengeteg technikai részletet a bizonyitas kozben elemezni, ezzel meg-
torve a tétel bizonyitasanak megértését, néhany allitas/lemma/tétel-t fogunk
most megnézni, amelyek elsG ranézésre nem is feltétlen fognak kapcsolod-
ni egymashoz, azonban mindegyiknek szerepe lesz a Lindemann-Weierstrass
tétel bizonyitasaban. Testbdvitések témakorbdl eredményeket fogunk hasz-
nalni, amelyeknek egy részét ismertnek tételezziik fel, mig méasik részik a
fiiggelékben bizonyitasra keriil (ezt valamilyen formatumban majd jelezziik
az allitas utéan), illetve egy-egy allitas bizonyitésa ezen fejezet keretén beliil
torténik. A bizonyitasokat [6] és [2]-bdl dolgoztuk fel.

4.1. lemma. Legyent € C tetszdleges és f eqy m-edfoki polinom, emellett je-
lolje 1(t, f) a kévetkezd komplex vonalintegrdlt 1(t, f) fot t=u f(u)du, ahol

az integrdldsi utat a [0, t] szakasznak vdlasztjuk. Ekkor I(t, f) = €' Z f9(0)—
J=0

> fU).

Jj=0

Bizonyitds. Teljes indukcoval bizonyitjuk a lemmat. m=0-ra trivialis, hiszen
ekkor f valamilyen konstans c, és igy I(t, f) : fo Fuedy = [—cetTM)UZE =
elc—eVc. Tegyiik fel, hogy minden legfeljebb m-edfoki polinomra mar tudjuk
az allitast, és legyen f egy tetszoleges (m-+1)-edfoki polinom. Ekkor parcialis

integralassal és indukcioval kapjuk:

1t f) = / e f(u)du = [~ Flu)]'=h + / e (1) du =

m m+1 m-+1
= fO) =S +e D0 Zf’“ = [0 = 10,
j=0 j=0 j=0
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4.2. lemma. Legyen ag,...,a, € C pdronként kiloénbozd szdmok. FEkkor

et . et fiigguények linedrisan figgetlenek C felett.

Bizonyitds. Ha nem igy volna, akkor léteznének Aq, ..., A\, nem mind nulla
komplex szdmok, amelyekre \;e®? + ... + \,e* = 0. Ez utobbi egyenle-
tet derivaljuk (n-1)-szer, majd helyettesitsiink mindenhol ¢ = 0-t, akkor az
eredeti és az (n-1) derivaltegyenlettel kapjuk, hogy:

ALt + XA =0
MO+ e + A\, =0
Ao+ + A2 =

Mal 4+ el =0

Ez utobbi lehetetlen, hiszen mint Ay, ...., \,-ben n ismeretlenes n egyenlet-
b6l 4ll6 homogén linearis egyenletrendszernek tekintve a fenti egyenleteket,
az egyiitthatoé méatrix egy Vandermonde matrix aq, ..., a,-ben, ezek determi-
nansa nemnulla jol ismerten (persze aq, ...q, kiillonbozosége kell hozza), igy
csakis azonosan nulla megoldasa lehetne az egyenletrendszernek, de abbol

indultunk ki, hogy Ay, ...., A\, nem mindegyike nulla. O]

Megjegyzés: Ez utobbi lemmat ott fogjuk kihasznalni majd a késGbbi-
ekben, hogy tobb Aje® + ........ + e (aq, ..., kiilonbozok, Aj, ..., A,
nem mindegyike nulla) tipusu kifejezéseket szorzunk Gssze, amelyek eredmé-
nye szintén valami bje” + ...bpe7* alaku kifejezés, és itt nem lehet minden
by, ..., by egyiitthato nulla (persze a kapott szorzatkifejezés bye™ + ... + bpex
értéke lehet nulla), mivel A\je™* + ........ + et alaka fiiggvények szorza-
ta bie"t + ... + bpe™! alaku, ez utobbi pedig nem azonosan nulla komplex
analatikus fliggvények szorzata, igy 6 maga sem nulla. Tehat by, ..., by nem

mindegyike nulla.

Most pedig néhany testelméletbdl vald alapvets definicié és eredmény at-
ismétlése kovetkezik, ezek egy részét altalanosabban is ki lehetne mondani,

de nekiink lényegében csak arra lesz sziikségiink, amikor Q valamilyen vé-
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ges bévitése lesz adott, egy-egy allitas viszont altalanosabban is kimondéasra

kerul.

4.3. definicié. K < L testbovitést végesnek nevezziik, ha 1L, mint K felett:

vektortér véges dimenzids.

4.4. definici6. K < L testbovitést algebrainak nevezzik, ha Vo € 1L algebrai
K felett.

4.5. definicié. K < L bovités szepardbilis, ha minden o € LL-re a K felett:
mainimdalpolinomga szepardabilis, azaz a minimdlpolinom osszes gyoke kiilonbo-

20 (K valamelyik algebrai lezdrtjaban).

Ismert, hogy Q-nak minden algebrai bévitése szeparébilis, s6t, ez minden
nullkarakterisztikaju test esetén is elmondhat6. Ha adott K < L testbd-
vitések, akkor tetszdleges ¥ € L esetén K(¥) jeloli azt a legsziikebb L-beli
résztestet, amely tartalmazza K-t és v-t. Mivel konnyen ellenérizhetéen egy
adott testben akarhany résztest metszete is test, igy az el6bbi definici6 értel-

mes. Ekkor azt mondjunk, hogy -t adjungéltuk K-hoz.

o

4.6. definicio. K < LL testbdvitést egyszerinek hivunk, ha eqy elemmel ge-
nerdlhatd, azaz létezik ¥ € 1L, hogy L = K(¥9)

Ez utébbi generald elemet szokas "primitiv" elemnek is hivni. Ugy szintén

ismert a kovetkezd tétel:
4.7. tétel. Minden véges szepardbilis bovités eqyszeri.

Mostantol kezdve ha azt mondjuk, hogy adott Q-nak egy K véges bévi-
tése, akkor mindig hozzaértjiikk, hogy K < C. Néha azt is mondjuk majd,
hogy "adott egy K n-edfoku algebrai szamtest", ekkor K mindig Q-nak egy
n-edfoki (tehat egyben véges is) bovitését fogja jelenteni. Ha adott csak
gy egy "algebrai szamtest", az mindig valamilyen n-re Q véges bévitését
jelenti. Mivel egy algebrai szamtest Q-nak véges bévitése, ezért K mindig
elsall K = Q(¥) alakban. Ugy szintén ismert, hogy ekkor az n = [K : Q]
testbévités foka éppen a ¥ konjugaltjainak szama. Ez utébbi k6zos n szamra
az 1,9, ...,9" ! bazis K-ban (mint vektortérben Q felett).
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Eddig a € C algebrai szam konjugaltjai alatt a minimalpolinomjanak az
Osszes gyokét értettiik, most egy masik tipusa konjugalt fogalmat vezetiink
be. Mindketts fogalmat hasznalni fogjuk, de ezek megkiilonbeztetése nem
fog gondot okozni, sziikség esetén hangsilyozzuk is majd, hogy a "régi" vagy
az "0j" konjugaltsag fogalomra gondolunk, persze e "régi" és "aj" fogalom
kapcsolodni fog egymashoz, amelyet igyeksziink részletezni, de egy-egy allitas
bizonyitasa a fiiggelékbe fog szorulni. Egy gyors jeldlést még bevezetiink
az 1j konjugaltsag fogalom bevezetése el6tt: egy n-edfokd ¢ algebrai szam
esetén a konjugaltjait (ez még a régi értelemben vett konjugaltsag) jeloljiik
9 =9W 9@ 90l

4.8. definicié. Legyen K n-edfoki algebrai szdmtest, valamint legyen v € K
olyan, hogy K = Q(¥). Ekkor a fentiek alapjin tetszdleges a € K elddll
a=cy+ 10+ ...+ cp 19"t alakban, ekkor az "o szam konjugdltjai K-ban"

alatt a kovetkezd szamokat értyik:
Co+0119(i) +...+Cn,1<19(i))n71, 1= 1,2,....,n

Gytjtsiik 6ssze, hogy mit tud ez az 4j konjugéltsag fogalom! Most minden
a € K szadmnak n darab konjugaltja van, ebben az 1j értelemben, fiiggetle-
niil attol, hogy 6 maga n-ed foku vagy kisebb fokt-e. Béar a definicibban az
"o konjugaltjai K-ban" kifejezéssel éltiink, egyaltalan semmi sem garantalja,
hogy ezek a konjugéltak mind K-ba fognak esni. Ezen n db konjugélt ko-
zott elsfordulhat, hogy néhany ugyanaz, példaul: Q(v/2)-ben az 1 és a v/2
bazis, tovabba a primitiv elem maga vélaszthatd v/2-nek, az 6 konjugaltjai:
V2, —v/2. Az "1" felirasa Q(v/2)-ben: 1 = 1-140-1/2, igy az "1" konjugaltjai
Q(V2): 1-14+0-v/2=1¢51-1+0-(—V2) = 1.

4.9. tétel. Legyen K n-edfoki algebrai szdmtest, valamint o € K tetszdle-
ges, m-edfoki algebrai szam. Ekkor a konjugdltjai K-ban nem mds, mint

alkalommal felsorolva mindegyik konjugdltja c-nak.

A bizonyitas a fiiggelékbe keriil. Az utobbi tétel egyik kovetkezménye,
hogy « konjugaltjai K-ban nem fiiggenek a primitiv elem valasztasatol. A

¥ — 9O megfeleltetés egy o; : Q) — Q) izomorfizmust ad, ismert
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(és konnyt latni is), hogy igy all el a Q(¥) test &sszes homomorfizmusa a
komplex szamok testébe. Evégett gyakran fogjuk egy o szam K-beli konju-
galtjait o;(«)-val jelolni, ami mellesleg valoban az « i-edik konjugaltjat adja
vissza, mint a ¢; izomorfizmus kiszamitasa az « helyen.

Emlékeztetiink arra, hogy algebrai egészeknek hivjuk azon komplex sza-
mokat, amelyek gyokei egy egész egytitthatos normalt polinomnak (ekviva-
lensen vele az, hogy az egész minimalpolinomjuk féegyiitthatoja 1). Ismert,
hogy az algebrai szamok testet alkotnak és az algebrai egészek gytrtit alkot-
nak, szintigy az algebrai egészek egy gytirtit alkotnak egy K algebrai szam-
testben. Ha adott egy o n-edfoku algebrai szam az 6 egész miniméalponimjé-
val: a,a™+...4a¢ = 0, akkor a,,« egy algebrai egész, hogy ezt lassuk, az el6bbi
egyenletet a”~!-el beszorozva kapjuk: (a,a)"+a,_1(a,a)" '+...4+a"1ag = 0.
Hasonléan a,a(” is algebrai egész. Specialisan véges sok algebrai szamra 16-
tezik egy kozos egész szdm, amelyekkel beszorozva mindegyik algebrai sza-
mot algebrai egészet kapunk (az egész minimalpolinomok fegyiitthatoinak
legkisebb kozos tobbszorose). A kés6bbiek soran egy egész szam alatt csak
"siman" egy egész szamra gondolunk a racionalis szdmok kozott.

Felhasznéljuk még a kovetkezs két elemi megfigyelést, amelyek az ele-
mi szimmetrikus polinomok tételének gyakorlatilag kozvetlen kévetkezménye:
Ha f(xy,...x,) € Q[z1,...x,] szimmetrikus x4, ..., z,-ben, és (1, ..., B, éppen
az Ossze gyoke egy racionélis egyiitthatos polinomnak (lehetnek koztiik egy-
formék is), akkor f(f1,...,5,) € Q, s6t, ha f egész egyiitthatos, és maga a
polinom, aminek a gyokei (1, ..., 3, is egész egyiitthatos plusz normalt, akkor
f(B1, ..., Bn) € Z. Ez utébbi megfigyeléseket gyakran egy szam és konjugalt-
jaira (mind a régi és mind az 0j értelemben), vagy annak olyan konstansszo-
roséra alkalmazzuk, amely mér algebrai egészek, vagy esetleg egy olyan poli-
nomra, amelynek egytlitthatoéi mind szimmetrikusak valamely (1, ..., 8,-ben,
és ekkor magarol a polinomrol fogjuk tudni eldénteni, hogy racionéalis/egész
egyiitthatos.

Ezek utan készen allunk a fejezet fGtételére:

4.10. tétel. (Lindemann- Weierstrass, 1885) Ha o, ...., a, kiilonbozd algebrai

egészek, akkor e®', ..., e linedrisan fiiggetlen A felett.
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Miel6tt a tételt belatnank, nézziik meg annak néhany kovetkezményét!
4.11. tétel. Va € A\ {0} e* transzcendens.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy mégsem, ekkor e® = 3 = e — 1-e*—f3-¢° =
0, ellentmondva a 4.10-es tételnek. O

Kovetkezmény 1: az e transzcendens.

Kovetkezmény 2: a 7 transzcendens. (Ha ugyanis nem igy volna, akkor

7 és o = i7 is algebrai volna, de e™ = —1.

4.12. tétel. Ha o nemnulla algebrai szam, akkor sin «, cos «, tan «v s transz-

cendens.

_e—ia (%o —ix . L,
£ 52— éscosa = “— valamint tan o ez utob-

biak hanyadosa, hogy ha ezek valamelyike algebrai volna, akkor az egyenletet

- oy . . . e’
Bizonyitds. Mivel sina = &

0-ra rendezve ellentmondésra jutnank a 4.10-es tétellel, a tan a esetet kifrjuk

részletesebben, tegyiik fel, hogy tan o = (8 algebrai:
e —e =i +e B = (1 —if)e* + (=1 —iB)e ™ =0

[tt mindkét egyiitthatonak nullanak kellene lennie, de legalabb az egyik nem-
nulla. [

4.13. tétel. o # 0 algebrai, ekkor loga transzcendens (« akdrmlyik logarit-

musdt is tekintve).

Bizonyitds. Ha algebrai lenne, akkor €6 = o transzcendens lenne 4.11-es

tétel szerint. O

Bizonyitds. (4.10-es tételé) Indirekt bizonyitunk, legyenek dy, ..., ds € A nem
mindegyik nulla gy, hogy:

(%) die™ 4+ ... +dse™ =0

a d;-k kozil a 0-k el is hagyhatoak, feltehet§ tehat, hogy a d;-k mindegyi-

ke nemnulla. A koévetkezd 1épések célja az lesz, hogy az egyenletrsl minél
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"szebb" dolgokat mondhassunk el. Szorozzuk be (*)-ot > oy(d;)e® alaka
j=1

kifejezésekkel, ahol oy végigfut a Q(dy, ..., ds) test dsszes C-be valo homomor-
fizmusain, mint ahogy azt fentebb leirtuk, ezek szamat jeloljiik l-el. Ekkor

az allitjuk, hogy egy kovetkezs tipusi egyenletbe lyukadunk ki:
(xx) a1+ ...+ ae™ =0

Ahol ay, ...., a, racionalis szamok, nem mindegyike nulla és 74, ...., 7y, kiilon-
boz6 algebrai szamok. Természetesen (**) egyenletet be fogjuk majd szorozni
egy nagy egész szammal, hogy feltehessiik, hogy a4, ..., a,, egészek is, igy ha
belattuk, hogy valoban ilyen alaku lesz (**), ahogy irtuk, akkor ay, ..., a,-
ekrdl fel fogjuk tenni, hogy még egészek is. Lassuk be elGszor azt, hogy
egyaltalan nem fog mindegyik e” tag kiesni, ehhez tekintsiik azt a teljes ren-
dezést a komplex szamokon, hogy a # f esetén: o < § <= Re(a) < Re(p)
vagy Re(a) = Re(f) esetben pedig Im(a) < Im(p) teljestl. Feltehets az

altanossag megszoritasa nélkiil, hogy «; volt a legkisebb a kiindul6 o;-k ko-

ziil erre rendezésre nézve. Ekkor a ﬁ o(dy)e* = o1(dy)oa(dy)....o(dy )e™™
tagot senki sem fogja kiejteni, tovéﬁ)lé mivel d; nemnulla, ezért egy o ho-
momorfizmus soran o(d;) sem nulla (test homomorfizmusa tulajdonképpen
a test beagyazasat adja, igy nemnulla elem nemnulla elembe megy &t).

Most nézziik meg, hogy egy a; miért lesz racionalis, ezt Ggy fogjuk belatni,
hogy a (*) egyenelet ) oy(d;)e® alaku kifejezésekkel vald beszorzasa utan
j=1

egy altalanos tagja az osszegnek ugy fog kinézni, hogy (valamilyen szam) -

> Ao . e ..
e=t  ahol Y A, = [ (mivel 1 db hosszu kifejezést szoroztunk Ossze), és

err6l a (valamilyen szamrol) mutatjuk meg, hogy racionalis. Ezek utén, ha

Osszevonjuk a eigl e alakt tagokat, ahol a kitevék ugyanazt az algebrai
szamot adjak, valamelyik v;-t, végiil pedig egy ilyen egytitthatoja racionalis
szamok Osszege lesz.

Mivel dy, ..., ds mindegyike algebrai, ezért Q(dy, ..., ds) Q-nak véges bévité-
se, ezért ez egy véges szeparabilis bévités, igy a 4.7-es tétel alapjan egy§zerﬁ

Ao
is, legyen ¢ olyan, hogy Q(dy,...,ds) = Q(9). Megmutatjuk, hogy ei;
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egyiitthatoja ¥ és konjugaltjaiban egy racionalis egyiitthatés polinom, ami
szimmetrikus is lesz még 1 és konjugaltjaiban, ez pedig a fentebbi szimmet-

rikus polinomokra tett megjegyzések alapjan éppen azt eredményezi, hogy
>N o
ei=1 egyiitthatoja racionélis.
l s
Ha tehat fixaltunk Aq, ..., A, nemnegativ egészeket, akkor a [] (> ox(d;)e™)
k=1 j=1
3 Ao
alakbol vildgos, hogy amindent-mindennel 6sszeszorzas utan a ei= egyiitt-
hatoja :
!
(1) > lowld)
il,A..,Z‘kG{l,...,s} k=1
ahol persze az 11, ..., 1, indexek koziil pontosan \; darab 1-es,..., A\, darab
index értéke s. Mivel 1 db o van, ez pontosan azt jelenti, hogy a Q-nak Q(?)
éppen l-edfoku bévitése, amit hasznélni fogunk, hogy Q(9), mint Q feletti

vektortérben midegyik d;-t fel tudjuk frni a 1,9, ...,9"~! bazisban:

-1
dj =Y 4.0
z=0

Ha ezek mellett még ) konjugaltjait O = 0y, ..., ¥()-el jeloljiik, akkor oy (d;)
-1
> 4.9, éppen a k-ik konjugéltja d;-nek Q(¥)-ban (ezen "ujabb" 4.8-as
z=0

definicio értelmében vett konjugalt). FEzeket visszairva (1)-be kapjuk a ko-

vetkez6 kifejezést:

Y I i)

1159 €{1,...,s} k=1 2=0

ami viszont tényleg szimmetrikus ¥ (;)-kben, ezt ellenérizendé elég latni, hogy
egy Uiq) és V) (1 < a < b < 1) cseréje a (2) kifejezést onmagaba viszi at.
Ez utobbi viszont mar nyilvanvald a (2)-es alakbol, mivel egy ilyen csere a
kiils6 szumma egy tetszdleges tagjat a kiils6 szumma maéasik tagjaba viszi at,

igy gyakorlatilag a kiils6 szumma Osszeadandoi megpermutalodtak, de tjra

)\iOé

ugyanazokat a szamokat adjuk ossze. Megkaptuk tehat, hogy ei=t i egyiitt-
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hatoja valoban szimmetrikus polinomja racionalis egyiitthatokkal (az, hogy

. .. . . > Mo
polinom, nem néztiik, de nyilvanval6) ¥;-knek, igy racionalis maga e=1

egyiitthatoja. (Igy a (**) alakot valoban igazoltuk, és emlékeztetiink, hogy
ai, ..., a,-rol felteheto az is, hogy egészek is).

Ezek utéan feltehetjiik, hogy a (**) egyenletben a ~; szamok Osszes kon-
jugéltjai is szerepel (amelyik nem, az nulla egyiitthatoval), igy persze nem
vesztettiink az eddigi adatainkbol, tovabbra is v;-k algebrai egészek, és pa-
ronként kiilonbozdk, valamint e¥i-ik egész egylitthatos linearis kombinécidja
szerepel (**)-ban. Ezek utan K jelolje azt az algebrai szamtestet, amit ~;-k
Q-hoz adjungélasaval kapunk. Errsl a K testrsl méar elsljaroban jegyezziik
meg, hogy egyrészt szeparabilis bévitése Q-nak, véges bévitése Q-nak, illetve
hogy éppen a ~;-k miniméalpolinomjainak szorzatanak felbontasi teste, amit
a véges bévitéssel egyiitt kombinalva kapjuk, hogy ez egy normalis bévitése
Q-nak, a normalitast pedig a szeparabilitassal 6tvozve, hogy K egy Galois
bévitése Q-nak. Mindezek azt is mutatjak, hogy ezen K test homomorfizmu-
sai C-be nem masok, mint a Gal(K/Q) elemei, amelyeket most el is neveziink
Ti, ..., Tg-nek.

Bevezetjitkk ¢ = 1, ..., d esetén a kiovetkezs fiiggvényeket:
Ai(t) = alen(%)t 4o+ aneﬂ'(%)t _ Ti(al)en(w)t + .+ Ti(an)en(%)t

ahol a mésodik egyenldség abbdl fakad, hogy az a; szamok egészek, igy azo-
kat barmelyi 7 fixen hagyja. Vegyiik észre, hogy egyik sem azonosan nulla.
Elsbbi allitast igazolja az, hogy mivel ;-k kiilonbozéek voltak, igy rogzitett i
esetén 7;(y;)-k is kiilonb6zbek lesznek, a 4.2-es lemma ekkor garantélja, hogy
A;(t) fiiggvények egyike sem nulla. Ezek utén vegyiik észre, hogy a most de-
finidland6 fliggvényiink sem lehet nulla a 4.2-es lemma uténi megjegyzésbél

adddodan:
d

B(t) = HAZ(t) = bleﬁlt + ...+ bMe’BMt
i=1
ahol 1, ..., By paronkeént kiilonb6z6 algebrai szamok, mig by, ..., b, egész sza-
mok, amelyek nem mindegyike 0, valamint B(1)=0. Ez utobbi B(1) = 0
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egyenletet irjuk is ki, mert hasznalni fogjuk még:
(1) B(1) =bie™ + ...+ by’ =0

Megmutatjuk, hogy tetszéleges 7 Galois csoportbeli elem a (by, Bx), k =
1,..., M péarokat permutalja. Ehhez lépjiink vissza egy pillanatra a B(1)

definici6jahoz, ami nem més, mint:

d
B(1) = H(Ti(al)e”(“) + ...+ Ti(an)e”(%))

=1

Jelolje L;, j =1, ..., M esetén azon (i1, ..., 7q), 11,...,%q4 € {1,....,n} inde-
xek halmazat, amelyekre a 71 (7;,) + ... + 7a(7:,) Osszegek megegyeznek (ezek

szolgéltatjak az e tagot), ekkor b; =  >°  7i(ay) - ... - 7a(a;,). Mivel
(’i1,...,’id)€LJ’
tetszéleges 7 Galois csoportbeli elem esetén 77, ..., 774 a T, ..., Tqy €gy per-

mutacidja, igy a kitevé B;-k és egyiitthatd b;-k egyszerre permutélédnak,
méghozza ugyanabba a (fk,bx) parba. Egyik fontos kovetkezménye annak,
hogy tetsz6leges 7 permutalja a (fx,bx) parokat, hogy "csak siman" permu-
talja a Oi-kat is a 7. Ebbdl fakad6an ha felirnank a [§-knak egy szimmetrikus
polinomjat, akkor az egy racionalis szam lenne, mivel tetszéleges automorfiz-
mus fixen hagyja. Kés6bb még azt is felhasznaljuk, hogy ha N egész szamot
ugy valasztjuk, hogy N[y, ..., N5y mindegyike algebrai egész legyen (mond-
juk ilyen N a f3;-k egész minimal polinomjainak f6egyiitthatéinak szorzata),
akkor Nfi,..., NG, tetszGleges egész egyiitthatos szimmetrikus polinomja
EGESZ szam.

Most pedig a 4.1-es lemmaban szereplé I(t, f)-et fogjuk hasznalni, alkal-
mas t és f-ek valasztésa mellett. ElGszor is r = 1,..., M esetén bevezetjik a

kovetkezs f,. polinomot:

(0= B (0= B

fila) = N

ahol p a késébbiekben tisztdzando6 jo nagy primszamot fog jelolni és N olyan,

hogy Npi, ..., NBxy mind algebrai egészek, tovabba ez a NMP szorzétényezs
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fogja garantalni, hogy a kés6bbiekben megjelend szimmetrikus kifejezések
B, ..., Bar-ben szimmetrikusak lesznek Nfy, ..., NGy-ben is. Az f, polinom
fokat m-el fogjuk jelélni a késébbiekben (igy m = Mp — 1). Ekkor tekintsiik

megint csak 7 = 1,..., M esetén a kiovetkez§ kifejezést:

M
Jr = Z bk’I(ﬁka fr)
k=1

Innentsl a kovetkezs a célunk:

e nagy p-re J; - ... - Jys egy egész szam, ami oszthatod (p — 1)!-al, de p-vel
nem (igy specialisan nemnulla), ami alapjan Jj - ... - Jy; abszoluat értéke
leaglabb (p — 1)! lesz.

e [(t, f) definiciojat hasznélva egy trivialis becsléssel |J; - ... - Jys|-re va-

lamilyen p-t6l fiiggetlen c-re ¢ alaku felsé becslést adni

Ez utobbi két tulajdonsag fogja szolgaltatni az ellentmondast, mivel (p —1)!
gyorsabban tart a végtelenbe, mint c¢?. ElGszor is J, a 4.1-es lemmat hasznalva
és (i)-t:

M m m M m
(i) o= bule™ Y F0) =3 FPB) ==Y by FP(Be) =
k=1 j=0 =0 k=1 j=0
m M
== wf9B)
j=p—1 k=1
ahol az utols6 egyenl@ségnél a szummat megeseréltik és j = (p — 1)-t6l

kezdtiik a szummat, mivel az el6tte allo (p — 1)-nél kisebb derivaltak esetén
azokba (-t helyettesitve 0-t kapunk. Vegyiik észre azt is, hogy rogzitett r

esetén és j = (p — 1)-re a
M
S b fP(BE) = b fV(B) = NMP(p — D[ (8, — B
k=1 i#r

Ahhoz, hogy megértsiik J; - ... - Jy; valéban egész, még hozza a fentebb leirt

tulajdonsigokkal, irjuk ki részletesen Ji, .., Jy-et:
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Jo= (N (p = DIT](B1 = B)7) + oo+ B (B) + o+ b ™ (Bur)
i#£1

T = (N (p = DU T Bur = B + o+ (0 f(B1) + oo+ bar 37 (Bar)

i#£M

Amikor a szorzast elvégezziik és mindent-mindennel szorzunk, ugy képzeljiik
el, hogy Ji, ..., Jy-en beliil direkt elhelyeztiink zardjeleket, és a bels§ zaro-

jeleket mint egy egésznek tekintve szorzunk mindent mindennel, igy példaul

M
az els6 tagja a szorzatnak: NM°2. (p — 1)IM [T T1(8; — B:)P, mig az utolso:
=1

M
[T ™ (BL) + oo+ bar f7™ (Bar)). Amikor a szorzasnal Ji-bol kivesziink
=1

egy zarOjelet , azt "jellemzi" az, hogy az f; polinom hanyadik derivaltjat
is nézziikk abban a zardjelben. Végezziink tehat ugy egy csoportositést a

kapott 0sszeadandokbdl, hogy kiilon el6bb 6sszeadjuk azokat az M-tényezds

M

szorzatokat: H(blfl(tl)(ﬁl) + ...+ bel(tl)(ﬁM)) , ahol t; + ... + t allan-
=1

d6. Minden egyes ilyen csoportrol azt allitjuk, hogy az Osszeg egy egész.

A legels6 csoport, amikor is ¢ + ... +tyy = M(p — 1), azaz az egytagi

M
NMp. (p— 1M Hl I;I(BJ — [3;)? osszeg szimmetrikus Nfy, ..., N Gy-ben igy
j=1i#j

i#]
(ami fix, p-t6l fiiggetlen), akkor az els6 szam p-vel nem oszthato. A t6bbi
esetben, amikor is t; + ... +ty; > M(p — 1) gy érveliink, hogy Ny, ..., NGy

egy egész, s6t, ha p olyan prim, hogy nagyobb mint N és 'H(N Bi — NB;)

olyan egész egyiitthatos polinomjat kapjuk, amibdl kiemelhetd a p!, valamint
minden Galois csoportbeli elem fixen hagyja az Osszeadandot, ami alapjan
ez egy algebrai egész szam, mikozben racionalis, tehat egy egész szam, ami
p! kiemelése miatt p!- al oszthato is. A p! azért emelhetS ki minden O6ssze-

adandobol, mivel egy H(b1fl W (8))+ .. b, (0 (84)) szorzotényezdk kéziil

legaldbb az egyikben p' alkalommal derivaltunk, tovabbéa a végeredmény nyil-

van Ny, ..., N By egészegytitthatos polinomja lesz, lassuk, hogy miért hagyja
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fixen ezt minden eleme a Galois csoportnak: egy 7 permutélja (S5, by) pé-

rokat, valamint ennek kovetkeztében 7 permutalja az f1, ..., fas polinomokat

is, igy egy ]MI (blfl(tl)(ﬁl) + ot bel(tl)(,BM)) tag sz6 szerint egy olyan tipusi
M—tényezé’é:slzorzatba megy at, amilyen 6 maga, tehat egy 7 csak megpermu-
talja az Osszeadandokat. Tehat t1 + ...+ 1ty = M(p — 1) esetén az dsszeg egy
(p — 1)!-al oszthato szam, mig t1 + ...ty > M(p — 1) esetén pl-al is oszthato,
tehat végiil kaptuk, hogy J; - ... - Jy oszthato (p — 1)!-al, de nem p-vel, igy
|Jio Ju| = (p— 1L

Mivel J,. M darab (ami fix) I(¢, f) tipust kifejezés Osszege (fix by egyiittha-
tokkal), ezért annak belatasahoz, hogy | J; - .... - Jy| < ¢ elég csak azt belat-
ni, hogy egy I(SB, f.) abszolit értéke feliilbecsiilhets di°e/r = @MP=1 < P-el,
ahol c fliggetlen deg f,-t6l, ezt egy egyszeri trivialis becsléssel érhetjiik el:

Bk
}I<6k7fr)‘:/0 e f (u)du

< d%l max Hu) <
<184 ! max | ()] <

< el max |u — 3|)P - max (u— G|, 1
<164l (T max fu = A7 max fu = Gel”, 1)
1#£k
ahol az utolso kifejezés vilagos, hogy tényleg feliilbecsiilhet§ valamilyen cP-
vel, igy ezzel teljessé téve a Lindemann-Weierstrass tétel bizonyitasat.

]

Hivatalosan a Lindemann-Weierstrass tétel, amely 1885-ben sziiletett,
nem igy volt kimondva, hanem ez a fajta egyszertisitése Alan Baker ma-

tematikusnak koszonhets, ime a tétel eredeti 1885-6s forméja:

4.14. tétel. Ha ay, ..., ay, Q felett linedrisan fliggetlen algebrai szdmok, akkor

a1

e, ..., e algebrailag fiiggetlenek Q felett.

Bizonyitds. Ha e, ....,e“" algebrailag nem filiggetlenek, akkor létezik egy

a1
g eee

egész egylitthatos n valtozds polinom, aminek gyoke a (e ., e%") n-es.

Ezt a polinomot kiirva a helyettesités utan ilyen alaku egyenletet kapunk:

E : ail’m’inezlal—‘r...—s—znan — O

'il’“-v’in
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ahol az a;, ;, egyiitthatok nemnulla egészek. Ekkor az ujrafogalmozott

Lindemann-Weierstrass tétel szerint (4.10-es tétel) nem lehet, hogy az iy a1 +
oo + ipay, szamok koziil mindegyik kiilonb6zs, de akkor az oy, ..., a,, szdmok

mégis csak linearisan fiiggdk.
O

Bar nyertiik, hogy mind 7 és e transzcendensek, mai napig megoldat-
lan kérdés, hogy vajon 7 + e vagy me transzcendensek-e, a sejtés az, hogy
mindkett§ az. A témakorhoz tartozik egy utobbi kérdésnél sokkal erdsebb

megoldatlan sejtés, amihez két gyors definiciét nézziink meg:

4.15. definicié. Legyen F < K testbovitések, ekkor V. C K transzcendens
bazisa K-nak F felett, ha K algebrai bévitése F(V')-nek és V algebrailaig fiig-
getlen T felett.

Bizonyitas nélkiil kozliink néhany &llitdst a transzcendens bazisrél, ezek
bizonyitasa példaul [3]-ban megtaldlhatoak. Az, hogy létezik transzcendens
bazis, az fogja garantalni, hogy egy maximalis algebrailag fliggetlen V hal-
maz [ felett pont olyan lesz a maximalitas miatt, hogy K algebrai bévitése
F(V)-nek, s6t, pontosan a maximalis algebrailag fiiggetlen halmazok lesznek
transzcendens bazisok. Persze ilyen maximaélis algebrailag fiiggetlen halmazt
az ember Zorn-lemméval talal (mint ahogyan azt tettiik a 3.8-as lemmaban).
S6t, mi tobb, az is igaz, hogy bérmely kettd transzcendens bézis szamossaga

megegyezik, ez vezet el a kovetkez§ definicidhoz:

4.16. definicié. F < K testbovités transzcendens foka eqy transzcendens

bdazisdnak szamossdga.

Ez utan kimondhatjuk a sokkal altaldénosabb sejtést, amelyet S. Schanuel

fogalmazott meg:

Sejtés: ay, ..., o, linearisan fliggetlen komplex szamok Q felett, ekkor a

Qaqy ooy i, €1 ™) test Q feletti transzeendens foka legalabb n.

Ha tehat Schanuel sejtése igaz lenne, akkor tekintve az 1, 2wi, e, €*™
altal generalt testet a racionalisak felett, kapnank, hogy ennek transzcendens
foka legalabb 2, azaz m és e algebrailag fiiggetlenek Q felett, amib&l b&ven

kovetkezik, hogy mind a 7 + e és me transzcendensek.
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5. Siegel lemmaja és a Hat exponencialis tétel

Ebben a szakaszban a Siegel lemmat fogjuk belatni, amelynek mara rengeteg
varidnsa ismert, mi ezek koziil 3-at latunk be, amely elGszor egész megol-
désai egy egész egyiitthatdés homogén linearis egyenletrendszernek és annak
nagysagara vonatkozik, majd a kovetkezd verzio algebrai egész egyiitthatos
homogén linearis egyenletrendszerrsl és annak algebrai egészekbdl allo meg-
oldasdra mond valamit, ezt lesz a legnehezebb bebizonyitani a 3 valtozat
kozil, majd a 3-ik verzo algebrai egytitthatos, algebrai egészekbdl 4llo meg-
oldas létezésérdl szol és annak valamilyen értelemben vett nagysagarol mond
valamit. Siegel lemmaéaja utdna a Hat exponencialis tétel kovetkezik és annak

egy alkalmazasa. A bizonyitasok soran [6] és [4]-t kovetjiik.

5.1. tétel. (Siegel lemma, 1-es verzid) Legyen Zaz x,=07=1.,M-

re, M < N egy N wvdltozos M ismeretlenes egesz egyiitthatos homogén li-

nedris egyenletrendszer, valamit legyen |A| = 1<.<1;\114%>§'<N‘ai].|. Ekkor le-
SSMLIS)S

tezik egy memtrividlis egészekbdl dllo (xq,...,xN) megoldds, amelyre ‘x]} <
2+ (NJA)~ %, j=1,.N.

Bizonyitds. Kissé kovetkezetleniil, de jeloljiik A-val a homogén lineéris egyen-
letrendszerhez tartozé matrixot (ezért jeloltiik a fenti mennyiséget | A|-val).

Vezessiik be még a kdvetkezs jeloléseket:
A:={zecZ": Az =0}

valamint |z| ;=  max |ZL‘]‘ Ezek mellett még egy plusz jelolés H € Z~
x koordinatéai
mellett:

Chi ={z € R :Ja| < H}

Ekkor nyilvanvaloan ‘C’g NZN ’ = (2H + 1)%, valamint vegyiik észre, hogy
az A : RY — RM linearis leképezésre teljesiil, hogy ha z € C¥, akkor
Az € C%A‘H. Szintén vilagos, hogy:

‘c}wﬂw N ZM‘ — 2N|A|H + )M
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Vélasszuk H egy olyan pozitiv egész, ami tudja:
(N|A]) ™5 < 2H < (N|A|)¥5 +2

Ezzel felirhatjuk a kovetkez$ becslés sorozatot:

)(Jﬁ N ZN‘ = (2H +1)N = 2H + )M (2H + )N M >

> (2H + DM (N|M)™ > @N|A| H + 1M =|Cyan N ZY

Specidlis nem lehet, hogy A injektiven képezi bele a C% N ZY halmazt a
C’%A‘H N ZM halmazba. Igy dz,y € CNNZN x # y, hogy Az = Ay és
igy A(x —y) = 0. Ekkor fennall erre az egész megoldas vektorra, hogy
‘g - g‘ < 2H < (N|A|)™" +2.

O

Ezt felhasznélva szeretnénk tovabbi algebrai szamtestekbeli egyiitthatos
linearis egyenletrendszerek megoldésainak nagysagarol mondani valamit, eh-
hez azonban néhany dolgot felidéziink az algebrai szamelmélet teriiletérsl.
Ezekbd6l néhany allitast a fliggelékben belatunk, hogy melyiket, szokas sze-
rint jelezziik valahogyan az allitas utan.

Legyen K egy algebrai szamtest, és legyenek adottak a oy, .., 04 bedgya-

zésai a komplex szamtestbe, definidljuk egy a € K "magassagat":
H(a) :==max{|oy(a)| : 1 =1,...,d}

Megjegyezném, hogy ez a sajatos forditdsa az angol "height" szénak, amit
azért szeretnék kiemelni, mert sok szerzé a "height" kifejezést egy a algeb-
rai szam minimalpolinomjanak egyiitthatéinak abszolut értékének minimu-
maként deinialja, és e fenti definici6 eredményeképp kapott szamra pedig a
"size" kifejezést hasznalja.

Ha adott egy K algebrai széamtest, akkor a K-ba es§ algebrai egészek
gytrijét mostantdl Ok-val fogjuk jelolni. Egy fontos tény, hogy Ok egy d-

rangu szabad Z modulus, azaz léteznek wy, ..,wy € Ok, hogy barmely a € Ok
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el6all egyértelmten egész egyiitthatos linearis kombinaciojaként a wy, ..., wy
szamoknak. Egy ilyen wy, ..., wg-est szokds egész bazisnak is nevezni, persze
egy egész béazis kozel sem egyértelmi. Egy ilyen egész bazisnak a létezését a
fiiggelékbe részletezziik.

Még egy tétel, hogy ha adott egy wy, ..., wq egész bazis (valamely most
rogzitett K testtel persze), és definialjuk a kovetkezs d x d-es matrixot:
W = (01(wk))1>16>4, akkor W invertélhato. Ezt ugy szintén a fiiggelékben

részletezzik.

5.2. tétel. (Siegel lemma, 2-es verzid) Ha adott egy d-edfoki algebrai szam-
test és A = (a;) M x N-es mdtriz, ahol M < N és a;; € Ox. Ezek mellett
legyen:

H(A) :=max{H(ay;):1<i< M, 1<j<N}

Ekkor létezik a Az = 0 homogén linedris egyenletrendszernek egy nemtrividlis

x € OF megolddsa, amire:

max H(x;) < Bx(M,N)H(A)~w

1<j<N

ahol Bx(M, N) eqy M, N,K-tdl fiiggé konstans.

Bizonyitds. A bizonyitas tulajdnoképpen az 5.1-es tételre valo visszajatszas
az elébb felsorolt fogalmak birtokdban. Vegyiink tehat egy wy,...,wq egész
bazist, és legyen a W matrix gy, mint fentebb. Barmelyik «;; A-beli elemre
létezik ai; € Z 1 < k < d, hogy:

d
Qij = Z AijkWE
k=1
Ha most alkalmazzuk a o4, ..., 04 bedgyazasokat a fenti egyenletre, akkor kap-
juk, hogy:
d
o(a;;) = Z a0 (wy)
k=1

minden 1 <[ < d esetén. Defindljuk a kivetkezs vektort.

% = (0'1(@7;]', ceey O'd(Oéij))T = W<aij17 ceey aijd)T
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Igy W1 4tszorzas utén kapjuk a kdvetkezs egyenlGséget (és egy tjabb vektor
deiniciojat is):
W_I(O'l(Oéij, ceey O'd(Oéz'j))T = (aijl, ey aijd)T = %

Ha elnevezziik W1 elemeit vy-el, akkor a fenti egyenlet az a;; elemeire a

kovetkezdket jelenti:
d
air =Y _ vnoi(ai;)
=1
Ekkor igaz az is, hogy:

() ai| < d max vpoy(ay;) < dCx H(A)

ahol a Cx := max |vyl, és vegylik észre, hogy ez a konstans csakis a K
1<k,l<d

testtol fiigg.

Keressiik most az z € OF , Az = 0 megoldést a kivetkezs alakban:

d d
T = (Z bywi, ..., Z lewl)
=1 =1

ahol bj; € Z és1 < j < N,1<j<d. Ezt lebontva az Az = 0 i-ik sorara:
N N d d N d d
() D agmy =) (Y agnen)(Q_buwn) = 3> > aiwbjwnr =0
j=1 j=1 k=1 =1 j=1 =1 k=1

Es itt hasznaljuk ki mégegyszer igen erésen az egész bazis tulajdonsagait,
ugyanis wrw; € O, igy 6k is kifejezhetSek az w,,-ek egész egyiitthatos linearis

kombinaci6jaként, ehhez legyenek cy,, € 7Z olyan egész szamok, amelyre:

d
WrgW, = E ChkimWm
m=1
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ezt (**)-ba visszairva:
d N d d
E E E E @ijkbj1CkImWm = 0

m=1 j=1 I=1 k=1

ami PONTOSAN akkor teljesiilhetne, ha w,, egyiitthat6i mindegyike nulla,

N d d

azaz: », y. > Gijkbjcum = 0. Ez pedig a bji-ekben nézve egy Nd isme-
j=11=1k=1

retlenes, és az w,,-ek és minden i = 1, ..., M sor esetén Osszesen Md darab

egyenletet jelent, ahol most mar minden egész szam, tokéletesen elGkészitve
a terepet a Siegel lemma 1-es verzidjara. Ha visszanézziik (*)-ban az a;ji-
ra tett becslést és belekalkulkalva a ci,-ek abszolut értékét, amelyek szintén

csak egy K-tol fiiggs konstansok, akkor kapjuk a bj;-ekre a kovetkezs becslést:
max|b;| < 2+ (Nd - dCH(A)) w5
]7

ahol C egy K-t0l fiiggs konstans, és ezeket a b; ;-eket visszairva az x megoldas

vektor koordinatainak magassagara a kovetkez6t jelenti:

H(x;) < d(2+ (Nd - dCH(A))¥ 1) max H(w)

1<1<d

ahol az utols6 maximum ugy szintén csak egy K-t6l fiiggs konstans, valamint
ez utobbi egyenlGtlenségbdl méar kovetkezik maga a tétel allitasa.
O

Még egy gyors fogalomra emlékeztetiink, mégpedig az aq, ..., o, szamok

nevezGjére, ami a kovetkezs:
D(ay,...;ap) :=min{c € Zsg : c-a; € Ok, 1 < j <n}

Egy A maétrix esetén D(A) a matrix elemeinek nevezgjét jelenti.

5.3. tétel. (Siegel lemma, 3-as verzid) Legyen adott eqy K algebrai szamtest
és eqy M x N, M < N mdtriz, K-beli elemekkel. Ekkor az Ax = 0-nak létezik
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eqy nemtrividlis x € OF -beli megolddsa, amelyre:

max H(z;) < Bg(M, N)(D(A)H(A))NJYZ\/I

I<j<N

Bizonyitds. A bizonyitas abbol all, hogy, egy x megoldasa az Ax = 0-nak
akkor és csak akkor ha z megoldasa az A’z = 0, ahol A" = D(A)A, ez
utobbira pedig a Siegel lemma 2-es verzidjanak allitasat alkalmazva kapjuk

az eredményt. O]

Megjegyzés: Itt sziikésgesnek érezziik megjegyezni azt, hogy a 3-as verzi-
6ban kiszamitott Bg (N, M) konstans ugyanaz, mint a 2-es verzioban, illetve
azt, és ez a még fontosabb, amit egy ponton késébb ki fogunk hasznalni, hogy
Bg(N, M) = C”(CN)ﬁ alaki, ahol C, C' ettdl a K testtol fiiggd konstans,
nem az N, M szamoktol fiigg.

Ujabb néhany fogalomra emlékeztetiink. Ha adott egy K algebrai szam-
test, és az § oy, ..., 04 bedgyazasai, akkor a € K-ra Nk(«) jeloli a kovetkezd

Szamot:

Ni(a) = [ [ ox(@)

szimplan N(a)-t frunk, ha Ng)(a)-ra gondolunk. Ekkor igaz az, hogy
Ni(a) = N(a)®Q)] ez abbol fakad, hogy N(a) személy szerint az o konju-
galtjainak szorzata (igy specialisan nemnulla ez a szam, ha o maga nemnulla
és algebrai egész a esetén pedig egész ez a szam) és a o (a) szamok pedig
[K : Q(«)] alkalommal felsorolva o konjugaltjai, ezt a fiiggelékben bizonyit-
juk is.

Mindezek implikaljak még azt is, hogy ha a € O, akkor 1 < |NK(oz)} <
H(a)® Y al|, mivel a o, koziil az egyik az identitas.

Mindezek mellett a Hat exponencialis tétel bizonyitésa soran fel fogjuk
hasznalni a maximum elvet és azt, hogy egy ha adott egy f egészfiiggvény,
aminek rendje p, akkor egy R sugart kérben nem lehet tobb gyoke f-nek,
mint AR, A egy f-t6l fiiggd konstans. Ez utébbit a fiiggelékben bizonyitjuk.

5.4. tétel. (Hat exponencidlis tétel) Legyen x1,xo € C linedrisan figgetlenek
Q felett, valamint y1,ya, ys € C linedrisan figgetlenek Q felett. Ekkor az e*i
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szamok kozil legaldbb az eqyik transzcendens.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy mind a hat szam algebrai, ekkor tekinthetjiik az
altaluk generalt algebrai szamtestet, amit K-val jeloliink. Definialni fogunk

egy egészfiiggvényt, aminek egyeldre elég sok paraméterét nem mondjuk meg:

F(z):= i i a el Hive)z

i=1 j=1

ahol a;; € Ok lesz majd tugy, hogy ha F(kiy; + kaoys + ksys = 0 teljesiiljon,
valahanyszor 1 < ky, ko, ks < n és ki, ko, k3 € Z, ahol n ismét egy tjabb
paraméter, amit még nem mondtunk meg. Ez utoébbi helyeken felhivjuk a
figyelmet, hogy az e(@1+iz2)(kiyitkayathsys) K _heli értéke vesz fel.

Ez tulajdonképpen n megmondésa utan az a;j-kre nézve egy r? ismeret-
lenes, n? darab egyenletbdl all6 homogén linearis egyenletrendszer. Ahhoz,
hogy Siegel lemmajat egyaltalana alkalmazhassuk Siegel lemmaéjat, kell, hogy
r? > n%, elére elaruljuk, hogy r = 8n3-et fogunk valasztani (még mindig nem
mondtuk meg, mi az n!).

Jeloljiikk D-vel az e®¥ szamok kozos nevezGjét, ekkor ez utobbi egyen-
letrendszerben szerepld egyiitthatok (amik a e(#1+i2)(kiyithayathays) k) kizos
nevezdje legfeljebb D%, tovabba egy ezen egyiitthatok magassaga feliilbe-

gl ahol ¢y fiiggetlen n-t6l (mert elég, ha az e”¥i-k magassagat

csiilhets e
feliilbecsiilom e®-val. Siegel lemméja ekkor azt mondja nekiink (a 3-as ver-
zi6), hogy létezik nemtrivialis a;; € Ox megoldéasa az egyenletrendszernek,

amelyre:

max H(ay;) < Bg(n®, 8n%)(D68”%”eC°8"%”)M7:§'7in3 < eern?
valamilyen c¢;, n-t6l nem fiiggé konstanssal (ez pontosan a Siegel lemmak
utani megjegyzésbdl fakad). Maga az F'(z) nem lesz azonosan nulla, mivel az
x1, 9 linearisan fliggetlenek Q felett, igy mindegyik 7z + jxo kitevd kiilon-
b6z6, igy az el6z6 fejezetbeli egyik allitas miatt egy ilyen fiiggvény nem lehet
azonosan nulla. Most jon egy apro, de finom észrevétel, hogy akkor hogyan

is valasszuk majd meg az n-et, az biztos, hogy F'(z) egy elsérendi fiiggvény
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lesz, igy gyokei egy R sugartu korben konstansszor R koriil mozoghatnak, mig

az
{k1yr + kayo + ksys : kiyr + kaya + ksys € Dg(0), ki, ko, ks € Zso}

halmaz szamossaga konstansszor R* koriil mozog, igy nem lehet az Osszes

ilyen alaku szam gyoke az F(z)-nek. Legyen tehét s a legkisebb természe-

3
tes szam, amire tetszéleges 1 < ky, ko ks < s esetén F()>_ kiy;) = 0, de
i=1

3
F(>_ kiy;) # 0 valamely k; = s+ 1 és 1 < kq, ko, k3 < s+ 1 mellett. Ekkor
i=1
definicié szerint s > n (n-et még persze tovabbra sem mondtuk meg!). Ez
3
utobbit elnevezziik w-el, legyen tehat w = > k;y; (ahol nem tiinik el az F).

i=1
Az a;;-k magassagaira tett megfigyeléseink az F'(w) magassagara is mond

valamit:

T T ) ] 3 3
H(F(w)) < Z Z H(aij)H(e(mﬂzz)(k1y1+k2y2+k3y3)) < Cg2+(5+1)r < st

i=1 j=1

valamely C', n-tdl fiiggetlen konstansra. Viszont, mivel D volt a kozos ne-
vezGje az az e szamoknak, és a a;; € Ok, ezért D"+ F(w) mar biztosan

egy algebrai egész! Igy a tétel megkezdése el6tti emlékeztetSkkel:
1< NK(DGT(S+1)F(M)) < H(D6T(S+1)F(w))[K:Q]_1‘DGT(S+1)F('1U)

speciélisan az el6bb nyert becsléseket | F/(w)|-re:

njen

(*> ‘F(w)‘ > H(F(w))l—[K:Q]D—ﬁ'r(s+1)[K:Q} > 02—5

Most megmutatjuk, hogy (*) elég nagy n esetén ellentmondéasra vezet.

Tekintsiik a kévetkez6 holomort fiiggvényt:

w — (kg1 + kays + ksys)
() G(z)=F() ] z—(k1 1+ k:2 2+l<:3 3)
1<k k2, kz<s 1Y1 2Y2 3Y3

A maximum elvet szeretnénk hasznalni, egy alkalmas R sugara korre,
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ezt elaruljuk elére, hogy R = s2-ed lesz ez az alkalmas kor, bar tovabbi
kritériumaink a R sugara kérrel az lesz, hogy |w| < R és minden |z| = R

esetén alljon fent:

‘Z — (ka1 + kay2 + kzys)‘ 2

(S =

valahanyszor (k1yi + koyo + ksys) € {kiy1 + koyo + kays 1 1 < kq, ko, k3 < s}.
Ezzel nyertiink az n nagysagara valamilyen feltételt, ugyanis ha s elég nagy,
akkor R = s2 valoban teljesiteni tudja az elébbi feltételt, mivel n < s, ezért
elég n-et elég nagynak vélasztani, hogy ez teljesiiljon. Mivel F(w) = G(w),
ezért G-re a maximum elvet alkalmazva a R sugart kor mellett kapjuk:
038 3

Fw)| <|F|,(—)®

|Fw)] < IFl (S2)
ahol |F|, az |F| maximumat jeloli az R sugart korén. Ezt becsiilhetjiik ha-
romszog egyenlStlenségeken keresztiil az a;;-k magassagara tett becslésekkel

(és igy abszolut értékiikre is van egy becslésiink) és az |e?| < é*l-val:
5
‘F|R < T2€Cln§€cer

mindent egybevetve és beirva, mi volt a R, kapjuk:

Cis

)
3
2

5 5
Cz—s? S |F(w)‘ S r2€cln7ec1rR(
s
ami elég nagy s-re ellentmondés, elég nagy s pedig az n elég nagy valasztasaval
elérhetd. O

Itt mindenképpen érdemes megemliteni a négy exponencialis sejtést, amely
X1, T és Y1, Yo parokrol szolnak, amelyek linearisan fiiggetlenek Q felett. Ek-
kor legalabb az egyik e®¥ transzcendens.

1971-es Putnam feladat volt, hogy ha « valdés olyan, hogy 1<, 2% 3%...
mindegyike egész, akkor o egy nemnegativ egész szdm. A bizonyitas nagyon
szellemes és az Otlete az x® fiiggvény vizsgalata, osztott diferencidk segitsé-
gével, az érdekl6ds olvasé [5]-ban megtalalhatja az eredti bizonyitast. Mi

most egy mésik utat mutatunk.
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5.5. tétel. Ha c olyan, hogy 2°,3°,5¢ egész, akkor c egy nemnegativ egész.

Bizonyitds. Ha c-r6l kihoznank, hogy racionalis, onnan mar konnyen latha-
toan c-nek egy nemnagativ egésznek kell lennie. tegyiik fel tehat, hogy ¢
irraciondlis, ekkor az x1 = 1,29 = ¢ és y; = log2,ys = log3,ys = logh
valasztassal a hat exponencialis tételt alkalmazva a 2,3,5,2¢ 3% 5¢ szamok
legaldbb egyike transzcendens, ellentmondva a kiindulasi feltételnek, igy a

baj ott lehetett, hogy ¢ mégiscsak raionalis. n
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6. Fuggelék

Itt ebben a szakaszban bizonyitjuk az el6bbi fejezetekben felbukkané egy-egy
allitasokat, amiket ott akkor helyben nem részleteztiink. Igy is lesz olyan,
amit csak kimondunk, mert bizonyitasa vagy ismert, vagy tananyaga vala-
mely alaptargynak. ElGszor belatjuk a 2-es fejezetben Baire-terekre példa-

ként felsorolt topologikus terekrdl, hogy 6k valéban Baire-terek.

6.1. tétel. Siurd nyilt halmazok metszete sird, ha X:

a, teljes metrikus tér

b, a szamegyenes nemelfajulo intervalluma

¢, kompakt T, tér

Bizonyitds. a, Legyen Vi, Vs, ... nemiires stirid nyilt halmazok X-ben, megmu-
tatjuk, hogy metszetiik is stird. Ehhet legyen V' C X nemiires nyilt halmaz.
Mivel V; strd, igy belemetsz minden nemiires nyiltba, specialisan V-be is.
Legyen ez a pont x;. Ekkor létezik egy r; > 0, hogy m cVnvi A

V5 halmaz stirtiségét kihasznélva létezik xo € X és ro > 0, hogy:
B(x9,72) C B(wa, 1) C B(w1,m1) 6 Blaa,m) CVNVINT
Hasonléan minden n-re létezik x,, € X, hogy:
B(xp, 1) C B(zn, ) C ... C Blwg, 1) C B(xa,73) C B(xy,71)

B(zp,rp) CVNVINVaN .0V,

Nyilvan valaszthatjuk tgy az r, sugarakat, hogy r, — 0, midén n — oo.
Ekkor Cantor tétele szerint (teljes metrikus terekben): (| B(xp,r,) # 0 és igy

VN Vp # 0. Megmutattuk tehéat, hogy (| V, tetsz6leges nemiires nyiltha

belenrlletsz, tehat stird.

A b, részhez vegyiik észre, hogy Baire-tér stiri altere ismét Baire-tér, de
egy ilyen nemelfajul6 intervallum siird a lezartjaban, ami pedig egy teljes
metrikus tér, igy az el6bb belédtott a, rész szerint egyben Baire-tér is.

A ¢, résznél felhasznaljuk, hogy minden kompakt 7T, tér egyben Ty tér is.
Ez utébbi azt jelenti, ha adott egy V nyilt és Z C V, Z zéart halmaz, akkor
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létezik U nyilt, hogy:
ZcUcUcV

Legyen Vi, V5, ... stird nyilt halmazok, megmutatjuk, hogy metszetiik str.
Ehhez adjunk meg egy V' nemdiires nyilt halmazt. V NV} nemdiires, mivel V}

stird volt, igy dv € X, x € V N Vy, ekkor mivel a tér T}, 1étezik Uy, hogy:
{x} cU, CcU, CVNW

V, is stirt, igy belemetsz a nemiires U;-be, a tér Ty-ségét kihasznéalva kapunk

egy nemiires Us nyilt halmazt, amelyre:
UyCUCUinVaCVNVin,
hasonléan kapjuk minden n-re, hogy létezik nemiires U, nyilt, hogy:
U,CU, CU, 1NV, CVNVin..NV,

Az U, halmazok fogyé kompakt csaladhalmazt alkotnak, amelyek minden

n-re nemiiresek, igy metszetiik sem tires, de ekkor VN[ V,, sem iires.
n

O

A komplex fliggvénytani eszk6zok bizonyitéasaval folytatjuk, amiket csak

a Siegel lemma és a Hat exponencialis fejezetben bukkantak els. Az itt talal-
hato bizonyitasok [6]-t kévetik. A késSbbiekben |f|, egy f fiiggvény abszolut
értékének maximumat fogja jelenteni az orig6 koriili R sugard kérvonalon

(mindig olyan fliggvényrdl lesz sz6, ahol ez létezik is).

6.2. tétel. (Mazimum elv) Ha adott egy f nemkonstans holomorf figguény
eqy D C C tartomdnyon, akkor|f|-nek nem létezik lokdlis mazimuma a tar-

tomdny egyetlen egy pontjiban sem

Kovetkezmény: Ha f holomorf valamilyen D C C korlatos tartomanyon

és folytonos a D halmazon, akkor | f| a maximumat mindeképpen egy hatér-

pontjaban is eléri (ha f nemkonstans, akkor pedig csak is ott érheti el).
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6.3. tétel. (Jensen egyenldtlenség) Legyen f analatikus a {z| < R} egy kor-
nyezetében és f(0) # 0, emellett soroljuk fel a nyilt korlemezbe esd gyokeit

az f-nek (annyiszor, amennyi a multiplicitasuk): z1, ..., zn. Ekkor:

21.-2x ]
|f( )| < |f‘R RN
Bizonyitas. Konnyen lathato, ha |z,| # R, akkor tetszdleges |z| = R esetén

R2—2z,
R(z—zn)

mot e””-val, ami nem véltoztat az abszolut értékén a kifejezésnek). Ekkor

abszolut értéke 1 (irjuk fel z-t Re alakban és szorozzuk meg a szé-

deifinaljuk a kévetkezs holomorf fiiggvényt:

ez gy szintén analatikus a {|z| < R} egy kornyezetében és a maximum elv

miatt:
RN
0 =1g(0)| <
1O =l9(0)| <I/1x
amibdl atszorzéas utdn adodik a tétel allitasa. O

Bevezetjiik a v(r) jelolést, ami mindig az adott témaban egy konkrét f-re
vonatkozik, és azt mondja meg, hogy f-nek hany gyoke esik a nyilt r sugara

origd kozeptd korlapba.

6.4. tétel. Legyen f olyan fligguény, mint az el6zd tételben, ekkor az eldbbi

jeloléssel:

VI

" ——dx < log|f|, — log|f(0)‘

O\:u

Bizonyitds. Elink a 0 = rg < 11 < .. < 1 < rer1 = R jeldléssel, ahol
ry, ..., azok az origd kozéppontu koérvonalaknak a sugarai, ahova f-nek a

gyokei esnek és a v(rg) = 0 jelolést is bevezetjiik. Alakitsuk at az integralt:

R y q; k Tj+1 ] ko4l - 1
/ z Z (7511) / de = ;(;(u(n) —v(ri_q)) / de _
0 = J — = J
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T
Jj+1 k

V(ress) — v(ry)) 2: / Ldr) = 3 (vlrenn) — v(r) /R Lir =

M»

t:1

N B N
1 RN
= E —dz = E log = log —
m'/ T S P R PN

amit az el6bb belatott tétellel egytitt Osszevetve teljessé teszi ennek a tételnek
a bizonyitasat. O]
6.5. definici6. Legyen adva eqy f egészfiigguény. Ha létezik eqy p > 0 és
C > 0, hogy ‘f(z)’ < O halz| < R, akkor az ilyen p-k infimumdt az f
rendjének mondjuk.

6.6. tétel. Ha f eqy legfeljebb p rendid egészfiigguény, akkor a R > 1 sugard
nyilt korbe legfeljebb ARP gydke esik f-nek, ahol A csupdn eqy f-tdl fiiggd
konstans.

Bizonyitds. Ha f-nek n-szeres gyoke van a 0-ban, akkor tekintsiik a g(z) =

Lﬁ) fiiggvényt és irjuk fel az elébbi tételt a 2R sugara korrel:

2R 2R
R
vy(R)log2 < / gl )da: < / Vg(x)dx <log|gl,p — 1og|g(0)|
x x
R 0

felhasznalva azt, hogy log|g|,, = log|f|,z — nlog 2R és az f rendje legfeljebb
p, az allitas néhany egyszertibb becslés és atrendezés utan adodik.

O

Most pedig néhany allitas bizonyitasa kovetkezik algebrai szamelméletbdl,
amiket az el6z6 fejezetekben hasznaltunk. A bizonyitasokat [7]-bél vettem.

Emlékeztetiink a 4.8-as deifiniciéras:

6.7. definicid. Legyen K n-edfoki algebrai szamtest, valamint legyen 9 € K
olyan, hogy K = Q(1). Legyen a € K tetszdleges, & elddll o = co+ 10+ ...+
Cr19" Y alakban, ahol persze cy,..c, € Q. FEkkor az "o szdm konjugdltjai

K-ban" alatt a kovetkezd szamokat értjiik:

C()—|-Cl7.97;—|—...+cn_1(’(9i)n_l, 1= 1,2,....,77,
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ahol ¥; jeloli a ¥ i-edik (régi értelemben vett) konjugdltjdt.

6.8. tétel. Legyen K = Q(9) n-edfoki algebrai szamtest, valamint o € K
tetszdleges, m-edfoki algebrai szam. Ekkor a konjugdltjai K-ban nem mds,

mint = alkalommal felsorolva mindegyik konjugdltja a-nak.

Bizonyitds. Legyen r(x) € Q[x] az a legfeljebb (n-1)-edfokt polinom, amely-

re () = « (azaz a fenti definicibban szerepld betiiket hasznélva r(x) =
n—1 )

> ¢ix*). Ha mar most az « i-edik konjugaltjat K-ban a;-vel jeloljiik, akkor
i=0

a; = r(9;) definicié szerint. Legyen

vegytk észre, hogy f(x) € Q|x], mivel a kifejezés maga szimmetrikus 9., .., ¥,,-
ben. Na méarmost f(a) = 0 is teljesiil. Ha elnevezziik g-vel az o minimélpo-

linomjat, akkor g(z) | f(x), és emiatt

alaku, ahol h(z) € Q[x] és g(x) és h(x) relativ primek. Ez abbol fakad, hogy
ahénszoros gyoke az a f-nek, legyen ez s, annyiszor kiemelhets beléle a g(x)
faktor, a maradék polinom pedig sziikségképpen relativ prim g-hez, mivel egy
minimalpolinom irreducibilis. Megmutatjuk, hogy h(z) = 1, ami bizonyitja
az éllitdsunkat (ugyanis g foka m, igy s = ).

Ha méar most h(z) nem konstans, mindenesetre biztos, hogy normalt és
valamilyen i-re h-nak gyoke egy r(¢;) de ekkor a h(r(x)) polinomnak gyoke 9,
ami azt jelenti hogy h(r(x))-et osztja 9; minimalpolinomja, ami éppen maga
g, ellentmondva g és h relativ primségének. Tehat h mégis csak konstans, és

akkor a konstans 1. O

Kovetkezmény: Az a konjugaltjai K = Q(1))-ban nem fiiggnek a ¢ primi-

tiv elem valasztasatol.
Ez utobbi tétel bizonyitja azt is, hogy a magassaga tetszdleges K algebrai

szamtestben az ¢ konjugéltjainak (régi értelemben véve, bar tjban definicio
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szerint igaz) abszolut értékeinek maximuma.
Legyen most adva egy K n-edfoki algebrai szamtest és annak egy bazisa:
at, ..., ,. Ha most ozg-i) jeloli az a; konjugaltjait K-ban i = 1,...,n esetén,

akkor deinialjuk az aq, ..., o, halmaz diszkriminansat:

Alay, ooy ap) =] ol 2
ahol | ozy) | jeloli a

agn &;1) alb

Oégn) aén) 067(1”)

matrix determinansat.

Vegyiik észre, hogy a diszkriminans joldeinialt, azaz érzéketlen az o, ..., au,
szamok permutacidjara, s6t a konjugaltak sorrendjétsl sem fiigg. Ha meg-
adunk egy masik bazist, mondjuk /i, ..., 3,-et, akkor léteznek olyan c;; raci-

onalis szamok, hogy:

n

(*) Bk:ZCjkOZj k:17..,n

=1

tudjuk linearis algebrabol persze, hogy ekkor a (¢;;) méatrix determinansa

nemnulla, valamint (*)-ot hasznalva a konjugaltakra kapjuk még hogy:

@,(:) = chka§-i) 1=1,...n

J=1

ekkor a determinansok szorzéas tétele alapjan kapjuk, hogy:

(**) A[Blu 7Bn] :| Cik |2 A[Oél, 7O[n]

Most hogy ha felhasznaljuk, hogy K = Q(¢) valamely ¥ mellett, és azt a
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kénnyen lathato azonossagot, hogy: (99)W) = (¥9))? akkor:
D) = A[L,9, .., 9"1]

megegyezik a kdvetkez6 matrix determinansanak négyzetével:

ami egy Vandermonde determinéns, igy mindent 0sszevetve:

D(0) = H (00 — 9U))2,

1<i<j<n

Ez utébbi biztosan nemnnulla, mivel ¥ konjugaltjai mind kiilonbo6zéek, és
mi tobb, szimmetrikus is a kifejezés ¢ konjugaltjaiban, igy egy nemnulla
racionalis szam! (**)-ra visszatekintve azt lathatjuk, hogy K tetszéleges
bézisanak diszkriminédnsa egy nemnulla racionélis szam. Ha ¢ és konjugaltjai
mind valds pozitivak, akkor ez a szdm is pozitiv. S6t, hogy ha -t algebrai
egésznek valasztom (amit mindig el tudok érni), akkor D(¥) egy nemnulla

egész szam (mivel egyszerre racionalis és algebrai egész).

6.9. definicié. Ha adott K algebrai szamtest, akkor eqy aq,...,as € Ok
rendszert egész bazisnak neveziink, ha V3 € Ok elddll egyértelmien cq, ..., cs

egész szamokkal
S
B = E CiQy;
i=1

alakban.

Vegyiik észre, hogy ha van egész bazis, az sziikségképpen egy bézisa K-
nak (mivel V5 € K 3Im € Z,mp € Ok, igy mp kifejezhets g, ..., as egész
egyiitthatos linearis kombinécidjaként, majd osztunk m-el, hasonléan lathato

be, hogy linearisan fiiggetlnek is). Igy ez az s szam sziikségképpen egyenld
[K : Q]-val.

6.10. tétel. Minden algebrai szamtest rendelkezik egész bdzissal.
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Bizonyitds. Tekintsiik a K sszes algebrai egészekbdl alkotott bézisait (nem
egész bazist!, azt most bizonyitjuk, hogy lesz), és jegyzeteljiik le az Gsszes
ezen bazisokhoz tartozo diszkriminédnsok abszolut értékeit. Ahogy azt méar
fentebb belattuk, ezek mind nemnulla egész szamok, abszolit érték vétel
miatt pozitiv egész szamok. Vegylink egy algebrai egészekbdl allo bazist,
w1, ..., wp-et, amire ez az abszolut érték a minimalis. megmutatjuk, hogy
Wi, ..., w, egy egész bazist alkot. Tegylik fel, hogy nem igaz, ez azt jelenti,
hogy Jw € Ok, hogy nem fejezhets ki az wy, ..., w,-ek egész egyiitthatos
linearis kombinacidjaként, mindenesetre utobbiak egy bazist alkotnak, igy az
igaz, hogy.

W= aiwi + ... + apw,

valamely aq, ..., a,, racionalis szamok mellett, amelyek nem mindegyike egész.
Tegyiik fel, hogy a; nem egész, ekkor irjuk a;-et a kovetkezé alakban: a; =
a + r, ahol a egész és 0 < r < 1. Tekintsiik ekkor a kovetkezd algebrai

egészekbdl allo bézist:

wg*) =w —aw; = (a1 — a)wy + asws + ... + azwy,

() _ -
w, ' =w, 1=2,..,n

Ekkor a kovetkezd méatrix

0 1 0
0 0 Tl
0 ... 1

A[wg*), ey W =2 Ay, ..y Wi

ahol abszoliit értéke véve ellentmondasra jutunk, hiszen |Afw!”, .. wi]| <

’A[wl, ...,wn”, holott }A[wl, ...,wn” értéke minimalis volt az algebrai egész
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bazisok kozott. O
6.11. tétel. Barmely kettd egész bdzisnak ugyanaz a diszkrimindnsa.

Bizonyitds. Az el6z6 bizonyitas annyit ad, hogy barmely kettd egész bazisnak
ugyanakkora abszolut értéki a diszkriminénsa, ez e tétel annyival tébb, hogy
az elGjelek stimmelését is garantalja.

Ehhez legyen adva ay, ..., és B, ..., B, egy-egy egész bézis, ekkor c;;

egész szamokkal kapjuk:

n

CY]:ZCZ],B], j:17"7n

=1

ekkor megint (**)-ot hasznalva:
A[C(l, cery Ctn] :‘ Cij ‘2 A[ﬁla ceny Bn]

ami valoban garantélja az elGjelek stimmelését is.
Gyakran ez utébbi szamra gy hivatkoznak, mint a K algebrai szamtest

diszkriminansa. O

Ezzel befejeztiik a fiiggeléket, alabb a felhasznalt irodalmak listaja talal-
hato.
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