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1. Bevezetés

Gauss kivalo tehetségt tudods volt, aki a tudoményok szamos teriiletének fejlédéséhez
jarult hozza, igy a szamelmélethez, az analizishez, a differencidlgeometridhoz, a
geodézidhoz, a mdgnesességhez, az asztrondmidhoz és az optikdhoz. A gyakran
,matematika fejedelmé™nek is nevezett Gaussnak olyan komoly hatdsa volt a
matematika és a tudomany tobb teriiletén, hogy Euler, Newton és Arkhimédesz
mellett minden id6k egyik legnagyobb matematikusaként tartjak szamon. Gauss
csodagyerek volt, akinek kisgyermekkori, meghokkents koraérettségérsl anekdotak
keringenek, s még csak tinédzser volt, mikor els6 attoré matematikai felfedezéseit
elérte. 24 évesen fejezte be {6 miivét, a Disquisitiones Arithmeticae-t, amely
dontd szerepet jatszott a szamelmeélet tudomanyagként valé megszilardulasaban, és

ezt a teriiletet a mai napig formalja.

1.1. A dolgozat felépitése

Carl Friedrich Gauss munkésséga példaértéki minden matematikaval foglalkozd em-
ber szdmara. A matematika szinte minden teriiletén alkotott. Jémagam is a 3 év
tanulményai alatt szamtalanszor talalkoztam a nevével. Ezen tapasztalatok sarkall-
tak arra, hogy szakdolgozatomnak az 6 munkassagat valasszam. Természetesen
lehetetlen volna ezen dolgozat terjedelmén beliil, akdrcsak emlités szintjén az al-
tala megalkotott, kidolgozott Gsszes elmélettel foglalkozni, igy erre kisérletet sem
probalok tenni. A szamomra legérdekesebb és leghasznosabb eredményeit probal-
tam mikroszkoép ald venni.

Dolgozatomat ugy szerkesztettem, hogy a bevezets fejezeteken (Bevezetés, Elet-
torténeti betekintés) kiviili fejezetek, igy a harmadik fejezet foglalakozik az &ltalam
tanult, Gausstol szarmazo algebrai eredményekkel, igymint a Gauss-elimindcio és a
Gauss-egészek. A negyedik fejezet foglalkozik a szabalyos, primoldala sokszogek, igy
a 17-sz0g szerkeszthetGségével, melyben le is irom, hogy az ifju langész hogy jott ra

ennek a 2000 éves problémanak a megoldésara. Az utolso fejezetben megvizsgalom



a kvadratikus reciprocitdsi tételt és mutatok ra 2 bizonyitast is. Mindketté Gauss

nevéhez kothetd.

2. Elettorténeti betekintés

Gauss 1777. &prilis 30-an Braunschweigben sziiletett, a németorszagi Braunschweig-
Liineburgi hercegségben, alacsonyabb osztalybeli sziil6k gyermekeként. Tehetsége
méar nagyon koran kezdett kibontakozni. Négy éves koraban mar ismerte a szamokat
ezerig és kavicsok segitségével ismerkedett a csoportositassal. Hét éves koraban
megkezdte tanulményait a Katalin népiskolaban, ahol harmadik évben szdmtant is
oktattak. Ekkor hivta fel magara el6szor a figyelmet. Feladatuknak kaptak, hogy ad-
jak Ossze a szamokat 1-t6l 100-ig. A 10 éves Gauss par méasodpercen beliil megoldotta
a feladatot (ugyanis ekkor mar tisztdban volt a szdmtani sorozat Gsszegképletével),
és csak az 6 megoldasa bizonyult helyesnek. Ezutdn gyorsan kezdett elterjedni a
kis csodagyerek hire. Bartels segédtanitoval ismerkedett a végtelen sorokkal és a
Newton-féle binomidlis egyiitthatokkal. Braunschweig hercege 6sztondijat adomaé-
nyozott az ifjunak a Collegium Carolinumba, ahova 1792 és 1795 kozott jart. Innen
pedig a gottingeni egyetemre ment, ahol 1795 és 1798 kozott folytatta tanulméanyait.
Itt bamulatos szorgalommal veti bele magat a szamokkal valo miiveletekbe. Induktiv
mdodszerekkel jon ra az altalanos Osszefiiggésekre.

1796-ban tortént az elsé igazi attorés Gauss életében. Sikeriilt bebizonyitania,
hogy a szabalyos 17-sz6g megszerkeszthets geometriai szerkesztéssel. Altalanossag-
ban megmutatta azt is, miszerint barmely szabélyos sokszog, melynek oldalainak
szama Fermat-prim, megszerkeszthet6. Ezen eredményét marcius 30-an publikalta.
E nappal datalva kezdddik a naplo, melybe az ifja a felfedezéseit, attoréseit irja le.
Az iromanybdl kideriil, hogy a tudéspalanta szinte naponta gazdagitotta a matema-
tika legtobb teriiletét egy-egy tétel bizonyitasaval. Aprilis 8-an bebizonyitotta az
altala arany-nak nevezett tételt, s mint kideriilt ez Euler altaldnos sejtésének bi-

zonyitasa volt a kvadratikus reciprocitdsi tétel-re. Majus 30-an megsejti a prim-



szdmtételt és hasznalhato képet ad a primszamok egész szamok kozti eloszlasarol.
azt allitja, hogy minden legalabb elséfoki, valos vagy altaldban komplex egyiitthatos
polinomnak van komplex gyoke. Gauss életében még harom bizonyitast adott ezen
tételre.

1801-ben 4 év megfeszitett munkija eredményeként megjelent leghiresebb
munkaja, a Disquisitiones Arithmeticae. Ez a hatalmas munka tartalmazza
Gauss alapvetd eredményeit. A hét részbdl allo miiben olvashatjuk a kvadratikus re-
ciprocitds tételének elsé két bizonyitasat, a a kérvonal egyenld részekre bontasanak
probléméjat, a szamelmélet alaptételének bizonyitasat. A nyolcadik rész, mely a
reciprocitasi tétel ketténél magasabb, legfeljebb negyedfokt hatvanyokra valo kiter-
jesztését (bikvadratikus reciprocitdsi tétel) tartalmazza, pénz hianyaban nem keriilt
kiadasra. A mi oridsi hatast gyakorolt a szamelmélet és az algebra tovabbi fej-
16désére. Galois a konyv hatasara jutott el annak a kérdésnek a megvalaszolasara,
hogy mely egyenletek oldhatdéak meg gyckvonas segitségével.

A tuddsnak a matematikan kiviil volt egy masik szenvedélye is: a csillagaszat.
1801. januar 1-én Giuseppe Piazzi olasz csillagisz felfedezett egy addig ismeretlen
csillagot. Piazzi negyven napig figyelte a csillagot, (melyrdl utdlag kideriilt, hogy
az egy a Mars és a Jupiter kozott elhelyezkeds kisbolygd, melynek a Ceres nevet
adtak), kilenc fokon at kovetve az égen, amikor az dtmenetileg elttint a Nap ragyo-
gasa mogé. Tovabbi honapokkal késgbb, amikor a Ceresnek ismét meg kellett volna
jelennie, Piazzinak nem sikeriilt megtaldlnia. Gauss két honapi munka utan kiszami-
totta a bolygd palyajat, melynek alapjan (egy évvel a bolygo felfedezése utan) tjra
megtalaltdk a Ceres-t. Ez a esemény sarkallta Gausst arra, hogy megirja munkajat
a kisbolygok nagybolygok altal megzavart mozgasanak elméletérsl, amelyet végiil
1809-ben publikalt Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis solem
ambientum (a Nap koriil kipmetszetekben mozgo égitestek mozgasanak elmélete)
cimen. Gauss szaméara megjon az elismerés: a Pétervari Tudoményos Akadémia leve-

lez6 tagjava valasztja. Megirja az Egitestek mozgdsdnak elmélete cimi mivét, mely-



ben bevezeti a legkisebb négyzetek modszerét. 1807-ben a goéttingeni csillagaszati
obszervatorium csillagaszprofesszora és igazgatoja lett, amely posztokat élete végéig
megtartotta.

Az 1810-es évek végén Gausst megkérték arra, hogy hajtson végre egy
geodéziai vizsgalatot Hannover allamban, hogy 6sszekapcsolédjon a meglévé dan
térképhalozattal. A hannoveri vizsgalat késébb a Gauss-eloszlas (amelyet normal
eloszlasként is ismernek) kidolgozasahoz vezetett, a meérési hibak leirasara. S6t, ez
felkeltette a tudos érdeklgdését a differencidlgeometria irdnt. Ezen a teriileten egy
fontos tétellel allt elg: a theorema egregiummal (latinul nevezetes tétel), amely a
gorbiilet fogalmanak egy fontos tulajdonségat allapitja meg. Hétkdznapi nyelven a
tétel azt allitja, hogy a feliilet gorbiilete teljes egészében meghatarozhatéd szogek és
tavolsdgok mérésével a feliileten.

A fizika terén is maradandot alkotott a ,matematikusok fejedelme”. Wilhelm
Weber fizikaprofesszorral 1833-ban elkészitették az elsé elektromos tavirot. Kifej-
lesztett egy modszert a magneses mezd horizontalis intenzitasdnak mérésére, amely
egészen a XX. szazad mésodik feléig hasznalatban volt és elGsegitette a Fold
mégneses mezGje bels§ (mag és kéreg), valamint kiils6 részének (magnetoszféra)
elkiilonitésének matematikai elméletét.

Gauss a németorszagi Gottingenben hunyt el 1855. februar 23-an. Braun-
schweigben a tiszteletére emelt emlékmi alapzata szabalyos 17-szog. Eletércl
kényvek mesélnek és a matematika is szamtalan fogalomban megérizte a nevét,
példaul:  Gauss-dsszeq, Gauss-lemma, Gauss-elimindcio, Gauss-Seirdel mdodszer,
Gauss-Osztrogradszkij tétel, Gauss-gorbe, Gauss-Bonnet tétel. Fizikai mértékegység-
ben is megemléksziink réla. A magneses térerésség mértékére bevezették a Gauss-t,

melynek nagysaga 10~* Tesla.



3. Gaussrol algebrai tanulmanyaimbdl

3.1. A Gauss-eliminaciorol

Matematikai szdmitasaink soran gyakran felmeriil a linedris egyenletrendszerek
megoldasa. A matematika torténelme soran sokan, sokféle megoldast adtak erre
a probléméara. Lényegében kétféle modszertipus alakult ki: az egyik, amikor meg-
probaljuk az egyenletekbdl a pontos megoldast kinyerni, a mésik, amikor csupan csak
meg akarjuk kozeliteni a megoldést, viszont minden lépéssel kdzelebb és kozelebb
szandékozunk keriilni a megoldashoz. Ez el6bbi elv alapjan miikods algoritmusokat
direkt modszereknek, mig az utobbiakat iterdcids maodszereknek hivjuk. A direkt
modszerek kozé sorolhatd a Carl Friedrich Gaussrél elnevezett Gauss-elimindcio
vagy mas néven Gauss-Jordan-elimindcio.

Tekintsiik a kovetkezd, specialis esetet, amikor n ismeretlent tartalmazo, n egyen-

letbd&l all6 linearis algebrai egyenletrendszeriink van:

a111 + CL12I2+ ot ATy = f1

2171 + A20%2+ . .. + Q2T = fo

Ap1T1 + GpaXa+ ... + QppT, = fn .

Itt a;; és fi (1 =1...n,j =1...n) értékek adott, altalaban valos szamok, mig z;

ismeretlen értékek. Jelolje M a fenti egyenletrendszer egyiitthatomatrixat:

ay;; a1 ... QAip

a21 A29 ... QA9
M =

Ap1 Ap2 ... Qpp



tovabba

T J1
- T2 7 o= fj2
Tn, In

az oszlopvektorokat. Fkkkor a fenti egyenletrenszer atirhat6 a kévetkez6képpen:
Mz =f.

Az Mx = f rendszer esetén a Gauss-eliminacio a kovetkezSképpen jar el. (Meg-
jegyezzik, hogy ez egy specialis eset, a valosdgban legtobbszor az ismeretlenek és az
egyenletek szama nem eggyezik meg.) Legyen aj; # 0. Kivonjuk az els6 egyenlet

il = Zﬁ—szeresét az i-edik egyenletbdl, (¢ > 1). Ha az M matrix elemeit a;; := ag)—

vel jeloljiik, tovabba a kivonés altal (i > 1) megalkotott 1j elemeket pedig agf-)—vel,
akkor a miveleteket a kovetkez6képpen irhatjuk fel:
al(?) =all) — cﬂag), j=1l...n (3.1)
b§2) =V — cilbgl), i=2...mn (3.2)

Az els6 1épés utan az egyenletrendszer a kovetkezSképpen modosul:

oV +aes + ..+ al)z, = £

a§22)1'2 +... .+ aanl?n f2

a%)xg +...+a¥x, = f9.

n

A masodik 1épésben, feltéve, hogy ag) # 0, hasonloképpen jarunk el az elsé sor
alatti (n—1) x (n—1)-es egyenletrendszerrel. Folytatva az eliminéciot, feltéve, hogy

nem torténik fennakadéas (a,(clz;) #0, k=3,...,n—1), a kovetkezs egyenletrendszert



kapjuk:

A e+ aly ey s+t ay)e, = Y

ag)xg + a%)xg + ...+ a(zi) Tn f2(2)

a:(;?s)x?) +...t asn Ty = fs

a("):vn =

n

Ha az utols6 egyenletben az all) # 0 feltétel is teljesiil, akkor z,, értékét konnyen

megkaphatjuk, majd forditott sorrendben haladva az x,_1,...,x; értékek is kisza-
molhatoak.
Hogyan tudjuk ellenérizni, hogy a Gauss-eliminicié megakad-e vagy sem? Az

alabbi tétel adja meg erre a valaszt.

3.1.1. Tétel. A Gauss-eliminécié pontosan akkor végezhetd el, ha az Osszes bal

fels§ f6minor nemzérus:
det Dol # 0, k=1,...,n (3.3)

A Gauss-eliminaci6 alkalmazasa a matematika szamos teriiletén megfigyelhetd.
Az algebrai egyenletrendszerek egyik leggyorsabb megoldéasi modszere, az opera-
cibkutatasban a szimplex modszerek elengedhetetlen eszkéze. A numerikus analizis-

ben az LU- és a Cholesky— felbontas is erre épiil.



3.2. Gauss-egészekrol

Diofantikus egyenletnek altalaban olyan egész egyiitthatés algebrai egyenletet
neveziink, melynek a megoldasait is az egész, esetenként a racionélis szamok kérében
keressiik.

Ezen egyenletek megoldasa igen valtozatos eljarasokat kovetel, mivel univerzalis
megoldési algoritmus nem ismeretes, s6t annak a kérdésnek az eldontése is nehéz,
hogy egy ilyen egyenlet megoldhaté-e vagy sem. A Gauss-egészek jol hasznalhatoak
bizonyos diofantikus egyenletek megoldasdnal. Vizsgaljuk meg kozelebbrdl ezen

szamok gytirtjét.

3.2.1. Definicié. Azokat az a = a + bi komplex szamokat, ahol a,b € Z, Gauss-

egészeknek nevezziik.

3.2.2. Definicié. a = a+bi Gauss-egész normdjanak nevezziik és N («)-val jeloljiik

az « abszolit értékének négyzetét:
N(a) = |a]* = aa = a® + b*. (3.4)
3.2.3. Tétel. Tetszlleges a és § Gauss-egészekre
1. N(a) nemnegativ egész szam.
2. N(a) =0<= a=0.

3. N(af) = N(a)N(B)

=

alef = N(a)|zN(5)
4.-ben |g a Gauss-egészek-beli, |7 az egész szamok-beli oszthatosagot jeloli.
3.2.4. Tétel. A Gauss-egészek gytirijében az egységek +1, +i szdmok. Ezek pon-

tosan azok a Gauss-egészek, amelyeknek normaja 1.

10



A kovetkezo tétel ad lehetdséget a maradékos osztas elvégzésére, és az arra ala-
pul6 Euklideszi-algoritmusra, aminek alapjan levezethets a Gauss-egészek korében

a szamelmélet alaptétele.

3.2.5. Tétel. Tetszbleges a és 3 # 0 Gauss-egészekhez 1éteznek olyan v és p Gauss-
egészek, amelyekre o = By + p és N(p) < N(5).

Mivel a szdmelmélet alaptétele fennéll a Gauss-egészek korében is, a prim és a fel-

bonthatatlan fogalma itt is egybeesik.

3.2.6. Tétel. A Gauss-egészek kozott a primek az alabb felsorolt szamok, illetve

egységszereseik:
1. 1471.
2. Minden pozitiv, Z-beli 4k + 3 alaka primszam.

3. Minden pozitiv, Z-beli 4k + 1 alakd p primszam esetén a p = m 7w, felbontasbol

szarmazO p normaju m és mo.

Példak:
2= (1+1)(1—1)=(—i)(1+14*) a 2 kanonikus alakja G-ben.
3, —3, 31, —3i mind primek a Gauss egészek kozott.
b=(2+14)(2—14) = (1+2i)(1 — 2i).
A kovetkezd két allitas elégséges feltételt biztosit arra, hogy vajon egy o Gauss-

egész prim-e G-ben.
3.2.7. Allitas. Ha N (o) prim Z-ben, akkor a prim G-ben.

3.2.8. Allitas. Ha N(a) = p?, ahol p egy 4k + 3 alakt prim Z-ben, akkor o prim
G-ben.

11



Kanyarodjunk vissza a diofantikus egyenletekhez. Arra a kérdésre keressiik a
valaszt, vajon mely szamok allnak el6 két négyzetszam Osszegeként. Az 22 +y? =n
egyenlet bal oldalat az egész (vagy akar a valos) szamok keretén beliil nem tudjuk
szorzatta alakitani, viszont a Gauss-egészek korében mar igen. Az (z+iy)(z—iy) =n

egyenlet vizsgalata ezzel visszavezetheté n kanonikus alakjanak vizsgalatara.

3.2.9. Tétel (Két-ngyzetszam-tétel). Legyen az n pozitiv egész kanonikus
alakja
— 9P pBreM L g (3.5)
n pl pr Q1 qs ) .

ahol a p,, primek 4k+1, a g, primek 4k—1 alaktak, és az «, §,,, 7, kitev6k nemnegativ
egészek. Az
P +yP=n (3.6)

diofantikus egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg, ha minden ~, paros, és ebben

az esetben a megoldasszam

a1]B.+1).

Példa: Legyen n = 4050. A 4050 kanonikus alakja 2 - 3% - 5%, Itt 3 az egyetlen
4k — 1 alaka szam, és ennek kitevGje paros, tehat van megoldas. A megoldasszam

az b (az egyetlen 4k + 1 alakt primtényezs) kitevéjébsl: 4(2 + 1). A megoldasok

4050 = (£45)% + (£45)% = (£9) + (£63)* = (£63)* + (£9)*.

Most nézziink egy konkrét feladatot a Gauss-egészek felhasznalasara.
Feladat: Oldjuk meg az 22 + 1 = y* diofantikus egyenletet!

Megoldds: Bontsuk az egyenlet bal oldalat szorzatta: (z+1i)(x—1) = y>. Legyen
x +1 és x — 1 legnagyobb kozds osztdja o. Ekkor

S|(x414) — (x — i) =20 = (1 +1i)%.

12



Ebbél az kovetkezik, hogy = (1 +14)", ahol 0 < r < 2. A konjugalas miivelettartd
tulajdonsagbol (zv = zv) adddik, hogy

(1+4)% 2 +i <= (1—d)"|z —1. (3.7)

Az 1+ és 1 — i egymés egységszeresei, ezért (3.7)-b6l kovetkezik, hogy az 1 + i
kitevGje az x + i és x — i kanonikus alakjaban egyarant r. Az (z +i)(x — i) szorzat
a Gauss-egészek korében is kébszam, igy kanonikus alakjaban minden Gauss-prim
igy 1+ i kitevGje is oszthato 3-mal. Innen kovetkezik, hogy 3| 2r, ahonnan r = 3t.
Mivel tudjuk, hogy 0 < r < 2/ igy csupan r = 0 lehetséges. Innen kovetkezik, hogy
0 = 1 vagyis x +1 és x — i relativ primek. Az el6z6 gondolatmenetbdl pedig kidertiil,
hogy mindketté kobszam a Gauss-egészek korében, ugyanis az egységek: 1 = 13,
(=1) = (=1)3, i = (—i)3, —i = 4° is kobszamok. Igy

x+i=(c+di)?=c*—3cd® + (3c*d — d*)i. (3.8)

Osszehasonlitva a képzetes részeket 1 = d(3c?—d?) adodik. Innen d = +1 lehetséges,
amiket visszahelyettesitva csupan d = —1 esetén kapunk c-re egész értéket. Ekkor

c=0. (3.8)-bol kapjuk, hogy = = ¢* — 3cd?, ahonnan z = 0, igy y = 1.

13



4. Szabalyos, primoldala sokszogek szerkeszt-

hetdsége

4.1. Bevezetés

A geometriai szerkeszthetGségi problémak évezredekre nytlnak vissza. Az Okori
Gorogorszaghol szarmaznak a hires szerkesztési problémak. Ezek a kovetkezdk:
szogharmadolas, kockakett6zés, kornégyszogesités. Ezek FEuklideszi-
szerkesztéssel nem kivitelezhetGek, vagyis az aldbbi 5 alaplépés segitségével nem

megoldhatoak.
1. Két adott vagy megszerkesztett ponton at egyenes hiizasa.
2. Két megszerkesztett egyenes metszéspontjanak kijellése.

3. Két adott vagy megszerkesztett pont korzényilasba vétele, és ezzel a sugarral

egy adott vagy megszerkesztett pont koriili kor rajzolasa.
4. Megszerkesztett kor és egyenes metszéspontjainak kijelolése.
5. Két megszerkesztett kor metszéspontjainak kijellése.

Ezek a szerkesztések a négy algebrai alapmiivelet és a gyOkvonés felhasznalaséaval is
megoldhatoak. Az 1. és 2. lépésben az alapmiiveletek elegendéek a megoldashoz,
a 3. és 4. lépésben a kor sugardanak kiszdmitasahoz a gyokvonas mitveletét is
hasznalnunk kell. Az 5. lépésben a két kor metszéspontjanak kijelolését vissza-
vezetjiik egy kor és egy egyenes mesztéspontjainak kijeldlésére, igy ez egy 4. tipusi
lépés megoldasa. Mivel korzé és vonalzd segitségévelegyszertien meg tudjuk adott
szakaszok hosszanak Osszegét, kiilonbségét, szorzatat, hanyadosat és adott szakasz
gyokhosszat is, ez lehet&séget nytjt a szerkeszthet&ség problémajanak pontos, algeb-
rai megfogalmazaséra.

Tegyiik fel hogy méar meghtuztunk egy szakaszt, melyet egységhosszinak definiél-

tunk. Ekkor korzdével és vonalzoval jabb szakaszokat tudunk szerkeszteni, melynek
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hosszai a meglévéb6l Osszeadas, szorzas, kivonas, osztas és négyzetgyokvonas

miiveletével adédnak.

4.1.1. Definicié. Az olyan szamokat, (szakaszok hosszat) amelyek az egység-
b6l véges szami Osszeadas, szorzéas, kivonas, osztés és gydkvonds miiveletével

megkaphatoak, kvadratikusan trraciondlis szamoknak nevezziik.

Erthet, hogy a szabalyos n-szog szerkesztése ekvivalens az egységsugara kor n
részre osztaséval. A korvonalnak az n részre osztott iveinek a szomszédos végpont-
jait 6sszekots szakaszok (a kor hurjai) lesznek a szabalyos n-szog oldalai, melyeknek
hossza 2sin(Z). Kovetkezésképpen olyan n-ekre amelyekre sin T kvadratikusan irra-
cionalis szam, szerkeszthets korzdvel és vonalzoval szabalyos n-szog.

Két egyszert allitas szabélyos sokszogek szerkesztésérdl:

e Ha a kiorvonal n egyenld részre oszthato, akkor természetesen 2Fn részre is
feloszthatd, barmely k pozitiv egész esetén. Fz abbdl addédik, hogy barmely

sz0g felezhet6 korzével és vonalzoval.

e Ha a korvonalat fel tudjuk osztani p; és p, egyenl§ részekre, amelyekre
(p1,p2) = 1, vagyis relativ primek, akkor a korvonal feloszthatd pips egyenls

részre is. Vagyis ha megszerkeszthetGek a i—f és a i—z

szogek, akkor megsz-
erkeszthetd a ])21_;:2 sz0g is korzGvel és vonalzoval.
Itt felhasznéltuk azt a szamelméleti tényt, hogy ha (p1,p2) = 1 akkor léteznek

olyan A és B egész szamok (egyik pozitiv, masik negativ), hogy Ap;+ Bps = 1.

A szabalyos sokszogek szerkeszthetGségénél egyszeriibb dolgunk van, ha a komp-
lex szdmok halmazan vizsgaljuk a szerkeszthetGséget. Az egységsugart, origo-
koézépponti korbe rajzolt szabalyos n-szog megszerkeszthets, ha az n-edik eqység-
gyokok megszerkeszthetSek. Az n-edik egységgyokik

2k . 2mk

€ = COS —— ~+ i 8in —; k=0,1,...,n—1. (4.1)
n n
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Konnyd megmutatni, hogy az €, vektorok végpontjai egy szabdlyos n-szog csi-
csai. Ha meg tudjuk mutatni hogy az €; szamok kvadratikusan irracionalisak (valos
és képretes résziik is), akkor ezzel azt is megmutatjuk, hogy korzével és vonalzoval
szerkeszthetd szabalyos n-szog.

Tekintsiink most olyan a,b szamokat, melyek kvadratikusan irracionalisak.

Képezziik bel6liik a kovetkezd két komplex szamot:

a+bi=x és a—bi=y.

A két szam szorzata és Oszege is kvadratikusan irracionalis (zy = a® + b, z +y =
2a). Ezek egy masodfoku egyenletnek, a z? — 2az + (a® + b?) gyokei. Tovabba ha
megoldjuk az egyenletet, visszakapjuk az eredeti x és y szamokat. Tehat az olyan
komplex szamok, melyeknek valos és képzetes része is kvadratikusan irracionélis,
szintén kvadratikusan irraciondlisak. Ennek az észrevételnek a megforditasat legegy-
szertibben az algebrai bévitések elméletén keresztiil lehet igazolni.

Fontos ismerniink a kovetkez6 két egyszerd miveletet az egységgyckokrol:
€LEl = €yl és e = ().
Az n-edik egységgyokdk pont a 2" = 1 egyenlet gyokei. Alakitsuk at az egyenletet.
1=z =)+ 2+ 1) = 0. (4.2)

Most mér elegendd informacionk van, hogy megmutassuk, hogy a szabélyos 17-
szO0g megszerkeszthets. ElGtte azonban egy egyszeriiebb, de nagyon hasonl6 feladat

megoldasat mutatom be, nevezetesen az 6tsz0g megszerkeszthetGségét.

4.2. A szabAalyos 5-szog és 17-sz06g szerkeszthetGsége

Elgszor az 6tszog (n = 5) megoldhatosagat mutatom be. A (4.2) egyenldséget

felhasznalva két egyenletet kapunk: z =1 és
A A2 +1=0 (4.3)
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amelynek négy gyoke van. Ezek ey, €5, €5 és e4. Atalakitva a (4.3) egyenletet (leosztva

2?-tel és rendezve) kapjuk a kovetkezd egyenletet:

1\?2 1
z2+-] +{z+-]—-1=0.
4 4

Vezessiik be a kovetkezd helyettesitést: y = z 4 % Ekkor egy méasodfokii egyenletet
kapunk, melynek gyokei

—-1++5

Y12 = 5

Vagyis z + % =1y és z + % = y, egyenleteket kellene megoldani, melyekb&l mar
meghatarozhatoak a (4.3) egyenlet gyokei, melyek méasodfokt egyenletek gyokei. A

tovabbiakhoz viszont érdemes meggondolni a kovetkezdt. Vegyiik észre, hogy

1 145

€1+€4:€1+a:y1 5 (4.4)
Hasonléan Y
1 —1—4/5
€3+€2:€3+—:y2:—. (45)
€3 2

Vagyis a gyokok alkalmas csoportositasaval kapjuk, hogy
(€1 +€s)(ea+€3) =€s3+es+€g+er=€3+€1+€ + 6.

Kibgvitve a jobb oldalon allo osszeget (—1 + 1) -gyel

—1+1+€1+62+€3+64

ahol a méasodik tagtol kezdve egy mértani sorozat Osszegét lathatjuk, melyet ata-

lakitva

65—1_

-1 =1
+ e—1

ahol €® = 1, mivel 5-dik egységgyok.

Tehat azt kaptuk, hogy €1 + €4 és €5 + €3 szorzata és Osszege is egyenl —1-gyel, ami
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szerkeszthetd, igy ez a két szam is. Tovabba €, - €4 = €5 - €3 = €5 = 1, 1gy €1, €3, €3 €8
€4 i1s mind megszerkeszthets. Tehat a szabdlyos 6tszoget is meg tudjuk szerkeszteni.

Gaussnak pontosan ilyen modszerekkel sikeriilt megvaldsitania a 17-szog
szerkesztését. A gyokok olyan csoportositasat valasztotta, amelyek Osszegei
meghatarozhatoak masodfoki egyenletek egymaés utani megoldasaval. MielGtt azon-

<0,

ban a pontos szdmolasokra térnénk ra, be kell vezetniink a primitiv gyok definicidjat.

4.2.1. Definici6. Legyen p tetszéleges primszém és g € Z. Azt mondjuk, hogy a ¢
primitiv gyék modulo p, haptqésaz 1= ¢° q,¢% ..., "% szamok mind kiilénb6zs
maradékot adnak p-vel osztva; vagy masképpen: e szdmok maradékai — sorrendt6l

eltekintve — éppen az 1, 2, ..., p — 1 szdmok.

Nem nehéz bebizonyitani, hogy minden p primszamhoz létezik legalabb egy primitiv
gyok modulo p.

Vizsgaljuk most a p = 17 primszamhoz tartozo legkisebb primitiv gyokot: ¢ = 3.
Ezek hatvanyai kiadjdk az Osszes maradékot modulo 17. Ezen maradékok tanul-

méanyozasaval taldlta meg Gauss a
APz 1=0 (4.6)

egyenlet gyokeinek alkalmas csoportositidsat, melyeket visszavezetett masodfoku
egyenletek lancolatainak megoldasara.

A (4.6)-os egyenlet gyokeinek az indexelését tigy valtoztatta meg (e -6l €y, -re,
ahol 0 < m < 15), hogy tekintette mikor ad a 3" 17-tel valo osztasakor k maradékot,
vagyis az k = 1,2, ..., 16 szamok 3 alapt indexét vizsgalta (jelolése: inds 17(m)). A
kovetkezd tablazat elsé soraban a m értékei vannak feltiintetve, az alatta 1év sorban

pedig a 3™ 17-tel valo osztasanak maradékai olvashatoak le, vagyis k értékei.
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mi{0|1(2]3 4|56 |7 8|9 1011 12|13 |14 |15
k{1/3[9(10]13 |5 |15 11 (16|14 | 8 | 7 [ 4 |12] 2 | 6

1. tablazat. k = inds17(m) értékei

Ez az 4j indexelés lehetvé tette Gauss szaméara, hogy a (4.6)-os egyenlet gyokeit
csoportokra ossza. Mostmar elegendd informéacionk van a 17-sz6g szerkesztésének

részletes levezetéséhez.
€1+€2+"'+€16:E(o)+€(1)+"'+€(15)

€o) t e+ +eas = —1.

A tovabbiakban jellje 7, az €,) szdmok olyan Osszegét m indexre, amelyeket

[-lel osztva r maradékot kapunk. Ekkor a kovetkez6t kapjuk (a tablazat segit):

M2,0 = €0) T €2)+ -+ €ua) =€t e+t
72,1 26(1)+€(3)+"‘+€(15) —=€3+ €9+ -+ €g.
Nyilvanvalo, hogy
72,0 + M2,1 = €0) T €1) + -+ €as) = —1. (4.7)

Kozvetlen szamolasokkal és az epe; = €54, felhasznalasaval konnyen megmutathato,

hogy
72,0 " 21 = 4(6(0) +€q)y + -+ E(15)) . (4.8)

A (4.7) és a (4.8) egyenleteket felhasznalva a Viéte-formula segitségével kapunk
egy masodfokt egyenletet melynek gyokei 1,0 és 72.1:

4+ —-4=0,

melynek megoldasai



Egyszerti szamolasok tutjan (mivel a 750 és 791 Osszegekben inverz parok, vagyis
a konjugélt gyokparok szerepelnek) megmutathato, hogy 729 > 1721. Mivel inverz

parokroél van sz6, a valos részeik kétszeresét kell venni. Igy

1417 —1—-17
o= 8 Tha= (4.9)

Most bontsuk két-két részosszegre az n,o és az 121 Osszegeket gy, hogy minden

mésodik tag keriil ugyanabba a részosszegbe. Igy kapjuk a kivetkezdket:

M40 = €0) + €(9) T €@) T €a12)
Ny =€) + €(s5) + €9) + €a13)
Na2 = €@2) T €6) T €(10) T €(14)
N4,3 = €(3) T €(7) T €11) + €(15) -

Ismét masodfoki egyenletek gyokeire probalva visszavezetni a részosszegeket, fel-

hasznaljuk, hogy

VIT -1

Nao + Nap = Moo = 5 (4.10)
Tovabba megmutathato, hogy
M40 Na2 = Moo + 121 = —1. (4.11)

A (4.10) és (4.11) egyenlGségek felhasznéalasaval ismét kapunk egy masodfokiu egyen-
letet melyeknek gyokei 74 és 149

17 -1
a:z—(\/_?T)x—l:O.

Megoldva az egyenletet , s felhasznalva, hogy 740 > 742 kapjuk, hogy

1
Mo = 7 (\/17 —1414/34 - 2\/17>
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B~

N2 =

(\/1_7—1—\/34—2\/ﬁ) .

Hasonloan 74 ;-re és 04 3-ra

V17 -1

Nal T Ma3 =M1 = 5

Tovabba
N1 Naz = Moo + 121 = —1.

Tehat ng; és na3 az

2

) xr—1=0 egyenlet gyokei .

Igy

1
M= (—\/1_7—1+\/34+2\/1_7)

1
U4,3=1(—\/ﬁ—1— 34—1—2\/1—7) )

Ismét bontsuk fel az Gsszegeket az el6z6 modon részosszegekre, igy kapunk nyolc
kiilonallo osszeget, melynek mindegyike kéttaga. Ezek koziil vizsgaljuk az ngo-t és

az ng4-t, melyeknek felhasznélésa elegendd a szerkeszthetdséghez. Elég bebizonyi-

8
17

Tudjuk, hogy ns o + 184 = Nao €S g0 - N84 = Ns1. Tovabbd megdallapithato, hogy

tanunk, hogy az ng4 = 2 cos 5% kvadratikusan irraciondlis szam.

N30 > Ng.4, €Zert 1g 4 az T NaoT + na1 = 0 egyenlet kisebbik gyoke, tehat

dqr 1
78,4 cos 17 2 Na0 — 1/ M1o N4

Elvégezve a szorzasokat és helyettesitéseket kapjuk a kovetkezd kifejezést:

é(\/ﬁ—1+ 34—2\/1_7)—i<\/1ﬂﬁ— 170+38Jﬁ). (4.12)
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Tovabba a 2cos 3T 4tirhato elemi trigonometrikus Osszefiiggések felhasznalasaval.

17
lgy
2005?—7; = 2sin (z — S—W) = 2sin1
ami nem mas mint az egységsugari korbe irt szabdlyos 34-szog oldalhossza. Ennek
segitségével nyilvan az egységsugari kérben vett szabalyos 17-sz6g is megszerkeszt-
hetd.
Gauss a 17-sz0g szerkeszthetGségénél sokkal tobbet bizonyitott be. Toéle szar-

mazik az alabbi tétel:

4.2.2. Tétel. Szabalyos n-szog (n > 2) akkor és csak akkor szerkeszthet§ meg, ha

n primtényezds felbontasa
n=2"py---p. m,r>0
ahol py, ...p, paronként kiilonb6z8 Fermat-primek (vagyis 22" 41 alaki primek).

Gauss tételébsl tehat kovetkezik, hogy azok a szabdlyos sokszogek, melyek-
nek oldalai olyan primszamok, melyek Fermat-primek, megszerkeszthetGek. Ezt
a tételt az algebrai testek véges, masodfoki, normalis b&vitésével lehetne igazolni,
felhasznalva a korosztési-test definicidjat.

Az els6 5 Fermat szam valéban prim, ezek: 3, 5, 17, 257, 65537, és ilyen
oldalta szabalyos sokszogeket valoban meg lehet szerkeszteni. A 6. Fermat szam
nem prim, mivel oszthatdé 641-gyel. Elvi akadilya nincsen ezen sokszogek szer-
kesztésének, viszont a gyokok alkalmas csoportositasit megtalalni, és a gyokoket
meghatarozni hatalmas feladat, de teljesen gépies munkat igényel. A 257-oldalu sza-
balyos sokszogre vald bizonyitast adta Richelot, melynek terjedelme kozel 80 oldal.
A 65537-oldaldra J.Hermes mutatott levezetést, mely tobb mint 20 évi munkinak a

gyiimolcse.
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5. Kvadratikus maradékok, a kvadratikus recipro-

citas tétele

5.1. Bevezetés

A kvadratikus reciprocitési tételnek ma mar tébb mint 200 kiilonb6z6 bizonyitasa
létezik. Ezen bizonyitdsoknak majdnem a fele tAmaszkodik a Gauss altal megalko-
tott lemmara és a Gauss Gsszegekre. Az altala csak arany tételnek nevezett tételre
életében 8 kiilonbho6z6 bizonyitast adott, melybol 6-ot 6 maga publikalt, a maradék
kett6t a haldla utan nyilvanossagra keriilt jegyzeteibdl ismeri a vilag.

Az els6 bizonyitasa indukcion alapul, megjegyzendd, hogy ebben a bizonyitasban
neki is — hasonloan Legendre-hoz — sziiksége volt egy bizonyos segédprimre. Mésodik
bizonyitasa a binéris kvadratikus formulak elméletén alapszik, a negyedik és hatodik
igazolas soran a Gauss Osszegeket haszndlja fel. Mint ennek a tételnek a legtobb bi-
zonyitasa, a 3. és 5. igazolas az in. Gauss-lemman alapul. Hogy miért bizonyitotta
nyolcféleképpen a német zseni ezt a tételt, arrél a legtobb matematikus hasonlokép-
pen vélekedik: ,A bizonyitds olyan 1t, melynek sordn a matematikai teriiletek 1j
tulajdonsigait és j mezdit fedezziink fel”!.

Most lassuk a méar sokat emlitett tételt.

5.1.1. Tétel (Kvadratikus reciprocitas tétele). Legyen p és ¢ kiilonb6z6 parat-
lan prim. Ha legalabb az egyikiik az 1 maradékot adja 4-gyel osztva, akkor az

2?=p (modgq) ésaz y>=q (modp) (5.1)

kongruenciak egyszerre megoldhatoak vagy megoldhatatlanok (az x és y megoldasok
nem sziikségképp azonosak) ha viszont mindkét prim a 3 maradékot adja 4-gyel

osztva, a fenti kongruencidknak pontosan egyike oldhat6é meg.

A tétel jobb megértéséhez sziikségiink van a kvadratikus maradékok és a

Legendre-szimbolum alapvets ismeretére.

Yuri I. Manin, orosz matematikussal térténd interji soran adott valaszabol.
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5.2. Kvadratikus maradékok, Legendre-szimbdélum

Ebben a szakaszban a p végig 2-nél nagyobb primet jel6l.

5.2.1. Definici6. Tegyiik fel, hogy (a,p) = 1. Az a szamot aszerint nevezziik
kvadratikus maradéknak, illetve kvadratikus nemmaradéknak modulo p, hogy az 22 =

a (mod p) kongruencia megoldhaté-e vagy sem.

Az a = 0 (mod p) szamokat nem soroljuk sem a kvadratikus maradékok, sem
a kvadratikus nemmaradékok kozé. Az elsGéves szdmelméleti tanulmanyaink soran

megismerkedtiink az alabbi tétellel:
5.2.2. Tétel.
1. Az a szam akkor és csak akkor kvadratikus maradék modulo p ha a®~V/2 = 1

(mod p).

2. Az a szam akkor és csak akkor kvadratikus nemmaradék modulo p ha a®—1/2

—1 (mod p).

3. A paronként inkongruen kvadratikus maradékok szama illetve kvadratikus

nemmaradékok szama egyarant (p —1)/2.

4. Ha a kvadratikus maradék, akkor az x> = a (mod p) kongruencianak két

(paronként inkongruens) megoldasa van.
A fenti tétel 1. allitasat szokads Fuler-kritériumnak is nevezni.

5.2.3. Definici6 (Legendre-szimboélum). Legyen p > 2 prim. A Legendre-

szimbolumot tetszéleges a egész szamra a kovetkezdképpen definialjuk:

1, ha a kvadratikus maradék modulo p

a
(Z_?) = 0, ha p osztdja a-nek
—1, ha a kvadratikus nemmaradék modulo p.
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Példa: (1—31

megoldasa az © = 6 (mod 11).
A (5.2.2) Tétel és a Legendre-szimbolum Gsszevetésével kapjuk az alabbi Ossze-

) = 1, mert az 22 = 3 (mod 11) kongruencia megoldhato, és az egyik

fliggést:
(5.2)

o' = (9) (mod p).

A Legendre-szimbélummal kapcsolatos miveleteket a kdvetkezd tétel segiti.

5.2.4. Tétel.

1. a=b (mod p) — <5> — (5>
2 (3)=() C)
3. (1) =1

A (;1)_ 1, hap=1 (mod 4)
AP —1, hap=—1 (mod 4)

Bizonyitds: A fent emlitett allitdsokat konnyti bizonyitani, mivel szinte azonnal

adodnak (5.2)-bél. A 4. allitast bizonyitom, amely két részbdl tevédik Gssze: ha
(A) p =4k + 1 alaka illetve ha (B) p = 4k — 1 alaku.

(_1> =D = (V¥ = ()" =1 (modp)

<_?1) = (-1 =(-1)" = (-1)* 1= -1 (mod p)

amit allitottunk. m
A kvadratikus reciprocitasi tétel a Legendre-szimbolummal megfogalmazva a

kovetkezGképpen irhato:
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5.2.5. Tétel. Ha p, ¢ > 2 két kiilonb6z6 prim, akkor

@) @)-cos

Ehhez a tételhez szoktak még csatolni egy tgynevezett kiegészité lemmat:

(%) _ e (5.4)

A (5.3),a (5.4) és a 5.2.4 Tétel alapjan egyszerii algoritmussal minden Legendre-
szimbolum értéke kiszamolhato.
Ellenérizhetd, hogy a kordbbi megfogalmazasa valoban ugyanazt mondja, ugyanis ha
p, q valamelyike 1-gyel kongruens modulo 4 (mondjuk p = 4u + 1, azaz p — 1 = 4u),
a jobb oldal kitevGje paros (felhasznalva, hogy a primek paratlanok, azaz ¢ = 2v+ 1
alaki),

(P=D(g—1) _[Gut1)—1[2v+1)—1] 4u-2v

1 B 1 1
Igy a jobb oldal értéke 1, tehat vagy mindkét bal oldali Legendre-szimbolum pozitiv,

= ZUD.

vagy mindkettd negativ, azaz egyszerre kvadratikus maradékok vagy kvadratikus
nemmaradékok a primek egymasra nézve. Ha viszont mindkét prim 3-at ad néggyel

osztva, akkor p = 4u + 3 és ¢ = 4v + 3, azaz a jobb oldali kitevs

(du + 2)4(41) +2) _,(Qu+t 1)4(% +1) _ (2u+1)(20 + 1)

paratlan, igy a jobb oldal értéke —1, és igy a bal oldai Legendre-szimbolumok értéke

kiilonb6z6: ha az egyik 1, a méasik —1, emiatt ha az egyik prim a masikra nézve

kvadratikus maradék, akkor a masik az egyikre nézve kvadratikus nemmaradék.

5.3. Kvadratikus reciprocitasi tétel bizonyitasa a Gauss-

lemmaval

A kvadratikus recioprocitasi tétel elemi szintid bizonyitasainak 6 OsszetevGje a

Gauss-lemma, melyet a német matematikus fedezett fel, és a harmadik bizonyitasa-
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nak magjat alkotta.

5.3.1. Tétel (Gauss-lemma). Legyen p > 2 prim és (a,p) = 1. Tekintsiik az

p—1
2

a,2a,3a, ..., a

szamok modulo p vett legkisebb abszoltt értékii maradékait a (—%, &) intervallumon.

Jelolje v az el6bb emlitett intervallumba képzett negativ maradékok szamat. Ekkor

(5)-ror

Bizonyitds: A v definidlasdhoz meghatéroztuk a

-1
S:{a,Qa,3a,...,p2 a}

szamok maradékait a

K-11 1929, b=t p-1
2 2

halmazbol. Az elGjelre valo tekintet nélkiil egyik szam (1,2,3,..., ’%1) se jelenik

meg egynél t6bbszor, mert ha igy lenne, akkor barmely két elem az S-bdl kongruens
lenne modulo p, vagy Osszegiik 0 lenne. Egyik eset sem lehetséges. Ezért a K halmaz

elemeit felirhatjuk a kovetkez&képpen:

-1
T:{)\l'l,>\2'2,...,)\(p1)/2'p2 },

ahol \; értéke 1 vagy —1. Osszeszorozva az S -beli elemeket és a T elemeit:

1)+ 2a)-30) - (21a) = 0 02+ (N 251 ) (o .

Igy
p—1

a2 =X Ap-1y2 (mod p).
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Felhasznalva a (5.2) Osszefiiggést és azt hogy a Ay - Ay - Ap_1)/2 szorzat értéke
attol fiigg, hogy a T halmaz elemei koz6tt hany negativ elem szerepel (v értéke), a

kévetkez6t kapjuk:

amit bizonyitani akartunk. m
A Gauss-lemma segitségével konnyen bizonyithatjuk a kvadratikus reciprocitasi
tétel kiegészits lemmajat (5.4).

Bizonyitds: a = 2 paraméterre alkalmazzuk az el6bbi lemmat. Megnézziik, hogy az
S=4{2,4,6,...,p—1}

szamok koziil hany darab negativ elGjeld legkisebb abszolut értékd maradék van

A -1 , , . e ae . e Vor ,
modulo p. Osszesen 5= szamrol van szo, s ezek koziil a pozitiv elGjelti szamok

2
szama Lp;lj Vagyis a negativ elGjeliek szama

4
p—1 p—1
V= —
2 4

p =8k + 1 esetén v = 2k, tehat <%) =1

Ha p = 8k + 3, akkor v = 2k + 1, igy (%) — 1.
p = 8k — 1 esetén v = 2k, tehat (%) =1.
Ha p = 8k — 3, akkor v = 2k — 1, igy (12—)) =—1.m

Ezt az eredményt egyszertibben osszefoglalva:

(g): I, hap=+1 (mod 8) (5.5)
p —1, hap=+43 (mod 8). '

Konnyen ellendrizhats, hogy (5.4) és (5.5) ekvivalensek egyméssal.

Most mar elegendd ismeretiink van ahhoz, hogy bizonyitsuk a 5.2.5 Tételt.

Bizonyitds: A bizonyitds soran ry, r, ..., 7, jeloli a legkisebb abszolut értékd
maradékok koziil a pozitivakat, sq, s9, ..., s, pedig a negativakat. A ta szamok
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jelolik a Gauss-lemma igazolasanal hasznalt S halmaz elemeit, igy
T
ta = (mod p) .
D=5

Két allitast bizonyitunk:
(A) (a,p) = 1, tovabba a paratlan, akkor

p—1
|t
(3) = (=1)%,  ahol k= {—“J . (5.6)
p — LP
(B) Ha b és ¢ paratlan, 1-nél nagyobb, relativ prim szamok, akkor
cgl ble
wb TC b—1 c—1
it == ) 5.7
S SF =TS 67

Ezekbsl a kvadratikus reciprocitas képlete mar kénnyen kovetkezik, ha b és c

paramétereknek p és ¢ primszamokat valasztjuk, vagyis

q p l wq P
DY () =1t ahol 1= | L—J
() (5) = X3z
ami a (B) allitas szerint
j_P— I g—1
2 2
(A) bizonyitasanal, a Gauss-lemmaéara tamaszkodva, elég megmutatnunk, hogy
p—1
L | ta
k= — | =v (mod 2). 5.8
S5 =y tmoan (5:5)

t=1

Tekintsiik a ta szamok p-vel torténé maradékos osztésat. Ekkor
t va, T;
ta = {—“J pt+{ (5.9)
p vagy p—s;.
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p—1

3 -re

A (5.9) egyenlGséget Osszegezve t = 1,2, ...,

(p—1)/2 H v
p—1 B ta
(1+2+3—|—---+T>a—p > bJ +Zri+Z(p—sj).
t=1 1=1 7=1
A fenti egyenletet atalakitjuk a kovetkezSképpen: mindkét oldalhoz hozzadadunk
2> s;-t. Ekkor a bal oldal béviilni fog a kétszeres szummaval, a jobb oldalon pedig
25:1(19 — 5;)-bél Z;Zl(p + s;) lesz. Mint a Gauss-lemma bizonyitasanal belattuk,

2 -1 2 SORTEIS
az T, T2, ..., Ty, 51, S2, ..., S, szamok az 1,2,..., 5= szdmok egy permutaciojat

2
Zri+zsj:1+2+---+]%l.

Mindkét oldalbol kivonva egy ilyen Osszeget, a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

alkotjak, vagyis

v (p—1)/2
p—l ta
(1+2+3+"’+T>(a—1)+2j§13j:p > LEJH . (5.10)

t=1

Mivel feltettiik, hogy a péaratlan, igy az egyenléség bal oldala paros szam, tovabbéa
p pératlan prim volta miatt (5.8) valoban teljesiil.

(B) belatasahoz tekintsiik a kovetkezd cstcsok altal meghatarozott téglalapot:

A=(0,0), B:(g,o), 0:(%%) és D:(o,g)

Megmutatjuk, hogy (5.7) mindkét oldalan a fenti csicsok altal meghatarozott
téglalap egész koordinataju racspontjainak szama 4all. (5.7) jobb oldalara ez nyilvan
igaz. Vizsgaljuk meg a bal oldalt.

A téglalapot két részre osztva, az A és C cstcsokat Osszekots, y = 7o egyen-
letd atloval, kiilon megszdmoljuk a két haromszogbe esé réacspontokat. Mivel b és
¢ szamok relativ primek, igy az atlora nem esik racspont. Az als6 haromszogbe
es6 pontok szaméat n-nel jeloljiik. Nézziik meg, hogy ebben a hdromszégben hany
racspont helyezkedik el az x = 7 egyenes mentén. A racspontok y koordinataira

az 1 <y < 77 egyenlStlenségnek kell teljesiilnie. Az ilyen y koordinatdk szdma
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L%J Ezen érték 7 = 1,2,..., 1’5—1 Osszegzésére megkapjuk az ABC' haromszogbe

esG pontok szaméat. Tehat
b—1

N
TC
n = — .

> 5

T=1
Hasonloképpen jarunk el az AC'D haromszoget illetGen. Az y = w egyenes mentén
szamoljuk a fels6 haromszog racspontjai, melynek szamat jeloljiik m-mel. Ezen pon-
tok x koordinataira 1 < z < %w egyenlGtlenség teljesiil. Az ilyen x-ek szama L“’?bj
Osszegezve ezt w = 1,2, .. ., C;—1—1"6 megkapjuk a fels6 haromszoghe esd racspontok
szamat. Tehat a téglalap racspontjainak szama

c—1

ven=X 15 S [2)

w=

ami a (5.7)-es bal oldala. Ezzel a (B) allitast belattuk, és a 5.2.5 Tételt bebizonyi-
tottuk. m

5.4. Kvadratikus reciprocitas Gauss-0sszegekkel torténd bi-
zonyitasa

A Gauss-0sszegek alkalmazésaval sokkal algebraibb bizonyitast adunk a 5.2.5
Tételre.

A 17-sz6g szerkeszthetGségérsl szolo szakaszban megismerkedtiink az egység-
gyokok fogalméaval. A tovabbiakban sziikségiink van a primitiv egységgydk defini-

civjara. A korabban alkalmazott jel6lésekkel:

5.4.1. Definici6. Az e egységgyok primitiv n-dik eqységgyik, ha n a legkisebb po-

zitiv egész, amelyre €” = 1.

5.4.2. Definicié. Legyen p paratlan primszam. Ekkor az a egész szamhoz tartozo

Gauss-dsszeq

9o = S (E> e, (5.11)



ahol € = ¢, = cos (2?“) + 2 8in (%T) p-edik primitiv eqyséqqyok.

Példa: A gy Gsszeg p = b-re a kiovetkezd

- () (@) )

= 62—64—e+63.

Az el6z6 fejezetben, az 5-sz0g szerkeszthetségénél mér kiszédmoltuk ezen Osszeg
tagjait. Ezt a (4.4) és (4.5) egyenletek mutatjak. Ez a példa sugallja a kovetkezd
tételt:

5.4.3. Tétel. Barmely a pozitiv, egész szamra, mely nem oszthatd p-vel
ga = (=) V2. (5.12)
Ennek bizonyitasahoz bevezetiink néhany lemmat.

5.4.4. Lemma. Barmely a egész szamra

%an {p haa=0 (mod p)
€ =

p— 0 egyébkeént .

Bizonyitds: Ha a =0 (mod p), akkor az Gsszeg minden tagja 1-gyel egyenld, igy az
Osszeg egyenls p-vel. Egyébként pedig felhasznéalva az el6z6 fejezetben megismert

azonossagot, 27 — 1= (z — 1)(2P"1 + ... + 2 + 1), x helyére x = ¢* helyettesitéssel,

bS]
—

e“f"—l_ 1-1 B
@ —1 e —1

60,71 —

0

S
Il
o

amit allitottunk. m

5.4.5. Lemma. Ha x és y tetsz6leges egész szamok, akkor

3

1
fompn _ ) P haz =y (mod p)
0 egyébként .

I
o

n
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Bizonyitds: Ennek bizonyitasa a 5.4.4 lemmdabol kiévetkezik az a = x — y behe-

lyettesitéssel. m
5.4.6. Lemma. gy =0

Bizonyitds: A definiciobol tudjuk, hogy
p—1 n
go = —].
> ()
A 5.2.2 Tétel 3. allitasabol tudjuk, hogy a kvadratikus maradékok és a kvadratikus

nemmaradékok szama egyenls, tovabba <%> = 0. Igy az 6sszeg valoban nullaval

egyenls. m

5.4.7. Lemma. Barmely a egész szamra

go=\—-)91-
p

Bizonyitis: Ha a = 0 (mod p) akkor a 5.4.6 Lemma eredményét kapjuk, tehat
tegyiik fel, hogy a # 0 (mod p). Ekkor felhasznélva a Legendre-szimbolum multi-
plikativitasat, valamint, hogy az an (n = 0,1,...,p—1) szdmok teljes maradékrend-

szert alkotnak modulo p, igy

(- (EE-EE)-E6) -

n

—_

Il
=)

Mindkeét oldalt beszorozva (%)—Vel és felhasznélva, hogy (%)2 = 1, megkapjuk a
lemma allitasat. m

Elegendé6 lemmank van a 5.4.3 Tétel bizonyitasara.
Bizonyitds: A bizonyias soran kétféle modon szamoljuk ki a ZZ;(I) JaJ—_q Osszeget.

Felhasznalva a 5.4.7 lemmat, tovabba feltéve, hogy a #Z 0 (mod p),

e (o ()= () () - o
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Mindkeét oldalt a = 0-tol (p — 1)-ig Osszegezve

S e = (- (). (5.13)

Masrészt a definiciobol kiindulva

e = S (2)en 5 (1)
OIORS

p—1 p—1 n m
S BIOR
=0 m=0 p p

A fenti egyenl@ségre alkalmazva a 5.4.5 lemmét, ahol

z S () (2 )z

n=0 m=0 a=0
Ebben az 6sszegben csak n = m esetén kapunk 0-t6] kiillonb6z6 tagot, ezért elég erre

az esetre elvégezni az Osszegzést és igy az Osszeg értéke:
p—1 n 2
> (—> p=pp-1).
n=0 p

Osszevetve ezt és a (5.13) egyenletet

(p—1)(=1)Z g?=plp—1),
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majd (p — 1)-gyel egyszeriisitve, és atrendezve

Tehéat

A 5.4.3 tételt ezzel bebizonyitottuk. m
Elegendd ismeretiink van ahhoz, hogy a kvadratikus reciprocitas tételét bebi-
zonyitsuk a Gauss-Osszegek segitségével.

Bizonyitds: Legyen ¢ paratlan prim és ¢ # p. Legyen p* = (—1)P=V/2p. A 54.3

Tétel jelolésének megfelelen p* = ¢ ahol g = g, = f;%) (%) €". Alkalmazva a
(5.2) Osszefiiggést
) 221 P
007 = () moda),

—1

Felhasznalva, hogy ¢ ' = (¢°)"z = (p*)%l, majd behelyettesitve a fenti kongru-
enciaba és g-vel szorozva mindkét oldalt

9=y <p—*> (mod gq) (5.14)

q
adodik.
Ez a kongrencia azt jelenti, hogy a g7 — ¢ (%) kiilonbség a (¢) idedlnak az eleme,
a Zle] gytrtiben. Ennek a gyiirtinek az elemei € egész egyiitthatos ,polinomjai”. A
Zlel/(q) gytird karakterisztikija ¢, tehat ha z,y € Zle], akkor (z + y)? = 27 + y?
(mod ¢q). Alkalmazzuk ezt a fenti (5.14) egyenletre

(6 -EQ - en o

n=0 n n
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A 5.4.7 lemmabol

kombinélva ezt a (5.14)-gyel

()r=(5)s a0

Mivel g = p* = 4p, tovabba p # ¢, vagyis g és ¢ relativ primek Z[e]/(q)-ban,
gt torolhetjiik mindkét oldalrol. Lasd késGbbi megjegyzést. Ekkor (g) = (%)

(mod ¢). Mindkét szimbolum értéke +1, a kiilonbségiik igy legfeljebb 2, tovabba ¢
paratlan volta miatt <§> = <%*> Az Euler-kritériumot felhasznalva

() - (2

A kvadratikus reciprocités tételét ezzel bebizonyitottuk. m
Megjegyzés: A g-vel torténd osztas korantsem olyan trivialis, mint el6szor gon-
dolnank. ¢ € Zle]. Ilyen gytrtiben sajnos altalaban nem érvényes a szamelmélet
alaptétele. Vizsgaljuk meg kozelebbrél!

Tudjuk, hogy g% = +p, tovabba (p,q) = 1 Z-ben. Azt allitjuk, hogy (g,p) = 1
Z[e]-ban, és Ju, v € Z[e], amelyre

ug+vp=1.

Hasonloképpen nézziik p, g-ra. Ezek relativ primek Z-ben. Ekkor létezik a,b € Z,
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amelyre

ap+bg =1
a(£g®) +bg =1

(fag)g+_b qg=1.
uiZ v

Ekkor Z[e]-ban minden c-re igaz, hogy cg és cg-nak is van kitiintetett kozos osztoja
és c-vel egyenld, ugyanis
u(cg) +v(eq) = c(ug +vq) = c.
Vagyis, ha
a € Zle] | ¢g,cq = ale,
tovabba
c|eg,eq.

Igy tehat, ha Ag = Bg (mod q), vagyis ¢ | (A — B)g = cg, akkor
q|(cg,cq) =c=A—-—B= A=DB (modq),

tehat leoszthatunk g-vel.
Most nézziik meg egy feladaton keresztiil, hogyan hasznélhatjuk a kvadratikus
reciprocitas tételét és a Legendre-szimbolum tulajdonsagait.
Feladat: Megoldhato-e az z2 = 66 (mod 191) kongruencia? (A 191 primszam.)
A 66 kanonikus alakja 66 =2-3-11 igy

(1) = (51) (i) (i)

A kvadratikus reciprocitas kiegészité-lemméaja alapjan, mivel 191 = —1 (mod 8),

igy )
1 =1
(191)
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A 5.2.5 Tételt alkalmazva, majd a Legendre szimbélum tulajdonsagait és a kiegészits

lemmat felhasznalva

(3)--(3) ()0

Hasonloképpen jarunk el (%)—gyel.

()=~ ()-8 (&) -

(%):1-1.(—1):—1,

vagyis a 66 kvadratikus nemmaradék modulo 191, igy a kongruencia nem oldhaté

Tehéat

meg.
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6. Osszefoglalas

Szakdolgozatom célja az volt, hogy szélesebb képet alkothassak a XIX. szazad leg-
nagyobb matematikusarol, s bepillantast nyerhessiink matematikai elgondolésaiba.

A harmadik fejezetben bemutattam, hogyan alkalmazzuk az altala kifejlesztett
kikiiszobolési eljarast, s bepillantast nyertiink a Gauss-egészekbe. Példat mutattam
r4, hogy alkalmazhatjuk e szdmok gytirtjét diofantikus egyenletek megoldasaban.

A negyedik fejezetben megmutattam, hogyan oldotta fel azt a 2000 éves prob-
leméat, (mindssze 18 évesen) mellyel sok neves matematikus elédje probéalkozott. S6t
bizonyitasat sikeriilt dltalanositania tovabbi primoldali sokszegekre.

Az 6todik fejezetben ismertettem a kvadratikus maradékok és a kvadratikus
reciprocitasi tétel elméletét. Ezen elméletet tobbek kozott a kodelméletben és a

kriptografiAban széleskorben alkalmazzak.
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Tablazatok jegyzéke

. k=indsiz(m) értékei . . . . . ..o
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