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1. Fejezet

Bevezet ®s

A val -s8g fol yamat atstok jve8lletnosz®g ebietf o8 |yt8aslos
term®szetben nidyaer bbniyes|l u®Ptezmreek, mel ynek m
ak8r t°bb milli- v8ltoz-ra is sz¢ks®g | ehet.
nN®l k¢l ©°zhetetl enn®. A k®tvS8ltoz.asa f¢gggve®nyek
t°bbvs8Iltoz- s Sofkg gdgevf® nny2eckih-e zRs t ®t el k°nnyen §]|

esetre is.

Dol gozatom c®l ja a k®tvsg§ltoz-s f¢gggv®nyek
a | ®nyegesebb fogal mak defini 8l 8§s8&8n ®s a fon
er edm®n ydeskz,er ek m®|l yebb meg®rt ®s®t i s seg?2tse
Mi nden feladatban a Maple programcsomag i s a
P®l d8ul haszn8t vehetj ¢k féegggv®nyek 8br8zol §
megsejt ®m@®s®let efFen a Maple csak egy eszk?©°z,
rg§nk v&r.

Mi ®rt a Mapl e?

A Maple a nagypontoss8g% matemati kai Ssz8m2t 8§
l e2r - formul 8kat, k®pleteket szbemboélitkes&n Kk
csomagj ai seg?2ts®g®vel k¢l °nb°zR speci 81i s f
eszk®°zk®szl et seg?2ti a f¢gggv®nyek | 8§8tv8nyos

t ®r ben a pontok el helyezked®gentkoryobleslzt @zb a

program.



2. Fejezet

Ki's Maple I smertetR
AMaplenek t°bb verzi-ja is megjel-etdiogpom A szakdo
haszn8lni. A t°bbi verzi-ban | ehetnek el t®rR

el Rf ordul hatnak.

Hogyanke dj ¢ nk dol édben2ni a Mapl e

Mi kor el i ne? tejgwk mu nMaaplaegp j el eni k meg, amel yr
A munkalapon megjelenikegyj el . Ez ut8n a jel ut8n 2rva at
Az utas?2t8s, amit ki adindekrpamncsowved vagyztalkeb en | el e
z8rnunk ®s az w@®dgreaghdjetn.ybim@ s8vmdr ancs

Ha;-vel z8rpmkeraldkh®ny meg,j eha na km8ks® kk aldgae?lnente | h

az eredm®ny nem | esz | 8t hat -
Az 8br 8k ®s a2 °aniamdakbl &gy ¢chamek. For m8zhat
form8tumokban el i's menthetj ¢k Rket.

Ha a parancs szintaxis8t elzreonthji b8,k a&l Kkaermr ¢H i
| egjobb m-dja a pr ogorbabm nseze BEiemexMasieStja Kk mi n ® |

kivsgl - -anl tatl kta®m&ls .szeri nt kereshet¢gnk, de eg
megtal 81 hat - .

A Mapl e par anc s $raepaietgek. &g ez ®melgj egyz®sek 2r 8s
a mi ut 8na 81 | az nem |l esz az utas?t8s r®sze.
Egy par aorcbs- It °ibsb &l | hat ®s egy sorban t°bb p
Az ®rt ®kad§&8sijelsopair 8t or a a



A Maple mely r®szeit haszn8ljuk ki?

AMaplet mi nt sz8mol - g®pet a diffem®snam8s&l ®s

k¢l °nb°zR esetekben is haszn8ljuk majd.

K®t di mgmrz§ k skARsfzcgg®ws@&nyeket megadhatjuk De
koording§t&bbad ngolE&8ban ®s param®teres al
k®t v8l toz:-s f¢gggv®nyekAzsezit ®t v kmuas!l &iivak ek ir
sz8mtalan opci - gondoskodi k, | ehet progr a
vastags8gs8t, nyilak, tengelyek pontos kin

H8 r dimme r8zir -8k kHSrzddmmesrezi - ban i smekri a Map
t ®r g°r b ®K oe dd anrSkt @8asr, d ipno8 #€F o ,r dhh v i8g s ®s
param®t eres @amegpald€8sBel ( Aea®ivagy ny®kgl 8s&t
kirajzol 8si m-dj 8t (hg8l . -s, t&ki, as8nygtavon
lehet szih e tl etgeemmsR N megadni . A ntn®r,g °arkb8&k evt§ | kt°or:
vastags8g¥% clkeyv ete®&rAvagy E@vY e thRevnh autt-aks 2at 8§ s s
gyakran haszn8lt tes®@c«&r, tceddakRka®der h@x ai®
H8r dmmen ziehdiimpliciti §g ¢ v ®lyre&kzdl ni



3. fejezet

RZ2>RF¢ggVv®nyek

31. R RF¢s¢ggv®nyek ®s 8br8zol §suk

Def i nAZgfi¢eggv®nyt k®tvE8ltoz:-azf ogge®Pmepuz®ki néa

r®sze a k®t di menR?%neks Eukl i deszi t ®r nek

Defi mMMzfgfigcggv®nyt k®tvsE8Iltoz- s vixdlamelyRit;&rgbvRRIny n
k ® pRe-lze, vagyisD(f) ¢ RZ® R(f) c R.

Def i nfc H--: R,aholH c R? akkorfgr afi konj 8n a
graph f = {(x1,x5,%x3) ¢+ (x1,x;) € H® %3 = f(xy,xx)}hal mazt ®rtj ¢k.
Vagyis haf : H - R, aholH c R?, akkorgraph f c R3.

Nyeregpont:A f el ¢l et P pontja nyeregpont, ha a P
l ok 8l i s mini muneat sezgeyt KK ® gtg Rrheeggkeasp hmat - g°r b ®n e |
egy m8si knak. Ezt az®rt h2vj8k 2gy, mert a I
tul ajdons8gagal

Szintvonalak:adott magass 8g¥ paomako ka hpad mtawka,, ahaqly i as
81 | andtveszfelf (®K)e81 | and - .

A k®tvs8ltoz-s f¢gggv®nyek 8br8zol 8sa | ehet s®g
al kal mazz8k t®r k®pek k®sz2t®s®n®l a magasss8g
is megjelenik, p®l d8ntvanabhaznd®kkd3gj 8k¢iggR®a
g°rb®ket. A figgv®ny pontosabb 8br8zol §s8hoz

szintek k°zo°otti 8t meneteket gyakran a sz?n v

Me gj e gH/8zr®Rsmv 81 t oyze ks o s¢egtg®& ® na szimtzorbmd s® | st zeet ®Is®@ let e
m-d 8l tal 8nos?t8sa, a szintfelg¢ gl etekkel tort
flx,y,z)=81 1l and- egyenlettel jellemzett szintfel

felt¢gntetve a féiggv®ny®rt ®ket .



Feladatok:

A plot3d(f,x =a..b,y=c..d;parancs egy k®tvsg8ltoz- s
ki melyeta h8r omdi menzi -s t®rben el helyezke

Rajzoljuk ki azf (x,y) = x*f ¢ ggv®ny grafi konj 8t! EI en

Szeml ®l fexgyp=xK+a’mgr af i(kfomrj &8s par abol oi d)
koording8§tas2?kokkal wval:- metszetek al ap

Maple 8l tal kirajzolt 8br8val

Aplot3dpar ancs kieg®sz2thetR k¢l °nb°zR opci

form8§z8s8ka ezekgi8hnarakt2zv m-don is el ®r

l enyom8s8val a leg°rd¢l R men¢gbRI . Pr - b8l j

3.

Rajzoljuk ki azf(x,y) =x*—y?nyeregfel ¢l etet (hiperbo

Elemezz¢k az 8br 8t !
Pr-b8l juk ki anodwaplleh entGrhs8&gy®th.a s z

T°bb 8br 8t is kirajzolhatunk egy paran
vesszRvel v8lasztjuk el ®s kapcsos z8tr

fOY=x*+y*®g(xy)=x3+y3f ¢ggv®nyeket!
Lehet Rs®lg¢ak Silyrd iTogyak 8esBtr ame g . az
f(x,y)= sinx+ sinyf ¢ ggv®nnyel!

Keress¢k meg azft(x,yaz siaxptcsinyft ¢ g @m®n ya z

szintvonalait | 8that-v8 teszi!

A szintvonal ak s2 kbelcantowrdot gatarecesa.t 1 s 8D
Ahhoz, hogy ezt haszn§Iwhhipsossuukt,a se?ltR8sszstarl
a rajzol - pr ogadaettmgzekboma g ¢ tal Mo sImk ki a
féggv®nyeket, aminek szintvonhAzl ai haso

utols:- fe¢egoggwa@mmymntf egjyuk©°z€lmb© ss ®gi ger
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1.8br a 2. 8br a 3. 8br a

Megol d8sok:
1. Az f (x,y)=x?>f ¢ggv®ny grafikonja:
> plot3d(x"2,x = =2..2,y = =2..2);

A f e =? patabolay tengely

menti eltolF§g§wdl ¢&d-
meg, hogy k®tvS8ltoz-
azolyaff ¢ ggv®nytul aj dons

mi nt a monotonit8s vz
sz®l sR® t ®kek is bony

4. 8br a

Az 8br §n Hogy aa efk ¢ ¢ mpidir@uingazy tengely.

2. Azf(x,y)=x*+y?f ¢gge@®pynevezetes felg¢let.
Haazx=0e gy e fylzkolor di n§t as2 kkal met ssz¢sgk el
g°r be ezpyépualamhiason!l y=aie gyz fxdzet T
koordin8§tas2kkal metssz¢k el az=fxél ¢l et et ,
parabola.

Az{x,y}s2 kkal p8rhuzamos s2kkat’=t®Hyt®nR met s
met sz®swenghrégkor.



A
forga t § sa8dv- adl -
ennek a f ¢

antenn§8k,

al ak YVaia k .

5. 8bhr a
3.

> plot3d(x"2 —y"2,x = =2..2,y = =2..2);

f etl ¢ h &4 x?parabolazt engel y

>plot3d(x"2 + y"2,x = =2..2,y = =2..2);

Kor ¢l i
forg8sparabol oi d.

ggv®nynek a mini mum

tektecszkk pfokr, g §epgdr a

Az f(x,y)=x*—y?nyeregfel ¢l et:

Ez a fel ¢l et{xy3@s{mgnet rKi°kzuRsp paozn t j rgdregpomak or i g - t
s2kokr wylsM& kat p8&8r huhad&mgauk.
s2 kkal met ssz ¢ &kt el akkor hiperbol
kapunk, ha peys gat,knags8
akkor k®t egyenest. A
koordin8tas2kkal p8rh I szve,
a metszet parabola. At engel yen 8§81
s2k olyan parabol 8t m ;1 et bRI
mel ynek cs¥Wcsa az Or i yg-—warmnm—van
6. 8bra
4.
e T°bb 8bra @egy parancsba

> plot3d({x"4 + y"4,x"3 —y"3},x = =2..2,y = =2..2);

7.



o Az f (x,y) = sinx+ sinyf ¢ ggv®ny k¢l °nb°zR sz°°gekhb

> plot3d(sin(x) + sin(y),x = —6..6,y = —6..6);

8 . 8br a 9. 8br a 10. 8br a 11. 8br a

o Az f (x,y) = sinx+ sinyf ¢ ggv®ny szintvonal ai

> plot3d(sin(x) + sin(y),x = —6..6,y = —6..6,style = contour);

12. 8bhr a

5. A8.oldd1l,2®s 8§8Bihg§z tartoz- f ¢ gagaB®veyek ®s a pal
kirajzol hat - ak:

Az el sR 8br8t k°nnyen kital §l-tlaf¢lgdaibenaz ha vi ss
f,y)=x*+y*gr afi kfeg,nlis®tk kemda p8&rhuzamos s2kokkal 1

a metsz®svonal ak k°r°k voltak.

> contourplot(x"2 +y"2,x =-1..1,y = —-1..1);

Am8sodi k 8bra is hdsa&anfebdanadkhital @8pbh&8n:. a 3.
> contourplot(x"2 —y"2,x =—-1..1,y = —1..1);

A harmadik§ b az&/(x,y) =xyk ®t v8l t oz-s hasznoss§8gie. f¢gggv®
> contourplot(x *y,x =0..1,y = 0..1);

1C



3. 2. Pont sorozatok konvergenci 8j ¢

De f i nAztenbndjuk, hogy az, € R?p o nt o k kx;)Isorogat dz-€ R? ponthoz tart
(vagy konver g80-hpzvantolgamgmhogylxg +# a| < € mindenn > ny-ra.

Jel %] ®sAz(x,)sorozatot konvergensanelkR amadwmezz z ¢ k ,

konvergsgl . Ha egy pontsorozat nem konvergens

T®t el (kC@a u c®d (m,)rportsorozaia k k e asak @kkor konvergertsa minden

e > 0-hoz van olyarV, hogy|x,, — x,,| < e mindenn,m < N-re.

T®t el (VBemistmssn @t MilPden korl 8t os pontsorozatna

r®szsorozat a.

Feladat: H o | hel yezkednek el a s2kon az

4k +1 8 1
9

=\ 0T
sorozat pontjai, ®sk-m? a sorozat hat 8r ®rt ®ke
Me g o | Ha&= :
4k +1 8 1
X =" €Yk = 9_E_ﬁ

egyenl etek k%z ki bej etsRbRI ®8 ezt a m8sodi kb

Ve =+4/25—x,2°sspgg®gt kapj ukk=>1Miz 8eabk4mi2nglyena soroza
pontjai az
x2+y2=25 4<x<5 y=>0

°sszef¢gg®sekkel meghat 8rozott k°°a=2M®*3.n hel ye

AMapleben ez j - | szeml ®l tethat ®n @As soajozalktt at®d
k°r2ven, amibBzeahlktytvkadskgy SkiSsagny attat tt o§ kz
k®sz2tettem,hogympontokj ody drBttsari lk-,dnak.

11



> l:= [[(4*k+1)/k,sqrt(9—8/k —1/k"2)] $k = 1..9];
plot([sqrt(25 — x"2),l],x = 4..5,color = [red, blue], style = [line, point], symbol
= circle, symbolsize = 20);
e e EE R
2 427556 2. .| [ .5 [ & s 1

J'\%e)e J‘\\
25 \ 2o] \%%
i iy, %%\
15 ' 281 1o
. k- ¥
1 3 \\‘O
271
05 \'\
0% 42 44 45 48 l} 2674 402 404 406 408 41 412 4.14 4.16 4.18 42
13. 8br a 14. 8br a
A Maple tud hat gim®f &t ®Katt asZ28 Balsmil .. A

> limit((4«k + 1)/k, k = infinity);

4

> limit(sqrt(9 —8/k —1/k"2),k = infinity);

3

Vagyisa hatdadTr(®31).®k

12



3. 3. Hat 8r ®r t ®k

De f i nAztenbndjuk, hogy az € R? pontazAc R?hal maz torl - &t§si pont
pont minden AknParkn wemdte®bemmn sok pontja va

Def i nl2ecgiy-en a Yfalggv @my @RA ¢ R’ lhmd 2nae omzaa®s | e g
Ahal maz torl - d§8si porit § @agv @drzy demriegiih@maz® he gy
Sz or 2 b, kaamindes& > 0-hoz van olyars > 0, hogy minderx € 4,0 < |x —a| < §
es elf@®n-b| < e.
Jelolés: ;Ci_rylf(x) =b
XEA

Haazff ¢ ggv®ny ®rt elAweazl®se gytearltFo mm&nwiaden azt mo
fhat §8r d®ranbh®k e

Jelolés: lim f(x) = b.
x—a

Def i negyenazf ¢ ggv®ny ®AcCR)Ihme mae oazaa®dalnae gy en
torl - d§8si pontjaff Agzdv @y dibarikegAirh@mag® k e z
szor2tkozva v®gt el en K-hoZvaruoyad >0gggy mihdem ) , ha m
x€EAO<|x—al<desef(®prK (f(x)<K).

T®t el ( 8§ Legyen azflf i¢, ggglvw@nyy ®A¢CRIhmé mag omzaa®s | egy e
hal maz torl - d®abv plongd | szl ewmaegyy i k ®t . Akkor

akkor teljesg¢gl

ha val ah §n)seazara;, -ea®yx, € A\{a} mindenn-re, akkorf (x,) — B.

13



Feladat

Me g

Alimit(f,{x=a,y=b});ut as2t §ssal 1§ Rklehea,t LERK ectza k§
i gen mennty®k e dzat §r ®r

2x + 3y
4x + S5y

floy) =

f ¢ 99V ®r-y28)gpantban?

N®zz¢k megf d®gw&nyknek hat 8r ®rt ®ke az orig
mennyi? Hanem akkor mi ®onhyadaemuk®t ezi k

ol d§s
A nevezR nem null a,geagyhazi8k ®a t®kh d |I® eetzti &s

> limit(2*x+3*xy)/(4xx+5*y),{x =-2,y =3});

5

7

A hat8r ®rt @k woe:ingl ®a@zi k

> limit(2+*x+3*y)/(4*x+5*y),{x =0,y =0});

undefined

Bi zony®ztz8sks mMe g, hogy az x ®s-ey tengely m
hat 8r ®r t ®k e k.

> limit((2*x+3*0)/(4*x+5%0),{x =0,y =0});

1

2

> limit((2+x0+3*y)/(4x0+5xy),{x =0,y =0});

3

5
Nincs hat 8r®rt®ke a f¢gggv®nynek, mert | ®t

ment ®n k°zel 2tve az orig-ba k¢l °nb°zR hat

14



33.4. Folytonoss&§8g

Def i negyenazff ¢ ggv®ny ®AcRIhmé mag omza€ce®@Aztl egyen
mondjuk, hogyf folytonos aza pontbanazzh al mazr a sz or 2¢t>dazva, ha |

van olyand > 0, hogy mindenx € 4, |[x —al <& e s e|f ®)n f(a)| < «.

Haazff ¢ ggv®ny ®rtelAwveazl®seig ytearltFo,m8ankykaor azt mon

f folytonosa-ban.
Ha f mindena € A pontban folytonos, akkor azt mondjuk, hg@folytonos azA halmazon.

Azff ¢ggv®ny fobhyd onlos eemmazigee®, hogygrafikonja az

(a,f(@)pont ban Anem szakado.

T®t el (Folytonosss8grAaffvoqau @&y -alkour t@d icedl
azapontbanazih al mazr a szor 2t kozlxwnpsprozhttax, va®a h8nyszot

X, € A mindenn-re, akkorf (x,,) = f(a).

Feladat£r t el mgk®tt k8lat oz-s f ¢sgggv®nyt Ygy, hogy a

sinx — siny ha x =

——,hax

fay)={" x—y Y owye
g(x,y),hax =y

feggv®ny f o RAnionndoesn IpdogWig lBlbeanseg2t s®g®vel
azf(x,y)f ¢ ggv®nyt .

Me g od: Tu@uk, hogya

sinx — siny
xX=y
féeéggm®nygs ®r tx el poptakbae, hisgen iif ¢ ggv ®nyO.nevezRje
Hogyan | 8tszi k ez? a f¢g¢ggv®ny grafi konj 8n
> plot3d((sin(x) — sin(y))/(x —y),x = 0..10,y = —10..0);
> plot3d((sin(x) — sin(y))/(x —y),x = —10..10,y = —10..10);

> plot3d((sin(x) — sin(y))/(x —y),x = —10..10,y = —10..10, axes =
framed);

15



Az15.8br a al apj 8n azt mondhatn8nk, hogy a f
a f¢e¢ggv®ny folytonol.elV) gly@gy ua kfl ¢ Nev ®ry e
Maple egy 8l talunk megadott tartom8nyban
kevetkesgbea®al apz 8n nem vonhatjuk | e.

Al16.8begy jobban megvt8Ilnaustzatto,t,ta htoayryt!| o8mSsnzyy ¢ v
R2nemmimlen pontj 8hanefzol mzogds 8§t el forgatiju
tengelyeket, azt is leolvashatjuk, hogyxaz y egyenesen vas z a k akEz& §7a

8br8n | 8§tszik.

Sz¢stu&s meg a sz akegaz@gft d g Kwe®reyts,e ka hmo |
sinx — siny

flx,y) = x—y
gx,y),hax =y

yhax #y

féecggv®ny f o R3yntionndoesn Ipeognytgng b an!
A folytondcksosz8§gr8a vvidredti el v al apj 8&n

sinx — siny

x,y) = lim
9x,y) Wil

féeggv®ny | esz.

. . xX+y . x—y
sinx — siny ) COS—H—SIin—
im ———=lim = = COSX,
(x-y)-0 x—Yy (x=y)—-0 Ty

16



mivel

_sint
lim— = 1.
0o t

Teh§t

sinx — siny

f(x,y)={ xX—y

cosx,hax =y

,hax =y

> plot3d({(sin(x) — sin(y))/(x —y),cos(x)},x = —10..10,y = —10..10);

18. 8§br a 19. 8§8br a

Ls8thatjuk, hogy Abefoltoztuko a szakad§st

17



3. 5. Parci 8l i s derivsgltak:

Def i negyenazff ¢ ggv®ny ®az@lapeERypenteagzy k°rnyezet ®b
R° gz 2 tassfdg,a,dagont Ko oaziceidn &t Kji @s®tted kBivretls ¢ k a me

t= il =fay .., 01,6041, ,a2)F cggv@®nyt. Az 2 gy (lggy®nty e g
a;pontbanvet d djr8tffRad g g w@ntyanveti-e di k par ci 8l i s deri vE§

nevezzg¢ kDif(a) \Eagyf’pgi(@)s :

A parci 8lis derivs8ltakat %%gy sz8m2tjuk ki, h
®s a f ¢ggveRintytv &l tka zs-zteeml f ¢¢ggR f¢é¢ggv®nyk®nt

Megj egbzz ®sgy kicsit k°r¢gl m®nyes definzci - a |
deri vigl mg gmat §r o zlyesfS8arams bdeen aazdBtoagny nke°gnnyen t u
8l tal 8nos2tani t°bbv8ltoz-s esetre is.

Def i nlZegyéenf®r t el megRfFpoakz egy k°r dDypaet®Bens Ha
deri vgl taplo®te=zigh &2 rhfipeazeti Bid 5@y ®av ek | ®t ¢
i-edi k par ci 8dpordbard akkoievt§if g p & @begtiijedi Kk m8sodr end
parci 8l i s deriv§IDijj‘(§)Nagy<f”xir]](e)yezz(;k. Jel °| ®s:

Def i nAztenbndjuk, hogyaff ¢ ggVv ®nayenrRéxkomtzban | ok8l i s maxi
(il'letve | ok§8l p-sakvantganthkuImany e aat ¢ Graenleing be @
van,® s mixre d-earf(x) < f(a) (illetve f(x) = f(a)). Ekkor aza pontot azf

féeéggv®ny | ok8lis maxi mumhel y®nek (illetve 1o

A 1l ok8lis maxi mumot i kBketsesmPhsR@mMo®kkek? sa

maxi mumhel yet ill etve mini mumhelyet k°z°sen

T®talazff ¢ ggv®nynek | ok §laieR? psazntl bspR@®rkt @isk®d ez anre ka
par ci 81 i a-bad,akkdaDyf &) = 0jmandeni-re.
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