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1. Fejezet 

Bevezet®s 

  

A val·s§g folyamatait, jelens®geit §ltal§ban sok-sok v§ltoz· befoly§solja. A 

term®szetben olyan bonyolult rendszerek is l®teznek, melynek matematikai modellez®s®hez, 

ak§r tºbb milli· v§ltoz·ra is sz¿ks®g lehet. A tºbbv§ltoz·s f¿ggv®nyek haszn§lat§t ez teszi 

n®lk¿lºzhetetlenn®. A k®tv§ltoz·s f¿ggv®nyek megismer®se j· alapul szolg§lhat a 

tºbbv§ltoz·s f¿ggv®nyekhez. Sok defin²ci· ®s t®tel kºnnyen §ltal§nos²that· tºbbv§ltoz·s 

esetre is. 

 

Dolgozatom c®lja a k®tv§ltoz·s f¿ggv®nyek anal²zis®nek §ttekint®se, oly m·don hogy 

a l®nyegesebb fogalmak defini§l§s§n ®s a fontosabb t®telek kimond§s§n t¼l, a fogalmak, 

eredm®nyek, m·dszerek m®lyebb meg®rt®s®t is seg²tsem feladatokkal ®s azok megold§saival. 

Minden feladatban a Maple programcsomag is a seg²ts®g¿nkre lesz valamilyen m·don. 

P®ld§ul haszn§t vehetj¿k f¿ggv®nyek §br§zol§s§n§l, megold§sok kisz§mol§s§n§l ®s 

megsejt®s®n®l. Term®szetesen a Maple csak egy eszkºz, a feladatok megold§sa, bizony²t§sa 

r§nk v§r. 

 

Mi®rt a Maple?  

A Maple a nagypontoss§g¼ matematikai sz§m²t§sok elv®gz®se mellett, k®pes probl®m§kat 

le²r· formul§kat, k®pleteket szimbolikusan kezelni. Be®p²tett f¿ggv®nyei, betºlthetŖ 

csomagjai seg²ts®g®vel k¿lºnbºzŖ speci§lis feladatokat is kºnnyen elv®gezhet¿nk. Gazdag 

eszkºzk®szlet seg²ti a f¿ggv®nyek l§tv§nyos grafikus §br§zol§s§t. Mivel a h§romdimenzi·s 

t®rben a pontok elhelyezked®se bonyolultabb, ²gy itt is nagy seg²ts®g¿nkre lesz ez a kiv§l· 

program. 
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2. Fejezet 

 

Kis Maple ismertetŖ 

A Maple-nek tºbb verzi·ja is megjelent. A szakdolgozat folyam§n a Maple7-et fogom 

haszn§lni. A tºbbi verzi·ban lehetnek elt®rŖ parancsok ®s m§s v§ltoztat§sok is 

elŖfordulhatnak. 

 

Hogyan kezdj¿nk dolgozni a Maple-ben? 

 

Mikor elind²tjuk a Maple-t egy munkalap jelenik meg, amelynek seg²ts®g®vel dolgozhatunk. 

A munkalapon megjelenik egy  jel. Ez ut§n a jel ut§n ²rva adhatjuk ki a parancsokat. 

Az utas²t§s, amit kiadunk piros sz²nben jelenik meg. Minden parancsot -vel vagy -tal kell 

z§rnunk ®s az enter lenyom§s§val v®grehajt·dik a parancs.  

Ha -vel z§rjuk, akkor az eredm®ny megjelenik k®k sz²nnel, ha a m§sik jelet haszn§ljuk, akkor 

az eredm®ny nem lesz l§that·. 

 Az §br§k ®s az anim§ci·k egy k¿lºn ablakba ker¿lnek. Form§zhatjuk ®s k¿lºnbºzŖ k®p 

form§tumokban el is menthetj¿k Ŗket.  

Ha a parancs szintaxis§t elrontjuk, akkor hiba¿zenetet kapunk. Ezen hib§k elker¿l®s®nek 

legjobb m·dja a program szintaxis§nak min®l jobb megismer®se. Ehhez a Maple Help-je 

kiv§l·an alkalmas. Itt t®m§k szerint kereshet¿nk, de egy alapokat bemutat· r®sz is 

megtal§lhat·.  

A Maple parancsba megjegyz®sek is szerepelhetnek. A  jel megjegyz®sek ²r§s§ra szolg§l, 

ami ut§na §ll az nem lesz az utas²t§s r®sze. 

 Egy parancs tºbb sorb·l is §llhat ®s egy sorban tºbb parancs is megadhat·.  

Az ®rt®kad§s oper§tora a  jelsorozat. 
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A Maple mely r®szeit haszn§ljuk ki? 

 

 A Maple-t mint sz§mol·g®pet a differenci§l ®s integr§lsz§m²t§si feladatokn§l ®s m§s 

k¿lºnbºzŖ esetekben is haszn§ljuk majd. 

 

 K®tdimenzi·s §br§k k®sz²t®se: A f¿ggv®nyeket megadhatjuk Descartes-

koordin§t§kban, pol§r-koordin§t§kban ®s param®teres alakban is. LehetŖs®g¿nk van 

k®tv§ltoz·s f¿ggv®nyek szintvonalainak kirajzol§s§ra. Az eszt®tikus kivitelrŖl 

sz§mtalan opci· gondoskodik, lehet programozni a sz²nek kezel®s®t, vonalak 

vastags§g§t, nyilak, tengelyek pontos kin®zet®t, lehet feliratozni az §br§kat, stb.. 

 

 

 H§romdimenzi·s §br§k k®sz²t®se: H§rom dimenzi·ban ismeri a Maple a fel¿letek, 

t®rgºrb®k Descartes-koordin§t§s, pol§r-koordin§t§s, henger-koordin§t§s ®s 

param®teres megad§s§t. A kirajzolt fel¿let vagy t®rgºrbe sz²n®t, §rny®kol§s§t, 

kirajzol§si m·dj§t (h§l·s, teli, szintvonalas, stb.), r§l§t§si szºg®t, ny¼jt§si ar§nyait 

lehet szinte tetszŖlegesen megadni. A t®rgºrb®ket kºr¿l lehet venni, ak§r v§ltoz· 

vastags§g¼ csŖvel, ²gy t®ve Ŗket t®rhat§s¼v§. Egyetlen utas²t§ssal elŖh²vhat·k a 

gyakran haszn§lt testek: tetra®der, hexa®der, okta®der, dodeka®der ®s ikoza®der. 

H§rom dimenzi·ban is lehet implicit f¿ggv®nyeket §br§zolni.  
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3. fejezet 

 

 
 F¿ggv®nyek 

3.1. 
 

 F¿ggv®nyek ®s §br§zol§suk 

Defin²ci·: Az f¿ggv®nyt k®tv§ltoz·s f¿ggv®nynek nevezz¿k, ha az ®rtelmez®si tartom§ny 

r®sze a k®tdimenzi·s Euklideszi t®rnek -nek. 

Defin²ci·: Az f¿ggv®nyt k®tv§ltoz·s val·s f¿ggv®nynek nevezz¿k, ha valamely  t®rbŖl 

k®pez  -be, vagyis  ®s . 

Defin²ci·: A , ahol , akkor grafikonj§n a  

 ®s halmazt ®rtj¿k. 

Vagyis ha  , ahol , akkor . 

Nyeregpont: A fel¿let P pontja nyeregpont, ha a P pontban az ®rintŖ s²k v²zszintes, ®s ha P 

lok§lis minimuma egy f¿ggŖleges metszetk®nt megkaphat· gºrb®nek, m²g lok§lis maximuma 

egy m§siknak. Ezt az®rt h²vj§k ²gy, mert a l· nyerg®nek kºz®ppontja rendelkezik hasonl· 

tulajdons§ggal.  

Szintvonalak: adott magass§g¼ pontok halmaza, vagyis azok a pontok, ahol a f¿ggv®ny 

§lland· ®rt®ket vesz fel,  §lland·.  

A k®tv§ltoz·s f¿ggv®nyek §br§zol§sa lehets®ges a szintvonalak seg²ts®g®vel is. Ezt 

alkalmazz§k t®rk®pek k®sz²t®s®n®l a magass§gok ®s m®lys®gek jelz®s®re. Kºzgazdas§gtanban 

is megjelenik, p®ld§ul a hasznoss§gi f¿ggv®ny szintvonalai §ll²tj§k elŖ a kºzºmbºss®gi 

gºrb®ket. A f¿ggv®ny pontosabb §br§zol§s§hoz tºbb szintvonalra van sz¿ks®g. Az egyes 

szintek kºzºtti §tmeneteket gyakran a sz²n v§ltoz§sa jelzi.  

Megjegyz®s: H§romv§ltoz·s f¿ggv®nyek eset®n a szeml®ltet®sre a szintvonalas szeml®ltet®si 

m·d §ltal§nos²t§sa, a szintfel¿letekkel tºrt®nŖ szeml®ltet®s k²n§lkozik. Ennek l®nyege: az 

 §lland· egyenlettel jellemzett szintfel¿leteket §br§zoljuk, param®terk®nt 

felt¿ntetve a f¿ggv®ny®rt®ket. 
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Feladatok: 

1. A  parancs egy k®tv§ltoz·s f¿ggv®nyt rajzol 

ki, melyet a h§romdimenzi·s t®rben elhelyezkedŖ fel¿letk®nt szeml®lhet¿nk. 

Rajzoljuk ki az  f¿ggv®ny grafikonj§t! Elemezz¿k az §br§t! 

2. Szeml®ltess¿k az    grafikonj§t (forg§sparaboloid) a 

koordin§tas²kokkal val· metszetek alapj§n. Eredm®ny¿nket hasonl²tsuk ºssze a 

Maple §ltal kirajzolt §br§val. 

 A  parancs kieg®sz²thetŖ k¿lºnbºzŖ opci·kkal, melyek §ltal§ban a megjelen®s 

form§z§s§ra szolg§lnak, ezek interakt²v m·don is el®rhetŖek a jobb oldali eg®rgomb 

lenyom§s§val a legºrd¿lŖ men¿bŖl. Pr·b§ljuk ki ezeket is! 

3. Rajzoljuk ki az  nyeregfel¿letet (hiperbolikus paraboloid). 

Elemezz¿k az §br§t!  

4. Pr·b§ljuk ki a Maple n®h§ny hasznos lehetŖs®g®t. 

 Tºbb §br§t is kirajzolhatunk egy parancsban. Ilyenkor a k®t f¿ggv®nyt 

vesszŖvel v§lasztjuk el ®s kapcsos z§r·jelbe tessz¿k. N®zz¿k meg p®ld§ul az 

 =  ®s  f¿ggv®nyeket!  

 LehetŖs®g¿nk ny²lik az §bra forgat§s§ra is. Tegy¿k ezt meg az  

  f¿ggv®nnyel!  

 Keress¿k meg azt az opci·t, ami az  f¿ggv®ny 

szintvonalait l§that·v§ teszi! 

5. A szintvonalak s²kbeli vet¿letet is §br§zolhatjuk a  paranccsal. 

Ahhoz, hogy ezt haszn§lhassuk, elŖszºr be kell h²vni a  utas²t§ssal 

a rajzol· programcsomagot. Most adott rajzokhoz mi tal§ljunk ki a 

f¿ggv®nyeket, aminek szintvonalai hasonl²tanak a kºvetkezŖ §br§khoz. Az 

utols· f¿ggv®nyt fogjuk fel ¼gy, mint egy kºzºmbºss®gi gºrb®t. 
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               1. §bra    2. §bra    3. §bra 

 

Megold§sok: 

1. Az   f¿ggv®ny grafikonja: 

 

    

              4.§bra                                             

A fel¿let  parabola  tengely 

menti eltol§s§val ad·dik. Figyelj¿k 

meg, hogy k®tv§ltoz·s esetben m§r 

az olyan f¿ggv®nytulajdons§gok, 

mint a monotonit§s vagy a 

sz®lsŖ®rt®kek is bonyolultabbak.  

 

Az §br§n l§that·, hogy a f¿ggv®nynek lok§lis minimuma az  tengely.                                                                            

2. Az    f¿ggv®ny egy nevezetes fel¿let.  

Ha az  egyenletŤ  koordin§tas²kkal metssz¿k el a fel¿letet, akkor a metsz®s 

gºrbe egyenlete  parabola. Hasonl·an az  egyenletŤ  

koordin§tas²kkal metssz¿k el a fel¿letet, akkor a metsz®s gºrbe egyenlete  

parabola. 

Az  s²kkal p§rhuzamos s²kkal tºrt®nŖ metsz®s eset®n, ha  a 

metsz®svonal egy  sugar¼ kºr.  
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A fel¿let teh§t a parabola  tengely kºr¿li 

forgat§s§val ad·d· forg§sparaboloid. J·l l§that·, hogy 

ennek a f¿ggv®nynek a minimuma az orig·. A parabola 

antenn§k, teleszk·pok, reflektorok forg§sparaboloid 

alak¼ak.

            5. §bra 

3. Az  nyeregfel¿let:

Ez a fel¿let szimmetrikus az  ®s a  

s²kokra. Ha az  s²kkal p§rhuzamos 

s²kkal metssz¿k el, akkor hiperbol§t 

kapunk, ha pedig mag§val az  s²kkal, 

akkor k®t egyenest. A tºbbi 

koordin§tas²kkal p§rhuzamosan elmetszve, 

a metszet parabola. A  tengelyen §tmenŖ 

s²k olyan parabol§t metsz ki a fel¿letbŖl, 

melynek cs¼csa az orig·ban van. 

Kºz®ppontj§t, az orig·t nyeregpontnak 

h²vjuk.  

         6. §bra

4.

 Tºbb §bra egy parancsban: 

  

 

  7. §bra 
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 Az f¿ggv®ny k¿lºnbºzŖ szºgekbŖl: 

  

 

  8. §bra   9. §bra   10. §bra     11. §bra 

 

 Az  f¿ggv®ny szintvonalai: 

  

 

   12. §bra 

5. A 8. oldal 1., 2. ®s 3. §br§ihoz tartoz· f¿ggv®nyek ®s a parancsok, amivel 

kirajzolhat·ak: 

Az elsŖ §br§t kºnnyen kital§lhatjuk, ha visszagondolunk arra, hogy a 2.-dik feladatban az 

   grafikonj§t az  s²kkal p§rhuzamos s²kokkal tºrt®nŖ metsz®s eset®n, 

a metsz®svonalak kºrºk voltak. 

 

A m§sodik §bra is hasonl·an kital§lhat· a 3.-dik feladat alapj§n. 

 

A harmadik §bra az  k®tv§ltoz·s hasznoss§gi f¿ggv®ny kºzºmbºss®gi gºrb®je. 
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3.2.  Pontsorozatok konvergenci§ja 

Defin²ci·: Azt mondjuk, hogy az  pontokb·l §ll·  sorozat az
 

 ponthoz tart 

(vagy konverg§l), ha minden -hoz van olyan , hogy  minden -ra.  

Jelºl®s: . Az  sorozatot konvergensnek nevezz¿k, ha van olyan , amelyhez 

konverg§l. Ha egy pontsorozat nem konvergens, akkor divergens. 

T®tel (Cauchy-krit®rium): Az  pontsorozat akkor ®s csak akkor konvergens, ha minden 

-hoz van olyan , hogy  minden -re. 

T®tel (Bolzano-Weierstrass-t®tel): Minden korl§tos pontsorozatnak van konvergens 

r®szsorozata. 

Feladat: Hol helyezkednek el a s²kon az 

 

 sorozat pontjai, ®s mi a sorozat hat§r®rt®ke, ha ? 

 

Megold§s: Ha az  

 

egyenletek kºz¿l az elsŖbŖl a -t kifejezz¿k, ®s ezt a m§sodikba helyettes²tj¿k,  

 ºsszef¿gg®st kapjuk. Mivel minden  sz§mra , ²gy a sorozat 

pontjai az  

,   ,    

ºsszef¿gg®sekkel meghat§rozott kºr²ven helyezkednek el. A sorozat hat§r®rt®ke: . 

A Maple-ben ez j·l szeml®ltethetŖ. A sorozat n®h§ny elem®t iratom ®s rajzoltatom ki a 

kºr²ven, amin elhelyezkedik. Ez a kºr²v a sk§l§z§s miatt torzul. Egy kinagy²tott §br§t is 

k®sz²tettem, amin j·l l§tszik, hogy a pontok hogyan torl·dnak.  
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  13. §bra    14. §bra 

 

A Maple tud hat§r®rt®ket sz§molni. A utas²t§ssal.  

 

 

 

 

Vagyis a hat§r®t®k  
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3.3. Hat§r®rt®k 

 

Defin²ci·: Azt mondjuk, hogy az  pont az halmaz torl·d§si pontja, ha az  

pont minden kºrnyezet®ben -nak v®gtelen sok pontja van. 

Defin²ci·: Legyen a val·s ®rt®kŤf¿ggv®ny ®rtelmezve az 
  
halmazon, ®s legyen  az 

 halmaz torl·d§si pontja. Azt mondjuk, hogy az f¿ggv®ny hat§r®rt®ke -ban az  halmazra 

szor²tkozva , ha minden -hoz van olyan , hogy minden ,  

eset®n .   

 

Ha az f¿ggv®ny ®rtelmez®si tartom§nya -val egyenlŖ rºviden azt mondhatjuk, hogy 

hat§r®rt®ke -ban . 

 

Defin²ci·: Legyen az f¿ggv®ny ®rtelmezve az halmazon, ®s legyen  az  halmaz 

torl·d§si pontja. Azt mondjuk, hogy az  f¿ggv®ny hat§r®rt®ke -ban az halmazra 

szor²tkozva v®gtelen (m²nusz v®gtelen), ha minden -hoz van olyan , hogy minden 

,   eset®n   . 

T®tel (§tviteli elv): Legyen az f¿ggv®ny ®rtelmezve az  halmazon, ®s legyen  az  

halmaz torl·d§si pontja. Jelentse  a  val·s sz§mot vagy  valamelyik®t. Akkor ®s csak 

akkor teljes¿l 

 

 ha valah§nyszor egy sorozatra  ®s  minden -re, akkor . 
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Feladat:  

A  utas²t§ssal sz§molhatunk hat§r®rt®ket. L®tezik-e, ®s ha 

igen mennyi a hat§r®rt®ke az  

 

f¿ggv®nynek a  pontban? 

 N®zz¿k meg l®tezik-e a f¿ggv®nynek hat§r®rt®ke az orig·ban, ®s ha igen akkor 

mennyi? Ha nem, akkor bizony²tsuk mi®rt nem l®tezik! 

Megold§s:  

 A nevezŖ nem nulla, a hat§r®rt®k l®tezik ®s megegyezik a behelyettes²t®si ®rt®kkel. 

  

 

A hat§r®rt®k nem l®tezik az orig·ban: 

  

 

Bizony²t§s: N®zz¿k meg, hogy az x ®s y tengely ment®n megegyeznek-e a 

hat§r®rt®kek. 

  

 

  

 

Nincs hat§r®rt®ke a f¿ggv®nynek, mert l®tezik k®t k¿lºnbºzŖ pontsorozat, mely 

ment®n kºzel²tve az orig·ba k¿lºnbºzŖ hat§r®rt®keket kapunk. 

5

7

undefined

1

2

3

5
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3.4. Folytonoss§g 

Defin²ci·: Legyen az f¿ggv®ny ®rtelmezve az  halmazon, ®s legyen . Azt 

mondjuk, hogy folytonos az pontban az  halmazra szor²tkozva, ha minden -hoz 

van olyan , hogy minden ,   eset®n . 

Ha az  f¿ggv®ny ®rtelmez®si tartom§nya -val egyenlŖ, akkor azt mondhatjuk, hogy 

folytonos -ban. 

Ha  minden  pontban folytonos, akkor azt mondjuk, hogy folytonos az  halmazon. 

Az f¿ggv®ny folytonoss§ga az  pontban szeml®letesen azt jelenti, hogy grafikonja az 

 pontban Ănem szakadò. 

T®tel (Folytonoss§gra vonatkoz· §tviteli elv): Az  f¿ggv®ny akkor ®s csak akkor folytonos 

az  pontban az  halmazra szor²tkozva, ha valah§nyszor egy  sorozatra   ®s 

 minden -re, akkor . 

Feladat: £rtelmezz¿k a  k®tv§ltoz·s f¿ggv®nyt ¼gy, hogy az  

 

f¿ggv®ny folytonos legyen minden pontj§ban. A Maple seg²ts®g®vel §br§zoljuk is 

 az  f¿ggv®nyt. 

Megold§s: Tudjuk, hogy a  

 

f¿ggv®ny nincs ®rtelmezve az  pontokban, hiszen itt a f¿ggv®ny nevezŖje 0. 

Hogyan l§tszik ez a f¿ggv®ny grafikonj§n?  
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       15. §bra           16. §bra    17. §bra 

 

Az 15. §bra alapj§n azt mondhatn§nk, hogy a f¿ggv®ny grafikonja Ănem szakadò teh§t 

a f¿ggv®ny folytonos. Vigy§zzunk! Ne felejts¿k el, hogy a f¿ggv®ny grafikonj§t a 

Maple egy §ltalunk megadott tartom§nyban tudja csak kirajzolni. ĉgy ezt a 

kºvetkeztet®st az §bra alapj§n nem vonhatjuk le. 

A 16. §bra egy jobban megv§lasztott tartom§nyt mutat, ahol l§tszik, hogy a f¿ggv®ny 

 nem minden pontj§ban folytonos. Ha ezt az §br§t elforgatjuk ®s felt¿ntetj¿k a 

tengelyeket, azt is leolvashatjuk, hogy az  egyenesen van szakad§sa.  Ez a 17. 

§br§n l§tszik. 

Sz¿ntess¿k meg a szakad§st! Keress¿k meg azt a  f¿ggv®nyt, ahol  

 

f¿ggv®ny folytonos legyen  minden pontj§ban! 

A folytonoss§gra vonatkoz· §tviteli elv alapj§n  

 

f¿ggv®ny lesz. 
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mivel 

 

 

 

Teh§t  

 

  

 

  18. §bra    19. §bra 

L§thatjuk, hogy Ăbefoltoztukò a szakad§st. 
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3.5. Parci§lis deriv§ltak:  

Defin²ci·: Legyen az  f¿ggv®ny ®rtelmezve az  pont egy kºrnyezet®ben. 

Rºgz²ts¿k az  pont koordin§t§j§t az -edik kiv®tel®vel ®s tekints¿k a megfelelŖ  

 f¿ggv®nyt. Az ²gy kapott egyv§ltoz·s  f¿ggv®ny 

 pontban vett deriv§ltj§t az  f¿ggv®ny  pontban vett -edik parci§lis deriv§ltj§nak 

nevezz¿k. Jelºl®s:  vagy .  

A parci§lis deriv§ltakat ¼gy sz§m²tjuk ki, hogy a v§ltoz·kat egy h²j§n rºgz²tettnek tekintj¿k, 

®s a f¿ggv®nyt a kiszemelt v§ltoz·t·l f¿ggŖ f¿ggv®nyk®nt deriv§ljuk. 

Megjegyz®s: Ez egy kicsit kºr¿lm®nyes defin²ci· a k®tv§ltoz·s f¿ggv®nyek parci§lis 

deriv§ltj§nak meghat§roz§s§ra, de az®rt ilyen form§ban adtam meg, hogy kºnnyen tudjunk 

§ltal§nos²tani tºbbv§ltoz·s esetre is. 

Defin²ci·: Legyen  ®rtelmezve az  pont egy kºrnyezet®ben. Ha a  parci§lis 

deriv§lt l®tezik az  pont egy kºrnyezet®ben ®s a  parci§lisderiv§lt-f¿ggv®nynek l®tezik az 

-edik parci§lis deriv§ltja az  pontban, akkor ezt az f¿ggv®ny -beli -edik m§sodrendŤ 

parci§lis deriv§ltj§nak nevezz¿k. Jelºl®s:  vagy . 

Defin²ci·: Azt mondjuk, hogy az f¿ggv®nynek az  pontban lok§lis maximuma 

(illetve lok§lis minimuma) van, ha -nak van olyan  kºrnyezete, amelyben ®rtelmezve 

van, ®s minden -ra  (illetve ). Ekkor az  pontot az  

f¿ggv®ny lok§lis maximumhely®nek (illetve lok§lis minimumhely®nek) nevezz¿k. 

A lok§lis maximumot illetve minimumot kºzºsen lok§lis sz®lsŖ®rt®knek, a lok§lis 

maximumhelyet illetve minimumhelyet kºzºsen lok§lis sz®lsŖ®rt®khelynek nevezz¿k. 

T®tel: Ha az  f¿ggv®nynek lok§lis sz®lsŖ®rt®ke van az  pontban, ®s -nek l®teznek a 

parci§lis deriv§ltjai -ban, akkor  minden -re. 

 

 

 

 




