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1. Bevezetés

1.1. Interpoldcié a matematikdban

Az interpolacio egy numerikus (kozelitd) matematikai modszer az analizis, és azon beliil is a
numerikus analizis t¢émakdrében. Ismerjiik egy jelenséget leird f(x) fiiggvény helyettesitési értékeit
az értelmezési tartomanyanak véges sok pontjaban, azonban az ezen pontokon kiviili helyettesitési
értékeink ismeretlenek. Az interpolacios modszer alapja az hogy, a fliggvény ismertetlen értékeire
az ismert értékek alapjan adjunk kozelitést, és igy konstrudljunk az adott fliggvényt kozelitd /(x)
fliggvényt. Az interpolacios fiiggvénynek teljesiteni kell az ,,alappont™ feltételt:

Minden x, alappontra teljesiiljon

vagyis az interpolacios és az interpolalt fliggvény helyettesitési értékei az 6sszes alappontban
megegyezzenek. Interpolaciordl akkor beszEliink, ha az alappontok maximum €s minimum értéke
altal meghatarozott intervallumban adunk kozelitést a fiiggvény értékeire. Amikor az ismert értékek
alapjan, az alappontok altal meghatarozott tartomanyon kiviil es6 helyeken kozelitjiik a fiiggvényt,

akkor extrapolaciordl beszéliink [1].

1.2.  Motivacio

Az interpolacidonak sok gyakorlati felhasznalasa van kiillonb6z6 tudomanyagak terén. Tegyiik fel,
hogy véges sok ponthoz vannak mérési eredményeink, célunk, hogy megtalaljuk az ismert pontokon
kiviili pontokhoz tartozé értékeket, illetve meghatarozzuk az ismeretlen fiiggvényt. Altalaban akkor
alkalmazzuk, ha egy tértdl, illetve 1d6tdl folytonosan fliggd mennyiségrol csak diszkrét tér,- ill.
id6pontokban van mérési adatunk, €és az adott mennyiség értékét mas pontokban is becsiilni
szeretnénk. Interpoléaci6 alkalmazéasaval lehet megoldani azt a problémat is, amikor a mérésiink
koltséges, igy tovabbi mérések nélkiil szeretnénk adott ponthoz tartozé értéket kozeliteni.
Legismertebb példak az interpolacidos modszerre a sivatagban a kdolajlelhely keresése, valamint a

tengerekben a s6, a kalium, illetve egyéb kémiai 6sszetevok adott mélységben fellelhetd
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nyomadsra mint a hely fliggvényére, azonban ezt csak néhany furasnal elvégzett mérés alapjan
tudjuk kozeliteni. Ehhez hasonléan a koncentracié meghatarozasanal kiilonboz6 mélységekben
mériink, €s a mérési eredmények alapjan adunk kozelitést a mélyebb rétegek értékeire. Konnyen
lathatd, hogy a mélység ndvelésével a viznyomas is ndvekszik, igy nem csak nehezedik és dragul a
mérés, hanem bizonyos mélységben mar nem is kivitelezhetd [1], [4].

Nem kevésbé bizonyul hasznosnak az interpolacio6 a foldrajzi pozicionalas soran, illetve a
geografiaban. A GPS miholdak csak bizonyos idokozonként kiildenek jelet az aktuélis
poziciojukrol, ilyenkor hasznos interpolécios becslést alkalmazni a mithold helyének, sebességének
vagy gyorsuldsdnak meghatarozasara a koztes idépontokban [5]. A geografidban linearis
interpolaciot hasznalunk példaul akkor, amikor egy domborzati elem (pl. hegy) két ismert
szintvonala kozdtti pont magassagat szeretnénk meghatarozni.

Tovabbi alkalmazasa az interpolacionak az informatika teriiletéhez tartozé szoftveres
képmegjelenités. A mai szdmitogépeken szinte mindegyik képmegjelenitd program interpolaciot
hasznal, amikor a képet forgatjuk vagy nagyitjuk. Egy digitalis foté a méretétdl fliggd szamu
pixelbdl, azaz képpontbol all (pl. 150x150 pixel). Minden egyes képponthoz hozzarendeljiik a
szinét. (Ez RGB szinkeverés esetén harom darab szamot jelent 0-255-6s értékkel, amelyek a piros, a
z0ld és a kék alapszin intenzitasat adjak meg.) Nagyitds sordn a kép pixelszama is novekszik, de
csak az eredeti kép informacidtartalma ismert, igy az ,,uj” pixelek értékei ismeretlenek. Az Gjonnan
beillesztett pixelek szinét a szomszédos, eredeti pixelek szinértekébdl tudjuk megbecsiilni. Ezek
meghatarozasara hasznalnak a kiilonb6z6 programok kiilonb6zd interpolacids algoritmusokat. A kép
mindségromlasanak mértéke az itt hasznalt interpolacios formuldk hibajaval aranyos.

Tovéabbi matematikai alkalmazasa az interpolacionak a differencialtgeometria teriiletén a
gorbeillesztés témakore. Ebben az esetben a spline-interpolaciot az Gn. Bernstein-polinomokkal €s
Beziér-ivekkel valositjuk meg, igy kapva adott gorbét leird vektorfiiggvényre illeszkedd
interpolacids vektorfiiggvényt. Ez komplex formaja annak, mintha koordinatanként megadnank egy
egyparaméteres fliggvényt, ami leirja az érintett pontok aktualis koordinata szerinti helyettesitési
értékeit a fiiggvény teljes intervallumanak részintervallumain (gorbe paraméterezett eldallitasa), és

ezen koordinatafiiggvényekre illesztenénk spline-interpolacios polinomokat.

1.3. A fejezetek tartalma

Az els6 fejezetben keriil bevezetésre az interpolacié mint matematikai modszer, valamint ennek

kiilonb6z6 tudomanyteriileteken beliili alkalmazésa.



A masodik fejezetben a kiilonb6z6 polinomialis interpolacidos modszerek altal megoldhato
feladatok, valamint a feladatokat megoldd formulak, tobbek kozott Lagrange-, Newton-, és
Hermite-féle interpolacios modszerek. Tovabba bemutatjuk hasznalatuk eldnyeit és hatranyait is
mind a formulak alakja, mind az interpolalt fiiggvényre val¢ illeszkedés szempontjabol.

A harmadik fejezet az 9sszefoglalasa a kiilonb6z0 interpolacios formuldknak, illetve tartalmaz egy-
két konkrét feladatra torténd 0sszehasonlitast. A feladatok megoldésa és az eredmények abrazolasa

Matlab programmal tortént, a hasznalt programkodok a Melléklet részben talalhatok.



2.  Interpolacios formulak

2.1. Interpolécids alapfeladat

Tegyiik fel, hogy ismerjiik egy f*/a,b]— R fliggvény értékét a paronként killonbdzd x , ..., x
pontokban. Ezek a pontok adottak. Elnevezés: alappontok.

Az alappontokban felvett fliggvenyertekeket jeldlje f.-=f(x ). Tehat ismerjik az
(xi,f(xi)):(x,»,f,-)ESR2 i=0,1,...,n, ahol x,#x;, ha i#j

ugynevezett tabulalt pontokat.

Tegylik fel, hogy a fliggvényiink /a,b] értelmezési tartomanyanak az a pontja egybeesik az
alappontok koziil a legkisebb értékiivel, a b pontja pedig legnagyobbal [4], [5].

Cél: Az ffiiggvény rekonstrualasa (kozelitése) az ismert adatok alapjan, masképp véges sok

pontbdl végtelen sok pontbeli értékének a meghatarozasa.

2.2.  Interpolacids modszerek csoportositasa

Az interpolacios mddszerek csoportosithatoak a kozelitd fliggvény alakja és az alappontok

felhasznalasa szerint.

A fiiggvény alakja szerint:

. Polinomidlis: A legelterjedtebb mddszereknél a kozelitd fiiggvények polinom alakuak. A
polinom alaku eléallitdshoz egy n-edfoku polinom n+1 db egyiitthatojat kell meghatarozni, ezek

pedig egyértelmiien megadjak az interpolacios polinomot.

o Trigonometrikus: A kozelitd fliggvények trigonometrikus sorok, azaz sinus, és cosinus

fliggvények linearis kombinacidjabol allo sor részletosszegeinek felelnek meg.

Adott f fliggvény Fourier-sorral torténd eldallitasa a kovetkezo alakot jelenti:

f<x):=A0+§ A, cos(ke )+ B,sin (k)= 3 Cexpli(ke))

k=—o

ahol 4,,B,,C,€R k=0,1,..0

A trigonometrikus polinommal térténd eléallitas az adott 27 szerinti periodikus fliggvény diszkrét
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pontban vannak az ismert /. figgvenyértékeink, €s ez alapjan a kovetkezd egyenletrendszer
megoldasaval kapjuk az interpoléalo trigonometrikus polinom eldallitdsdhoz sziikséges ismeretlen

egytitthatokat (¢ ):

f.=f(m*Ax)= Z c,xexpli*(k*mxAx)) Vm=0,1,..,2n
k=—n
A polinom alaku fiiggvénytipusokat konnyen ki tudjuk értékelni, azaz adott pontbeli helyettesitési
értekeik konnyen meghatarozhatok, valamint ismertek ezen fliggvények grafikonjai. Mind a
polinom, mind trigonometrikus fliiggvények akarhanyszor derivalhatok, és a derivalt fiiggvények is

polinom, illetve trigonometrikus alakuak maradnak.

Az alappontok felhasznalasa szerint:

o Lokalis: Ha az I(x) kozelitd fliggvény meghatarozasakor az x kdzelében fellelheté néhany
pontot vessziik figyelembe, azaz adott /(x) kozelitéérték kiszamitasa x pont kdrnyezetében talalhato
alappontokkal torténik. Lokalis interpoldciés modszer példaul a linearis interpolacid, amelynek

soran barmely két pontot egyenessel kotiink 6ssze, tehat linedris elséfokt polinomokat hasznalunk.

Adott  {(x,, f(x,)),(x,,,, f(x,,))} tabuldlt pontokra, az [x,,x,,,] intervallumon beliili x

ponthoz tartozo f(x) fiiggvényértéket a kovetkez6é formulaval kozeliti a linearis interpolacio:

f(x):zf(x,)_k(x_xi)(f(xiﬂ)_f(xi))

A linearis kozelités példajan jol latszik, hogy a lokalis kozelités soran még az alacsonyabb rendii

derivaltakban sem kapunk folytonos fliggvényt.

o Globalis: Globalis interpolaciorol akkor beszéliink, ha egy tetszdleges x ponthoz tartozé
kozelitd I(x) ért€k az 6sszes rendelkezésre allo alappontot felhasznalva adhatdo meg, tehat a tabulalt
pontok altal alkotott teljes halmaz alapjan illesztiink fliggvényt. Globalis interpolaciés modszer

tobbek kozott a Lagrange-interpolacié (1d. Lagrange-interpolécio). A teljes kozelitd fliggvényhez

tobb alappolinomot is meg kell hatdroznunk, melyek mindegyike a teljes [x,,x,] intervallumon

van értelmezve, €s egy pont kivételével az dsszes tabulalt pontra sziikség van a polinom
egyiitthatdinak meghatarozasara. Végeredményben egy tetszéleges I(x) kozelitd érték

meghatarozasahoz az 6sszes tabulalt pontra sziikségiink van, és a pontokra n+1 alappont esetén egy



legfeljebb n-edfoku interpolécios polinomot illesztiink, tehat a polinom fokszdma annél nagyobb,
minél tobb alappontra illesztiink. Ez a mddszer sok esetben jobb kozelitést ad, hatranya azonban,
hogy tilsdgosan magas fokszam esetén két alappont k6zott igen nagy ingadozasokat mutathat az

interpoléacids polinom.

o Spline: Az el6z0 két modszer vegyitése. A teljes spline fiiggvényt az alappontok altal
meghatarozott intervallumon t6bb szomszédos szakaszon értelmezett polinom (spline) dsszessége
alkotja, ezért egy adott szakaszra nézve a modszer lokalis, a teljes intervallumon pedig globalis

simasagot biztosit az interpolalt fliggvénynek [1].

2.3. Polinomidlis interpolacio
Olyan polinomot keresiink, amely elére megadott helyeken elére megadott értékeket vesz fel, azaz

legyen p olyan polinom, melyre a
1) plx,)=f, i=0,1,..,n feltétel teljesiil [4], [5].
Tobb szempontbdl is elonydsnek bizonyul polinomot valasztani, egyrészt mert gyorsan szamolhato

az adott helyen vett helyettesitési értéke, masrészrdl pedig egyszeriien meghatarozhaté a derivaltja,

ami kiilondsen az Hermite-féle és a spline-interpolaci6 soran hasznos.

2.4. Az interpolaci6 alaptétele
Jelolje P a legfeljebb n-edfoku polinomok halmazat.

Allitas: Minden rogzitett n+1 db ponthoz pontosan egy olyan pEP polinom van, mely teljesiti az

1)-es feltételt.

Bizonyitds (Egyértelmliség/Unicitds): Indirekt modon tegyiik fel, hogy g, A€ P polinomok,

melyek teljesitik az 1)-es feltételt, es g#h. Jelolje Z€ P azt a polinomot, amelyre

Z(x):=g(x)-h(x) Vx€la,b]
Ekkor Z(x,)=g(x,)—h(x,)=f,—f,=0 Vi=0,1,..,n—re ,

azaz x, gy6ke Z-nek. Tehat Z-nek n+1 db gyoke: (x,) ,ahol i=0,1,...,n

Z egy legfeljebb n-edfokt polinom, melynek akkor és csak akkor lehet n-nél tobb gyoke, ha Z maga

a nullpolinom.



fgy Z(x)=g(x)—h(x)=0 Vx€la,b] ,ésebbélkovetkezéen g(x)=h(x) Vx€la,b] .
Ez ellentmond annak a feltevésnek, miszerint g €s 4 kiilonb6z6 polinomok [4].

Bizonyitas (Létezés/Egzisztencia):

Az adott alappontokat felhasznalva definialjuk a kovetkezd polinomot:

n

Qi(x):z H (x—xj) €P,

J=0; j#i

Vegylik €észre, hogy ezen polinomnak az i-edik alappontbeli helyettesitési értéke:

Qi(xi): ‘ H ‘(xi_xj):'éo

Abban az esetben, amikor az alappontunk indexe k+#i:

n

Qi(xk): H (xk_xj):(xk_xk> H (xk_xj>:O H (xk_x_;)zo

J=0;j#i J=0;j#i j#k J=0;j#i j#k

n

Definidljuk mostaz  Q.(x):= H

j=0, j%i X7 X

€P, polinomot,

amely Q -hoz hasonléan k=i indexii alappontra a kovetkezét adja:

n n—

Q,(x)= [T ==

1
J=0: i Xi T X =0

1=1

Abban az esetben, amikor k#i, akkor pedig mindig lesz a produktumon beliil egy nulla szadmlaloju

tényez0, igy a szorzat is nullat ad:

STRRE | e TEE A | R

J=0s g XX Xy Xy ok XX =0 ji; jk XX

Vagyis  Q,(x,)=9, ,={ (1) ’ Za ]]i j It 6, az Gn. Kronecker delta szimbolum, Q (x)-et pedig az
, ha I : !

i-edik alapponthoz tartoz6 n-edrendii Lagrange-féle alappolinomnak nevezziik.



Legyen Ln(x)zz fiQi<x) EPn °
i=0

Ekkoraz x,, k=0,1,...n alappontra az el6z6ekben az Q-alappolinomra belatott tulajdonsag

alapjan a kovetkezd értéket kapjuk:

Ln(xk):; fiQi<xj):fOQO<xk)+f1Ql(xk>+"'+kak<xk)+"'+ann(xk): )
=f,0+f,0+..+f,1+.+f 0=f,

Ebbél kévetkezéen L, (x,)=f, Vk=0,1,..,n-re ,ami ekvivalens az 1)-es feltétellel.

Elnevezés: Az igy kapott polinomot n-edrendii Lagrange-féle interpolacios polinomnak hivjuk.
Tehat valdban 1étezik legfeljebb n-edfokt polinom, mely teljesiti az interpolacids alapfeltételt, és
igy a bizonyitas teljes [4], [5].

(Megjegyzés: Az egyértelmii 1étezés ezenkiviil bizonyithat6 linearis egyenletrendszerrel vald

megoldhatosag és Vandermonde determinans tulajdonséagai révén is.)

2.5. A Lagrange-f¢le interpolacios polinom eldallitasa alappontpolinomokkal

Legyen o, (x):=]](x—x,), valamint o,(x):=1 .
j=0

Elnevezés: n+1-edfoku alappontpolinom. Ekkor a fliggvények szorzatanak derivalasi szabalyat

(f(x)g(x)):=f"(x)g(x)+ f(x)g'(x) tobbszordsen alkalmazva azt kapjuk, hogy:

oy (3):= () ) =) (O e o) T ) =
(T e = (T G o T ) =
< (x=, a=xo)(T] (x-xjj>+<x-x0><x_xl></f; (vmx,) ==
:<.j—on/¢o (x—x,))+(j_ﬁ¢1 (x—x )+ +(,<-H¢,,(x_¥’>):,§ (j_onﬁk(x_x/)):kiogk(x)
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Az elézéekhez hasonldan nézziik meg a helyettesitési értéket az i-edik alappontban:

n n n n

(Dn+1’(xi):Z( H ('xi_‘xj))z( H ('xi—xj))+"'+( H xi_xj)+"‘+( H (xi_xj))

k=0 j=0;j#k j=0;j#0 J=0; j#i j=0;j#n

Lathatoan ebben a szummaban minden tag nulla az i-edik tagot kivéve, hiszen, mint mar lattuk, :Q}

helyettesitési értéke az x, alappontban csak akkor nem nulla, ha i=k. Tehat a tagok sszege nem

mas, mint az i-edik tag:

n

(’On-%—l,(xi): H (xi_xj):Qi(xi)

J=0; j#i

W11 (x)

X—x)%w,.'(x,)

=Qi(x) ,

1

Legyen ll.(x):=(
igy ezzel a jeldléssel, valamint kisebb atalakitasokkal L (x) felirhat6 a kovetkezd alakban [4] , [5]:

)*fzzn: £ -f—lt:.[f;ti (x_x‘i): S fro,(x) -

3
3
3

—

=

J

x;)

—x))

i=0 i=0  j=0; j#i (xi

Az interpolacids feladatoknal a célunk a kiilonb6z6 pontokon vett ismeretlen helyettesitési értékek
kiszamitasa. Ehhez elég a Lagrange-féle formulaba behelyettesiteni, a konkrét polinomot nem

sziikséges, valamint id6igényes kanonikus alakban (x-hatvanyonként csoportositva) kiszamolni. A
helyettesitesi ertékeket tehat gyorsabban szamolhatjuk az € (x) alappolinomok eléallitasaval ¢s
azokba torténd helyettesitéssel. Ezen eléallitas elénye, hogy ha valamelyik alappontban a
fiiggvényértéket meg kell valtoztatnunk, akkor az 01j polinom helyettesitési értékeit konnyen
ujraszamolhatjuk a régi értékekbdl. Még jobban megkonnyitjiik a dolgunkat, és gyorsitjuk a
szamolast, ha Q (x)-et [ (x) alakban allitjuk el6. Ugyanis mig az el6z8ben a szumma mindegyik tagja
egy, a tobbitdl kiilonbozo n-1 tényezdjli produktumbol nyert polinom kiszamolasaval adhaté meg,

addig az utobbi alaknal csak @  (x)-et, illetve annak derivaltjat kell meghatarozni. A szumma
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tagjait sem kell mindig Gjraszdmolni, hiszen két tag kozotti kiillonbség minddssze a nevezdben az

(x-x )-s tag, és a derivalt fliggvény helyettesitési értéke a kovetkezo alappontban. Mindkeét

Lagrange-féle alak hatranya azonban, hogy egy 1j alappont felvétele esetén minden korabbi tagot
ujra kell szamolnunk. Erre a problémara ad megoldast a Newton-féle interpolacids formula a

kovetkezo alfejezetben.

2.6. Newton-féle interpolacios formula
Legyen O<k<n ¢s jeldlje N, (x) azt a k-adrendii polinomot, mely teljesiti a polinomialis interpolacio

alapfeladatat, azaz

2) N, (x)=f, i=0,1,..n

Az interpoléacio alaptétele szerint pontosan egy olyan legfeljebb k-adfoku polinom van, mely

teljesiti ezt a feltételt, ebbdl kdvetkezden:

3) L,(x)=N,(x), xeR .

Jeldlje a k-adrendii polinom f8egyiitthatojat b, . Nyilvanvalo b,:=N,(x)=f, ugyanis egyetlen

alappont esetén az interpolacios polinom a konstans f, polinom. Ekkor a kdvetkezd rekurzio

teljesiil:

=

N, (x)i= N, () by, (x) k=12,.n7 o,(x)=]] (x—x,)

J

Il
o

A rekurzi6 belatasahoz vonjunk ki az egyenléseég mindket oldalabol N (x)-et.

k—1
N, (x)—Nk_l(x)Zbk*wk(x):bk*H (x—xj),' k=1,2,....n

Jj=0

Helyettesitsiink be egy tetszdleges / indexii alappontot a képletbe:

k=1
Nk(xl)—Nk_l(x,)zbk*H(x,—xj), [=0,1,...n
j=0

Konnyen lathato, hogy a k-adfokt alappontpolinomba barmelyik k-nal kisebb indexii alappontot

behelyettesitve nullat kapunk, hiszen a produktumba lesz egy (xj-xj)ZO-és tényezd. Ezért
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N,(x,)—-N, ,(x,)=0, ha0</<k—1
Masképp fogalmazva, az N, (x)—N, ,(x)EP, polinom Xg, X, ..., X, alappontokon vett
helyettesitési értéke nulla, azaz ezek lesznek a polinom gyokei Vk=1,2,....n

Tehit N, (x)—N, ,(x)=b, o, (x)=b, (x—x,)(x—x,)...(x—x,_,) k db kiilonbdz8 pont esetén, igy

ha ugy hatarozzuk meg N (x)-et, hogy a k+1-edik alappontra is teljesiiljon az egyenl8seg, akkor a
polinom algebra egyik tétele alapjan N, (x)—N,_,(x), é b *w,(x) polinomok egyenldek.

(Ha két, legfeljebb k-ad foku polinom k+1 kiilonb6z6 helyen ugyanazt az értéket veszi fel, akkor
megegyezik.).

Kerdés még, hogy az N (x) polinomok féegyiitthatoit hogyan szamolhatjuk ki? Induljunk ki a 3)-as
egyenldségbdl, miszerint a két kiillonbdz6 mdodon eldallitott interpolacids polinom megegyezik. A
két polinom egyenldsége azzal ekvivalens, hogy a két polinom minden egyiitthatdja egyenld.
Nézziik meg a féegyiitthatdikat: Adott k-ra N, (x) féegyiitthatoja b, mivel N _ (x) (k-1)-edrendit
polinom, a rekurzi6 maradék tagja k-adrendii polinom, igy 0sszegiik foegyiitthatoja a maradék
tagbol szarmazik, ami nem mas b . (Két polinom &sszegenek rendje legfeljebb a maximuma a két
polinom rendjének. Két kiilonb6z6 fokt polinom 6sszegének féegyiitthatdja a nagyobb foka

polinom féegyiitthatoja.) Ennek kell megegyeznie L (x) féegyutthatojaval, ami az

n x_x

fiQi(x):fj H '/, i=0,12,...k

j=0; j#i XX

polinomok féegyiitthatdinak 6sszege (kiilon-kiilon mindegyik k-adrendlt). Ennek kiszamitasahoz a

produktumban csak az x-es tagok egylitthatoit kell 6sszeszorozni, és igy kapjuk a kovetkezd

Vagyis ezen képlet segitségével k=1,2,...,n -re meghatdrozhatok a b, egyiitthatok, €s ezzel a

polinom rekurzivan is eléallithaté tetszéleges n-re. A rekurziv eldallitas elénye abban rejlik, hogy az
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el6z0 tag ismereteben konnyen eldallithato az aktualis tag. N, (x) ismeretében csak a b,_egyiitthatot

és wk(x)-et kell gjként eldallitani, melyeket szintén gyorsan megkaphatunk (az elsé esetben az el6z6
(k-1) tagu szumma 6sszegét bovitjiik egy taggal, a masiknal pedig a (k-1) indexre kapott polinomot
szorozzuk egy taggal). Ezzel el is értlik az el6z6 fejezet végén kitlizott célunkat, hogy olyan alaka
interpolacids polinomot allitsunk eld, amelyet 1) tabuldlt pont hozza vétele esetén ne kelljen teljesen
ujraszdmolni, hiszen rekurzivan ki tudjuk szamolni az el6z6 eredményiink alapjan. Azonban a
rekurziv eléallitas nagy hatranya, hogy ha csak az adott n-edik tagra vagyunk kivancsiak, ahhoz
eldszor mind az (n-1) db 6t megeldzo tagot is ki kell szdmolni. Ezt kikiiszobolendé megadjuk a
polinom explicit eldallitasat is. Kiindulva a nulla indexii tagbol, teljes indukciéval megadhat6 az

explicit alak:

No(x):bozbo*wo(x); N1(x):N0(x)+b1*(D( )_b *(Do( )+b *(01( )

N, (x)=N,(x)+bx0,(x)=(boxw, (x)+bxw, (x))+b*w,(x Z byxo,(x

Folytatva az indukciot, az n-edik tagba behelyettesitve az n-1-edik tagnal kapott egyenletet a
kovetkezo explicit képletet kapjuk:

4) Nn(x)zzn:bk*wk(x> )

ahol a b_egytitthatok ¢s a k-adfoku alappontpolinom a fentiek szerint szamolhato. Elnevezés: Az

interpolacids polinom 4) szerinti eléallitasat n-edrendii Newton-féle interpolacios polinomnak

nevezzik [5].

2.7. Newton-féle osztott differencias modszer
A Newton-féle interpoléacios polinom explicit alakjahoz hasonldan probaljuk meg induktivan

eldallitani a b_egyutthatokat egy egyszeriibb alakban. Induljunk ki a mar ismert formulakbol:

,valamint b :=f, .

Elnevezés: Az el6zéleg megadott szumméat az (x,, f,) Vi=0,1,...,k pontokhoz tartozé

(k-1)-edrendii Newton-féle osztott differencianak nevezziik. Jellése: [x, x, ..., x| f
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Az elsérendi polinomhoz tartozo6 foegyiitthato a kdvetkezOképpen szamithato:

a 1 I 1 ‘ 1 fo  fi
bl‘_; fij_g# (xi_xj)_foj—g#o (Xo—x,)Jrfl_;_ng (x1_xj)_xo_x1 +x1—x0
:(_1> So n ]:1 _f1 So

Ahhoz, hogy ezt a képletet kapjuk, csak a szummat és a produktumot kellett kibontani, valamint egy

minusz egyes szorzot kiemelni a tortbdl. A k=2 esetben azonban mar nem csak ezekre az

atalakitasokra lesz sziikségiink:

2 i ‘ 2 2
1—[ 1 H 1 H 1
ij:O;jvéO (xo_xj) f] J=0;j#1 (xl_xj) f2j=0:j¢2 (xZ_xj)

0 fl f2 =

B (xo_xl)* xo_xz) " (xl_xo)*(xl_xz) " (xz_xo)*(xz_xl)

Ezek utan emeljiik ki a minusz egyes szorzoét, ahol lehet, és bovitsiik a masodik tortet a megfeleld,

hianyz6 szorzoétényezdvel:

_ So 1 f1<x2_x0) n S _
(—1)(x1—x0)(—1)(x2—x0) (xz_xo) (x1_xo)(_1)(xz_x1) (x2_x0)(x2_xl)
_ fo n (= /1) (=) n /s _

_(xl_xo)(xz_x0> (xl_x0)<x2_xo)(xz_x1> (xz_x0)<x2_x1)

A tovabbiakban egy egyszertii atalakitasi triikkkot hasznalunk fel. Az atalakitas Iényege, hogy

tetszOleges kéttagu kiilonbség egy harmadik tag hozzdadasaval, majd kivonasaval két kéttagu

kiilonbseg Gsszegére bonthato. Itt a szamlaloban talalhato kettagn kiillonbséget x -gyel bovitjik,

kettébontjuk a tortet, majd kiilon-kiilon egyszeriisitjiik is ket a megfeleld kiilonbséggel:

15



Sfo (_fl)(x2_x +x1_xo) S

:(xl—xo)(xz—xo)—i_gx xE><x2 ))co)((xz—))c(l)+(x2>—x0)(x2—x1):

_ So S Si)lxi—x, /> _
Thx)nr) ) () D) (6%

R A o B P R A

(xl_xo><x2_xo) (xz xo)(xz xl) (xz_xo>(x2_x1)

(xl_xo)(xz_xo>

Végiil pedig 6sszevonjuk a kdzos nevezdji torteket, kiemeliink az elsé tagb6l minusz egyet, az

egész 0sszegbdl pedig az —) hanyadost:

(xz_xo

fO_fl fz_fl _ f2_f1 fl_fO

B " (x2_x0)(x2_xl) - (xz_xo)(xz_x1>_ (xl_xo)(xz_xo) -

(xl_xo)(xz_xo>
1 (fZ_fl_fl_fO)

_(xz_xo) (xz_xl) (xl_x0>

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

[x,]f:=f, Vi=0,1,..n

X, —| x.
[x,»,xl-ﬂ]f::[ wl/=lxlf Vi=0,1,..n—1;
Xi1— X
X . 1,X; —| X, X,
[xl,xl+1,xi+2]f::|: i+1 l+2]f [ i t+l]f VZZO,I’n—z’
X2 ™X;
[x[,xlﬂ,‘.‘,X[Jrn]‘:[xiﬂ,xﬁz,...xi+nif__[fci,xi+1;-..xH”l]f i—0-ra

Elnevezés: Nulladrendd, elsérendi, masodrendl, n-edrendii Newton-féle osztott differenciak,
melyeket a fejezet elején mas forméaban egyszer mar bevezettiink. Ezeket felhasznalva az eddigi

eredményeinket a kovetkezé forméaban kapjuk:

bl_fl_foz[xo,xl]f’
X1~ Xo

b2=( i { fz:fl _ f1:fo }=[x]’xz]f:[xo’xl]f=[x0’x1,x2]f
X xo) (xz xl) (xl xo) X, ™ Xg

A masodik egyenldség végén bevezetett jeloléssel az indukcidt folytatva belathato, hogy tetszdleges
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k-ra a b_egyiitthato eldall a kovetkezd alakban:

5) bk:[xoyxl,... , xk]f

[x1,x2,~-~’ xk]f_[xo,xl,"' , xk—l]f

X~ Xo

Az osztott differencidk segitségével gyorsan meghatarozhatjuk a Newton-féle interpolacios

polinomot, a differencidk szemléletes szamolasahoz a kovetkezd tablazat lesz segitséglinkre:

Xi [Xi] f=fi [Xi’ Xi+1]f [Xi’ Xi+1’ Xi+2]f [Xi’ Xi+1’ °ee Xi+n]f
X0 fO

[x,, x If
Xl f1

[x, X, X, If
X, f [x,, x Jf
[Xo’ X5 eees xn]f
X
n-2 n-2 [Xn.z’ Xn-]]f
[x X »x]f

Xn-l fn-l ’ 1

[x_,xIf
Xn fn

A tablazat els6 oszlopaban a tabulalt pontok, a masodik oszlopaban az alappontokon vett

helyettesitési értékek, masként a nulladfokt osztott differencidk helyezkednek el. Utana az

oszlopokban rendre a megfeleld pontokhoz és fiiggvényértékekhez tartozé elsé-, masod-, stb. n-

edrendii osztott differenciak talalhatoak. A tablazat oszlopain végighaladva a méasodiktol kezdve

mindig eggyel kevesebb sorunk (értékiink) lesz. Ez annak koszonhetd, hogy a tablazat gy van

elrendezve, hogy az 5)-0s definici6 segitségével tetszoleges k-adrendli osztott differencia értéke

szamolhat6 (konnyen, akar kézzel is) a két 6t megel6z6 (k-1)-edrendii osztott differencia

segitségével, ¢és a differencia ,,kezdd”, valamint ,,végpontja” altal. Mint azt belattuk, ezek az

értékek, nem masok, mint az interpolacios polinomot alkoto foegyiitthatok (1d. piros kiemelés a

tablazatban).

Ekkor az explicit eldallitasra vonatkoz6 4-es allitast atirva a kovetkez6 alakban tudjuk eldallitani az
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n-edrendli Newton-féle interpolacios polinomot osztott differencidkkal [4], [5]:

1

Nn(x)::. [xo,x1,~-~x-]f*(”i(x):

:[xO]f_i_[xl]){l‘:[xzo]f(x_xO)_i_[xl,xz:li:E::O,xl]f(x_xO)(x_xl)_l_
+...+[xl’x2’m’x"]xf:E::O’xl’m’x"_l] (x—x,)(x—x,)...(x—x,_,)

2.8. Lagrange-, Newton-féle interpolacios polinomok hibdjanak becslése

Interpolacios hiba: Jeldlje p €P az f:[a,b]—R fliggvény interpolacios polinomjat az

a=x,,x,,..,x,=b alappontokra nézve.

Az E :[a,b] >R, E (x)=p (x)-f(x) fuggvényt az (x, f), (X, ), ..., (x , T ), pontokhoz tartozo
interpolacios hibafiiggvénynek, E (x)-et pedig az x ponthoz tartozo interpolacids hibanak nevezziik.

Allitas: Tegyiik fel, hogy fE€C"* [a,b] (azaz f fiiggvény (n+1)-szer folytonosan derivalhat6 az [a,b]
intervallumon beliil), ekkor A&€@,b), melyre Vx&/a,b] esetén teljesiil a kovetkez6 egyenléség:

6) (—1)E,(x)= 1 (x)p,(x)= L&)y | (2) |

(n+1)!

aholp azx, x, ..., x alappontokhoz tartozé interpolacios polinom, és @  tovabbra is az

(n+1)-edfoku alappontpolinomot jeldli.

Bizonyitas: Legyen X€[a,b]/{x, x, ..., x,} egy tetszbleges, az alappontoktdl eltérd pont. Els6

1épésként lassuk be, hogy &€, b), melyre teljesiil a 6)-os egyenldség az x pontban, vagyis
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f(5)=p,(%)

U)n+1(5€>

8) K=

Nézziik meg a ¢ fiiggvény helyettesitési értékét egy tetszoleges alappontban:

q)(‘xi>:=f(‘xi>_pn(xi)_K(Dn+l(xi)zfi_fi_K]i([ (xi_xj)zo Vi=0,1,...,n

Ez valdban nulla, hiszen p, az f fliggvény egy interpolacios polinomyja, €s igy definicid szerint
minden tabuldlt ponton vett helyettesitési értéke megegyezik az interpolalt fliggvény ugyanazon
pontbeli helyettesitési értékével. Az el6zdek fejezetek eredményei alapjan az @ alappontpolinom
minden alappontra nullértékii. Tehat a ¢ fiiggvénynek a tabulalt pontok, valamint x a gyokei, igy
Osszesen n+2 helyen ugyanazt a nullértéket veszi fel.

Lemma (Rolle-tétel/Rolle-féle kdzépértéktétel): Ha g&C(a,b)\D(a,b) fiiggvény (azaz g fiiggvény

folytonos /a,b] zart intervallumon, és (a,b) nyilt intervallumon derivalhat6), valamint f{a)=f(b),
akkor dcE(a,b), hogy f'(c)=0.

Az el6z6 Lemma felhasznaldsaval, és mivel a ¢ fiiggvény az [a,b] intervallumon n+2 helyen
ugyanazt az értéket veszi fel, ezért ¢'(x) az (a,b) intervallumon beliil legalabb n+1 helyen nullat
vesz fel (a szomszédos alapponttok és x kozott). Ha ¢'(x) az (a,b) intervallumban legalabb n+1
helyen ugyanazt az értéket veszi fel, akkor ¢"(x) az (a,b) intervallumban legalabb n helyen nullat
vesz fel. Ezt a gondolatmenetet folytatva azt kapjuk, hogy ¢™*”(x) az (a,b) intervallumon beliil

legaldbb egy helyen 0. Nézziik meg ezt a derivaltfiiggvényt:
0" ()= £ x)=p )= K ol

Mivel p (x) egy n-edfoki polinom, igy az (n+1)-edik derivaltja a nullpolinom. Az alappontpolinom

(n+1)-edfoku, igy az (n+1)-edik derivaltja egyenld a féegyiitthatoja (/) és a hatvanyfiiggvény

derivalasakor keletkez6 konstans szorzataval
C ("= ((n+ 1)) =((n+Dnx"") " V= =(n+1)n(n—1)..2%1x°=(n+1)! )
Osszevetve ezt a két eredményt azt kapjuk, hogy
(n +1) _ (n+1) _ /
0" (x)=f""(x)=K (n+1).
Jeldlje most E€(a,b) azt a pontot, melyre o™ (£)=0 (el6z6leg belattuk, hogy l1étezik legalabb egy

ilyen pont), és ekkor  0=¢"*"(g)= " (g)=K (n+1)! .
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Ezt atrendezve K értékére a kovetkezd egyenldséget kapjuk:

oy k=L ""(E)

(n+1)!

Vessiik 0ssze ezt a 9)-es feltételt a mar el6zéekben a K-ra kapott 8)-as feltétellel:

AT ~ (n+1)
f(£j+l f) SZ)(X ) =K= { —y 1()%) , amibdl az alappontpolinommal atszorozva megkapjuk a 7)-es

(n+1)
allitast  f (X)— pn(ic)zj(pn_i_—l()g/)wn (%) . Tehat 1étezik a 7)-es feltételt kielégité & pont, mégpedig

tetszéleges X€[a,b]/{x, x, ..., x,} valasztasa estén. Konnyen belathato, hogy a

7)-es feltétel az alappontokra is igaz, mivel a baloldalon két azonos érték kiilonbsége, mig a jobb
oldalon a ballal azonosan nulla érték szerepel, mert a szorzatban az alappontpolinom helyettesitési
értéke nulla. Ezzel be is lattuk a 6)-os allitast, hiszen minden /a,b/ intervallumbeli pontra 1étezik az
allitast kielégit63d &€, b) pont. Az allitasunk elején feltessziik, hogy az interpolalt fliggvény
folytonos, ezaltal csak erre a fliggvényhalmazra szilikitett fliggvényekre lesz érvényes a
hibabecslésiink. Ez azonban sziikséges megszoritas, hiszen ha nem koveteljiilk meg az interpolalt
fliggvény simasagat, tigy a hibarél sem tudnank semmit allitani, mivel az alappontokon kiviil az
interpolalt fliggvényiink tetszOleges értéket felvehet, addig az interpolacios polinomunk
értekkészlete korlatozott marad.

Kovetkezmény:

10) |7(x)=p, (x)}<

(n+1) (n+1)
](F’i+—l()?é/)wn+l(x)‘=%‘wwl(x)| V x€la,b] ,

ami az interpolacios polinom hibdjanak abszolut értékére hasznalhato becslés [4] , [5].

2.9. A Lagrange, Newton-féle interpolacios hibabecslés élesitése

Vezesstik be a kovetkezo jelolést:

M, :=max {‘f("ﬂ)(x)h x€(a,b) ,azaz M, jeldlje az interpolalt fuggveny (n+1)-edik

derivaltjanak legnagyobb abszolut értékii helyettesitési értékét az (a,b) intervallumon, vagyis egy
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felso becslést a derivaltfiiggvény altal felvehetd értékekre. Ennek segitségével a 10)-es becslésbdl a

11)-es nyerheto:

11) |/ (x)=p,(x)< x)| Vxé€la,b)

(n+1)/| -

Ez a becslés a legtobb esetben gyengébb, mint maga a 10)-es becslés, azonban nagy elénye, hogy az
[ fuggvény ismeretében egy konstanst jelent, mig /(&) értéke tartalmazz az ismeretlen & pontot,
ami pedig x megvalasztasatol fligg. Ezek utan a 11)-es egyenldtlenség jobb oldalan mar csak az
alappontpolinom marad az egyetlen tényezd, ami pedig az alappontok megvalasztasatol fiigg. Ha
X€(a,b) adott, akkor w helyettesitési értéke ebben a pontban nem mas, mint az alappontok x-t61 valo
eldjeles eltéréseinek szorzata, erre pedig adhato egy trividlis felso becslés. Tetszéleges xE(a,b) pont

esetén egy ilyen eltérés értéke kisebb, mint b-a, hiszen x valaszthatod tetszlegesen kozel b-hez, és

az ettdl legtavolabbi alappont az x =a. Vagyis az (n+1) db kiilonbség szorzata kisebb lesz, mint

(b-a)". Ezt a fels6 becslést alkalmazzuk az alappontpolinomra:

M

12) |f ()= pulx)<p iy b-a)™ Vxsla,b)

Jelolje most ||.|| a végtelen normat, ekkor az el6z6 eredménylinket a kdvetkezd alakokban kapjuk:

B VAl PR
( +1) b a)

M
1 3 _ < n+1 b n+ 1,
Az intervallumhossz-becslés gyenge becslés, ezért nézziink egy ennél erdsebb, ¢lesebb becslést.

Lemma (Allitas): ‘mn+1(x)‘<%*n.’h"+l, ahol h=max {x,,,—x,} 0<i<n ,vagyisha

szomszédos alappontok kozotti legnagyobb tavolsag.

Bizonyitds: Bizonyitsuk be teljes indukcioval az alappontok szamara. Ha n=1, akkor teljesiilnie kell
1 2 s

az \mz(x)\z\(x—xo)(x—xl)\z\x—x0|~|x—x1\<zl lh =7 egyenldségnek.

Masként fogalmazva keressiik a sz€lso értékét az (x-x )(x-x ) masodfoku fuggvénynek. Szelsdértek-

vizsgalattal, és a Viéte-formulak segitségével konnyen meghatarozhato, hogy a szélséértékét az
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Xt x,
x:

helyen veszi fel, ez pedig a kdvetkezd egyenldtlenségre vezet

|x0+x1

e <G g

2

Xo— X

2

‘xl_x0|'|x1_x0‘ _ (xl_xO)

4 4

2 2
h
X4 <Z

_|mimx)
=3

ahol menet kdzben trividlis tortegyszeriisitést €s kiemelést alkalmaztunk. A végén pedig feliilrdl

becstiljiik két szomszédos pont tdvolsagat a két legtavolabbi pont tadvolsagéaval. Vagyis teljesiil
n=2-re. Induktivan tegyiik fel, hogy az 4llitas teljesiil n-re, azaz |o,(x )‘S% (n—1)!K" , és ebbél

kovetkezOen belatjuk az n+1-re teljesiilést is:

n—1

(ITx—x)(x—x,)

i=0

0, (x)|= =, ()} x—x,/=o, ()}~

fg(x—x,.)

i=

A fenti egyenldségek egyszerl atalakitasokat jelentenek: az alappontpolinom definiciobeli
alakjanak ismeretét, produktum felbontasat, szorzat abszolut értékének felbontasat, a végén pedig az

utolso alappont helyére az intervallum végpontjat helyettesitjiik. Kovetkez6 1épésként pedig felsd
becsléseket alkalmazunk: egyrészt az indukcios allitast n-re, valamint az  |x—b|<nh becslést. Az
utobbi konnyen igazolhato, hiszen x=a-ra ez az abszolut érték egyenld az intervallumhosszal, ami
legfeljebb akkora, mint a két legtavolabbi szomszédos pont tdvolsidga szorozva az intervallumon

beliil talalhatd szomszédos pontparok szamaval. Egyenléséget ekvidisztans felosztas esetén kapunk.

Ezaltal n+1-re is teljesiil az allitas:

1 n 1 n 1 n+1
u)n(x)‘*|x—b|<z(n—l)/h |x—b|<z(n—1).’h nhzzn.’h ’

|(Dn+l (x)‘ =

Tehat az allitdsunk igaz n=2-re, valamint ha n-re igaz, akkor abbol kovetkezden n+1-re is, ezaltal
tetszOleges n>2-re igaz, és ezzel belattuk az allitast. A lemma és az eddig kapott feltételek
kovetkezményei:

M

M
<n+"l+)1/%n/h”“:4(n—"_:11)h"“ Vxela,b)

|(Dn+1 (X)| <

14) |f(x)_19n(x)|<(n+1)/



L e
<4(n+l)h ’

15) |f~-p,

ahol |.| az abszolut értéket, és ||.|| pedig a végtelen normat jeldli. A 14), 15)-0s becslések erdsebbek,
mint a 12), 13)-nal kapottak, valamint az alappontok tetszéleges megvalasztisa esetén csak a két
legtavolabbi szomszédos ponttol fliggenek, nem pedig az dsszes alapponttol, igy tudunk

altalanosabb becslést adni az interpolécio soran keletkezd varhaté hibara, eltérésre [4] , [5].

2.10. Csebisev-polinomok

Mint azt az el6z6 fejezetben belattuk, az interpolacids formula hibaja fiigg az alappontpolinomtol,
ezaltal pedig az alappontok valasztasatol. Ezt ugy probaltuk ellensulyozni, hogy olyan becslést
adtunk a hibara, mely nem fiiggott az dsszes tabulalt ponttdl. Most kozelitsiik meg a problémat a
masik oldalrdl, és adjunk olyan becslést a hibara, mely fiigg az alappontoktdl, de ezek optimalis

valasztasa esetén a hiba is a lehet6 legkisebb lesz. C¢l tigy valasztani az alappontokat, hogy

®,,(x)]} minimalis legyen.

maxxe[a,h]{

Hatarozzuk meg azt az n-edfokd polinomot, melynek
* a flegylitthatdja 1,
* a maximuma minimalis adott /a,b] intervallumon.

Legyen [a,b]=[-1, 1]. Megjegyzés: Az egyszeriiség kedvéért hasznaljuk a /-1, 1] intervallumot,
arrdl valtozotranszformacioval attérhetlink tetszéleges intervallumra
(Pl. x€[—1,1]-y=x+6€[5,7] ).
Allitas: Létezik olyan n-edrendii polinom, amely kielégiti mindkét feltételt.
Bizonytas(1.): Tekintsiik a kdvetkezo fliggvényt:
16) p,(x):=cos(n*arccos(x))
Elso 1épésként bebizonyitjuk, hogy ez a trigonometrikus fiiggvény nem mas, mint egy

n-edrendii polinom, majd ennek segitségével adjuk meg az elsé feltételt kielégitd polinomot.

Legyen yeR tetszéleges, valamint ismerjiik a kovetkezo trigonometrikus azonossagokat:
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Ezeket az azonossagokat rendre felhasznalva, mégpedig el6szor a), b)-t, majd c), d)-t, egy ujabb

azonossagot nyeriink:

17) cos((n+1)y)+cos((n—1)y)=cos(ny+y)+cos(ny—y)=
=cos(ny)cos(y)—sin(ny)sin(y)+cos(ny)cos(—y)—sin(ny)sin(—y)=
=cos(ny)cos(y)—sin(ny)sin(y)+cos(ny)cos(y)+sin(ny)sin(y)= 2cos(ny)cos(y)

Hatarozzuk meg y értékét most ugy, hogy y legyen az a szdm, mely adott x-re az arccos(x) értéket

veszi fel. Helyettesitsiik be y-t a 17)-es azonossagba:

18) cos((n+1)arccos(x))+cos((n—1)arccos(x))=2cos(n*arccos(x))cos (arccos(x))=
=2x cos (n*arccos (x))

Itt a masodik egyenldségnél kihasznaltuk, hogy a cos fliggvény inverze az arccos, igy tetszdleges
x-re a cos(arccos(x)) figgvény eredményként visszaadja a fiiggvényargumentumot. Ha dsszevetjiik

a 18)-nal kapott egyenldséget a 16)-os definicioval, a

cos ((n+1)arccos(x))+cos((n—1)arccos(x))=p, ., ,+ p,_,=2xcos(n*arccos(x))=
=2x p,(x)

Osszefiiggesre jutunk. Tehat végeredményben kaptunk egy rekurziv képletet p  (x) eléallitasara:
19) p,i(x)=2xp,(x)=p,_,(x)

Most bebizonyitjuk, hogy p (x) egy n-edfokua polinom, valamint, hogy ennek a féegyutthatoja 2
n>1-re. Lassuk be ezeket teljes indukcidval a fokszamra. El6szor n=0, 1-re a 16)-os explicit képlet
segitségével:

Po(x):=cos(0x*arccos(x))=cos(0)=1, p,(x)=cos(1*arccos(x))=x

Ezek teljesitik az 4llitast, hiszen a konstans polinom definici6 szerint nulladfoku, az identitas
fliggvény pedig elséfokh polinom. A elséfoku polinom féegyiitthatdja /=27, tehat ez a feltétel is
teljesiil. Vizsgaljuk az n=2 esetet, amelynél a polinom meghatarozasahoz mar sziikségiink lesz a

19)-es rekurziora:

pz(x):2xpl(x)—po(x):2xx—l =2x"—1 s
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ahol lathatdan teljesiil mindkét feltétel.

Tegyiik fel, hogy a feltételek teljesiilnek n-re:

20) p,€P,, p, €P, ,; valamint a,=2"" a, ,=2""" ,

¢s lassuk be, hogy (n+1)-re is teljesiilnek a feltételek. Ha a 19)-es rekurzid alapjan szamoljuk a
polinomot, akkor arra jutunk, hogy a legmagasabb kitevjl x-es tag csak a rekurzié 2xp (x)-es
tagjabol johet, mivel a p  (x) tag (n-1)-edrendii a 20)-as allitas alapjan, mig az el6bb emlitett (n+1)-
edrendii (a 2x polinommal vald szorzas eggyel noveli fokszamot, ¢s p (x) ugyanazon allitas alapjan
n-edrendti). Tehat p  (x) is (n+1)-edrendii lesz, €s a foegyiitthatojat pedig ugy kapjuk, hogy p (x)
féegyiitthatojat szorozzuk kettével. (Két polinom szorzatanak féegylitthatoja egyenld a polinomok
f8egyiitthatdinak szorzataval). Vagyis az (n+1)-edrendil polinom féegyiitthatoja 2-2"=2""!, hiszen az
indukcios feltevésiink szerint az n-edrendli polinom féegyiitthatdja 2. Ezaltal induktivan belattuk
tetszéleges n>1-re mindkét allitast. Ezzel a bizonyitdssal mar meg tudjuk adni a keresett n-edrendii

polinomot, melynek féegyiitthatoja egy, minddssze annyit kell tenniink, hogy szorozzuk a

polinomot 2-"*/=2""_nel:

T,(x):=2""p,(x)=2""cos(n*arccos(x)) .Elnevezés: n-edfokti Csebisev-polinomok [4], [5].

Bizonyitas(Il.): Masodik 1épésként bizonyitsuk a minimalitast.

Lemma: Adott /a,b/ intervallumon, egy / féegyutthatds (n+1)-edrendti p  (x) polinomra pontosan

akkor igaz, hogy |2, 1|<|¢.s\|| V4,11 €P,s1 »aholg  (x)szintén I féegyiitthatos polinom (és

.|| a tovabbiakban jel6lje a végtelen normat), haap  (x) polinom az /a,b] intervallumon

rendelkezik legalabb n+2 paronként kiilonbozd abszolut szélsdértékhellyel, és a szélsdértékhelyeken
a fliggvényértékek abszolut értékben megegyeznek, és eldjeliik valtakozik.

Bizonyitas («irdny): Tegyiik fel az allitas végén leirtak teljesiilését, vagyis azt, hogy az

(n+1)-edrendii polinom legalabb n+2 kiilonb6zd abszolut szélséértékhellyel rendelkezik, az ezeken

vett fiiggvényértékek abszolut értékben megegyeznek, eldjeliik valtakozik. Tovabba indirekten

tegytk fel, hogy egy g (x)#p (x) , I foegyitthatos, (n+1)-edrendii polinomra

21) ||poi|> 01| - Tekintsik az  r,(x):=p,.,(x)=q,,,(x) polinomot.
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Megallapitasok erre a polinomra:
* Fokszama legfeljebb n, mivel két / féegyiitthatds (n+1)-edfoka polinom kiilonbsége
allitja eld.
* Legalabb nt+2 db szelsértékhelyen (p  (x) sz€lsdértékhelyet) vett fuggvényertekek
elojelei megegyeznek p | (x) ugyanezen helyeken vett figgvényértekeinek elgjeleivel
(szintén valtakozo eldjellel). Mivel p  (x) sz€Iséértekei abszolut értékben nagyobbak, mint
q,.,(x) szelsbértékei a 21)-es feltetel miatt (és a végtelen norma definiciojabol), ezért a

kiilonbségpolinom eldjelét a szélsdértekhelyeken a p  (x) szels6értékhelyeken vett elgjelei

hatarozzak meg:

|P|>10]— sgn(—P—Q)=—1=sgn(-P—(=0)), sgn(P—Q)=1=sgn(P—~(-Q))

* Az n+2 db eldjelvaltasbol kdvetkezik, hogy a polinomnak legalabb n+1 db zérushelye
van (Bolzano-tétel alapjan a fliggvénynek azokon a pontokon lesznek zérushelyei, amely

kornyezetében eldjelet valt)

Ezen a ponton pedig ellenmondasra jutunk, mert egy legfeljebb n-edfokti polinomnak nem lehet
n+1 db gydke, csak ha az nullpolinom, ebbdl pedig p  (x)=g , (x) kovetkezne, igy a 21)-es feltétel
nem teljesiilhetne. Tehat belattuk, hogy az indirekt allitds hamis, igy az eredeti igaz.

Bizonyités (—irdny): Tegyiik fel, hogy p  (x) egy I fdegyitthatds (n+1)-edrendli polinom, melyre

22) |

]7}1+1H< qn+l|| vqn+l€Pn+l 2

ahol ¢ (x) egy 1 f6egyiitthatos polinom. Indirekten tegyiik fel, hogy p _ (x)-nek legfeljebb n+1

helyen van abszolut széls6értéke gy, hogy ezeken a helyeken a szélsoértékek abszolut értékben

megegyeznek, az eldjeliik pedig valtakoz6. Ekkor az eldzéek alapjan barmely két szomszédos
(ellentetes eldjellt) sz€lséertekhely kozott lesz olyan pont, ahol p  (x)-nek zérushelye van. Ezek

szama legfeljebb n, amit jeloljiink most k-val. Legyenek ekkor ezek a pontok rendre

X, X, -+, X, E[a,b] valamint tekintsiik azt a legfeljebb n-edfoku polinomot, melynek ugyanezek a

zérushelyei: s, (x):=+(x—x,)(x—x,)...(x—x,) , ahol a = jel arra utal, hogy az eldjel megfeleld
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valasztasaval a sz€ls6értékhelyein a fuggvenyértékek megegyeznek p  (x) eldjelevel. Legyen >0

megfelden kicsi, és vonjuk ki p  (x)-bll az s (x) polinom e-szorosat. Ekkor egy olyan polinomot

kapunk, mely:

* (ntl)-edrendt, ¢s / féegyiitthatos (mivel p _ (x) fokszdma nagyobb, mint es (x)-¢, igy
kiilonbségiik fokszama legalabb p  (x) fokszama. Ezaltal a féegyiitthato erteke is a nagyobb

fokszamu polinom féegylitthatdjaéval egyezik, ami /.) .

* Valamint teljesiil, hogy: |p,.,—€s,|<|p,. | ,mivel e>0.

Ezzel pedig ellentmondasra jutunk a 22)-es feltétellel, p  (x) optimalitasara nézve. Azaz az allitas

megforditasa is igaz, ami altal belattuk a két feltétel ekvivalenciajat.

Lemma: Csak egyetlen olyan (n+1)-edfokt, / féegylitthatos polinom létezik az /a,b] intervallumon,

melyre |

Poil|<|40sd| Y4,:1€P,,, sabolp (x) I féegyiitthatos polinom.

Bizonyitas (Indirekt): Tegyiik fel, hogy pl.,, poi €P,.1; pro#po., is megfelel a

feltételeknek. Ez csak gy lehet, hogy | pho ‘:‘ pﬁ;lH :=D , mivel mindkettd minimalis.
1. 2. 1. 2. 1. 2.
Ekkor viszont a kdvetkez is teljesiil: H P ;p”ﬂ = | pn+1|-|2-|p,,+1 | <|p”HH_|2_‘ pu = D;D =D ,

ahol rendre a 2-es normatulajdonsagot, és a haromszog-egyenldséget hasznaljuk fel, majd
behelyettesitiink, és egyszersitjiik a tortet. Vagyis ez azt jelenti, hogy a két polinom ,,szdmtani
kozepébdl” nyert polinom is optimalis az /a,b] intervallumon, valamint eleget tesz a tobbi
feltételnek is (/ féegylitthatos, (n+1)-edrendil). Ekkor felhaszndlva a mar belatott lemmat, ez a

polinom legalabb n+2 helyen venné fel az abszolut szélséértékét valtakozo eldjellel (£D),

ugyanigy, mint p)., - és p.,, . Ezpedig csak gy lehet, hogy ha az utobbi két polinom

ugyanazokon a helyeken veszi fel a szélséértékeit, kiilonben a beldliik képzett (n+1)-edrendii
»szamtani kdzép” polinomnak tobb mint n+2 szélséértékhelye, és ezzel egyiitt tobb mint n+1
zérushelye lenne, ami nem lehet. Ebbdl pedig az kdvetkezik, hogy a két (n+1)-edfok polinom

ugyanazon n+2 helyen ugyanazt az értéket veszi fel, igy sziikségképpen (a dolgozatban mar
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hasznalt polinom-algebrai tétel alapjan) a két polinom egyenld. Mivel indirekten feltettiik, hogy a
két polinom kiilonbdzo, igy ellentmondasra jutottunk, tehat az eredeti allitas igaz.

A fejezetben targyaltak alapjan végeredményben arra jutottunk, hogy egyetlen olyan
(nt+1)-edfoku, / féegyiitthatds polinom létezik adott /a,b] intervallumon, melynek a maximuma

minimalis (Csebisev-polinom), és ezt meg is tudjuk hatarozni rekurzivan [5].
2.11. Az interpolacios alappontok optimalis megvalasztasa

Az eldzd fejezet eredményei alapjan a kovetkezd allitasok lesznek igazak:

max{|pn(x)|}>max {‘Tn(x) }, x€[-1,1],Vp,€eP,

23) max{\Tn(x)|}=”TnH=max{‘217”cos(n*arccos(x))|}=217", x€[—1,1]

ahol az elsd egyenldség a végtelen norma, a masodik egyenldség a Csebisev-polinom definicidja, a
harmadiknal pedig kihasznaltuk, hogy a cosinus fliggvény abszolut értékben legfeljebb 7/-et ad.
Tehat az n-edfoki Csebisev-polinom minimélis maximuma a /-1,1]/-en 2'™. Azonban a célunk az
volt, hogy az interpolacios polinom hibajat minimalizaljuk, ehhez pedig az alappontpolinomot

kellene optimalisan megvalasztani.

Otlet: Legyen o, . (x):=T, ,(x)

Hogyan tudjuk ezt megvaldsitani? Mivel mindkét polinom féegyiitthatdja 7, ezért gyokeikkel
egyértelmiien meghatarozhatoak. Az alappontpolinom gydkei az alappontok, ezért célunk az n+1 db
alappontot ugy valasztani, hogy az (n+1)-edrendii Csebisev-polinomnak szintén ezek legyenek a

gyokei. Nézziik meg az n-edfoku Csebisev-polinom gyokhelyeit:

T (x)=2""cos(n-arccos(x))=0 akkor, és csak akkor, ha n-arccos(x)= 2k2+1 n, k€EZ

n

Osszunk n-nel, és vegylik mindkét oldal cos-at:

2k+1 )

x=cos( n), kEZ

Tehataz x, x, ..., x alappontok optimalis megvalasztasara a kovetkezd formulat kapjuk:

2k+1

24) x,=cos( n), k=0,1,..,n—1 Elnevezés: Csebisev-alappontok.

28



Tehat, ha a képlet alapjan adjuk meg az interpoléacios alappontokat, azaz Csebisev-alappontokon

interpolalunk, akkor az interpolaci6 hib4ja minimalis lesz, mégpedig:

Mn o Mn 1 (n+1) 1
+1 21 (n+1)_ +1 = ”f_pn”< ”f H

< = 2
(n+1)! (n+1)!2 (n+1)! 2"

25) Hf_pn|

2

ahol ||.|| tovabbra is a végtelen normat jeloli [4] , [5].

2.12. Az interpolacié rendje, konvergencidja

Egy fliggvény interpolaldsa soran fontos elvarasunk, hogy az interpolacios polinom kelléen sok
alappont felvétele esetén tetszélegesen kozel haladjon az interpolalt fiiggvényhez. Ezért bevezetjiik
a kovetkezd fogalmakat:

Interpoléci6 rendje: Egy interpoléacios hibafiiggvényt r-edrendiinek nevezziik, ha 1étezik olyan C

valds szam (C csak az interpolalt fiiggvénytdl és az interpoléaci6 intervallumatol fiigghet) , melyre

||E n”< C-h" , ahol & a két legtavolabbi szomszédos alappont tavolsaga, és ||.|| a végtelen norma.

Vagyis az interpolacios hiba abszolutértékének maximuma a / tavolsag r-edik hatvanyaval aranyos.

n+1

Eszerint C= m

valasztasaval, és a 3.9-es fejezet 14)-es egyenldsége alapjan kelléen sima

fiiggvényekre a Lagrange-, illetve Newton-féle interpolacios formulak (n+1)-edrendti formulédk.

Interpoldci6 konvergencidja: Az [a,b] intervallumon, az n€N-re adott p interpolacios polinomok

sorozata pontonként konvergél az f interpolalt fliggvényhez, ha

V x€la,b] rogzitett pontra lim, ., p,(x)=f(x) . Valamint ugyanezen az intervallumon egy p_

interpoléacios formula egyenletesen konvergal az finterpolalt fliggvényhez, ha

Ve>0—hoz An€N,Vn>n, esetén |f—p,

<e ,ahol .|| a végtelen normat jeldli.

Allitas: Tegyiik fel, hogy az f fiiggvényiink akarhanyszor derivalhaté, valamint

M, i=max {|f" V(x)]} x€la,b] jeloléssel AMER, VneEN esetén, hogy M, <M

Ekkor az alappontok szdménak (n) ndvelésével az interpolacios polinom egyenletesen tart az
interpolalt fiiggvényhez.
Bizonyitds: Hasznaljuk fel ismét a 14)-es egyenldséget és az elobb bevezetett M-et:
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< Mn+1 n+1< M
4(n+1) 4(n+1)

xa (n—>oo) -0

I/ -p.)

tehat az n novelésével a két fliggvény végtelen normaban mért tdvolsdga tart a nullahoz, igy az
interpolacids polinom egyenletesen tart az interpolalt fliggvényhez az /a,b] intervallumon. Vagyis
ha az interpolalt fliggvény derivalt értékeire tudunk egy n-tdl fiiggetlen felsd becslést adni, akkor a
Lagrange-, illetve Newton-féle interpolacios polinom egyenletesen konvergal ehhez a fiiggvényhez

az alappontok altal meghatérozott intervallumon [4] , [5].

2.13. Hermite-féle interpolacios polinom

Az eddigiekben azzal az esettel foglalkoztunk, amikor ismertiik egy fliggvénynek adott pontokon
vett helyettesitési értékeit, és erre adtunk polinom alaku kozelitést ugy, hogy a két fiiggvénynek az
ezen pontokon vett helyettesitési értékei megegyezzenek. Most vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor
az alappontokon nem csak az interpolalt fliggvény helyettesitési értékeit ismerjiik, hanem bizonyos
rendig bezardlag az interpolalt fliggvény derivaltjainak a helyettesitési értékeit is. Ezek alapjan
modositsuk az interpoléacids feladatot:

Legyenek x, x, ..., x adott alappontok, ¢és tegyiik fel, hogy ismerjiik ezen alappontokon az

interpolalt figgvénytink derivaltjainak értékeit rendre az N -1, N -1, ..., N -I-edik derivaltig
bezardlag, azaz ismertek  fi:=f"(x,), ahol i=0,1,..., N,—1 é k=0,1,..,m

Jelolje n az ismert fliggvényértékek szamanal egyel kisebbet, azaz

n=N,+N;+.+N,—1 -et,¢sjelolje H €P azt a legfeljebb n-edfoki polinomot, melynek a

k-adik alapponton vett i-edik derivaltjanak értéke megegyezik az interpolalt fliggvény ugyanezen az

alapponton vett, ugyanakkora rendii derivaltfiiggvénynek az értékével.

Elnevezés: az x pXp o X alappontokhoz és N 0—1 N 1—] e Nm—l derivaltrendekhez tartozo n-

edrendii Hermite-féle interpolacids polinom. Ez alapjan pedig az Hermite-féle interpolacios

alapfeladat a kovetkezd: Keressiik azt a

H,€P, polinomot, melyre
26) H"(x,):=f", Vi=0,1,..,N,—1, Yk=0,1,...,m

n

Allitas: Az Hermite-féle alapfeladatnak egyértelmiien létezik megoldasa.

Bizonyitas: Adjuk meg az interpolacios polinomot kanonikus alakban:
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Hn(x)zz ajxj
j=0

Koénnyen lathato, hogy ha megadjuk az a_ egyiitthatokat, akkor azzal a polinomot egyértelmiien

meghatarozzuk. Tekintslink ezekre az egyiitthatokra ismeretlenekként. Milyen adatok allnak

rendelkezésre ezen ismeretlenek meghatarozasara? Természetesen az alapfeladat egyenldségei, azaz

) n P . .
27) H,(x,)=2a, ]_'i)/x,{_lzf’k, i=0,1,...,N,~1, k=0,1,...m
j=i :

(j

Ekkor az alapfeladat egyenldségeire Gigy tekinthetiink, mint egy n+1 valtozos (mivel H egy

n-edfoku polinom, ezért n+1 db egyiitthaté hatdrozza meg), és n+1 egyenletbdl (n+1 db egyenletet
ad meg az alapfeladat) ll6 egyenletrendszerre. frjuk fel az egyenletrendszert matrixos alakban ugy,
hogy A4 legyen az egyenletrendszer egylitthatoit tartalmaz6 matrix, x vektor az ismeretleneket
(polinom egyiitthatdit), b vektor pedig az egyenletrendszer szabad tagjait (az ismert
figgvényértékeket) tartalmazza, ekkor a kovetkezé matrix alakra jutunk: 4x=5b.

Ennek létezik megoldasa, mégpedig egyértelmii, ha az 4 matrix regularis (nemszingularis), azaz
létezik inverze.

Pontosabban, ismert a kovetkez6 matrix regularitasaval ekvivalens feltételek tétele:

* Haegy tetszOleges A€T™" matrix regularis, akkor

o det(A)#0

* A nemnulla, és nem bal oldali nulloszt6é {Egy gytriiben (T test is gylirii)) az a nemnulla
elemet bal oldali nullosztonak nevezziik, ha van b nemnulla elem, melyre ab=0.},

* az Ax=b egyenletrendszernek csak a trividlis x=0 megoldésa van,

* barmely bET" vektorra az Ax=b egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van.

Valamint ismert, hogy a komplementer feltételek az 4 matrix szingularitasara ekvivalens feltételek.

[3]
Lemma (Allitas): Az 4 egyiitthatomatrix regularis.
Bizonyités (Indirekt): Tegyiik fel, hogy az 4 matrix szingularis. A komplementer feltételek alapjan,

ha az 4 matrix szingularis, akkor nulla, vagy bal oldali nulloszt6. Nullmatrix nem lehet, hiszen az
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azt jelentené, hogy az Hermite-féle interpolacios polinom nullpolinom, ami csak csupa nulla fk(”

értékekre tudnd kielégiteni az alapfeladat egyenleteit, nem pedig tetszélegesekre. Ha a matrix bal
oldali nulloszté, akkor létezik yET" nemnulla vektor, hogy Ay=0. frjuk vissza ezt az
egyenletrendszert polinom alakban:

. n / .
28) Hf,’)(xk)=ZaA,<jJ_'l,)/y;;’=o, i=0,1,..,N,~1, k=0,1,... m
j=i :

Tétel: Ha y pontosan k-szoros (k>1) gydke a p polinomnak, akkor legalabb (k-1)-szeres gyoke a p’
polinomnak [3].
A 28)-as feltétel és az eldz0 tétel ismeretében ez azt jelentené, hogy az interpolacids polinomnak az

x, alappont N, -szoros gyoke, ahol k=0, I, ..., m. Vagyis a polinom gy6keinek szama:

Ny+N,+..+N,=> N,=n+1
k=0

fgy az n-edrendii polinomunknak n+1 db zérushelye lenne, vagyis H -nek a nullpolinomnak kellene

lennie, ami ellentmonddasra vezet. Ezzel belattuk az allitast, miszerint 4 regularis (mivel
nemszingularis), amibdl a matrixszingularitas tétele alapjan kovetkezik, hogy tetszdleges b-re lesz
egyértelmii megoldadsa az Ax=>b egyenletrendszernek. Vagyis tetszéleges alappontok és
fiiggvényértékek esetén egyértelmiien meg tudjuk hatarozni az Hermite-féle interpolacids polinom
egyiitthatoit, ezaltal pontosan egy olyan polinom adhaté meg, mely kielégiti az alapfeladat
egyenldségeit. Végeredményben sikeriilt beldtnunk a fejezet elején tett allitast az Hermite-féle
alapfeladatra. Tehat mar tudjuk, hogy 1étezik egyértelmii megoldas, azonban kérdés még, hogy
hogyan tudjuk ezt a megoldast eléallitani [4] , [5].

2.14. Hermite-féle interpolacios polinom eldallitasa osztott differenciakkal
Az el6z0 fejezet eredményei alapjan a célunk az Hermite-féle interpolécios polinom egylitthatoinak

meghatarozasa, ehhez pedig a kovetkezd egyenletrendszer all a rendelkezésiinkre:

. n Pl . .
27) H,‘?(xk)zzaj(jf_'i)/x,{"zf’k, i=0,1,...,N,—1, k=0,1,...m
j=i :

Valamint ismertek a 2.7-es fejezet eredményei az n-edrendil interpolacios polinom eldallitasara a
Newton-féle osztott differencidk segitségével. Ahhoz, hogy az osztott differencids modszerrel

megoldhat6 legyen az Hermite-féle interpoléacios alapfeladat, ki kell béviteni az osztott differencia
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crer

[x,,x,, ...,xk]f=[x<ki+”]f:=,—, i=0,1,...,N,—1 ,amii=0-ratovabbrais [x,]f=f,

Ez alapjan jelentsék az adott differenciakbol eldallitott uj differenciak a kovetkezdket:

a) [ 1+ =0 0 =0, N1
+([x ] f=[x]f)

b) = =[x X i=0,. N, j=0,...N,—1
<>xk (fo W v
i([x i— ’xj]f_[ u— ’xv:If> max l"ll max "V
©) = ka_xk 1k — ::[ k*l{’ }’xk e }]f

i,u:O,...,Nk,I_l, j,VZO,...,Nk_l

A fenti definiciok t6bbszori alkalmazasaval eldjeltdl fuggden eldallithato az x, x , ..., x
alappontokhoz és N 0-1, N 1-1, e Nm-l derivaltrendekhez tartozo
N+ N,+..+N,—1=n -edrendii osztott differencia: [x/"~", x'V'7! . N1 ¢

Most pedig végezziik el a differenciatabla modositasat. A tablazat els6 oszlopaba keriiljenek az

alappontok, de most multiplicitastol fliggd darabszdmban. Azaz, ha a k-adik alapponthoz tartozo
derivaltrend az N _, akkor 6sszesen ennyiszer irjuk az alappontot a tablazat elsé oszlopaba egymas

utan. A tablazat tobbi oszlopaba rendre a nullad, elso, ..., n-edrendl differencidk keriilnek,
mégpedig a fenti definicid alapjan. (Megjegyzés: A régi és a modositott tabla 1ényegi kiilonbsége,
hogy ugyanazon alappont tobbszor is szerepelhet, €s az ugyanazon alappontokhoz tartoz6 osztott
differencidk helyére az interpolalt fiiggvénynek a differencia rendjével megegyez6 rendi, elére
adott derivaltfiiggvény-értéke keriil. A szdmolas tovabb menete azonos a két tablan.)

Tekintsiik ezt a tablat (kdvetkezo oldal):
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[Xi’ Xi+1] f

[Xiz’ Xi+1]f

X, [x]f=f" [x," oees x_NE
[x]f [x]1f
XO f(]
[x,’1f
X, £
[x,’1f
%o b [x,x I
f
M ! [X, X 2If
[x,’If
X, f
Xl f]
X, f2
[X NO-1 N1-1 X l\'m—l]f
0 ’ 9 eeey A
Xm—l m-1
X f |:Xm—IZ:If
m-1 m-1
Xm-l fm-l
[x ., x If
Xm fm [Xm 12 sz]f
X fm [sz]f
[x,’If
Xm fm
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Vezessiink be egy 1j jelolést, mégpedig (n+1)-edrendii Hermite-alappontpolinom néven:

o, ()= (x=xo) (=) o (=, o= | (=, Y

j=0
Legyen ezen polinom i-edik, valamint nulladrendii alakja:

H

o, :=(x—x0)N°(x—x1)N‘...(x—xj)k, ahol i=Ny+N,+..N, +k, i=0,1,..,n

1

oof){ (x):=1
Valamint jel6lje most az i-edrendii differencia a kovetkezd alakot:

[x(Hl)]f::[xéN“), x(]N‘), . x(].k)]f, ahol i=N,+N +..+N,_ +k, i=0,1,..,n
Vagyis az i-edik rend eldallitdsanal mind a polinom, mind a differencia esetében sorra vessziik az
alappontokat a lehetd legmagasabb hatvanyon (az eldre adott multiplicitdsat tekintve), egészen

addig, mig az dsszrend értéke i nem lesz. Tehat tovébbra is a tablazat pirossal kiemelt értékei adjak

az i-edrendii polinom eléallitasahoz sziikséges egyiitthatokat.

Allitas (Bizonyitas nélkiil): Az Hermite-féle alapfeladatot megoldd polinom eléall a kovetkezo

alakban:

29)H ,(x Z ) fof(x)

Tehat ha modositjuk az osztott differencia tdblazatot, akkor ugyanazzal a szamolasi modszerrel
megkaphatjuk a keresett interpolacids polinomot, mely ez esetben az Hermite-féle alapfeladatot

oldja meg.

2.15. Az Hermite-féle interpolacids polinom hibaja
Az Hermite-féle interpolacids polinom hibdjara az allitasunk, és az allitas bizonyitasa hasonl6, mint
a 3.8-as fejezetben, igy egyes pontoknal a részletes magyarazatot elhagyjuk.

Hasznaljuk az (n+1)-edrendi Hermite-alappontpolinomot:

m

por(x)i= (v =) r— )" (=, o= ] ] (= )

Jj=
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tehat azt a polinomot, melynek az Hermite-féle alapfeladatbeli alappontok a hozzajuk tartozé N -1

derivaltrend szerinti N -szoros gyokei. Valamint az ismert fliggvényértekek szama tovabbra is n+1.

Allitas: Tegyiik fel, hogy f&C"*'[a,b], ekkor A¢a,b), melyre VxEfa,b] esetén:

s0) (-4, (x)= Lot )

Bizonyitds: Legyen X€[a,b]/{x, x, ...,x,} egy tetsz8leges, az alappontoktol eltérd pont. Elsé

1épésként lassuk be, hogy IE€a,b), melyre teljesiil a 30)-as egyenléség az x pontban. Legyen

o(x):=f(x)—H,(x)-Hw!, (x) ,ahol Haz anemnulla 4lland6, melyre ¢(x)=0.

Ebbdl pedig H-ra a
_SE)-H,(3%) N
31) H= T Osszefiiggés adodik.
(Un+l(x)

A ¢ fliggvény helyettesitési értékei tetszéleges alappontban nulldk. Szintén az interpolacios
alapfeladat miatt az interpolalt, és az interpoléacios fliggvény értékei az alappontokon egyenldek. Az
Hermite-alappontpolinomnak minden alappont tobbszords multiplicitast gyoke, igy ezeken a
pontokon multiplicitastol fliggden tobbszor is nullértéket vesz fel a polinom. Tehat a ¢ fliggvény az
alappontokon &sszesen (n+1)-szer, valamint még egyszer az x pontban, azaz egyiittesen n+2 helyen
ugyanazt a nullértéket veszi fel. A p(x) fiiggvény az [a,b] intervallumon beliil n+2 helyen ugyanazt
az értéket veszi fel, igy a Rolle-tétel alapjan ¢'(x) az (a,b) intervallumon beliil legalabb n+1 helyen
nullat vesz fel. Ezt a gondolatmenetet folytatva azt kapjuk, hogy ¢™*"(x) az (a,b) intervallumon

beliil legalabb egy helyen 0. Nézziik meg ezt a derivaltfiiggvényt:

q)()1+1)(x):f(n+l)(x)_H£ln+l)(x)_H((Df;1+1)n+1

Mivel H egy n-edfoku polinom, igy az (n+1)-edik derivaltja a nullpolinom, az

Hermite-alappontpolinombol pedig derivalds utan csak az (n+1)! marad, vagyis azt kapjuk, hogy

0" (x)= " (x)—H (n+1)/ .

Jeldlje most &(a, b) azt a pontot, melyre (&), ekkor 0=f""V(g)—H (n+1)! .
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Ezt atrendezve kapjuk H értékére a kovetkezd egyenldséget:

Sy

Vessiik 0ssze ezt a 32)-es feltételt a mar elézéekben a H-ra kapott 31)-es feltétellel, és rendezziik at:

£ (3)= L E (5

(l’l"’l)l n+1

Tehat 1étezik a 30)-as feltételt kielégitd & pont, mégpedig tetszéleges xE/a,b] valasztasa estén. Ezek
alapjan 3.9-es és 3.11-es fejezet eredményeit szintén fel tudjuk hasznélni a hibabecslés ¢€lesitésére,
azonban kozel sem ugyanazt azt eredményt kapjuk. Vezessiik be a kovetkezo jeldléseket: Legyen

(n+1) a Lagrange/Newton-féle interpolacio, illetve az Hermite-féle interpolacié sordn hasznalt

alappontok szdma, és legyen N+1:= Z N, amultiplicitdsok szama. Ha teljesiil, hogy
k=0

Vk=0,1,...,n—re N,=1 ,azaz csak nulladfokig derivalunk (vagyis csak a fiiggvényértékekbe),

akkor a két interpolacios feladat megegyezik, és n=N. Minden mas eseteben N>>n (hatarozottan

nagyobb) . Nézziik erre az N-re az interpolacios hibabecsléseket:

My v A,
4(N+1)h Vx€(a,b); |f- HNH< N+1)

N

33) |f (x)=H y(x)
A 14), 15)-ben leirt eredmények alapjan.

A
(N+1)/ oV

v

S(N+1)/ Y

abban az esetében, ha Csebisev-alappontokon interpolalunk.

Az Hermite-féle interpolécio rendje ezek alapjan (N+1) lesz [4].

37



3. Interpolacios feladatok

Az utolso fejezetben a mar bevezetett, kiilonbozo interpolacids formulak és tételek segitségével
oldunk meg néhany szamitési feladatot Matlab program segitségével. Az itt felhasznalt alprogramok
a Matlab hivatalos oldalardl szarmaznak (némelyik altalam modositva), amelynek elérési cime a

felhasznalt irodalom [2]-es szdm1 pontjanal talalhatd, maguk a programkodok pedig a mellékletben.

3.1. Interpolécios formuldk szamitasi ideje
Oldjuk meg a kovetkezd feladatot! Hatarozzuk meg az f{x)=sin(x) fiiggvény Lagrange, és Newton-

féle interpolacids polinomjat a kdvetkezd alappontokon:

xT=(—4n,—%n,—3n,—%n,...,O,...,%n,37t,%n,4n)

Ezeken a pontokon az ismert fliiggvényértékek rendre:
7'=(0,1,0,—1,...,0,...,1,0,—1,0)

A feladatot megoldo program az interpol_ido néven szintén a mellékletben taldlthatd. A program
bekér két vektorvaltozot, melyek az alappontokat, illetve az ismert fiiggvényértékeket tartalmazzak,
eredménye pedig két id6érték. Két fliggvény, mégpedig a newton_interpol, és a langrangepoly
oldjak meg a feladatot, mégpedig a Newton, illetve Lagrange-féle interpolacios alakkal szamolva,
majd a tic-foc parancsparral torténik a szdmitasi id6 meghatarozasa.

Ezek alapjan a feladatot megoldé polinomot Newton-féle osztott differenciakkal 7, =0,0015

masodperc alatt, mig a Lagrange-féle interpolacids formulaval ¢, =0,0021 mésodperc alatt tudjuk

eldallitani. Noveljiik az alappontok szamat néggyel (szimmetrikusan kétszer z féllel), majd még

t,,=0,0021 #,,=0,0033

egyszer néggyel. Ekkor az eredményeink:
&y g8y Y t,=0,0028 ¢,,=0,0039

Vagyis a Newton-féle osztott differencias formula ugyanazt a feladatot (ugyanakkora varhato

hibaval) rovidebb id0 alatt oldja meg.
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3.2. Az interpolacids hiba nagysaga

Hatarozzuk mega f (x)=cosh(m*x), és g(x)zexp(\/;+x+\/)?) fiiggvények Lagrange-féle

interpolacios polinomjanak a hibajat a /-1, /] intervallumban el8szor ekvidisztans alappontokon,
majd Csebisev-alappontokon.

A feladatot megoldd program az interpol hiba néven a mellékletben talalhatd, mely a
langrangepoly figgvényt hasznalja. A program rendre bekéri az intervallum két végpontjat, az
osztopontok szamat (alappontok szama-1), valamint az interpolalt polinom egytitthat6it tartalmazé
vektort, eredménye pedig a két interpolacios hiba értéke. A program tigy miikodik, hogy
meghatarozza az alappontokat, majd ezek alapjan kiszdmolja a polinomok helyettesitési értékeit, és
ezekre illeszt interpolacids polinomot. Majd kiszadmolja az eredeti, és az interpolacios polinom
hibajat az [a,b] intervallum egy siirti felosztasan, €s veszi a legnagyobb abszolut értéki eltérést
mindkét esetben.

Az elso fiiggvény esetében az ekvidisztans felosztdson /0 alappontra nézve az interpolacios
polinom hibaja 2 =3,997*1 0, Csebisev-alappontokon pedig a hiba h =2,3057%1 0. A masodik
fuggveny eseteben ugyanezen értékek: A ,=0,2385,h ,=0,026. 100 alappontra nézve ugyanezen
értékek: h =9,0898*10", h =4,8591*10°', h =8,8756*10", h ,=3,0218*10°"

Tehat a dolgozatban belatott hibaképlet a Csebisev-alappontokon torténd interpolaciora itt is

igazolast nyer, hiszen az alappontok novelésével, mindkét fliggvény eseténben a két a hiba koziil a

masodik nagysagrendekkel kisebb.

3.3. Interpolécids formulak illeszkedése az interpolalt fliggvényre

Rajzoljuk ki egy abrara a kovetkezd fiiggvényt £ (x)=sin(0.1x) a /-100,100] intervallumon,

valamint a hozz4 tartozé Lagrange- és Hermite-féle interpolacios polinomokat! Legyen a Lagrange-
féle polinom alappontjainak szdma n+1, még pedig ugy, hogy ez a szam megegyezzen az Hermite-
féle polinom multiplicitdsainak szamdaval, tehat mindkét polinom n-edrendii legyen. Az Hermite-
féle polinomnal legyenek az alappontokon megadva a fliggvény masodik derivaltjaig a
fiiggvényértékekek.

A fiiggvényabrazolasi feladatot megoldd program szintén a mellékletben fellelhetd, a

végeredményben kapott abrak pedig a kdvetkezd oldalon talalhatoak.
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Interpoléciés polinom illesztés
T T T

Lagrange-féle
Herm it-féle
sin(0.1x)

Interpoldcios polinom illesztése kilenc alappontra

Interpoléciés polinom illesztés
T T T

Lagrange-féle
Herm it-féle
L~ T sin(0.1x)

Interpolacios polinom illesztése tizenegy alappontra

40



Felhasznalt irodalom

[1]:
[2]:
[3]:
[4]:
[5]:

www.wikipédia.org

www.mathworks.com

Freud Robert: Linedris algebra, ELTE Eo6tvos Kiado, 2007

Farago Istvan-Horvath Robert: Numerikus médszerek, Typotex Kiado, 2013

Farag6 Istvan: Alkalmazott Analizis 1 Eldadas jegyzet, 2012

41



Melléklet

Felhasznalt programok Matlab kodjai:

1. Feladat(interpol_ido):

function [t1, t2]=interpol ido(x, f)
tic

newton_interpol(x,f)

toc

tl=toc;

tic

lagrangepoly(x,f)

toc

t2=toc;

2. Feladat2(interpol_hiba):

function [H1, H2]=interpol_hiba(a,b.n.f)
x1=(a:(b-a)/n:b);

x2=zeros(1,n+1);

for i=1:n+1
x2(1)=cos((2*i-1)/(2*(n+1))*pi);
end
x3=(a:(b-a)/(1000*n):b);
yl=zeros(1,n+1);
y2=zeros(1,n+1);
hl=zeros(1,n+1);
h2=zeros(1,n+1);

for j=1:n+1
yIG=x1G));
¥2()=fx2());

end
pl=lagrangepoly(x1,y1);
p2=lagrangepoly(x2,y2);
for k=1:(2*n+1)
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h1(k)=abs(polyval(p1,x3(k))-f(x3(k)));
h2(k)=abs(polyval(p2,x3(k))-f(x3(k)));
end

Hl=max(hl);

H2=max(h2);

3, Feladat3(interpol-ill):

function [pl,p2]=interpol ill(a,b,n)
f=@(x)(sin(0.1*x));
f1=@(x)(0.1*cos(0.1*x));
2=@(x)(-0.01*sin(0.1*x));
x1=linspace(a,b,n+1)
yl=zeros(1,n+1);

y1=f(x1);

pl=lagrangepoly(x1,y1);
x2=linspace(a,b,(n+1)/3);
A=zeros((n+1)/3,4);

for i=1:(n+1)/3

A(1,1)=x2(1);

AGL2)=x2();

A(1,3)=f1(x2(1));

A(1,4)=12(x2(1));

end

p2=Hermite difftable(A);
x3=linspace(-100,100,1000);
y2=zeros(1,1000);

y3=zeros(1,1000);
y2=polyval(p1,x3);
y3=polyval(p2,x3);

axis([-100 100 min(y3-y2) max(y3-y2)]);
plot(x3,y2,'b-',x3,y3,'g-',x3,{(x3),'r-");
title('Interpoléacios polinom illesztés');

legend('Lagrange-féle',' Hermite-féle','sin(0.1x)");
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4, Lagrange-interpolacidé(lagrangepoly):

function [P,R,S] = lagrangepoly(X,Y,XX)
if size(X,1) > 1; X=X"; end

if size(Y,1)>1; Y=Y"; end

if size(X,1) > 1 || size(Y,1) > 1 || size(X,2) ~= size(Y,2)
error('both inputs must be equal-length vectors')
end

N = length(X);

pvals = zeros(N,N);

fori=1:N

pp = poly(X( (I:N) ~=1));

pvals(i,:) = pp ./ polyval(pp, X(1));

end

P =Y*pvals;

if nargin==3

YY = polyval(P,XX);

P=YY;

end

if nargout > 1

R =roots( (N-1):-1:1) .* P(1:(N-1)) );

if nargout > 2

S = polyval(P,R);

end

end

5. Newton-interpolacid(newton_interpol):

function [N] = newton_interpol(X,y)

n = length(x);

a(l)=y(1);

fork=1:n-1

dk, 1) = (y(k+1) - y(k))/(x(k+1) — x(k));
end

forj=2:n-1

fork=1:n—j
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d(k, j) = (d(k+1,j - 1) - d(k, j - D)/ (x(k+j) - x(k));

end

end
forj=2:n
a(j) =d(1, j-1);
end

N=zeros(1,n);
for j=1:n
N(1,n-j+1:n)=N(1,n-j+1:n)+a()*poly(x(1:j-1));

end

6. Hermite-interpolacio(Hermite-diffiable):

function Y=difftable(A)

alappontok=A(:,1);
fvertekek=A(:,2);
[n,m]=size(A);
M=zeros(1,m*n);
for i=1:n

0=0;

for j=1:m

if A(i,j)~=Inf
o—=0+1;

end;

end;

M(i)=o-1;

end;

k=sum(M);
B=zeros(k,k+1);
C=[1;

1=1;

aszam=1;

for i=1:k

if >M(aszam)
1=1;
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aszam=aszam+1;

end;
B(i,1)=alappontok(aszam);
B(i,2)=fvertekek(aszam);,
C=[C;A(aszam,:)];

1=1+1;

end;

szamlaloban=2;
nevezoben=1;

for 1=3:k+1

for i=1:k+2-1

if B(i,nevezoben)==B(i+1-2,nevezoben)
B(1,1)=C(i,l)/factorial(1-2);
else
B(1,1)=(B(i,szamlaloban)-B(i+1,szamlaloban))/(B(i,nevezoben)-B(i+1-2,nevezoben));
end;

end;
szamlaloban=szamlaloban+1;
end;

E=B(1,:);

X=B(,1);

syms X;

syms H;

H=E(2);

for i=3:k+1

z=1;

for j=1:1-2
z=z*(sym(x)-X(j));

end;

H=H+E(i)*z;

end;

Y=sym2poly(H);

46



	1. Bevezetés
	1.1. Interpoláció a matematikában
	1.2. Motiváció
	1.3. A fejezetek tartalma

	2. Interpolációs formulák
	2.1. Interpolációs alapfeladat
	2.2. Interpolációs módszerek csoportosítása
	2.3. Polinomiális interpoláció
	2.4. Az interpoláció alaptétele
	2.5. A Lagrange-féle interpolációs polinom előállítása alappontpolinomokkal
	2.6. Newton-féle interpolációs formula
	2.7. Newton-féle osztott differenciás módszer
	2.8. Lagrange-, Newton-féle interpolációs polinomok hibájának becslése
	2.9. A Lagrange, Newton-féle interpolációs hibabecslés élesítése
	2.10. Csebisev-polinomok
	2.11. Az interpolációs alappontok optimális megválasztása
	2.12. Az interpoláció rendje, konvergenciája
	2.13. Hermite-féle interpolációs polinom
	2.14. Hermite-féle interpolációs polinom előállítása osztott differenciákkal
	2.15. Az Hermite-féle interpolációs polinom hibája

	3. Interpolációs feladatok
	3.1. Interpolációs formulák számítási ideje
	3.2. Az interpolációs hiba nagysága
	3.3. Interpolációs formulák illeszkedése az interpolált függvényre

	Felhasznált irodalom
	Melléklet

