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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Csomods Petranak, hogy szakér-
telmével, hasznos tanacsaival segitséget nyijtott a szakdolgozatom elkésziiléséhez. Kiilon
készonom a konzultaciok soran tantsitott tiirelmét és megértését.

Halasan koszoném sziileimnek a tanulmanyaim alatt nyajtott tdmogatasukat és bizal-
mukat. Szeretném megkoszonni Bogdan Melindanak a felvételi soran nytujtott segitségét

és azt, hogy egyetemi éveim alatt érdeklédésével és lelkesedésével 6sztonzott.



Bevezetés

A szakdolgozatom témaja a Hamilton-rendszerek és ezek alkalmazasa mas tudomany-
teriileteken. Szakdolgozatom téméjanak kivilasztasa soran fontosnak tartottam, hogy a
matematikdnak egy olyan teriiletét ismerjem meg mélyebbre hatéan, amelyet kiilonb6z6
tudomanyteriiletek is alkalmaznak, mint példaul a fizika.

A kozonséges differencidlegyenletek rovid osszefoglald része utan, a dolgozat masodik
fejezetének téméaja a Hamilton-rendszerek legf6bb tulajdonsagai, mégpedig a Hamilton-
fliggvény idGszerinti teljes derivaltjanak alakja és a Hamilton-rendszerek szimplektikussa-
ga. Ezen tulajdonsagok felhasznéalasaval pedig bevezetek egy olyan valtozotranszformaci-
ot, amely nagy segitséget nytjthat bizonyos modellek analitikus megoldasainak kiszami-
tdsdban. A harmadik fejezetben ismertetek néhany fontosabb fizikai modellt, amelyekrdl
belathato az, hogy Hamilton-rendszerek, illetve egy biologiai példat. Ezek koziil a Lotka—
Volterra modellt és a harmonikus oszcillator modelljét megvizsgdlom numerikus szem-
ponthol is a negyedik fejezetben. Els6ként az explicit Euler-mdédszert futtatom le, majd
az ugynevezett szimplektikus Euler-moédszert. Az utobbi modszert direkt a Hamilton-
rendszerek vizsgalatara és numerikus modon valé megoldasara fejlesztették ki. A numeri-
kus algoritmus lényege az explicit Euler-modszer és az implicit Euler-modszer vegyitése,

amelyet a késébbiekben részletesen kifejtek.



1. fejezet

Kozonséges differencialegyenletek

Ebben a fejezetben Simon L. Péter és Toth Janos Differencidlegyenletek cimi [5] konyvét
hasznaltam fel. A differencidlegyenletek fontos szerepet jatszanak a kiilonféle tudoma-
nyokban, mint példaul a fizikaban, a biolégiaban. A dolgozat késébbi szakaszaiban ezekre
is mutatunk példékat. Ebben a fejezetben Gsszegytijtott anyag segitségilinkre lesz a mate-
matikai modellek felallitasaban, mivel a késébbiekben a kdzonséges differencidlegyenletek

alkotjak majd ezeket a modelleket.

1.0.1. Definici6. Legyen F: R" — R folytonos fiigguény, ahol n € N adott. Tekintsiik
az x : R — R ismeretlen fiigguényt. Ekkor n-ed rendd kézénséges differencidlegyenletnek
nevezzik az

F(t,2(t), 2™ (1) =0 (1.1)

egyenletet minden t € R esetén.

1.0.2. Definicié. Legyen f: R x R™ — R"™ folytonos fiigguény és n € IN eqy adott szam,
és tekintsik az x: R — R", azaz v = (x4, ...,x,) ismeretlen figguényt. Ekkor elsérendd
kézonséges explicit differencidlegyenlet-rendszernek nevezziik az aldbbi eqyenletet:

dx(t)

ek f(t,z(t)), (1.2)



minden t € R eselén.

1.0.3. Tétel (Atviteli elv). Tekintsiik az 2™ (t) = f(t,x(t), dzgt), <., DY differencidl-

egyenletet és vegyik ennek az egyenletnek egy tetszdleges x(t) megolddsdt. Ebben az esetben

az y(t) = (x(t), dg;—?), oy ()N megolddsa lesz a
dy(t dx(t
—‘Zi ) = (y1(t), y2(t), .oy Yn_1(t), f(t, z(t), ZSS ),..., x("_l)) differencidlegyenletnek.

Bizonyitds. Irjuk ki részletesen a (1.2)-es egyenletet koordinatanként! Ekkor az alabbi

egyenletrendszert kapjuk

dx

— = hlt oz, 7).

dxz

— = fz(t,x1,$2,---,xn)7

- (1.3)
dz,

E = fn(t>x1?x27“"x”)'

Most nézziik az (1.1)-es egyenletet és rendezziik tigy, hogy a bal oldalon az n-ed rendi

tagok szerepeljenek, jobb oldalon pedig a t6bbi, akkor azt kapjuk, hogy
dx(t)

2™ (t) = f(t,x(t), yy ooy pTDY. (1.4)
Kovetkezé 1épésként legyen
yo(t) = (),
dx(t
hn (t) = ( )7
dt (1.5)

Yor(t) = 2D (1).

Tehat y(t) = (z(t), 28 . 2®=D(1)), ahol y(t) = (yo(t), y1(t), ...yn_1(t)). Most nézziik




meg y(t) derivatjat koordinatanként.

o = i = y1(1),
yl(? :ddﬁf) = ys(t),
. (1.6)
y”;;(t) =2 (t) =y, 1 (1),
Yn1(t) o B dx(t) 1l
2 =2 () = St (), — =, ")

Ennek a felirasnak a segitségével kaptunk egy n darab egyenletbdl all6 elsérend rendszert:

yid—i’f) = (1),
yldf) = 1a(1),
(1.7)
wall) ),
yn;ﬁ(t) — f(t, 2 (b), dz(;),...,x(”‘”(t))'

Tehét az (1.4) egyenletrdl megmutattuk, hogy egyenértéki a (1.7) rendszerrel, igy ami az
(1.4) egyenletnek megoldasa, az megoldasa a (1.7) rendszernek is. Ezzel a tételt belattuk.
]

Nézziink erre egy egyszeriibb példat! Legyen oo € R adott paraméter. Tekintsiik ekkor

az alabbi masodfoki egyenletet:

=« - z(t), ahol t > 0. (1.8)




Most vezessiik be az 1j fiiggvényt. Legyen yo(t) = x(t) és y1(t) = d@f% Ha ezeket

derivaljuk, akkor meg is kapjuk a fenti rendszert n = 2-re. Tehat a feladat gy modosul,

hogy
dyo(t
%;§> = Y1,
1.9
dyl(t):a'x@) (1.9)
dt ’

Ennek az egyenletnek egy konkrétabb forméjaval a késébbi fejezetekben még foglalkozni

fogunk.



2. fejezet

Hamilton-rendszerek

A Hamilton-rendszerek egy osztalyat alkotjak a dinamikai rendszereknek és sok teriileten
alkalmazzak Gket. Az tugynevezett Hamilton-egyenletek és ezek specidlis tulajdonsagai
jellemzik. Példaként emlithetjiik, hogy a fizikaban a Hamilton-rendszereknek nem csak a
kbzismert surloddsmentes mechanikai rendszerekben van szerepiik, hanem abban is, hogy
a folyadékok hogyan keverednek, vagy a magneses mez6 vonalait hogyan kévetik a péalyak.
Ezen tulajdonsagok Osszefoglalasdéhoz Edward Ott [2] konyvét és Ernst Hairer,Christian
Lubich és Gerhard Wanner [3] irasat hasznaltam fel. A fejezet késGbbi részeiben ezen

alaptulajdonsagokrol olvashatunk.

2.1. Bevezetés

A Hamilton-rendszereket teljes mértékben meghatarozhatjuk egyetlen fiiggvénnyel, amely
harom paramétertdl fiigg, az id6tol, a p-t6l, ami dltalaban a lendiiletre utal, illeteve a g-tol,
ami pedig a helyzetet szokta jelenteni. Itt a p és g vektorok dimenzidja egyenld. A fizikdiban
ez a dimenzoszam jelenti a rendszerek szabadsagi fokat. Ezek tudataban irjuk fel a pontos

definicio6t.



2.1.1. Definici6. A kivetkezd p,q : Ry — R™ figgvények. Tegyiik fel, hogy létezik a
H:R$ x R* x R® — R fiigguény, amelyre igazak az aldbbiak

dp(t) _ OH(p(t),q(t), 1)

dt dq ;
dg(t) _ OH(p(t).q(t), ) (2.1)
dt dp :

Ekkor a fenti eqyenletrendszert Hamilton-rendszernek, mig a H fiigguényt

Hamilton-fiigguénynek nevezzik.

2.1.2. Allitas. a)A Hamilton-fiigguényre igaz, hogy

b)Specidlisan, ha a Hamilton-figgvény nem fiigg explicit a t vdltozotdl,

azaz H = H(p(t), q(t)), akkor a Hamilton-figguény dllando.

Bizonyitds. a) Vizsgaljuk meg a Hamilton-fiiggvény idGszerinti teljes derivaltjat. Mivel a
H fiiggvényiink kozvetett, igy az idGszerinti derivaltja megegyezik a H Jacobi matrixanak
és a belsé6 fliggvények idGszerinti derivaltjaibol allo vektor szorzataval. Ebben az esetben

H Jacobi-matrixa megegyezik a divergenciaval.

dH(p(t), Q(t)v t) _
dt

_ (aH@(t),q(t),t) DH (p(t),a(t),t) aH(p(tLq(t),t)). dq(t)

op dq ot dt
&=
Tehat azt kapjuk, hogy
dH (p(t), q(t),t) _
dt
_ OH(p(t),q(t).t) dp(t)  OH(p(t).q(t).t) dq(t)  OH(p(t).q(t).?)
dp dt dq dt ot '



Most helyettesitsiik be a p és ¢ derivaltjai helyére a (2.1) egyenletek jobb oldalait:
OH(p(1),q(t).t) _ OH(p(t).q(t).t)  OH(p(t).q(t).t) OH(p(t).q(t).t)

ap dq dq p
L 9H (). q(t), 1)
ot '
Rendezés utan azt kapjuk, hogy
dt ot '

Tehat a H fliggvény teljes derivaltja megegyezik a t szerinti parcialis derivéalttal.

b) Tegytik fel, hogy a Hamilton-fiiggvény nem fiigg explicit az id6tsl. A feladat az,
hogy ebben az esetben beldssuk a Hamilton-fliggvény allandosagat. Nézziik meg ennek a
fiiggvénynek az idGszerinti derivaltjat. Abban az esetben, ha ennek a H = H(p(t), q(t))
fliggvénynek az idGszerinti derivaltja nulla, akkor kész is vagyunk a bizonyitassal, hiszen
csak a konstans fiiggvényeknek nulla az els6 derivaltjuk. A (2.2) egyenletbdl tudjuk, hogy
ez az idGszerinti teljes derivalt megegyezik az idGszerinti parcidlis derivalttal, ami a mi

esetiinkben nulla, hiszen a fiiggvény nem fiigg explicit az id&tol.

dH (p(t t),t OH (p(t t),t
(plt).a(0).t) _ OH(p(t).a(t)t) _ 2.3
dt ot
Igy az allitasunkat bebizonyitottuk. O

2.2. Szimplektikussag

Az el6z6 fejezetben megmutattuk a Hamilton-rendszerek egyik legfontosabb sajatosségat,
miszerint az idéfiiggetlen Hamilton-fiiggvény alland6. Ebben a fejezetben megvizsgaljuk
egy mésik tulajdonsagat a rendszereknek, ami a szimplektikussag. Ezen fogalom beveze-
téséhez elGszor tekintsiink egy paralelogrammat, amely az « és a [ vektorok altal van

kifeszitve a (p, q) térben. Azaz a vektorok az kévetkezs format veszik fel:

aP 3P
o= 3= , ahol o” o pP 7€ R"
ol B4



Az n = 1 esetben ennek a paralelogrammanak a teriiletét az a x [ vektorialis szorzat
adja:

aP  BP
det =af-pl—a?- [P
al [e

Magasabb dimenziéban pedig az aldbbiak szerint szamithato:
aP  Bp

det
20 )

A (2.4) egyenletben szereplé mennyiséget jeloljik w(«, §)-val, azaz

n
:Zap.ﬁq_aq,ﬂp.
i=1

w(a, B) :== Z&p B —af - pP. (2.4)

i=1
Ez egy R*"-ben 1év6 vektorokon hato bilinearis fiiggvény, amely kdzponti szerepet fog

jatszani a Hamilton-rendszerek vizsgalatakor.

A (2.4) egyenletet atirhatjuk egyfajta matrixos jeloléssel:

w(a,B) =a’Jp, (2.5)

ahol J = és I az n-dimenzids egységmatrix, a 0 pedig egy n X n-es nullmétrix.
-1 0

P

2.2.1. Definicié. Az A : R?*® — R?" linedris leképezést szimplektikusnak nevezziink, ha
ATJA =] (2.6)
teljestil.
Mletve felithatunk egy masik definiciot is.

2.2.2. Definici6. Legyen A : R*™ — R?®" linedris leképezés. Eqy ilyen A leképezést szimp-

lektikusnak nevezziink, ha

w(Aa, AB) = w(a, B), ahol «,B € R*™. (2.7)

10



2.2.3. Allitas. A 2.2.1. és a 2.2.2. Definicick ekvivalensek.

Bizonyitds. (i) El6szor lassuk be, hogy a 2.2.1. Definiciobol kovetkezik a 2.2.2. Definicio.
Ehhez tegyiik fel azt, hogy az A egy lineéris leképezés és igaz ra az, hogy ATJA = J. Ezen
feltételek mellett lassuk be az w(Aa, AB) = w(a, B) egyenletet. Tudjuk, hogy w(a, 5) =

ol JB. Ezt az atalakitast alkalmazva:
w(Aa, AB) = (Aa)T JAB = aT AT JAB.
Vegyiik észre, hogy ATJA = J. Igy felirhatjuk a kovetkezét:
w(Aa, AB) = o ATJAB = I3 = w(a, B).

(ii) Most nézziik meg a masik iranyt. Eloszor is tegyiik fel, hogy w(Aa, AS) = w(a, B):

w(Aa, AB) = (Aa)TJAB = T AT JAB

w(a,f) = a'JB

(2.8)

Abban az esetben, ha a (2.8) egyenletek baloldalai egyenl6k, akkor a jobb oldalaknak is

egyenlének kell lenniiik.
(A)TJAB =" ATJAB = T JB.
Ez azonban csak akkor lehetséges, ha a
ATJA = J.
Ezzel belattuk az allitdsunkat. O

A fenti két definici6 csak a linearis esetekre alkalmazhat6. Most irjuk 61 a nem linearis

esetre is a definici6t.

11



2.2.4. Definicié. Legyen U C R*™. A g : U — R*" differencidlhatd leképezést szimplek-

tikusnak nevezzik, ha a Jacobi-mdtriza mindehol szimplektikus, azaz

d d
d—?(p, Q)Tjd—g(p, q)=J
vagy (2.9)
d d
w(d—?(p, q)a, d—g(p, Q)ﬁ) = w(a, B).

Vezessiink be egy 4j jelolést: = (p, q). Ezzel a jeloléssel atirhatjuk a

«,e .

dz (dp dq

f(ﬁ)zgz adr

) — J7'VH(#), ahol f:R? — R>" figgvény. (2.10)
2.2.5. Definicié. A ¢, : U — R?" fiiggvényt fdzisiramnak nevezziik, ha a
Hamilton-rednszernek egy olyan leképezése, amely a megolddsokat tovdibb viszi az iddben,

azaz

Spt(Pm qO) = (p<p07 qo, t): Q<p07 qo, t)):
ahol p(po, qo, t) €s p(qo, o, t) megolddsai a rendszernek a megfeleld kezdeti értékekre, p(0) =

Po,q(0) = qo.
Az 4j valtozok és a 2.2.5. Definici6 alapjan felirhatjuk a kévetkezd tételt.

2.2.6. Tétel. Legyen a H(p,q) Hamilton-figguény egy kétszeresen folytonosan differen-
cidglhato figguény az U C R*" halmazon. Ekkor minden régzitett t > 0 iddpillanatban, a

fazisdaram eqy szimplektikus transzformadcio.

Bizonyitds. Tekintsiik a fazisaram parcidlis derivaltjat az 0j fiiggvény szerint, azaz %,
Zo

ahol 7y = (po, qo). Ez megoldésa lesz a (2.10) egyenlet szerinti Hamilton-rendszer azon
formajénak, ahol 4 = J™I'V2H (¢,(70))¥. Itt a V?H(p,q) a Hesse-matrixa a H(p, q)
fiiggvénynek (V2H (p, q) szimmetrikus). Ebb6l adodoan igaz az alabbi egyenlGség a szorzat

12



fiiggvény derivalasi szabalya miatt:

(G2 G2)) - (o) (52 + (G2 () e
Ezt tovabb alakitva kapjuk:

(40" (02) - (o) s( 02 -

dt 07, O o7, dt 07,
Oo\T o 1 (0% O\ T 12 Opy (2'12)
:<a_:f0> Ve H (o)) ] J(af()) + <8:f0> JIV H(“Dt(x‘)))(afO)

Vizsgaljuk most meg a J~7J részét a (2.12) egyenletnek:

J*l — 0 _] — JT
I 0
és

ST 0 I _

-1 0

Tehat
, [0 I\ [0 I
J? = =]

-1 0 -1 0

Ezért igaz az, hogy

(&Ot)TVQH(%(fO)) (aﬂpt) _ (8%>TV2H(%(3?0)) (8@) 0

07 07y 07y 07

Tehat azt kaptuk, hogy a fazisaram az idében allandé.
Azt tudjuk, hogy a t = 0 pontban a fazisdram maga az identitas, hiszen itt helyben
marad a megoldasunk. Ezért felirhatjuk azt a megallapitast, hogy:

(22 a(202) -

0Zg 0Zg

Mivel a fazisiram az id6ben allando igy a fenti (2.13) egyenlet igaz minden ¢ > 0 id6pil-

lanatban is. Igy belattuk, hogy a fazisaram szimplektikus. O]

13



A 2.2.6. Tétel segitségével megfogalmazhatjuk a fejezetiink legfontosabb tételét.

2.2.7. Tétel. Legyen v : U — V a koordindtdk eqy olyan cseréje, hogy a 1 és ™ is
folytonosan differencidlhato figgvények leqyenek. Ekkor igaz az, hogy ha 1 szimplektikus
leképezés, akkor a (2.10) egyenletet felirva az 1j z = (&) vdltozéval a kivetkezd:

f; = JT'WVK(2), ahol K(z) = H(%). (2.13)

Megforditva, ha ¢ fiigguény minden Hamilton-rendszert eqy mdsik (2.13) egyenletnek meg-

felelé Hamilton-rendszerbe képez, akkor a 1) szimplektikus.

Bizonyitds. (i) A z = (&) valtozo miatt felirhatjuk, hogy

dz _ dy di
At di dt

és tudjuk azt is

. A (2.10) egyenlet szerinti Hamilton-rendszer a kovetkezéképpen valtozik:

dzb (% T

dz dy dz d1/]
— - di) VEK(z). (2.14)

az _ axr ~1
dt dzr dt dx VH(E) =

Tudjuk, hogy a v fiiggvény szimplektikus, azaz

() =

Tehat igaz a kovetkezo:

d
dj = J 'VK(z), ami pedig a (2.13) egyenlet. (2.15)

ami pedig a (2.13) egyenletet jelenti. (ii) Most nézziik a masik iranyt. Tudjuk tehat, hogy

a
dz

= — JIH(%
o JVH(z)

14



egyenletet a 1 fliggvény az alabbi alakra transzformalja:

dz  dy _rdip\T 1
— = K(z) = K(z). 2.1
i~ (d:i:) VE(z) = JTVE(z) (2.16)
A kérdés az, hogy ekkor ¢ szimplektikus-e. Vizsgaljuk meg a
dip oy (dpN\T
ey b (a8
dz <d§:>
kifejezést. A (2.16) egyenletbdl konnyen adodik a kovetkezd:
dp oy (dNT
—J (=) =J " 2.17
dz (di“) (2.17)

-T -1
Most szorozzuk meg az egyenletet jobbrol (%) -vel majd balrol (%) -zel. Akkor azt

kapjuk, hogy

- dp\-1 _, rdp\-T
7 =(%2) (%) 2.18
dz di (2.18)
Most vegyiik a (2.18) egyenlet inverzét. Ekkor az alabbi teljesiil:
dN\T _rdiyp
I=(52) 1(55): 2.19
dz dz ( )
Tehat a v fiiggvény szimplektikus. Ezzel a tételt belattuk. O]

2.3. A valtozok kanonikus transzformacioja

Ha bevezetjiik a valtozok egy tetszileges % = f(z), a (2.10) egyenlet szerinti transzfor-

P

C sz

(2.1) egyenletekkel leirt tulajdonsagokat. Ezeket a transzforméciokat kanonikusnak ne-

vezziik, mig az igy kapot p(t) és q(t) fiiggvényeket kanonikus konjugéltaknak hivjuk.

p(t) = fi(p(t),q(t), 1)
q(t) = f2(p(t),q(t), )

15



Tehat keressiik azt a H Hamilton-fiiggvényt, amely esetében a p(t) és a ¢(t) idSbeli val-
tozasat leird egyenletek a kovetkezGképpen alakulnak

dp(t) _ OH(p(t),q(t),t)

dq(t) _ OH(p(t),q(t), ) (2.20)
dt op

Ebben a forméaban a H(p(t), ¢(t),t) a rendszernek az 1j, transzformalt Hamilton-fiiggvénye.

Az egyik lehetséges modszer arra, hogy a valtozok transzformacioja kanonikus legyen,
az, amikor bevezetiink egy G : R?"*! — R?" general6 fiiggvényt, amely az 0j p-nak és a
régi g-nak a fliggvénye. Tehat a G(p(t),q(t),t) generald fiiggvénnyel kifejezve a valtozok
transzforméacioja a kovetkezd formaban &ll els

_ 9G(p(t). q(1). 1)

q(t) 9 : (2.21)

Igy a valtozok transzformaltjai implicit formaban adottak. Tehat els6 1épésként kifejezziik
p(t)-t p(t) és q(t) segitségével a (2.22) egyenletbdl, majd ennek az eredményét behelyet-
tesitve a (2.21) egyenletbe megkapjuk a -t is.

2.4. Integralhatd rendszerek

Ebben a fejezetben kifejezetten olyan Hamilton-rendszerekkel fogunk foglalkozni, ame-
lyek explicit nem fiiggenek az id6t6l. Ahogy az a 2.1.2. Allitasban is szerepel, ilyen-
kor a Hamilton-fiiggvény értéke az idében alland6. Tehat a kovetkezSkben eltekintiink

a Hamilton-fiiggvények id6fliggésétol.

2.4.1. Definicié. Legyen F(p,q) : R" x R" — R figgvény. Egy ilyen F(p,q) figg-
vényt a H Hamilton-fligguénnyel rendelkezd rendszer mozgdsdllanddjinak nevezzik, ha

az F(p(t),q(t)) dllands minden t > 0 esetén.
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Vizsgaljuk meg ezen F(p(t),q(t)) fiiggvénynek az idészerinti teljes derivéltjat. Ugyan-
ugy, mint a Hamilton-fiiggvénynél, itt is a kozvetett fiiggvény derivalasi szabalyait alkal-
mazzuk:

dF(p.q) _0F(p.g) dp  OF(p,q) dg (2.23)

dt op dt dq dt
Most irjuk &t a p(t) és a q(t) idGszerinti derivaltjukat a (2.1) egyenletrendszer szerint.

dF(p,q) _OF(p,q) 0H(p,q) 0F(p,q) 9H(p,q)
dt dq dp JOp dq

(2.24)

A (2.24) egyenlet jobb oldalan 1év§ kifejezést az [F, H| alakkal rovidithetjiik, ami az F' és

a H ugynevezett Poisson-zarojele.
2.4.2. Definicié. Legyenek g1(p,q), 92(p,q) : R" x R" — R fiiggvények. Fkkor a két
fiigguény Poisson-zdrdjele a kivetkezd

(0 go] = 9g1(p,a) 9g2(p,a)  991(p,q) 92(p.q)
g1, g2 aq 8]7 8]) aq

(2.25)

Ezen definicio alapjan konnyen belathato a kovetkezd allitas.

2.4.3. Allitas. Legyen g1(p,q), g2(p,q) : R x R™ — R fiigguények. Ekkor igaz az, hogy

91, 92] = =92, 1] (2.26)

Bizonyitds.
lgn ] = 39252;, q) gl(géq) B agzézq?, q) 3918@;, q) (2.97)
(00, 90] = 891@(1;, Q) 3926521;, q 891(%7): Q) gz(ap(; q) (2.28)

Vegyiik észre, hogy a (2.27) és a (2.28) egyenletek jobb oldalai egyenlék. Tehat igaz a

kovetkezd egyenlGség

91, 92] = =92, 9] (2.29)

Ezzel bebizonyitottuk a 2.4.3. Allitast. [
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A fentiek kovetkezményeképpen annak a feltétele, hogy egy F' fliggvény mozgasallando

legyen, megegyezik azzal, hogy a H Hamilton-fliggvénnyel alkotott Poisson-zardjele nulla:
[F,H] = 0.

Igy konnyedén belathatjuk a kovetkezs allitast is.

2.4.4. Allitas. A H Hamilton-fiiggvény mozgdsdllanddja o Hamilton-rendszernek.

Bizonyitds. A bizonyitashoz hasznéljuk fel a Poisson-zardjel 2.4.2. Definiciojat.

(H, H] = OH(p(t),q(t)) O0H(p(t),q(t)) OH(p(t),q(t)) OH(p(t),q(t))
U Jq dp Op dq

=0 (2.30)
Ezzel az allitast bebizonyitottuk. O
Definialjuk tovabbéa azt is, hogy n € IN szamt mozgésallandé mikor fiiggetlen.

2.4.5. Definici6. Legyen Fi(p,q) : R" x R" — R figgvény mozgdsdllandd, ahol i =
1,2,...,n. Ekkor azt mondjuk, hogy az F; mozgdsdllanddk fiiggetlenek, ha minden 1 €

{1,2,...,n}-re teljesil az, hogy F; nem fejezhetd ki a mdsik (n—1) szdmi mozgdsdllanddval.

Ezen definiciok alapjan mar felirhatjuk azt, hogy egy idéfiiggetlen Hamilton-rendszert

mikor tekintiink integralhaténak.

2.4.6. Definicid. Eqy iddtol explicit nem fiiggd Hamilton-fligguénnyel rendelkezd
Hamilton-rendszert integralhatonak neveziink abban az esetben, ha n € N szdmai, eqgymds-
tol figgetlen Fi(p,q) : R" x R" — R mozgdsdllanddval rendelkezik, ahol i = 1,2,...,n,
és az 1 = l-re igaz az, hogy Fi(p,q) = H(p,q). Tovibbd teljesilnie kell még a kovetkezd
feltételnek s

[F;, Fj] =0 minden 1,5 €{1,2,....,n}-re

2.4.7. Definicié. Ha [F;, Fj] = 0 teljesil minden i,j € {1,2, ...,n}-re, akkor azt mondjuk,

hogy az n darab mozgdsdllando involicicban van.
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Most tekintsiink egy integralhaté rendszert, amelynek n szamu fiiggetlen mozgasél-
land6ja van. Ebben az esetben teljesiil az , hogy a rendszer trajektoridja a fazistérben az
n-dimenzios

Fi(p,q) =¢, 1=1,2,...n (2.31)

feliileten helyezkedik el, ahol ¢; € R minden i € {1,2,...,n}-re. Az a feltétel pedig, hogy
az n darab F; mozgasalland6 involtuciéban van, a rendszer altal elérhets allapotokat egy
n dimenzios feliiletre korldtozza, amely egy torusz.

Ha adott egy integralhaté rendszer, akkor bevezethetjiik a valtozok kanonikus transz-
formaban, hogy az 1j valtozokkal megadott A Hamilton-fiiggvény csak a p valtozotol
fligg, a ¢ valtozotol nem.

Az egyik ilyen lehetséges transzforméacié az, hogy az n darab mozgaséllandot valasztjuk
meg a p valtozé n darab komponensének: p; = F;(p, q). Mivel az F; fiiggvények allandok

minden i € {1,2,...,n} esetén, igy

dp OH
- r__77 2.32
dt op ( )
Ebbdl kévetkezik, hogy
H = H(p). (2.33)

Val6jaban a mozgasallandok segitségével sok ekvivalens megoldast alkothatunk, ha az F;
fliggvények valamely kombinacioit hasznéljuk fel p komponenseinek. Ezek koziil a leg-
elényosebb az ugynevezett hatds- és szégudllozok bevezetése, ami a kovetkez&képpen néz
ki:

(p.q) = (1,0),

ahol I az impulzus koordinatat definidlja gy, hogy

1
I, = —j{ pdq, aholi=1,2 .. n. (2.34)
2 i
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A porzici6 koordinata pedig a kovetkezd:
O =(01,0,,...,0,). (2.35)

A (2.34) egyenletben a ~; azt az n dimenziés toruszon elhelyezked6 n szamu tutvonalat
jelenti, amely az n szamu szog irdnyaban tovabb mar nem redukalhatéan fonja korbe a
toruszt, és amely felhasznalhato a toruszon levs pontok parametizalasara.

Most vizsgaljuk meg az 0j valtozokat. Ehhez eloszér a (p, q) — (I, ©) véltozok transz-
formaciojat irjuk fel a G(I,q) generéalofiiggvény segitségével:

9G(1,q)

_ 0G(I,q)
P= " (2.37)

Jelolje a A;G a G generalofiiggvény megvaltozasat egy legrévidebb (tovabb méar nem
redukalhaté) v; dtvonal mentén torténd kor megtétele soran. Ekkor a (2.37) egyenlet
alapjan

AG = % pdq = 27 1;. (2.38)
o

7

Tovabba legyen a A;© a © koordinatanak az a megvaltozasa, amelyet a legrovidebb ~;
utvonal mentén torténd egy kor megtételekor elszenved. A (2.36) és a (2.38) egyenletek

miatt igaz a kovetkez6:

0 0

Az 4j Hamilton-fiiggvény nem fiigg a © valtozotol, hiszen ilyen alakban kerestiik az 1j

valtozokat. Ezért igazak a kovetkezd egyenletek:

ar_on(n
dt 90 (2.40)
40 _OH() _

dt or

A fenti egyenletrendszerbdl kovetkezik, hogy

I(t) = 1(0) minden ¢ € Ry.
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Hiszen az I valtoz6 allando. Tovabba igaz az is, hogy

o(t) = 0(0) + ta(I).
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3. fejezet

Példak Hamilton-rendszerekre

Ebben a fejezteben olyan feladatok modeljeit mutatjuk be, amelyek tiikrozik a

Hamilton-rendszerek széleskort felhasznalasat a kiilonbo6z6 tudomanyteriileteken.

3.1. Szabadesés

Tekintsiink egy m > 0 tomegt testet, amely szabadon esik, igy csak a g > 0 nehézségi
gyorsulassal jellemzett gravitacios eré hat ra. A modell felallitdsahoz sziikségiink van még
Newton méasodik torvényére, miszerint egy test gyorsulasa egyenesen aranyos a testre hato
er6 nagysagaval. Definicié szerint ekkor a hanyadosuk allandé.
F
—=m,
g
ahol F' az er6t, g a nehézségi gyorsulast és m a test tomegét jeloli. Tovabba tudjuk azt is,
hogy a test helyzetének (s) iddszerinti masodik derivaltja megegyezik a gyorsuléssal, azaz

felirhatjuk a kovetkezd differencidlegyenletet

d?s
Y
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Az 1.0.3. Atviteli elv segitségével a fenti masodrendti kozonséges differencidlegyenletet
atirhatjuk két elsérendd kozonséges differencidlegyenletté. Tehat vezessiink be egy 1j is-
meretlen fiiggvényt. Tudjuk, hogy a helyzet idGszerinti els6 deriviltja a sebesség, igy az
1j fiiggvényt jeloljiik v-vel. Ekkor az elsérendi kozonséges differencidlegyenlet a kovetke-

z6képpen fog kinézni.

d

=),

dt (3.1)
dv B

a7

Ezzel a modellt felallitottuk, most pedig megvizsgaljuk, hogy Hamilton-rendszer-e.

Erre a kérdésre tigy adhatunk valaszt, hogy keresiink egy H : R x R® x R" — R
fiiggvényt, amelyre igazak a (2.1) Hamilton-egyenletek. Tehat a kérdés az, hogy létezik-e
olyan H fiiggvény, amely eleget tesz a (2.1) egyenletrendszernek. Irjuk at a (2.1) rendszert,

ha a p valtozot v-nek illetve a ¢ valtozot s-nek tekintjiik:

ds(t) OH(t,s(t),v(t))

dt o ’
do(t) _ OH(t,s(t), v(t)) (3.2)
dt ds ’

A (3.2) egyenletet atirva kapjuk az alabbit:
OH(t, s(t),v(t))

=u(t
% v(t), 53
OH(t, s(t), v(t))
? -
s
Most integraljuk az els§ egyenletet v szerint, majd a masodik egyenletet s szerint.
2
t
/ v(t)dv = v2( )
(3.4)

[ ~ods = g5t

Osszeadva a két jobboldalon 1évé kifejezést kapunk egy fiiggvényt, amire igaz a 2.1.1.
Definici6. Tehat a Hamilton-fliggvény tgy néz ki, hogy
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Vegyiik észre, hogy a meghatarozott H fiiggvény nem fiigg explicit az id6tsl. gy a 2.1.2.
Allitas alapjan a Hamilton-fiiggvény allandé. Ekkor ez azt jelenti, hogy a

Hamilton-fiiggvény megegyezik a fizikai rendszer energidjaval.

3.2. Ingamozgas

Tekintsiink egy m > 0 tomegi testet, amely egy ¢ > 0 hosszisagi silytalan fonalon
log és a testre csak a g > 0 nehézségi gyorsulassal jellemzett gravitacios eré hat. Ezt
felbonthatjuk két komponensre. Az egyik a gravitaciobol adodoan, fiiggSlegesen lefelé
hat, ami egyenlé az m - g-vel. A masik mindig a fonél vonalédra merélegesen hat. Az érinté
iranyu komponenst jeloljiik F-el. Jeloljiik tovabba (p-vel a fondl és a fiiggtleges altal bezart
szoget. Ebbdl kovetkezik, hogy ha a lefelé hato m - g vektorbol merdlegest allitunk az F

vektorra, akkor igaz az alabbi allitas

F=—m-g-sin(p)
Newton masodik torvényét felirva kapjuk, hogy

F  —m-q-si
g=-—=""9 sin(p) = g -sin(yp), ahol ¢ fiigg az id6tél.
m m

Az el6z6 példabol mar tudjuk, hogy a helyzet iddszerinti masodik derivaltja a gyorsulas.

Tehat igaz az, hogy
d*x(t)
dt?

Ezzel az egyenlettel viszont az a baj, hogy két ismeretlenes. Ennek a kikiiszobolésére irjuk

=g -sin(p(t)). (3.5)

fel az ivhosszat, azaz x-et:
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Rendezés utan megkapjuk, hogy

o{t) = (1),
Palt) _, Pt
dt? drz

Ezt visszahelyettesitve a (3.5) egyenletbe, egy masodrendii nemlineéris kozonséges diffe-

rencidlegyenletet kapunk o(t)-re:

TAD _ 9 uotn). (5.6)

Most irjuk at a (3.6) méasodrendi egyenletet két elsérendiire. Az el6z6 példahoz hasonloan
itt is az 1.0.3. Atviteli elvet hasznaljuk. Vezessiik be az w(t) jeldlést a ¢(t) idGszerinti elsG

derivaltjara. Igy azt az egyenletrendszert kapjuk, hogy

dp(t)
TR w(t),
L~ 9 im0,

Ezzel a modell kész van. Most nézziik meg, hogy Hamilton-rendszer-e.

Itt ismételten ugy csindljuk, mint a szabadeséses feladatban. Ebben az esetben is
keresiink egy H : Rf x R"® x R® — R fiiggvényt, amelyre igazak a Hamilton-egyenletek,
de most a p valtozot w-nak illetve a g valtozot p-nek tekintjiik. Tehat mar csak azt kell

megvizsgalnunk, hogy létezik-e olyan H fliggvény amire igazak a (2.1) egyenletek.

dp(t) _ OH(t, o(t), w(t))

dt Ow
dw(t) __OH(t (1) w(t))
dt i

Behelyettesitéssel a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:
OH(t, p(t), w(t))
=w(t
- o),
OH (1, ¢(t), w(t))
dyp

(3.7)
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Nézziik meg ismételten a megfelels valtozo szerinti integralokat:

[etnaa==3",

/% sin(e(t))dp = — - cos(p(1)).

Ismételten adjuk Gssze a két jobb oldali kifejezést. Ekkor azt kapjuk, hogy

Ezt parcidlisan derivalva a megfelels valtozok szerint visszakapjuk a (3.7) egyenletrend-
szert. Igy meghataroztunk egy fiiggvényt, ami megfelel a Hamilton-fiiggvény definicioja-
nak. Ezért ez a modell is Hamilton-rendszert alkot és ebben az esetben is a H fiiggvényiink

a fizikai rendszer Osszenergidjat adja.

3.3. Harmonikus oszcillator

Eddig olyan példakat lathattunk, ahol a modellrél lattuk be, hogy rendelkeznek

Hamilton-fiiggvénnyel. Most azonban nézziik meg azt az esetet, amikor adott szdmunkra a
Hamilton-fiiggvény és ezt megvizsgalva fejtiink vissza egy fizikai modellt. Tekintsiik tehéat
a kovetkez6 Hamilton-fiiggvényt, amely explicit nem fiigg az id6t6l, és amelyben az n € R

egy adott szam.
2

H(p(t), o) = 59+ % (3

Nézziik meg az (3.8) egyenlethez tartozé Hamilton-rendszert. A (2.1) rendszer alapjan

felirhatjuk a kovetkezdket:
dp _ OH(p(t),q(t))

dt dq ’
dg _ OH(p(t),a(t)
dt op '
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Azaz a mi esetiinkben ez gy néz ki, hogy

dp
==~ alb),
(3.9)
% o)
at ~ PV
A (3.9) rendszer méasodik tagja miatt igaz a kovetkezd,

d*q  dp(t) 2

()}

ey n”-q(t)

Ez pedig a fizikdban jol ismert harmonikus oszcillatornak a matematikai modellje, ahol
q(t) valtozo jelenti az egyensulyi helyzettsl vett kitérést az id6 fliggvényében és n egy

adott paraméter.

3.4. Lotka—Volterra modell

A kovetkezd feladatban egy olyan biologiai modellt &llitunk fel, amely egy zart élhelyen
beliili ragadozok és a zsdkmanyéllatok 1étszamanak egyméstol valo fliggését vizsgalja. A
modell elGszor 1910-ben keriilt emlitésre, amikor Alfred J. Lotka megirta, mint 6nkataliza-
16 kémiai reakciok elmélete. A késGbbiekben ezt hasznalta fel és 1920-ban kiterjesztette a
modellt névényekre és novényevds fajokra [1]. 1925-ben felhasznélta korabbi megfigyeléseit
a biomatematikarol szolo konyvében, amelyben méar a ragadozo-zsdkmany viszonyat irta
le. Vito Volterranak is felkeltette az érdeklgdését a modell, amelyet 1926-ban publikalt a
tengerben él6 novényevs halak és a ragadozé halak viszonyat megfigyelve.

Tehét a feladatunk a kovetkezGképpen szol, jelolje r(t) > 0 a ragadozok létszamat,
illetve z(t) > 0 a zsdkmanyéllatok egyedszamét a ¢ > 0 iddpillanatban, azaz r,z : Ry —
Ry . Az egyedszdmvaltozast matematikailag a valtozok id6 szerinti els derivaltja irja le.
Vezessiink be még négy allandot a, b, ¢, d > 0, amelyek a sziiletési és a halalozasi aranyokat
mutatjak az egyes populaciokban. Ezek alapjan a kovetkezd egyenleteket irhatjuk fel

dz(t)
— = az(t) — bz(t)r(t), (3.10)
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d;_gf) — o ()2(t) — dr(t). (3.11)
Az egyenletrendszerben feltételezziik, hogy a zsdkmanyallatok minél tébben vannak, annél
tobben sziiletnek. Ezt (3.10) egyenletben az a - z(t) irja le. Tlletve feltessziik azt is, hogy
soha nem halnak természetes haldlt, igy a (3.10) egyenletben a halalozés fiigg a ragadozok
r(t) szamatol és a sajat letszamuktol is. Hiszen minél tobben vannak, annal tobbet esznek
meg.
Hasonl6 logika mentén irtuk fel a (3.11) egyenletet is. Tehat a ragadozok sziiletése
fiigg a sajat egyedszamuktol, csak gy, mint a zsdkmanyéllatoknal. Azonban itt fiigg a
sziiletés attol is, hogy mennyi élelem van a ragadozok szaméara. Ezt pedig a z(t) adja meg.

Ellentétben a zsdkmanyallatokkal, a ragadozok haldlozasa csak a sajat egyedszamuktol

fiigg, azaz r(t)-t6l, mert Gk csak természetesen halnak.

3.4.1. Allitas. A fenti (3.10) modell rendelkezik az aldbbi elsd integrdllal:
V(z(t),r(t)) = aln(r(t)) + dln(z(t)) — br(t) — cz(t) = C, (3.12)
ahol C' > 0 dllando.

Bizonyitds. Els6 1épésként osszuk el a (3.11) egyenletet a (3.10) egyenlettel.

T _er(t)a(t) —dr(t) _ex(t) —d _r(t)
=T az(t) — b2 (D)r(2) 2t)  a—br(t)

dt

Ebbdl az implicitfiiggvény-tétel miatt azt kapjuk, hogy:
dr(z(t)) cz(t)—d r(t)

dz 2(t) a—br(t)
A (3.13) egyenlet egy szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenlet, igy ennek megfelelGen

(3.13)

a kovetkez6képpen oldjuk meg:

J [t

a/%dr—b/ldr:c/ldz—d/ﬁdz,

aln|r| —br =cz—dn|z|+C, Ce€R.
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A feladatban kikotottiik, hogy r(t) és z(t) pozitiv szdmok, igy
V(z(t),r(t)) = aln(r(t)) + dIn(z(t)) — br(t) —cz(t) =C, C >0.
Az allitast tehat belattuk. O]

Mivel (3.14) egyenlet explicit nem fiigg az id6t6l, igy lehetséges, hogy ezzel a fiigg-
vénnyel a (3.10) és (3.11) egyenletek Hamilton-rendszert alkotnak. Most vizsgéljuk meg

ezt a feltételezést, azaz igaz-e az, hogy

dz(t) OV (z(t),r(t))

dt or ’

() __ov((0.() (314
dt Oz :

Azt tudjuk, hogy

dz(t)

—ar — @) b0 (t),

dr(t)

O — erttyete) - e,

Most vizsgaljuk meg a (3.14) rendszer bal oldalat.

Tehat azt az egyenletrendszert kapjuk:
az(t) —bz(t)r(t) = — — b,
(3.15)

A kérédés tehat az, hogy milyen a,b,c,d értékekre lesz igaz a (3.15) egyenletrendszer.
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Rendezziik az egyenleteket a kovetkez6 modon:
az(t) —bz(t)r(t) = — — b,

2(t)(a—br(t)) = —F (3.16)

Ugyan igy a méasik egyenletre:

r(t)(cz(2) — d) = % (3.17)

Mind a (3.16) egyenletrendezésnél és a (3.17) egyenletrendezés kézben kiesnek a kere-
sett valtozoink. Ebbél azt a kovetkeztetés vonhatjuk le, hogy a 3.4.1. Allitasban emlitett
elsGintegral nem Hamilton-fiiggvénye a rendszernek.

Természetesen ettdl fiiggetleniil a fenti (3.10) és (3.11) egyenletek altal meghatéarozott
rendszer lehet Hamilton-rendszer csak mas fiiggvénnyel. Ennek a vizsgalatdhoz be kellene

vezetlink a valtozok valamely kanonikus transzformaciojat.
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4. fejezet

Numerikus moédszerek

Ennek a fejezetnek a sordn megvizsgaljuk el6szor a Lotka—Volterra modellt numerikus
modszerrel, majd a harmonikus oszcillatort. Elséként az explicit Euler-modszert alkal-
mazzuk, majd a szimplektikus Euler-modszert. Ehhez Ernst Hairer, Christian Lubich és
Gerhard Wanner [3] koényvét, valamint Farago Istvan és Horvath Robert [4] konyvét hasz-
naljuk fel. Azt varjuk, hogy az explicit Euler-mddszer nem fog megfelel6en miikodni a

példakon, ellentétben szimplektikus valtozataval.

4.1. Az explicit Euler-médszer

Els6 lépésként fogalmazzuk meg a feladatot, amellyel foglalkozni fogunk. Az explicit Euler-
modszer a kovetkezd képzési szabdly alapjan kozeliti a 1.0.1. Definicioban szerepld isme-
retlen fiiggvényt:

Tiv1 =+ hif(ti,z;), i=0,1,2, .., (4.1)

ahol h > 0 a lépéskoz és x; az x(t) fiiggvény kozelitése a t = t; = i - h pontban, ezért
zo = x(0). Tehat az iteracio soran az i = O-ra minden érték adott. A feladatok soran

ekvidisztans felosztast hasznalunk, azaz minden ¢ > 0 egészekre a h ugyan azt az értéket
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kapja.

4.1.1. Lotka—Volterra modell

Ebben a szakaszban a Lotka—Volterra-féle modellt fogjuk megvizsgalni. Elvarasunk a nu-
merikus modszerrel szemben az, hogy a fazistérbeli palyak zartak legyenek. A fenti (4.1)
egyenlettel leirt numerikus modszert a kdvetkez6képpen irhatjuk fel a Lotka—Volterra mo-

dellre:
Zit1 = 2z + h(az; — briz), (42)
riz1 = ri + h(erizi — dry).
Vizsgaljuk meg a (4.2) egyenletrendszert az explicit Euler-modszerrel. Abban az esetben,
ha az iteraciot a modell valamely egyenstilyi pontja koriil inditjuk, akkor az elvarasainkkal
ellentétben, a fazistérbeli palyak kifelé spiraloznak. Ahogy a 4.1. abréan is lathatjuk, amely
az explicit Euler-moédszer altali kozelitést mutatja ¢ = 50 idGpillanatban és h = 0.02
lépéskozzel. Az iteraciot a (0.02,0.01) kezdeti értékekbdl inditottuk, tehat az egyensilyi
pont kozeléb6l. Az abra a ragadozok szaméat mutatja a zsdkmanyallatok létszamanak

fliggvényében.

Egyensilyi pont kizelébil inditva

1.01 T
s
o099

20t}

4.1. dbra. Az explicit Euler-modszer t=50 idépillanatra, a (0.02,0.01) kezdeti értékekre,
h=0.02
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Tehat ez a moédszer nem bizonyult jonak a Lotka—Volterra modell esetében.

4.1.2. Harmonikus oszcillator

Tekintsiik a harmonikus oszcillator modelljét:

dx(t)
dt
du(t)

2
I S t

:U’

(4.3)

ahol n > 0 paraméter. A feladat soran a n = 3 értéket vilasztjuk. Most vizsgaljuk meg
a rendszert az explicit Euler-moédszerrel. Az elvarasunk az, hogy a trajektoridk szabalyos
koroket irjanak le a fazistérben. Abban az esetben, ha az iteraciot az egyensulyi pont egy

kis kornyezetébdl inditjuk, akkor a kovetkezét tapasztaljuk.

« 107 Egyensilyi pont kdzelébdl inditva

3 1 I I 1 ]
-1 -0.5 u] 0.5 1 1.5

xit) x 10%

4.2. dbra. Az explicit Euler-modszer t=50 idépillanatra, a (0.02,0.01) kezdeti értékekre,
h=0.02

A 4.2. dbra a test sebességét mutatja az egyensilyi helyzettdl valo eltérés fiiggvényé-

ben. Az iteraciot a (0.01,0.01) pontbol inditottuk, mivel a rendszer egyensilyi pontja a
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(0,0) pont. Ugyantgy, mint a Lotka—Volterra modell esetében itt is t = 50 idgpillanatot
vizsgaltunk. Viszont a lépéskoznek most h = 0.2 értéket adtuk meg. Az dbran jol lathato,
hogy a fazistérbeli palyak szintén kifelé spirdloznak. Tehat ez se adja vissza a megfelels

elvarast.

4.2. A szimplektikus Euler-médszer

Az el6z6ekben lathattuk, hogy az explicit Euler-modszer nem miikodott megfelelGen a
fenti példakon. Ezen hibak kikiiszobolésére alkottak meg az tigynevezett szimplektikus
Euler-moédszert, amely az explicit Euler-mo6dszerhez hasonld, azonban a kiilonbség az,
hogy ez a modszer két masikat vegyit. Az egyik a mar fent leirt explicit Euler-modszer, a

mésik pedig az implicit Euler-moédszer, ami a kovetkezé algoritmus alapjan mikodik:

Tit1 = i + hf(tig1, Tig), (4.4)

ahol az x;; implicit szdmolhatd. A szimplektikus moédszer, az explicit Euler-modszer és
az implicit Euler-modszer segitségével, az egyik valtozot explicit, mig a méasikat implicit

szamolja. Tehéat ezt a modszert kétféleképpen is megvaldsithatjuk:

Tiv1 = T + hif(tiv1, Tiga, i) Tiy1 = ; + hi f(ti, T4, yiv)
vagy (4.5)
Yirr =1 + hi f (i, xiga, vi), Yir1 = Yi + hif (tig1, i, Yigr)-

A példak soran azt a variaciot hasznéljuk, ahol az elsG valtozot fejezziik ki implicit médon,

azaz a fenti egyenletrendszerek koziil a jobb oldalit.
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4.2.1. A Lotka—Volterra modell

Most nézziik meg a szimplektikus modszert a fenti (3.10) és (3.11) egyenletekbdl allo
Lotka—Volterra modellre:

Zi1 = 2 + hi(azigr — brizigy), (4.6)
Tiv1 = 1i + hi(erizign — driga).

Ebben az esetben a szimplektikus Euler-modszer jonak bizonyult, mert ahogy a 4.3. dbra

mutatja az egyensilyi pont koriil inditott iteracio esetén, a fazistérbeli palyak zartak.

Egyensdlyi pont kardl indula

4.3. abra. A szimplektikus Euler-mddszer 6 kiillonbo6z6 kezdetiérték esetén,t=50,h=0.02

A fenti 4.3. dbra a ragadozok szamat mutatja a zsakmanyéllatok szaméanak fiiggvényé-
ben, amelyet ¢ = 50 idépillanatban és h = 0.02 lépéskozzel vizsgaltunk. A trajektoridkon
kiviil még lathatoak a kezdeti értékek az abran, illetve az egyensulyi pont is, ami a (2, 1)

pont.
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A kovetkezG abra azt mutatja, hogy a ragadozok, illetve a zsakméanyallatok szama

hogyan véltozik az idGben.

Igakmanyok szama az idd figgvenyében Ragadozdk szama az idd flggvényében

225 . 1.2 ,
22t g
1.15} g
215} g
1.1
21t g
- 05 ] 1.05 g
= =
2 1
1.95 g
o.9s y
1.9l
1.85 . 0.9y ]
1.8 . 0.85
o 5 10 5] 5 10

-
-

4.4. abra. A populaciészam valtozasa az idében,t=>50,h=0.02

A 4.4, abran jol lathato, hogy abban az esetben, ha az iterdciét nem az egyensulyi
pontbdl inditjuk, hanem annak egy kis kornyezetébdl, akkor a megoldasunk az egyensulyi
pont koriil fog ingadozni. Ebben az esetben a (2.1,1.1) pontbdl inditottuk a numerikus

modszert.

4.2.2. Harmonikus oszcillator

Tekintsiik most is a (4.3) rendszerrel leirt modellt, azonban most a szimplektikus Euler-
modszerrel vizsgaljuk meg. A 4.5. dbran lathatjuk az eredményt. Jol latszik, hogy a fazis-
térbeli palyak szabélyos koroket alkotnak. Az abran lathatjuk még a kezdeti értékeket és
az egyenstlyi pontot is, amely a (0,0) pont.
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Egyensilyi pont kdril indula

4.5. abra. A szimplektikus Euler-modszer a harmonikus oszcillator modelljére,t=50,h=0.2

A kovetkez6 4.6. abran a kitérés z(t) és a sebesség v(t) fliggvények idszerinti valtozasat
lathatjuk. Az abra azt mutatja, hogy az egyensilyi pont koriil szabalyosan ingadoznak az

értékek.

Acegyensdlyl allapottal vald eltérés & sebesség
o.o2

o015 +
0.1

0.01

0.00s
0.00s

-0.00s
-0.005

-0.01
-0.01

-0.015

-0.01s - L L - -0.02
a

4.6. abra. A kitérés és a sebesség valtozasa az id§ fiiggvényében, t=10, h=0.2

Tehat a fenti abrak segitségével megallapithatjuk, hogy a szimplektikus Euler-modszer
a harmonikus oszcillator modelljének esetében is jol miikddott, ellentétben az explicit

Euler-modszerrel.
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Osszefoglalas

A szakdolgozatomban egy révid elméleti 6sszefoglaldé utan a Hamilton-rendszerek legfon-
tosabb tulajdonsagait foglaltam Gssze. Majd ezek segitségével felirtam egy valtozo transz-
formaciot a Hamilton-rendszer p és q vektoraira. A késGbbiekben bemutattam néhéany fi-
zikai modellt, mégpedig a szabadesést és az ingamozgést, amelyekrsl megmutattam, hogy
Hamilton-rendszerek. A kovetkez6 feladatban egy adott Hamilton-egyenlethez talaltam
egy fizikai modellt, ami a harmonikus oszcillatornak felelt meg. A Lotka—Volterra modellt
megvizsgaltam a Hamilton-rendszerek szempontjabol. Azonban az az egyenlet, amelyroél
belattam, hogy az idében alland6, nem bizonyosult a rendszer Hamilton-fiiggvényének.
Az utolsé fejezetben a mar emlitett két modellt (Lotka—Volterra, harmonikus oszcillator)
vizsgaltam tovabb numerikus szempontbol. Az els§ modszer az explicit Fuler volt, ami
lathatoan nem miikodott jol a példakra. A szimplektikus Euler-modszer, amely az explicit
és implicit modszerek vegyitése, azonban megfelelt az elvarasainknak és visszakaptuk a

modellek megfelels fazisképeit.
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Fuggelék

Az explicit Euler-médszer MATLAB kodja

function [t yl=lotka_exp(diffegy,y0,T,h)

t0=0;

N=(T-t0) /h;

t=zeros(N+1,1);

y=zeros(length(y0));

t(1)=t0;

y(:,1)=y0;

for i=1:N
t(i+1)=t(i)+h;
y(:,i+1)=y(:,i)+h*diffegy (t(i),y(:,1));

end

hold on
plot(y(1,:),y(2,:),’m’,’linewidth’,3)
plot(y0(1),y0(2),’black.-’, ’markersize’, 22)

plot(2,1,’red.-’, markersize’,22);
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title(’Egyensilyi pont k6zelébdl inditva’);
xlabel(’z(t)’);

ylabel(’r(t)?);

hold off

end

Az explicit Euler-médszerhez tartozé Lotka-Volterra modell MAT-
LAB kédja

function dydt=LVde(t,y)

dydt=zeros(2,1);

dydt (1)=y (1) -y (1) *y(2) ;

dydt (2) =y (1) *y (2) -2xy (2) ;

Az explicit Euler-médszerhez tartozé harmonikus oszcillator MAT-
LAB kédja

function dydt=HOde(t,y)

omega=3;

dydt=zeros(2,1);

dydt (1)=y(2) ;
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dydt (2)=-omegaxy (1) ;

A szimplektikus Euler-moé6dszer MATLAB kédja a Lotka—
Volterra modellre
function [z,r]=szimp_lv_uj(z0,r0,T,h)

t0=0;
N=(T-t0)/h-1;

t=zeros(N+1,1);
r=zeros(N+1,1);
z=zeros(N+1,1);
t(1)=t0;
r(1)=ro0;
z(1)=z0;

% ciklus az iddre

for i=1:N
t(i+1) = t(i)+h;

x = z(1);
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for k=1:10

x = z(1)+h*(a*x-b*xr(1i)*x);

end
z(i+1) = x;
r(i+1) = r(i) + hx(cxz(i+1)*r(i)-d*r(i));

end

subplot(1,2,1);

plot(t,z,’b’,t,2,°k?);

title(’Zsakmanyok szama az id§ fiiggvényében’);
xlabel(’t?);

ylabel(’z(t)?);

subplot(1,2,2);

plot(t,r,’g’,t,1,’k’);

title(’Ragadozdk szama az idd fiiggvényében’);
xlabel(’t?);

ylabel(r(t)’);

end

A szimplektikus Euler-médszer MATLAB kédja tobb kezdeti érték

esetén a Lotka—Volterra modellre

function lotkal(T,h)

[z1,r1]=szimp_lv_uj(2,2,T,h);
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[z2,r2]=szimp_lv_uj(2.5,2.5,T,h);
[z3,r3]=szimp_lv_uj(3,3,T,h);
[z4,r4]=szimp_lv_uj(3.5,3.5,T,h);
[z5,r5]=szimp_lv_uj(4,4,T,h);
[z6,r6]=szimp_lv_uj(4.5,4.5,T,h);

[z7,r7]=szimp_1lv_uj(2.1,1.1,T,h); % egyensilyi pont koriilrsl indul

hold on
plot(zl,rl,’b?,2z2,r2,’r?,23,r3,’y’,2z4,r4,’n’ ,25,r5,’g? ,26,r6,’c’,’LineWidth’,2.5) ;

plot(z7,r7,’LineWidth’,3);

title (’Egyensilyi pont koril induléd’)
xlabel(’z(t)’);

ylabel(’r(t)’);

plot(2,2,’black.-’, ’markersize’, 22)
plot(2.5,2.5,’black.-’, ’markersize’, 22)
plot(3,3,’black.-’, ’markersize’, 22)
plot(3.5,3.5,’black.-’, ’markersize’, 22)

plot (4,4, black.-’, ’markersize’, 22)
plot(4.5,4.5,°black.-’, ’markersize’, 22)
plot(2.1,1.1,’black.-’, ’markersize’, 22)

plot(2,1,’red.-’, ’markersize’, 22) 7 ez az egyensilyi pont
hold off
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A szimplektikus Euler-médszer MATLAB kédja a harmonikus osz-

cillator modelljére

function [x,v]=szimp_ho_uj(x0,v0,T,h)

t0=0;
N=(T-t0)/h-1;
omega=3;
t=zeros(N+1,1);
x=zeros (N+1,1);
v=zeros (N+1,1);
t(1)=t0;
v(1)=v0;
x(1)=x0;

for i=1:N

t(i+1) = t(i)+h;

v(i+1)=v(i)-(h*omega*x(i));

x(i+1)=x(i)+h*v(i+1);

end

subplot(1,2,1);

plot(t,x,’b’,t,0,°k’);

title(’A egyensiulyi allapottdl vald eltérés’);

xlabel(’t?);
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ylabel (°x(t)’);
subplot(1,2,2);
plot(t,v,’b’,t,0,°k?);
title(’A sebesség’);
xlabel(’t’);

ylabel(’v(t)?);

end

A szimplektikus Euler-médszer MATLAB koédja tobb kezdeti érték

esetén a harmonikus oszcillator modelljére

function harmonikusi1(T,h)

[x1,v1]=szimp_ho_uj(1,1,T,h);
[x2,v2]=szimp_ho_uj(1.5,1.5,T,h);
[x3,v3]=szimp_ho_uj(2,2,T,h);
[x4,v4]=szimp_ho_uj(2.5,2.5,T,h);
[x5,v5]=szimp_ho_uj(3,3,T,h);

[x7,v7]=szimp_ho_uj(0.1,0.1,T,h); % egyensilyi pont koriilrdl indul

hold on

plot(x1l,vl,’b’,x2,v2,’b’,x3,v3,’b’ ,x4,v4,’b’ ,x5,v5,°b’,’LineWidth’,2.5);
plot(x7,v7,’LineWidth’,3);

title (’Egyensilyi pont koril induld’)
xlabel (°x(t)’);
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ylabel (v(t)’);

plot(1,1,’black.-’, ’markersize’, 22)
plot(1.5,1.5,’black.-’, ’markersize’, 22)
plot(2,2,’black.-’, ’markersize’, 22)
plot(2.5,2.5,’black.-’, ’markersize’, 22)

plot (3,3, ’black.-’, ’markersize’, 22)
plot(0.1,0.1,’black.-’, ’markersize’, 22)

plot(0,0,’red.-’, ’markersize’, 22) 7 ez az egyensilyi pont
hold off
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