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1. fejezet

Bevezetés

A dolgozat a szimmetrikus csoportokat mutatja be. A Bevezetés masodik felében a szim-
metrikus csoportok legérdekesebb tulajdonsagait ismertetjiik. Ezutdn a masodik fejezetben a
szimmetrikus csoportok automorfizmusait vizsgaljuk. A szimmetrikus csoport részcsoportja az
alternal6 csoport. A harmadik fejezetben ennek egyszertiségét bizonyitjuk otféleképpen. Végiil

azt vizsgaljuk, hogy mekkora lehet a maximalis elemrend a véges szimmetrikus csoportokban.

1.1. Rovid elméleti Attekintés

Ebben a fejezetben [5] és [3]| alapjan roviden ismertetjiik a szimmetrikus csoportokkal kap-

csolatos legfontosabb fogalmakat, és megemlitjiik néhany ismert tulajdonsagukat.

1.1.1. Definici6é. Egy X halmazt onmagara képez6 kolcsonosen egyértelmi leképezéseket az

X permutaciéinak nevezziik, ezek halmazat Sx-szel jeldljiik.

1.1.2. Definici6. Legyen X egy tetszGleges halmaz. A kompozici6 miiveletére nézve Sy cso-
portot alkot, ezt az X halmazon hat6é szimmetrikus csoportnak hivjuk. Az Sy egységelemét
id jeloli, ez az identikus leképezés, amely minden elemet 6nmagaba visz. Az f € Sy inverzét
fl-gyel jelsljiik. A kompozicié miiveletét szorzéasnak hivjuk majd és gyakran f o g helyett fg-t

irunk. Az fg permutécional tehat elgszor alkalmazzuk a g-t, utana pedig az f-et.

1.1.3. Definicié. Ha |X| = n, akkor az Sx csoportot n-edfoku szimmetrikus csoportnak ne-
vezziik. Ha X = {1,2,...,n}, akkor Sy helyett S,-et irunk.

1.1.4. Definicié. Legyen X egy halmaz. Azt a permutéciot, amely az v # y € X elemeket
cseréli ki (azaz x — y és y — x), tovabba X 0Osszes tobbi elemét fixen hagyja, az (z,y)

szimbolummal fogjuk jelélni. Az igy kapott permutaciokat transzpozicionak nevezziik.



1.1.5. Megjegyzés. A transzpozicick generdljdk S,,-t.

1.1.6. Definici6. Legyen X halmaz és xq, 2o, x3... 211, 7, € X egyméstol kiillonb6z6 elemek.
Jelolje (x1, x9, 3. .. xK_1,x)) azt a permutéaciot, amelynél az x; képe xq, az x4 képe x3, ... x5
képe xy, végiil az xp képe x1, és X t6bbi eleme a helyén marad. Az igy kapott permutaciokat

ciklusnak nevezziik. A k szam ennek a ciklusnak a hossza, x1, ...z, pedig a ciklus elemei.

1.1.7. Definicié. Legyen a € S,,. Ekkor az a permutécié paros, ha felirhaté paros sok csere
szorzataként. Egyébként az a permutécio paratlan. A paros permutaciok részcsoportot alkotnak,

ezt alternalo csoportnak nevezziik. Jele: A,.

1.1.8. Megjegyzés. Egy ciklus paritisa pontosan akkor pdros, ha a hossza pdratlan. Példdul
az (1234) permutdcio pdratlan, o (23)(45) permutdcio pedig pdros.

1.1.9. Definicié. Legyenek a,b € S, ciklusok. Ha nincs kozos eleme a-nak és b-nek, akkor azt

mondjuk, hogy diszjunktak egymastol.
1.1.10. Definici6. Legyen a € S,,. Ekkor a felirhat6 diszjunkt ciklusok szorzataként
a = aias...ag

alakban, és ebben a felbontasban az ay, as, . . ., ax ciklusok a sorrendtdl eltekintve egyértelmtek.

Ezt nevezziik az a ciklusfelbontasanak.
1.1.11. Definicié. Egy G csoport rendje a csoport elemeinek szama. Jele: |G|.
_ n!
1.1.12. Megjegyzés. lgy példdul |S,| = n! és |A,| = 5 tetszdleges véges n esetén.

1.1.13. Definicié. Legyen N részcsoport G-ben. N normélosztéja G-nek, ha minden a € N
és g € G esetén gag™' € N.

1.1.14. Megjegyzés. Példdul ha n > 5, akkor S, normdlosztoi {1}, Ay, Sn

1.1.15. Definicié. Legyen a,b € G. Az a és b elemek akkor konjugaltak egymaéssal, ha 1étezik
olyan g € G elem, melyre gag~' = b teljesiil.

1.1.16. Megjegyzés. Példdul Ss-ben az a = (1345) elem konjugdlt a b = (1542) elemmel
g = (235) esetén.

1.1.17. Megjegyzés. A konjugdltsig ekvivalenciareldcid, osztdlyait a csoport konjugdltosztd-

lyainak nevezziik.



1.1.18. Definicié. Egy G csoport centrumanak azon a € G elemek halmazat nevezziik, ame-
lyek G minden elemével folcserélhetsk. Jele Z(G).

1.1.19. Megjegyzés. Példdul n > 3 esetén Z(S,) = (1). Ezt az dllitdast bebizonyitjuk a 2.2

alfejezetben.
1.1.20. Tétel. (Lagrange) Legyen H < G. Ekkor H elemszdma osztéja G elemszimdnak.
1.1.21. Megjegyzés. Példdul A, részcsoportja S,-nek, és %’ | nl.

1.1.22. Definici6. Supp o = {i € {1,...,n}| o(i) # i} a o altal mozgatott elemek halmaza.

Ezt nevezziik néha a o tartojanak.

1.1.23. Tétel. Két elem akkor és csak akkor konjugdlt eqymdssal S,,-ben, ha azonos a ciklus-

szerkezetik.

Bizonyitas. Legyen o € S,,. Ha 0 = (xy,...x;) egy k ciklus, akkor konnyen ellendrizhetd,

hogy
ror b = (1(x1), ... 7(x1))

teljestil.

Ha y # 7(x;) semmilyen i-re, akkor 771y # z;, és igy o7 'y = 7 'y. Ebbdl

TO'T_ly = TT_ly =y

adodik.

Ha y = 7(x;), akkor 1 <i < k — 1 esetén

o N1 (1)) = 7o (1) = T(2i11).

teljestil.
Ha i = k, akkor 70771 (7(21,)) = 7(11) igaz.

Ha 0 = p1ps ... pr, ahol a p;-k diszjunkt ciklusok, akkor a

ror !t = T,OlT_lTpgT_l .. .Tka_l

felirasban szerepld ciklusok diszjunktak egymastol, amibél az kovetkezik, hogy o és o771

ciklusszerkezete ugyanaz.
Masrészt, ha o és p hasonld ciklusszerkezetiiek, akkor létezik olyan xi,...x, és y1,... Yy,

sorozat, hogy

o=(1, . Tp)(Thy41 - Thy) -+ (Thys1---Tp)



és
0= (Y1, Yo ) Whrs1 - Yko) - - - Ukot1 - - - Yn)

diszjunkt ciklusfelbontas.

Ekkor legyen 7 : x; — v;. llyenkor

az el6zGek alapjan.

Most legyenek 7 és o azonos ciklusszerkezet permutéciok, és legyenek ezen permutaciok
ciklusai Py, ... Py, illetve Q1, ... Qs ugy, hogy |P;| = |Q;|. Vegyiink mindegyik P,-bdl egy u; és
minden @);-b6l egy v; elemet. Legyen

pop(o®(ui)) = 7" (vs),

ahol 1 <1 < s, és k nemnegativ egész. Bebizonyitjuk, hogy p egy leképezést ad meg. Ez tényleg
leképezés, hiszen a o®(u;) = 0™ (u;) feltétel mellett teljesiil 7%(v;) = 7™ (v;), mert |Pi| = |Q.
Hasonlo moédon kapjuk meg, hogy a 7%(v;) = 7™(v;) feltételbél kivetkezik a o (u;) = o™ (u;)
osszefiigges. Igy p injektiv. Figyelembe véve, hogy minden 1 és n kozotti egész felirhato alkalmas
k és i véalasztassal o*(u;) és 7(v;) alakban, ezért p az {1,...n} halmazt Snmagéba képezi
injektiven. Igy p ezen halmaz permutacioja.

Tetsz6leges o (u;) esetén:
poot(u;) = po™ () = T (0i) = (78 (v) = Tp(0" (wi)),

amib6l po = 7p kivetkezik, amely ugyanaz, mint 7 = pop~t. 0



2. fejezet
Szimmetrikus csoportok automorfizmusai

Ebben a fejezetben [5] és [4] alapjan bemutatjuk a csoportok automorfizmusait és azok
legfontosabb jellemz6it. Lezarasként [6] alapjan megfogalmazunk és bizonyitunk egy tételt S,

automorfizmusaival kapcsolatban.

2.1. Automorfizmuscsoportok

2.1.1. Definicié. Egy G csoportot 6nmagaba képezd kdlesonosen egyértelmi homomorfizmust
automorfizmusnak nevezziik. Ilyenek pl. a G elemeivel val6 konjugélasok: g € G-re a g elemmel
valo konjugalas az a ¢, automorfizmus, melynél ¢,(z) = 29 := gxg~'. Egy G csoport automor-
fizmusai a kompoziciéo miiveletére nézve csoportot alkotnak. Ezt nevezziik a G automorfizmus-
csoportjanak és Aut(G)-vel jeloljik. A belsé automorfizmusok részcsoportot alkotnak, ennek
jele Inn(G).

2.1.2. Allitas. Inn(G) < Aut(G).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ¢ € Aut(G) és ¢, € Inn(G). Ekkor a konjugalas definiciojat
hasznalva kapjuk, hogy

Vo (@) = (g (2)g™") = Y(g)a(g™") = by ()
igy g™ = by (). O

2.1.3. Definicié. Az Aut(G)/Inn(G) faktorcsoportot a G kiilsé automorfizmuscsoportjanak
nevezziik, jele Out(G).

2.1.4. Megjegyzés. Inn(G) = G/Z(G).
Bizonyitas. Legyen ¢ : g — ¢, homomorfizmus, melyre Kere = Z(G) és Imé = Inn(G). Igy
a homomorfizmus tétel miatt Inn(G) = G/Z(G). O

3



2.2. S, automorfizmuscsoportja

Ebben az alfejezetben [4]-t kévetve bebizonyitjuk a 2.2.3 lemmaét, tovabbé a [6]-t felhasznélva

fogjuk bizonyitani, hogy egy kivételes esettdl eltekintve S, minden automorfizmusa belsé.

2.2.1. Allitas. Han >3, akkor Z(S,) = 1.

Bizonyitas. Legyen x egységelemtdl kiilonbozs eleme S,-nek. Ekkor =z = (af...) teljesiil

valamely a # [ elemre. Ha v egy a-tol és 5-t6l kiilonb6z6 elem S,,-ben, akkor g = () esetén

grg~" = (By)(aB..)(BY) = (ay...),

igy grg~! # x, amib6l mar kovetkezik, hogy o nem cserélhetd fel minden S,-beli elemmel, tehat
r ¢ Z(S,). O

2.2.2. Kovetkezmény. A 2.1.4 megjegyzés alapjan ha n > 3, akkor Inn(S,) = S,, tehdt
Sn < Aut(S,).

2.2.3. Lemma. S,, automorfizmusa akkor és csak akkor belsd, ha transzpoziciot transzpozicioba

képez.

Bizonyitas. A belsé automorfizmusok megérzik a ciklusszerkezetet, igy a transzpoziciokat is
megorzik.

Az ellenkez6 iranyhoz tegyiik fel, hogy ¢ € Aut(S,) megdrzi a transzpoziciokat. Legyen

transzpoziciok sorozata. Ebben a sorozatban minden transzpozicié felcserélhets a tobbi transz-
pozicioval, kivéve a mellette 1évékkel. A feltevés szerint ¢(12) = (ab), ¢(23) = (cd). Mivel ezek
nem cserélheték fel egymassal, ezért b = d. Igy az adodik, hogy ¢(12) = (ab), ¢(23) = (bc). Igy
a ¢(34) transzpozicié sziikségszertien felcserélhets (ab)-vel, de nem cserélhetd fel (be)-vel, igy
ez tartalmazza c-t és egy Uj elemet, példaul d-t. Hasonléan ¢(45) = (de) valamely e-re. Legyen
o € S, adott ugy, hogy o(1) = a,0(2) = b,0(3) = ¢, és igy tovabb. Ekkor ¢ ugyanaz, mint ¢,

a fenti transzpoziciokon. Mivel a transzpoziciok generaljak S,-t, ezért ¢ = ¢,. [

2.2.4. Tétel. Han > 3 és n # 6, akkor S, automorfizmuscsoportja a belsd automorfizmusok

csoportja, és ez a csoport S,-nel izomorf.

Bizonyitas. A 2.2.1 allitas miatt Z(S,) = 1, igy Aut(S,) = Inn(S,) = S,.
Legyen n > 3. Az automorfizmusok konjugéltosztalyt konjugaltosztélyba képeznek, tehat a

masodrendi elemek konjugaltosztalyait is egymas kozt permutaljak. Szeretnénk igazolni, hogy a
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transzpoziciok osztalya énmagaba megy minden automorfizmusnél. Most megnézziik a méasod-
rendd elemek konjugaltosztalyainak elemszamét. Jelolje K, az egy, és K a k darab diszjunkt

transzpozicié altal meghatarozott konjugaltosztalyt. Konnyen lathato, hogy

=)
=(6)(") - (75 )

Azt vizsgaljuk, hogy milyen esetekben lehet ugyanannyi eleme Kj-nek és Kj-nak, ha k > 1.

5 =5 () ("27)

kL2t =(n—2)-...(n—2k+1)

és

Ha k = 2, akkor az alabbi egyenlethez jutunk:
4=(n—-2)(n-23)

Tehat, ha n pozitiv egész, akkor nincs megoldésa az egyenletnek.
Ha k = 3, akkor a

24=(n—-2)(n—3)(n—4)(n—>5)

egyenlethez jutunk. Kénnyen ellenérizhets, hogy n = 6 adja az egyenletnek a gyokét.
Ha k > 4, akkor azt szeretnénk igazolni, hogy

k-2t < (n—2)-...(n—2k+1)

Ezt k-ra vonatkozo teljes indukcidval bizonyitjuk. A bal oldal fiiggetlen n-t6l. Vegyiik a jobb
oldal n-ben vett minimumat, amikor még pozitiv az értéke. Ezt akkor kapjuk meg, ha n helyébe
2k-t irunk. Ekkor az elébbiek alapjan:

k-2t < (2K —2)...1
Ez ekvivalens a
2.4 (2k—2) k< (2k—2)-...-1
egyenlGtlenséggel. Ha mindkét oldalt elosztjuk 2 - ... - (2k — 2)-vel, akkor a

k<1-3-...-(2k—3)



egyenlGtlenséghez jutunk.
Mivel k > 4, ezért a

k<2k—-3
egyenléGtlenség fennall, amibdl a
E<1-3-...-(2k—3)
egyenlGtlenség is igaz, valamint
k>3

is teljestil.
Tehat azt kaptuk, hogy n # 6 esetén minden automorfizmusra a K; konjugaltosztaly 6nma-
gaba képzddik, igy
Aut(S,) = Inn(S,) = S,.



3. fejezet

Az alternal6 csoport egyszertiisége

3.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben az alternéld csoport egyszertiségét mutatjuk meg 6tféleképpen. A fejezet
az |1] cikk felépitését koveti. Elgszor kimondunk harom lemmat. Az els§ Fried Ervin konyveé-
ben [3] szerepel. Ezutéan [5] alapjan kimondjuk az Els§ izomorfizmustételt. Ezeket majd t6bb

bizonyitasnal is felhasznéljuk. Végiil belatjuk, hogy As és Ag, s6t n > 5 esetén az A, is egyszer.

3.1.1. Definici6. Egy véges elemszami G csoportot egyszeriinek neveziink, ha csak a trividlis

normaloszt6i vannak.
3.1.2. Lemma. Ha n > 3, akkor A, -t generdljik a hdrmas ciklusok.

Bizonyitas. ElGszor bebizonyitjuk, hogy két transzpozici6 szorzatat el6 tudjuk allitani ily
modon.

1. eset:

Ha a permutacio6 (ab)(ab) alakban irhato fel, ahol a és b kiilonbozk, akkor ez az egységelem.

2. eset:

Ha a permutacio (ab)(bc) alaka, ahol a, b, ¢ kiillonb6z6k akkor (abe)-vel egyezik meg, amely
harmas ciklus.

3. eset:

Ha a permutéci6 (ab)(cd) alaka, ahol a, b, ¢, d kiilonboznek egymastol, akkor:
(ab)(cd) = (ab)(bc)(be)(ed) = (abe)(bed)

Tehat belattuk, hogy a két transzpozicié szorzataként felirthaté permutéiciokat generédljék a

harmas ciklusok.



Mivel a paros permutaciok paros sok transzpozicié szorzataként allnak eld, ezért a péros

permutaciokat generaljik a harmas ciklusok . [

3.1.3. Lemma. Ha n > 5, akkor A,-t az (ab)(cd) alakban felirhatd permutdcick generdljdk,

ahol a,b, c,d kilonbézok.

Bizonyitas. Amint az el6bb lattuk, A,-t hdrmas ciklusok generaljdk n > 5 esetén. Azt kell
megmutatnunk, hogy egy tetszéleges (abc) harmas ciklus felirhato a fenti alakban. Valasszuk

ugy d-t és e-t, hogy azok a-tol, b-t6l és c-t6l kiilonbozzenek. Ekkor
(abc) = (ab)(de)(de)(be).

Ez azt jelenti, hogy barmely harmas ciklus felirhato (ab)(cd) alaka permutéaciok szorzataként.
0

3.1.4. Lemma. Ha n > 5, akkor A,-ben bdrmely két hdrmas ciklus eqymds konjugdltja.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy A,-ben minden hérmas ciklusnak konjugaltja az (123). Le-
gyven o harmas ciklus A,-ben. Ekkor létezik m € S,,, hogy:

(123) = mor ™!
Ha 7 € A, akkor nincs mit bizonyitanunk. Egyébként legyen 7’ = (45)7, igy n’ € A, és
m'on’™t = (45)mon 1 (45) = (45)(123)(45) = (123).
0

3.1.5. Tétel. (Elsd izomorfizmustétel) Legyen N<G, és K < G. Ekkor NK részcsoport G-ben,
K NN normadloszté K-ban, és

KN/N = K/(KNN).

3.2. Az A; és Ag egyszertisége

A késébbiekben tobbszor is hivatkozni fogunk a kovetkezd tételre.

3.2.1. Tétel. Az A5 csoport egyszerii.

Bizonyitas. Ehhez azt kell bizonyitanunk, hogy az As normélosztoi az {1} és az As. Ezt
kétféleképpen tehetjiik meg. Most példaul meghatarozzuk a konjugéltosztalyok elemszamat és
megmutatjuk, hogy a 60 valodi oszt6i koz6tt nincs olyan, amelyet el6 tudunk allitani ezeknek az
elemszamoknak az Osszegeként. Az As-ben 5 konjugaltosztaly van Gsszesen, a reprezentansokat

és az elemszamokat a kovetkezd tablazat tartalmazza:
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Reprezentans | (1) | (12345) | (21345) | (12)(34) | (123)
Elemszam 1 12 12 15 20

Ha az As-nek van egy N normaélosztoja, akkor N konjugaltosztalyok uniojaként all eld,
amelyek koziil az egyik az egységelemet tartalmazé konjugdltosztaly. Mivel N norméloszto,
ezért az elemszama osztdja a 60-nak. Ha N nemtrivialis normaloszto, akkor az 2, 3, 4, 5, 6, 10,
12, 15, 20, vagy 30 elemii lehet. Ezek egyike sem lehet a fenti moédon elGallo konjugéltosztalyok
uniojanak elemszama, kivéve az l-et és a 60-at. Ez azt jelenti, hogy N trivialis részcsoport.
Tehat As valoban egyszerii csoport. [

Az el6z6 tétel As ciklusszerkezeteinek vizsgalataval is bizonyithato.

Bizonyitas. Legyen N <A nemtrivialis normaloszto. Megmutatjuk, hogy N tartalmaz harmas
ciklust. Legyen o egységelemtdl kiilonb6z6 elem N-ben. Ekkor o ciklusszerkezete (abc), (ab)(cd)
vagy (abcde) lehet, ahol a, b, ¢, d, e kiilonboznek egyméastol. Esetszétvalasztassal megmutatjuk,
hogy N tartalmaz harmas ciklust.

1. eset: Ha o ciklusszerkezete (abc), akkor N tartalmaz harmas ciklust.

2. eset: Ha o ciklusszerkezete (ab)(cd), akkor N tartalmaz harmas ciklust, mert
((abe)(ab)(cd)(abe) ") (ab)(cd) = (be)(cd)(ab)(cd) = (aeb).
3. eset: Ha o (abcde) alaki, akkor N tartalmazza az alabbi ciklust:

((abc)(abede)(abe) ™) (abede) ™ = (adebe)(aedchb) = (abd).

Tehéat N tartalmaz harmas ciklust, igy a 3.1.2 lemma miatt N = A;. O
Most megmutatjuk, hogy az Ag egyszerti csoport. Ezt a 3.4 alfejezetben hasznéljuk fel.

3.2.2. Tétel. Az Ag eqyszeri csoport.

Bizonyitas. Ismét konjugaltosztalyok segitségével bizonyitunk, ugyantgy, mint As csoport
esetén. A kovetkezd tablazat tartalmazza a konjugéltosztalyok elemszamét és a reprezenténs

elemeket:

Reprezentans | (1) | (123) | (123)(456) | (12)(34) | (12345) | (23456) | (1234)(56)
Elemszam 1 40 40 45 72 72 90

Ha N nemtrivialis normélosztoja Ag-nak, akkor az elemszama osztoja a 360-nak. Belatjuk,
hogy a konjugéltosztalyoknak nem létezik olyan unidja, melynek elemszdma osztja a 360-at.
Ez alol csak Ag és az (1) kivétel. Ezt agy allapitjuk meg, hogy vessziik 360-nak a 40-nél nem
kisebb osztoit. Ezek a 40, 45, 60, 72, 90, 120, 180. Ezek a szdmok nem allithatok el§ 6sszegként
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a konjugéltosztalyok elemszamaibol gy, hogy az egységelemet tartalmazé konjugaltosztalyt is
hasznaljuk. Belattuk tehat, hogy Ag egyszeri csoport. [

A 3.2.2 tétel Ag ciklusszerkezeteinek elemzése alapjan is bizonyithato.
Bizonyitas. Legyen N<Ag nemtrivialis norméaloszto, és legyen o € N egységelemtdl kiilonb6z6
elem. Megmutatjuk, hogy N tartalmaz harmas ciklust. Ekkor o lehetséges ciklusszerkezetei
(abc), (abede), (abed)(ef), (ab)(cd), (abe)(def) alaknak lehetnek, ahol a, b, c,d, e, f kiillonbozdk.
A lehetséges ciklusszerkezetek alapjan végezziik el az esetszétvalasztast.

1. eset: Ha o (abc) alaki, akkor N tartalmaz harmas ciklust.

2. eset: Ha o (abede) alaki, akkor az Aj esetnél lattuk, hogy N tartalmaz harmas ciklust.

3. eset:

Ha o = (abc)(def), akkor o két diszjunkt harmas ciklus szorzata, igy N-ben talalhato
harmas ciklus.

4. eset:

Ha o = (ab)(cd), akkor az As esetben latottak alapjan N tartalmaz harmas ciklust.

. eset:

Ha o = (abed)(ef), akkor

((abe)(abed)(ef)(abe) ™) ((ef) " (abed) ™) = (abd),

igy ebben az esetben is van harmas ciklus N-ben.

Mivel minden esetben van harmas ciklus N-ben, ezért N = Ag a 3.1.2 lemma miatt. Tehat
Ag egyszerii.

O

Az n > 5 feltétel sziikséges, ugyanis A, nem egyszert csoport. Az As-nek van 4 elembdl 4llo
normalosztoja, mégpedig {(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Ez a Klein-csoporttal izomorf. Az
Az csoport egyszerii, mivel 3 eleme van és harom elemii csoportnak csak 2 részcsoportja van.

Az Ay és A, csoportok trivialisak.

3.3. Az A, egyszertiségének bizonyitasa konjugalt elemek se-
gitségével
Ehhez a bizonyitasdhoz fel fogjuk hasznalni a kévetkez6 lemmat.

3.3.1. Lemma. Ha n > 5, akkor bdrmely identitastdl kilonbozd o elemnek létezik olyan o
konjugdltja A,-ben, melyre o' # o, tovdbbd az {1,2,...,n} halmaznak létezik olyan eleme,

amelynek o-ndl és o’-nél vett képe megegyezik.
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Bizonyitas. Legyen o az A, csoport egységelemtdl kiilénbozé eleme. Jelolje r» a o-ban 16v§

leghosszabb diszjunkt ciklus hosszat. Ekkor feltehets, hogy

ahol (12...7) és 7 diszjunktak. Csoportositsuk az eseteket a lehetséges r értékek szerint.
1. eset: Ha r > 3, akkor legyen 7 = (345) ¢és o/ = o7~ !. Ekkor

o =(1246...7),

igy o’ # o tovabba o és o’ képe az 1-ben megegyezik.

2. eset: Ha r = 2, akkor o egymastol diszjunkt transzpoziciok szorzata. Legalabb 3 diszjunkt
transzpozicié esetén feltehetd, hogy o = (12)(34)(56)(...). Legyen 7 = (12)(35) és 0/ = tor7 1.
Ekkor

o' = (12)(36)(45)(78) ... (n — 1,n),

azaz o' # o és ezek képe megegyezik 1-ben.
3. eset: Ha r = 2 és o pontosan 2 diszjunkt transzpozicié szorzatat tartalmazza, akkor
feltehetd, hogy o = (12)(34). Legyen 7 = (132). Ekkor

o' = (13)(24),
kovetkezésképpen o' # o, tovabba mindkét kifejezésben az 5 fixpont. [

3.3.2. Tétel. Ha n > 5, akkor A, egyszeri.

Bizonyitas. Az Aj egyszertiségét belattuk, ezért feltehetjiik, hogy n > 6. Legyen H; C A,

olyan részcsoport, amely stabilizalja i-t, igy H; = A,,_1, mert H; az
{1,2,...,(i—=1),(i+1),...n}

halmaz paros permutéciéibol allo csoport. Teljes indukcioval bizonyitjuk, igy feltehetd, hogy
minden H; egyszert. El6szor megmutatjuk, hogy H; tartalmaz harmas ciklust.

Legyen N < A, egy nemtrividlis normaloszt6. Azt szeretnénk megmutatni, hogy N = A,,.
Legyen o egységelemtdl kiilonb6z6 eleme N-nek. A 3.3.1 lemma miatt van olyan ¢’ konjugaltja
o-nak, amelyre o’ # o és az {1,2,...,n} valamely i eleménél vett képiik megegyezik. Mivel
o € N, ezért o' € N is fennall. Ekkor 010’ egy nemtrivialis eleme N-nek, amely helybenhagyja
i-t, igy N N H; nemtrividlis. A 3.1.5 tétel miatt N N H; normalosztéja H;-nek. Mivel N N H;
nemtrivialis, és H; egyszerd, ezért N N H; = H;, amib6l mar kovetkezik, hogy H; C N. Mivel
H; tartalmaz harmas ciklust, igy N is tartalmaz harmas ciklust, tehat N = A, a 3.1.2 lemma
miatt. [
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3.4. Az A, egyszeriiségének bizonyitiasa A; egyszertiségének

felhasznalasaval

A 3.2.2 tételben belattuk Ag egyszertiségét, most ezt felhasznalva fogjuk belatni a kdvetkezd
tételt.

3.4.1. Tétel. Han > 5, akkor A, egyszerd.

Bizonyitas. Mivel tudjuk, hogy As és Ag egyszerd, ezért a tételt n > 7 esetén szeretnénk
bizonyitani. Legyen N < A,, egy nem trividlis norméloszt6. Megmutatjuk, hogy N tartalmaz
harmas ciklust.

Legyen o # (1) € N. Ekkor feltehetjiik, hogy o(1) # 1. Legyen 7 = (ijk), ahol i, j, k egyike
sem 1, és o(1) € {1, 7, k}. Ekkor

igy To77! # 0. Legyen

_ -1 _-1
Y =T0T O ,

igy ¢ # (1). Ekkor felirhatjuk -t a kovetkezs alakban:
o= (ror o,
Nyilvanvald, hogy ¢ € N. Az asszociativitas miatt:

0 =1(orto™h).

1 1

Mivel 77! harmas ciklus, o77'o~! is harmas ciklus az 1.1.23 tétel alapjan. Tehat ¢ 2 darab
hérmas ciklus szorzata, igy ¢ legfeljebb 6 szamot permutal az {1,2,...,n} halmazon. Feltehetd,

hogy ezek az 1,2,3,4,5,6. Legyen
H={oc€A,|Supp o C{1,234,56}}

ezen 6 szam paros permutacioéinak a halmaza az A,-en beliil. Ez részcsoportot alkot A,-ben.
Ekkor N N H nemtrivialis, mert tartalmazza ¢-t, tovibba H-nak a normalosztoja a 3.1.5 tétel
miatt. Mivel H = Ag, amelyrdl tudjuk, hogy egyszerd, ezért NN H = H. Tehat H C N, igy N

tartalmaz harmas ciklust. Kovetkezésképpen N = A, a 3.1.2 lemma miatt. [J
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3.5. Az A, egyszertiségének bizonyitasa konjugaltosztalyok

felhasznalasaval

A bizonyitashoz a kovetkez6 lemmaét fogjuk felhasznélni.

3.5.1. Lemma. Ha n > 6, akkor a nemtrividlis konjugdltosztalyok S,-ben és A, -ben legaldbb

n elemdek.

Bizonyitas. Legyen n > 6, és 0 € S,,, ahol o # (1). Megvizsgaljuk o konjugaltosztalyat S,,.-
ben, illetve A,-ben, hogy legaldbb n kiilonb&z6 konjugaltat taldljunk. Bontsuk fel o-t diszjunkt
ciklusok szorzatara.

Ekkor 3 eset lehetséges:

1. eset: A o diszjunkt ciklusfelbontésa tartalmaz 2-nél hosszabb ciklust. Az altaldnossag
megszoritasa nélkiil legyen o = (123...).. ..

Ha 3 < k < n, akkor rogzitsiink egy [-et, ahol [ ¢ {1,2,3, k}, és legyen oy = (2kl), valamint
Br = (3kl). Ha k = 3, akkor = (1).

Ekkor az akaalzl szorzat

(1k...).
Ha k = 3, akkor Bkaﬁk_lz

(123...).
Ha k > 3, akkor ﬁkaﬁk_l értéke pedig

(12k...).

Tehat a konjugdltak kiilonbdznek egyméstol, mert az akaa,gl konjugaltak képe az 1-ben nem
egyezik meg, a ByoB, ' konjugéltak képe pedig nem azonos a 2-ben, és azoa; ' # BrofB; ! is
teljesiil, mert 1-ben a képiik kiilonb&z6. Mivel a fentebb kapott konjugaltak kiilonb6zsk, ezért
a konjugaltak szama legalabb 2(n — 2), amely n-nél nagyobb, ha n > 6. Ha 0 € A,,, akkor ezek
a konjugaltak a o A,-beli konjugaltosztalyaban vannak benne.

2. eset: o diszjunkt ciklusfelbontésa csak 1 vagy 2 hosszu ciklust tartalmaz. Tehéat az altala-
nossig megszoritdsa nélkiil o transzpozicié vagy legaldbb 2 diszjunkt transzpozici6 szorzata. Ha

o egy transzpozici6, akkor az S, konjugaltosztalyanak a halmaza az Ssszes (i) transzpoziciobol

g) = n(n2—1)

all, ahol 1 <17 < j < n és ezeknek a permutacioknak a szdma ( , amely nagyobb,
mint n, ha n > 6.

3. eset: Ha o legalabb 2 diszjunkt transzpozicio szorzata, akkor o = (12)(34) .. ..

Ha 5 < k < n, akkor legyen oy = (12)(3k), Or = (13)(2k) és v, = (1k)(23).

Ekkor
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ozkaoz,;l értéke

(12)(k4),
a Bkaﬁk_l szorzat

(14)(3k)
és a *ykofyk’l szorzas utan

(24)(3k)

adodik.

Az ozkaoz,;l konjugéltak mind kiilonboéznek egymastol, mert kiilonb6z6 elemeket képeznek
4-be. A BroB, ! konjugaltjak mindegyike kiilonbozik egymastol, mert kiilonbozé elemeket ren-
delnek 3-hoz. A y,o, ! tagok kiilénbozsk, mert kiilonb6z6 elemeket rendelnek 3-hoz.

Az oot # BrofBy ! feltétel azért teljesiil, mert az 1-et kiilénbozs helyekre viszik. Az
akaalzl #* vkayk_l is igaz, mert a 2 képe kiilonb6z6 ezen konjugaltak esetén. Végiil a ﬂkaﬂk_l
és a oy, | konjugaltak sem egyeznek meg egymdssal, mert a 4 képe kiilonbozs ezeknek a
konjugaltaknak. gy megkaptuk ¢ mindegyik konjugaltjit, melyeknek szama 3(n —4), és 3(n —
4) > nigaz n > 6 esetén. [

3.5.2. Tétel. Han > 5, akkor A, egyszerd.

Bizonyitas. Korabban lattuk, hogy n = 5 esetén A, egyszeri, ezért indukciéval bizonyitjuk
n > 6-ra. Legyen N nemtrividlis normélosztd A,-ben. Ekkor N tartalmaz egységelemtol kii-
16nb6z6 konjugaltosztalyokat A,-ben. A 3.5.1 lemma alapjan barmely nem az egységelemet
tartalmazo konjugaltosztaly A,-ben legalabb n elemi, ha n > 6. Tehat a trividlis konjugaltosz-
taly és a nemtrividlis konjugaltosztaly uni6janak elemszama legalabb n + 1. Ugyanakkor meg
fogjuk mutatni, hogy ha N # A,,, akkor |N| < n.

Legyen 1 <14 < n, és legyen H; C A, az i-t stabilizal6 elemek részcsoportja, igy H; = A, ;.
H; egyszerti csoport az indukcios feltevés miatt. Az N N H; normalosztéja H;-nek a 3.1.5 tétel
alapjan, igy H; egyszeriisége miatt N N H; vagy {(1)}, vagy H; lehet. Ha N N H; = H; valamely
i-re, akkor H; C N. Mivel H; tartalmaz harmas ciklust, ezért N is tartalmaz, igy N = A, a
3.1.2 lemma miatt.

Legyen N # A,. Ekkor NN H; = {(1)} minden i-re. Ekkor minden egységelemtdl kiilonb6z6
N-beli o elemre teljesiil, hogy a {1,2,...n} halmazon nincsen fixpontja. Legyen 7 € N és
T # (1), tovabba tegyiik fel, hogy (1) = 7(1). Ekkor o '7(1) = (1), amib6l az kovetkezik,
hogy o7 '7(1) € Hy N N, tehat o~ '7 az egységelem, igy o = 7.

A o(1)-nek n—1 lehetséges értéke van: o(1) € {2,3,...,n}, igy az el6z6ek szerint, N —{(1)}
elemszama legfeljebb n — 1. Mivel 1 képe maximum n-féle lehet, ezért |N| < n. Mivel kordbban

belattuk, hogy |N| > n+ 1, ezért ellentmondast kaptunk. Tehat N = A,,, azaz A, egyszert. [
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3.6. Az A, egyszeriiségének bizonyitasa harmas ciklusok konst-
rualasaval

Ebben az alfejezetben megmutatjuk, hogy az A, normalosztdja tartalmaz harmas ciklust,

igy a 3.1.2 lemma miatt megegyezik A,-nel.

3.6.1. Tétel. Ha n > 5, akkor A, egyszeri.

Bizonyitas. Legyen N < A, egy nemtrivialis normaloszt6é. Megmutatjuk, hogy N tartalmaz
harmas ciklust. Legyen o egységelemtdl kiilonb6z§ eleme N-nek.

Irjuk fel o-t diszjunkt ciklusok szorzataként a kévetkezGképpen :
O =T1Ty...Tk,

A fenti felirdsban a m;-k felcserélhet6k, hiszen diszjunktak, tovabba az 1 hossza ciklusok el-
hagyhatoak anélkiil, hogy a permutacié megvaltozna. A tovabbiakban aszerint csoportositjuk
az eseteket, hogy az ezutan megmaradt ciklusok milyen hossztiak lehetnek.

1. eset: Létezik olyan m;, amelynek a hossza legalabb 4. Legyen ez m;. Jeloljiik ennek a

hosszéat r-rel. Nyilvan feltehetd, hogy:
m=(12...7)
Legyen ¢ = (123). Ekkor pop~! € N, mert N zart a konjugélasra, igy
<pag0’1 = gmrlgo’lwrg(p’l o <p7rk<p’1

A fenti felirasban ¢! felcserélhets a 7o, . . . 1, elemekkel, mert diszjunkt téliik. Igy azt kapjuk,

hogy
gpagp’l = gmrl(p’lﬂg c T
Mivel mg ... 7, = ﬂflo, ezért,
30090_1 = gmrlgp_lwl_la.
Behelyettesités utan adodik a kovetkezé felirés:
(123)(123...7)(132)(r...321)0.
A korabbiak alapjan:

pop™! = (124)0,
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tehat pop~to™t = (124). Mivel 0 € N, igy pop o™t € N, tehat (124) € N, ami azt jelenti,
hogy N tartalmaz harmas ciklust.
2. eset: Minden 7; hossza legfeljebb 3 és legalabb 2-nek a hossza pontosan 3. Az altalanossag
megszoritasa nélkiil valaszthatjuk mi-et és mo-t a kovetkezGképpen: m = (123) és mo = (456).
Legyen ¢ = (124). Ekkor:

o = pme omp omap Tt L pmpp !

Ebben a felirasban ¢! felcserélhets a s, ... 7, elemekkel, mert ezek mindegyikétsl diszjunkt.
Ekkor

~1 -1 ~1 -1

YOY T = QTP P T3...Tk = QUM T3 ... T
Mivel 73... 7, = 7, ‘7] ‘o, igy
1_—1

-1 1 -1 _—
pop = QmTep Ty Ty 0.

Ha ebbe behelyettesitiink, akkor
pop ! = (124)(123)(456)(142)(654)(132)0
adodik. A miiveletek elvégzése utan kapjuk, hogy:
poptom! = (12534).

Mivel pop~to™! € N, igy (12534) € N adodik. Erre az elsé esetet alkalmazva azt kapjuk,
hogy:

wop toT! = (124)(12534)(421)(43521) = (154).

Tehat ebben az esetben is tartalmaz N harmas ciklust.
3. eset: Pontosan egy m; létezik, amelynek a hossza 3, és a tOobbi hossza legfeljebb 2. Az

altalanossag megszoritasa nélkiil legyen m; = (123) és a tobbi m; 2-es ciklus. Ha a
02(123)'7T2'...'7Tk

kifejezést négyzetre emeljiik, akkor a méasodrendii elemek négyzete 1, és 0> = 77 = (132) € N
adodik, tehat N-ben van harmas ciklus.

4. eset: Minden m; 2-ciklus. Legyen m = (12) és mo = (34), valamint legyen ¢ = (123).
Ekkor

pop Tt = pmmp T ins. .. Ty
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mert ¢! felcserélhets s, . .. m, mindegyikével. Igy kapjuk a
wopt = (123)(12)(34)(132)(34)(12)0
eredményt. Ebbdl:
pop~lo™! = (13)(24),

tehat (13)(24) € N teljesiil.
Most erre a kovetkez6t alkalmazzuk:
Legyen ¥ = (135).
Ekkor

(13)(24)W(13)(24)@ 1 = (13)(24)(135)(13)(24)(153),
amely ugyanaz, mint
(13)(24)¥ (13)(24)¥ ! = (13)(135)(13)(153).
Ekkor
(13)(24)¥(13)(24) ! = (135),

igy N tartalmaz harmas ciklust.
Tehat azt kaptuk mind a négy esetben, hogy NV tartalmaz hdrmas ciklust, igy a 3.1.2 lemma
alapjan N = A,,. O

3.7. Az A, egyszeriiségének bizonyitasa normalizatorok se-
gitségével
A kovetkezd lemmat az 5. bizonyitasban alkalmazzuk.

3.7.1. Lemma. Han > 5, akkor S, egyetlen nemtrividlis normdlosztdja az A, €s ez az eqyet-

len 2 indextd részcsoportja S, -nek.

Bizonyitas. Legyen N nemtrividlis normalosztoja S,-nek. Megmutatjuk, hogy A, C N, igy
N = A,, vagy N = S,,. Legyen o egységelemtdl kiilonb6z6 elem N-ben. Ekkor létezik olyan
i€ {1,2...,n}, amelyre (i) # i. Valasszunk egy j elemet az {1,2,...,n} halmazbol agy, hogy
Jj#1iésj#o(i). Legyen 7 = (ij). Ekkor

oro it = (a(i)a(5)(if)
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Itt (i) # o(j), mert i # j. A oo 177! nem egységelem, ezért o és 7 egymaéssal nem foleserél-
het6k. A o707 177! elem N-beli, mert o és 0! konjugaltja is benne van. Ha o (i) és o(j) egyike
sem egyenld i-vel és j-vel, akkor a két ciklus diszjunkt és igy (ab)(cd) szerkezetd. Kiilonben a
két ciklusnak van egy darab kézos eleme és igy szorzatuk egy harmas ciklus. N normaéloszto, igy
teljes konjugaltosztalyokat tartalmaz. Ha kett6 permutacionak megegyezik a ciklusszerkezete,
akkor azok konjugaltak S,-ben. Ekkor a 3.1.2 lemma miatt A,-t az ilyen tipusi permutaciok
kigeneraljak, tehat N tartalmazza az alternalé csoportot.

Mivel a 2 indext{i részcsoportok norméalosztok, és mert belattuk, hogy S, egyetlen nemtrivi-
alis normalosztoja A, igy A, az egyetlen 2 indext részcsoport is. [

Most definidljuk a normalizator fogalmat, melynek segitségével ijabb bizonyitast kaphatunk

A, egyszeriiségére.

3.7.2. Definicié. Legyen H részcsoportja a G csoportnak. Ekkor azoknak a g € G elemek

halmazat, melyekre gH = Hg, a H részcsoport G-beli normalizatoranak nevezziik.
3.7.3. Tétel. Ha n > 5, akkor A, egyszeri.

Bizonyitas. Legyen N nemtrividlis normaloszté6 A,-ben. A 3.7.1 lemma miatt N nem nor-
maloszto S,-ben. Mivel N részcsoportja A,-nek, és A, részcsoport S,-ben, igy N részcsoport
Sp-ben igaz, mert a részcsoportnak lenni tulajdonsag tranzitiv. Tehat a normalizator definicioja
alapjan, és mivel a normalizator a legnagyobb olyan részcsoport, amiben N normaloszto, igy

az
A, = Ng,(N)

eredményhez jutunk.

Legyen 7 tetszbleges transzpozicio. Ekkor 7 ¢ Ng, (N), igy TN7 1 # N. A 7N7~! részcso-
portja A,-nek, mert tetszéleges elemmel valé konjugalas automorfizmust eredményez. A 3.1.5
tétel miatt teljesiil, hogy N - 7TNT~! részcsoportja A,-nek. Az el6z6ek alapjan a kovetkezdk

teljesiilnek:
NNTNt'c Nc N-tN7t1 C A,.
Szeretnénk igazolni, hogy barmely S,,-beli 7 transzpozici6 esetén:
(3.1) NN7TN7t<aS,, N-7N7'<S,.
Ha ugyanis ezt belattuk, akkor a tétel konnyen adodik, ugyanis a 3.1-bél a 3.7.1 alapjan:

(3.2) NNn7Nt'={1)}, N-7N7 ' = A,
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barmely 7 € S, transzpozici6 esetén. Az A, elemszama:
|A,| = [NTNT7Y = |N|.
Tudjuk, hogy |S,| =2 - |A,|, és |S,| = nl, tehat
nl =2|NJ?

Ha n > 5, akkor az n! értéke 8-cal oszthato. Ez pedig azt jelenti, hogy N elemszama paros, azaz
N-nek létezik olyan o eleme, amely masodrend(i. Ekkor o diszjunkt kettes ciklusok szorzata.

Legyen p olyan transzpozicio, amely o diszjunkt ciklusfelbontasaban szerepel. Ekkor
oc=popt € NNpNpt

Tehat N N pNp~! legalabb kételemi, de N N pNp~! trividlis a 3.2 miatt, igy ellentmondést
kaptunk. Ez tehat igazolja a tétel allitasat.

Az maradt hatra, hogy megmutassuk, a 3.1-ben szereplé mindkét részcsoport normalosztd
Sp-ben. Ha a 3.1-ben szerepl6 részcsoportokrol meg tudjuk mutatni, hogy a normalizatoruk 5,,,
akkor abbol mar kovetkezik, hogy norméalosztok is S,-ben.

Elsszor vizsgaljuk meg a N N 7N7~! részcsoportot. Ezt 7 normalizalja, mert
r(NNTNt Yt =7Nr ' NN 2 =7N7 ' N N.
Utobbi egyenléség azért teljesiil, mert 7 transzpozicio, és transzpoziciok négyzete 1. Igy:
NNrtNtt=7Nr"1nN.

Most legyen 7 € A, tetszéleges elem. Ekkor tNw—! = N teljesiil. Most 7 N7~ 1-t konjugaljuk

m-vel, és 77 1-gyel szorozzuk balrol és jobbrol. Ekkor

(3.3) r(rNt Dt =r(rar)N(r v ir)rt = 7N7 !

1 1

adodik. Ekkor az utolsé egyenléség igaz, mert a 77 1m7 és a 7717 7 elemek egymés inverzei.

Kovetkezésképpen
af(NONTNt Dt =aNr'NnerNt izt = NnrN7 1,

tehat A, normalizadlja NN7N7~1-t. Tehat a normalizator tartalmazza S,-t az 1.1.20 tétel miatt.
Most nézziik meg az N - TN7~1 részcsoportot. Vegyiink ebbél a csoportbdl egy elemet,

példaul a

0= 01ToT
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elemet, ahol 01,00 € N. Mivel N < A,,, igy
ro7 !t = 101707 % = 701700 € TNT ! N.
Ha N - 7N771-t konjugéljuk 7-val, akkor
7(N-7TNt Y7t =7N7'. N

adodik.
Mivel

N-tNt'=7N771.N

nyilvan teljesiil, ezért 7 normalizélja a N - TN7~! részcsoportot.
Most vegyiink egy 7 € A, elemet. Annak megmutatisara, hogy 7 normalizalja N -7 N7~ 1-t,

vegyiik o-t gy, mint az el6bb. Ekkor

1

o 7T0'17T_1

m(rogr Dt

Az els6 tényezé N-beli, mert o € N. A masodik tényez6 eleme a w7 N7~ 7~ halmaznak,
amelyrsl lattuk, hogy megegyezik 7 N7~ '-gyel a 3.3 miatt. Igy ennek a részcsoportnak is S, a

normalizatora a 1.1.20 tétel alapjan. [
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4. fejezet

Maximalis elemrend a véges elemszamu

szimmetrikus csoportban

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk a [7] cikket feldolgozva, hogy mekkora lehet S,-ben a

permutacié maximalis elemrendje.

4.1. Bevezetés

4.1.1. Definici6. Legyen G tetsz6leges csoport. Egy g € G elem rendje a g kiilénb6z6 hatva-

nyainak a szama.

4.1.2. Megjegyzés. Egy permutdcid rendje S,-ben a diszjunkt ciklushosszak legkisebb kozos

tobbszordse.

4.1.3. Definicié. Legyenek f és g tetszéleges fliggvények, ahol g # 0. Azt mondjuk, hogy f

x
aszimptotikusan egyenlé g-vel, azaz f ~ g, ha xh_{glo % =1.

Jeloljiik az S,-beli permutaciok maximalis rendjét G(n)-nel. A fejezet célja annak megmu-

tatésa, hogy
(4.1) InG(n) ~vn-Inn.
A 4.1 bizonyitasdhoz felhasznaljuk a primszamtételt:

4.1.4. Tétel. Legyen = pozitiv egész szam. Jeldlje w(x) az x-ig terjedd primszamok szdmdt.
Ekkor

23



4.2. Adott rendi permutacidk és a primtényezds felbontas

kapcsolata

Vizsgaljunk egy S,-beli m-rendt permutédciot. Legyen az m primfelbontésa []}_, q;.
A 4.1.2 megjegyzéshen szerepelt, hogy egy 9,-beli permutacié rendje a diszjunkt ciklus-
hosszak legkisebb kozds t&bbszorose, amely jelen esetben H‘;Zl q;j =m.

Most definidlunk egy S fliggvényt, amit még késébb hasznélni fogunk.

4.2.1. Definicié. Legyen az S pozitiv egész szamokon értelmezett fiiggvény, amelyre S(1) = 1

és m > 1 esetén S(m) = Y_°_, ¢}, ahol [[’_, ¢’ az m szam primfelbontésa.

Az S(m) definicioja miatt sziikséges, hogy legyen legalabb S(m) darab kiilonb6z6 elem, amelyet
felhasznalhatunk egy permutacié megkonstrudlasidhoz. Azt szeretnénk tehat megmutatni, hogy
nem tudunk m-edrend( elemet létrehozni S(m)-nél kevesebb kiilonb6z6 elem felhasznélasaval.

Ebben a koévetkezd lemma segit nekiink.

4.2.2. Lemma. Legyenek aq,...ay pozitiv eqész szamok, és legyen m a legkisebb kozds tobb-
szorisiik. Ekkor S(m) < S2F_ a;.

Bizonyitas. Indirekt modon tegyiik fel, hogy [a1,...ax] = m és S(m) > Zle a;. Vegyiink
minimalis ellenpéldat, azaz legyen Zle a; minimalis.

A bizonyitast tobb lépéshen végezziik el.

1. 1épés: Az aq,...ay kifejezések egyike sem 1. Ha az a;-k kozott szerepelne az 1, akkor
azokat az a; kifejezés(ek)et elhagyhatjuk, igy kapunk egy olyan ay, . .. a; sorozatot, amelynek az
osszege kisebb, mint Zle a;, de tovabbra is m az aq, . . . a; szdmok legkisebb kdzos tobbszorose.
Ez ellentmond a minimalitasnak.

2. lépés: Minden a ... a; kifejezés primhatvany. Ha ez nem teljesiil, akkor létezik olyan a;
kifejezés, példaul a;, amelyet felirhatunk két relativ prim, s és t szorzataként, ahol s,¢ > 1.
Feltehetjiik, hogy t > s. Ekkor:

s+t<2-t<s-t

Tehat aq torlésével, valamint ¢ és s beszurasaval kapnank egy 1j sorozatot kisebb Osszeggel,
viszont a legkisebb kozds tobbszoros tovabbra is m, amely ugyanaz, mint a; ... a; legkisebb
k6z0s tobbszorose. Ez is ellentmond a minimalitasnak.

3. lépés: Végiil megmutatjuk, hogy az a; ...a; kifejezések kiilonb6z6 primhatvanyok. Ha

a; és a; azonos primnek a hatvanya, akkor a kisebb elhagyasaval kapunk egy 1j sorozatot,
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amelynek az 6sszege kisebb, de a legkisebb kézos tobbszords mégis megegyezik ay . . . ax legkisebb
kozos tobbszorosével. Ebbél az kovetkezik, hogy Zle a; = S(m). Tehat ebben az esetben sem
talaltunk ellenpéldat. U

4.2.3. Allitas. S,-ben létezik m-edrendi elem, ha S(m) < n.

Bizonyitas. Vilagos, hogy Sg(m)-ben van m-rend( elem, és ekkor S(n)-ben is van ilyen elem
minden n > S(m)-re.
Ha S,-ben van m-rendi elem, és ennek a ciklusfelbontéasa (ay, . .. ax), akkor egyrészt Y " | a; <

n, masrészt [ay, . ..a,] = m miatt a 4.2.2 lemma alapjan:

n > Zai > S(m).
i=1

4.3. F(n) és G(n) kozotti 6sszefiiggések

Az aldbbiakban bevezetjiik a P-t, és az F'(n) fliggvényt, amelyeket késébb hasznalni fogunk.
Az F(n) olyan fiiggvény, amely kénnyebben kezelhet6 a G(n) fiiggvénynél, valamint igazolni
tudjuk, hogy
InG(n) ~1In F(n).

4.3.1. Definici6. Legyenek py, ... p, kiilonb6z6 primek. Ekkor legyen P olyan, hogy

n
Z Di S n,
=1

és a,
m+...+pp+P>n

feltételek teljesiilnek, ahol P kiilonbozik py, ..., p, mindegyikétsl.

4.3.2. Definicié. Legyen F'(n) pozitiv egész szamokon értelmezett fiiggvény, amelyre F(1) =

F(n):Hp.

p<P

1, és n > 1 esetén

A kovetkezd két lemma a 4.3.5 tétel bizonyitésa soran keriil felhasznalésra.
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4.3.3. Lemma. Legyen qi,...,qs G(n) dsszes primosztdja, valamint legyen P a legnagyobb
olyan prim, melyre a P-nél kisebb primek dsszege nem haladja meg n-t, tovdbbd legyen F(n) a

P-nél kisebb primek szorzata. Fkkor

Zlnqj <24+ InF(n)+InP.

=1

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy az =/ In(z) fiiggvény n6vés, ha = > 3, mert a derivaltja pozitiv.
Ha 3 < a < b, akkor 2% < % < 2 is teljesiil és igy (a/In(a)) - (In(b)) < b, és a < (b/In(b)) -
(In(a)) teljesiilnek. Vegyiik észre, hogy P legalabb 3, kivéve az n = 1 esetet, amikor a lemma
nyilvanvaloan igaz. Ilyenkor P = 2. Legyenek ¢, ...q;_1 olyan primek, amelyek osztoi a G(n)-
nek, tovabba nem haladjak meg P-t. Legyenek pq,...p, olyan P-t meg nem halad6 péaratlan
primek, amelyek nem osztéi G(n)-nek. fgy a p1,...pr qi, ... @1 lista tartalmaz minden P-t

meg nem halad6é primszamot pontosan egyszer, kivéve esetleg a 2-t. Mivel

qu <S(Gn)<n< ) p,

p<P

teljesiil, ezért arra kovetkeztethetiink, hogy

Z g <2+ sz’
=t =1

Az esetleg hidnyzo6 2-est a fentebbi kifejezés jobb oldalan potoljuk ki. Mivel 3 < p, < P < g;,
igy (P/In P)(Ing;) < q; és p; < (P/In P)Inp;. Igy a kdvetkez becsléseket kapjuk:

S T

Zlnqj<2q] E§M2+z:pl _lnP 2+ E i lnpl<2+i1np,~

i=1

amibol
Zlnqj <2+ Zlnpi.
j=t i=1

Ha a fenti egyenl6tlenség mindkét oldalahoz hozzaadunk Z;;ll In g;-t, akkor azt kapjuk, hogy

s t—1 T
Zlnqj < 2+Zlnqj—|—21npi =24+In(p1...pr @1 Q1)
j=1 j=1 i=1

tehat

Zlnqj <24+mnF(n)+nP,
j=1

ahogyan a lemméaban allitottuk. [
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4.3.4. Lemma. Legyen q primszam, e > 1 egqy egész szam, és P a legnagyobb olyan prim,

melyre a P-nél kisebb primek dsszege nem haladja meg n-t. Ha G(n) oszthato q¢°-vel, akkor

q° < 2P és q < V2P.

Bizonyitas. Ha tudjuk, hogy ¢¢ < 2P, akkor a masodik allitds mar kovetkezik, hiszen ekkor
q < V2P, és itt e > 1 miatt /2P < /2P. Tehat elegendé bizonyitanunk az els6 egyenlétlen-
séget. Legyen @) a legkisebb prim, amely nem osztja G(n)-t. Ekkor minden @-nal kisebb prim
osztja G(n)-t, amelyeket rendre ¢y, .. ., gs-sel jeloliink. Ezeknek a primeknek a szorzata osztja
G (n)-t. Ebbél az kovetkezik, hogy az osszegiik legfeljebb n. Igy Q < P a P definicioja alapjan.
Igy elegendé azt megmutatnunk, hogy ¢¢ < 2Q.

Indirekt tegyiik fel, hogy ¢° > 2Q), és legyen N olyan egész szam, amely teljesiti a QV 1 <
q < QV feltételt. Vegyiik észre, hogy ilyen N valaszthato, mert ¢ | G(n), de Q 1 G(n). Igy
teljesiil a ¢ < QN < qQ feltétel. Legyen m = (QV/q) - G(n). Ekkor m > G(n) és

S(m) = S(G(n)) +(Q" + ¢ —¢)

Megmutatjuk, hogy a (QV + ¢°~1 — ¢°) kifejezés értéke negativ.
Ha g < Q, akkor N = 1, tovabba a ¢¢ > 2@ indirekt feltevés miatt:

Ha ¢ > @ , akkor
QV+¢ ' =" <qQ -3¢ (g-1)<qQ —qlg—1) <qQ —qQ <0

Osszességében
S(m) < 5(G(n)) <n,

és mivel m > G(n), ezért S(m) > n. Ez ellentmondast eredményez, tehat ¢¢ < 2P teljesiil. O

4.3.5. Tétel. Legyen P, mint eddiq is, a legnagyobb olyan prim, melyre a P-nél kisebb primek
dsszege nem haladja meg n-t, és legyen F(n) a P-nél kisebb primek szorzata. Ekkor In F(n) ~
InG(n) teljesil.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy F'(n) < G(n), mert S,-ben van F'(n) rendi elem, hiszen
pr+pet...tpe1Sn

ahol p;-k a ciklushosszakat jelolik, tovabba
pLop2 .. pre1 = F(n).
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Legyen [];_, ¢;’ a G(n) primfelbontasa. Ekkor In G/(n) felirhato a kivetkezs alakban:

> g
j=1

Ezt az Osszeget az e; értéke szerint csoportositjuk gy, hogy az egyik részosszegben e; = 1, mig
a masikban e; > 1. A 4.3.3 lemma miatt az els§ részosszeg legfeljebb 2 + In F'(n) + In P, mig
a 4.3.4 miatt a masik részosszeg minden tagja legfeljebb In 2P, amelybdl legfeljebb v/2P darab
van. Igy a kovetkezé dupla egyenlstlenséget kapjuk meg:

InF(n) <InG(n) <2+ImF(n)+InP+ V2P(In2P)

A fentebbi dupla egyenl6tlenségben minden egyes tagot In F'(n)-nel osztunk, és ezeknek a ha-
tarértékét vizsgaljuk meg az F(n) fiiggvényében. Késsbb latni fogjuk, hogy

P ~InF(n).
Ekkor létezik olyan ¢ pozitiv konstans, hogy
InF(n)>c-P.

Innen az koévetkezik, hogy
1
InP < In(--InF(n)).
c

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy:

, In P . In(t-mnF(n)) - In(})+Inln F(n)
lim ——— < lim ————F = lim <

n—oo In Fi(n) ~ n—soo  InF(n) n—00 In F'(n)

A fentebbi egyenlétlenség jobb oldalanak hatarértéke 0, mert a szamlaloban logaritmus logarit-
musa és egy konstans érték taldlhatd, amelynek nagysagrendje kisebb, mint a logaritmusnak.
Mivel a bal oldalon 2 pozitiv érték hanyadosa szerepel, igy

r In P
w00 In F ()

Most megvizsgaljuk a
V2P(In2P)
In F'(n)

kifejezés hatarértékét. A kovetkezSképpen becsiilhetjiik feliilr6l ezt a hatarértéket:

lim V2P(In2P) < lim \/% i F(n) - ln(%) i \/% VinF(n)-lnln F(n)

nooo  InF(n) ~ ase In F'(n)
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Mivel
Inln F(n) < v/In F(n)

teljesiil, ezért
3/4
L Fm)Y
n—oo  In F(n)

Mivel a bal oldalon két pozitiv érték hanyadosa talalhato, ezért

. V2P(In2P)
lim —————=

=0.
n—oo In F(n)

Nyilvanvalo, hogy
2

y
nS0o In F ()

Tehat azt kapjuk, hogy

| < lim InG(n) <1,
n—oo In F'(n)

amely azt jelenti, hogy In G(n) ~ In F'(n), igy a bizonyitandé tételt kaptuk meg. [J

4.4. A maximalis elemrend aszimptotikus becslése

Ebben az alfejezetben az a célunk, hogy bebizonyitsuk a 4.1 Gsszefiiggést. Az el6z6 alfeje-
zetben definialtuk az F'(n) fiiggvényt és a P-t. A p szokasosan egy primet jelol.
Jelolje A(x) azon primek Osszegét, amelyek értéke legfeljebb x:

Al) = p,

p<z

Legyen

0(x) = Z In p.

p<z
Ekkor A(P—1) <n < A(P) ésInF(n) =6(P —1).
A kovetkezs becslések igazak A(z)-re és O(x)-re a primszamtétel miatt:

SC2

Ax) ~

2-Inx
és
O(x) ~x

Lassuk a méasodik allitast kiilon is, melyet a teljesség igénye nélkiil bebizonyitunk.
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4.4.1. Allitas. 0(z) ~ x
Bizonyitas. A 7w(z), 0(x) és a Stieltjes-integral definicioit figyelembe véve:
O(x) = /I Int d(m(t))
1
Erre parcialis integralast alkalmazva azt kapjuk, hogy
O(z) =Inz-m(r) — /x m(t) dt.
2
A primszamtétel miatt igaz az alabbi becslés, ahol C' egy konstans:
/ dt < C- / — dt
2

Ezt felirhatjuk két darab integral osszegeként a kovetkezSképpen:

/—dt / npdt [ g
Int 9 In vz Int

Ezt az 6sszeget feliilr6l tudjuk becsiilni az integralkozelits Gsszeg segitségével a kovetkezd mo-

don:

/\/5 ! dt+/$ L dt < (Vx —2)- ! — + (2 — V) L <p. 2
— — x_ x_ l’- " —_—
5 Int vz Int Inyz — Inx

ahol D egy konstans érték.

Most megnézziik a

ﬁ__+2_m_2'\/5

In2 In2 Inx Inx

lim —
Tr—r00 —_—
Inx

hatarértéket. Konnyen lathato, hogy ennek a kifejezésnek a hatarértéke 2, amelybdl azt vessziik

1
| <o
9 Int

észre, hogy

Igy az

értéke feliilrsl korlatos.
Ha a

0(x) = /11’ Int d(n(t))

kifejezést osztjuk x-szel, akkor azt kapjuk, hogy

() Inz-w(z) 2-C

i T T
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Mivel 7(x) ~ =, ezért

lim M =1,
r—o00 I

ami a 0(z) ~ x allitast bizonyitja. O

4.4.2. Allitas.

In F(n) ~ vn-lnn.

Bizonyitas. Mivel In F'(n) = 6(P — 1) és P ~ P — 1 teljesiilnek, ezért P ~ In F'(n) is igaz.

Igy elegends annak megmutatasa, hogy

P~+vn-lnn.

Mivel A(z — 1) ~ A(x), ezért
P2
2 P "
Ha P nem aszimptotikusan egyenlé v/n - Inn-nel, akkor az aladbbi 2 egyenlGtlenség koziil

végtelen sokszor teljesiil valamelyik egyenlGtlenség valamilyen e esetén:
P<(1—¢€)Vn-Inn, P> (1+¢€)Vn-Inn.

Mivel az £- fiiggvény novekvs = > /e esetén, ezért

P? < (1—€)? n-lnn
InP = In(l—¢€)+2%-In(n-Inn)

gy azt kapjuk, hogy

P? < (1—¢)?-Inn
2n-InP ~ 2-In(l—¢)+Inn+Inlnn’
tehat P2
Ao mp
és

1—e)?-1
lim (1= lnn

= (1—¢).
nso02-In(l —€)+Inn+Inlnn ( €)

Tehat azt kaptuk, hogy
1<(1—¢)?

igy ellentmondéast kaptunk ebben az esetben.
Nézziik meg, hogy mit kapunk a masik egyenlGtlenség esetén.

Ekkor
P? S (1+€?*-n-lnn

InP = In(l+€)+3-In(n-Inn)’
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amibd6l azt kapjuk, hogy

P? S (1+¢€)*-Inn
2n-InP ~ 2-In(l1+¢€)+Inn+Inlnn’

A kapott eredmények:
P2
lim ——— =1
w00 2 - In P
és
(1+¢)*-Inn
im
n—oo 2-In(l+¢€)+Inn+Inlnn

= (1+¢)?

amibdl azt kapjuk, hogy
1> (1+¢)?,

ami nem igaz, igy ellentmondésra jutottunk.

Igy azt kaptuk, hogy

P~+vn-lnn

Mivel P ~ In F'(n), ezért In F'(n) ~ vn - Inn is teljesiil, és igy a 4.3.5 tétel miatt
InG(n) ~ vn-lnn,

amely éppen a 4.1-ben szerepld allitas. [

4.5. G(n) kiszamitasa adott n esetén

Kis n értékekre G(n) kiszamitasa egyszert. Tudjuk, hogy minden permutaci6 felbonthato

diszjunkt ciklusok szorzatara S,-ben és a permutacié rendje a ciklushosszak legkisebb k6z6s

tObbszorose. Ezt hasznédljuk fel, amikor kiszamoljuk a lehetséges elemrendeket S,-ben. Fel-

bontjuk az n-t pozitiv egész szamok Osszegére és minden egyes felbontas esetén kiszamoljuk

az Osszegben szerepld tagok legkisebb kozos tobbszorosét. Ezen legkisebb kézos tobbszorosok

maximuméat G(n)-nel jeloljiik. A kovetkez6 tablazat azt mutatja, hogy mekkorak G(n) értékei,

és megadja a permutaciok megfelels ciklushosszait is. A tablazatban p(n) az n particidinak a

szamat jeloli.
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n | p(n) | G(n) ciklushossz
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

4 5) 4 4

> 7 6 2,3

6| 11 | 6 1,2, 3 vagy 6
71 15 | 12 3.4

8| 2 | 15 3,5

9| 30 | 20 45

10| 42 | 30 2.35

11| 56 | 30 | 1,2,3,5 vagy 5,6
12 | 77 60 3,4.5

13| 101 | 60 1,3,4,5
14| 135 | 84 3.4,7

15 176 | 105 3,5,7

16 | 231 | 140 45,7

171 297 | 210 2,3,5,7
18 | 385 | 210 | 1,2,3,5,7 vagy 5,6,7
19 | 490 | 420 3,457
20 | 627 | 420 1,3,4,5,7
21 | 792 | 420 3,4,5.7
22 | 1002 | 420 3,457
23 | 1255 | 840 3,5,7,8
24 | 1575 | 840 1,3,5,7.8
25 11958 | 1260 4,5,7,9
26 | 2436 | 1260 1,4,5,7,9
27 | 3010 | 1540 4,5,7,11
28 | 3718 | 2310 2,3,5,7,11
29 | 4565 | 2520 5,7,8,9
30 | 5604 | 4620 3,4,5,7,11
31 | 6842 | 4620 1,3,4,5,7,11
32 | 8349 | 5460 3.45,7,13
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n | p(n) G(n) ciklushossz

33| 10143 | 5460 1,3,4,5,7,13
34| 12310 | 9240 3,5,7,8,11
35| 14883 | 9240 1,3,5,7,8,11

36 | 17977 | 13860 4,5,79,11
37 | 21637 | 13860 1,4,5,7,9,11

38 | 26015 | 16380 4,5,7,9,13
39 | 31185 | 16380 | 1,4,5,7,9,13
40 | 37338 | 27720 5,7,8,9,11
41| 44583 | 30030 | 2,3,5,7,11,13
42 | 53174 | 32760 5,7,8,9,13

43| 63261 | 60060 | 3,4,5,7,11,13
44 | 75175 | 60060 | 3,4,5,7,11,13
45| 89134 | 60060 | 3,4,5,7,11,13
46 | 105558 | 60060 | 3,4,5,7,11,13
A7 | 124754 | 120120 | 3,5,7.8,11,13
48 | 147273 | 120120 | 1,3,5,7.8,11,13
49 | 173525 | 180180 | 4,5,7,9,11,13
50 | 204226 | 180180 | 1,4,5,7,9,11,13
51| 239943 | 180180 | 4,5,7,9,11,13
52 | 281589 | 180180 | 4,5,7,9,11,13
53 | 329931 | 360360 | 5,7,8,9,11,13
54 | 386155 | 360360 | 1,5,7,8,9,11,13
55 | 451276 | 360360 | 2,5,7,8,9,11,13
56 | 526823 | 360360 | 3,5,7,8,9,11,13
57 | 614154 | 471240 | 5,7,8,9,11,17
58 | 715220 | 510510 | 2,3,5,7,11,13,17
59 | 831820 | 556920 | 5,7.8,9,13,17
60 | 966467 | 1021020 | 3,4,5,7,11,13,17

A tablazatban szereplé maximaélis elemrendeket Maple szamitogépes program segitségével sza-
mitottuk ki, amely lentebb szerepel. A maximalis elemrendhez tartozo6 ciklushosszakat a prim-
felbontasok segitségével hataroztuk meg:

with(combinat):

for n from 1 to 60 do

[:=1:
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p := partition(n):

for i from 1 to numbpart(n) do

if ilem(p[i][j] $ j = 1..nops(p[i])) > 1
then [ := ilem(p[é][j]) $ j = 1..nops(pli]))
fi:

od:

print([n, numbpart(n), ]);

od:

4.6. Erdekességek a particiofiiggvényrsl

Befejezésiil a [2] forras alapjan kimondunk egy aszimptotikat a kordbban mar hasznélt

particiofiiggvényre.

4.6.1. Definicié. Legyen n pozitiv egész szam. Ekkor n particiéin az n pozitiv egészek Ossze-

geként torténd kiilonbozé elGéallitésait értjiik az egytagu Osszeget is beleértve.

4.6.2. Megjegyzés. Két particiot azonosnak tekintink, ha csak az 6sszeadandck sorrendjében

térnek el eqymadstol.

A kovetkezd tételben a particiok szamara vonatkozo aszimptotikus egyenlGséget irunk le bizo-

nyitas nélkiil.

4.6.3. Tétel. Legyen p(n) az n particidinak szima. Ekkor

C_ed\/ﬁ

p(n) ~ ——,
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