Bevezetés

Jelen dolgozatban az tugynevezett Klein-megfeleltetés néhany tulajdon-
sagaval foglalkozom, azokat bizonyitom be. Ez a megfeleltetés a harom
dimenzids véges projektiv tér egyenesei és az 6t dimenzids véges projektiv
tér egy részhalmaza - nevezetesen egy hiperbolikus kvadrika pontjai - kozott
teremt egy-egy értelmi megfeleltetést. Az ehhez felhasznalt kozismert
tételeket és definiciokat az elsd fejezetben ismertetem. A f6 segédeszkozt
a Pliicker-kooordinatazast, amely konkrétan megadja a megfeleltetést,
a méasodik fejezetben targyalom részletesebben. TItt definidlom magat a
Klein-megfeleltetést is. Az utolso6, harmadik fejezetben gyiijtém Ossze és
bizonyitom a megfeleltetés néhany tulajdonsigat. Végezetiil szeretnék
koszonetet mondani témavezetémnek Dr. Kiss Gyorgynek, aki a dolgozat
irdsa soran szamos tanaccsal, észrevétellel segitette a munkamat.



I. fejezet
Bevezet6 tételek, fogalmak

Ez egy Osszefoglaldo rész, a bizonyitasokat itt nem részletezziik, azok
megtalalhatoak a Kiss-Szényi: Véges geometridk cimd konyvben.

1.1. Definicié. Az n dimenzios Galois-tér, PG(n,q). Vegyiik a GF(q)
test folotti n 4+ 1 dimenzids vektorteret. A pontok legyenek ezen vektortér 1
dimenzids alterei, a Galois-tér k£ dimenzios alterei pedig legyenek a vektortér
k + 1 dimenzios alterei. Az egyenesek, illetve a sikok rendre a vektortér 2,
illetve 3-dimenzio6s alterei.

1.2. Tétel. Minden legalabb 3 dimenzi6és véges projektiv tér izomorf
valamely PG(n,q)-val.(Emiatt nem érdemes az axiomatikus definicioval
foglalkozni.)

1.3. Tétel. A PG(n,q) projektiv tér altereire igazak az alabbiak:

a tér pontjainak a szama:
(@ =1/(a-1)

az m dimenzios alterek szama:

(T w-0)(TTw-1) ©<mzn-

i=n—m-+1 =1

a tér egy adott k dimenzios alterét tartalmazé m dimenzios altereinek
a szama:

n—k -

( 11 q—1>(Hq—1) 0<k<m<n-—1)

i=m—k+1 i=1



1.4. Tétel. A PG(n,q) tér tetsz6leges kollineacioja analitikus formaban
az
x+— 2’ A

alakban adhaté meg, ahol 0 a GF(q) test automorfizmusa, A pedig a test
elemeibdl képezett (n + 1)x(n + 1)-es matrix, melyre detA # 0.

1.5. Definicié. Tekintsiik a Q(z) = Y77 a;xx; kvadratikus alakot.

A PG(n,q) térben azon pontok halmazat, melyek kielégitik a Q(x) = 0
egyenletet, a ()-hoz tartoz6é mésodrendd varietasnak nevezziik.

1.6. Definicio. A varietast szingularisnak nevezziik, ha a koordinata-
rendszer valtoztatasaval elérhet6, hogy a hozza tartozo kvadratikus alak
eggyel kevesebb véltozot tartalmazzon. Ha ez nem tehet6 meg, akkor a
varietdst nem szingularisnak nevezziik.

1.7. Tétel. Nemszingularis masodrendi varietdshoz tartozo kvadratikus
alak a PG(n,q) térben az alabbi kanonikus alakok egyikére hozhato:

1. Han paros, akkor Q,,(z) = 23+ 2923+ -+ T, Tny1, €bben az esetben
parabolikus kvadrikarél beszéliink(illetve n = 2 esetén kipszeletrél)

2. ha n paratlan, akkor vagy Q,(r) = zixe + -+ + x,2,41 és ekkor
hiperbolikus kvadrikarol

3. vagy Q.(z) = f(x1,22) + 2324+ - -+ 2pTni1, ahol f egy irreducibilis,
homogén, masodfokt polinom, ekkor pedig elliptikus kvadrikarél beszéliink.



1.8. Tétel. A PG(n,q) térben

paros n esetén a parabolikus kvadrikan

(¢"=1)/(g—1)

pont van,

paratlan n esetén az elliptikus kvadrikara

n+1

(@"F +1)(¢"F —1)/(g 1),

mig hiperbolikus kvadrikara

n—1

¢z +1)(¢z —1)/(g—1)

pont illeszkedik.

1.9. Megjegyzés. Kozismert tény, hogy egy egyenes és egy masodrendi
varietds kozos pontjainak a szdma 0, 1, 2 vagy ¢+ 1 lehet. Egy egyenes és egy
mésodrendd nem-szingularis varietas kozos pontjainak a meghatérozasihoz
vezessiik be a kovetkez§ fliggvényt: A # B pontok és @), kvadratikus alak
esetén legyen

Ko6nnyen lathato, hogy minden ¢t € GF(q) esetén igaz, hogy
Qu(A+1tB) = Qu(A) +tG(A, B) + t*Qn.(B)

Tovabba,

1.10. Definicio. Egy [ egyenes a 7, nemszingularis masodrendd varietas
érintGegyenese, ha [N 7,| =1 és a 2-szelGje, ha [INT,| =2
1.11. Tetel. P € 7T, esetén

ha @ ¢ 7,, akkor G(P,Q) = 0 < PQ érintGegyenese 7,-nek
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ha Q € 7,, akkor G(P,Q) = 0 < PQ illeszkedik 7,-re , illetve
G(P,Q) # 0 & PQ szelgje T,-nek

Bizonyitas. A PQ egyenes R = P + t() pontja akkor és csak akkor van
rajta 7,-n, ha Q,(R) = 0. Mivel P € 7,, ezért

Qu(P +1Q) = tG(P,Q) + *Qu(Q).

A tG(P,Q) + t*Q,(Q) = 0 egyenlet t = 0 gyoke a P pontnak felel meg,
a G(P,Q) + tQ,(Q) = 0 egyenlet megoldasainak szama pedig 0, ¢ vagy
1, vagyis a P(@) egyenes érintGegyenes, illeszkedik 7,,-re, vagy pedig szelGje
neki.

1.12. Definicio. Legyen S véges projektiv tér, T pedig a duédlis tere.
Egy a : S — T kollineaciét korrelacionak neveziink. Minden a korrelacié
tekinthets 7' — S kolline4dcidonak is. Ha az o korrelaci6t egymadas utan
kétszer alkalmazva az S tér identikus kollinedciojat kapjuk, akkor az o neve
polaritas.

1.13. Megjegyzés. Ha o az S tér polaritasa, P egy pont, H pedig egy
hipersik, akkor a P* hipersik a P polarisa, a H* pont pedig a H po6lusa. Ha
a () pont rajta van a P“ hipersikon, akkor a kollineacio ileszkedéstartasabol
kovetkezik, hogy a P pont is rajta van a Q® hipersikon. Ebben az esetben
P és @) konjugalt pontok. Ha P rajta van a P hipersikon, akkor P
autokonjugalt pont.

1.14. Megjegyzés. Az 1.4. Tételt hasznalva leirjuk a PG(n,q) tér po-
laritdsait. Ha o polaritas, x pedig egy tetszGleges pont koordinatavektora,
akkor

(Xa)a _ (XUA)U(A—I)T _ XUQAU(A—I)T7
ahol o testautomorfizmus, A pedig egy linearis transzforméaciét megado
méatrix. Ez a kooordinatavektor ugyanahhoz a ponthoz tartozik, mint az
x vektor. Ezért létezik olyan 0 # t € GF(q) testelem melyre

tx =x7 A7(A™HT
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teljesiil minden x esetén. Ez akkor és csak akkor igaz, ha o2 az identitas és
tAT = A°. Két {5 esetet kiilonboztetiink meg.

1 o az identitas. Ekkor tAT = A, azaz t(tAT)T = A, vagyis t? = 1.
Ha q pératlan, akkor két alesetet kell megkiilonboztetni. Ha ¢ = 1, akkor
A = AT, tehat a polaritast leiré6 matrix szimmetrikus. A polaritast ebben
az esetben kozOnséges polaritasnak, vagy masképp masodrendi feliilet al-
tal meghatarozott polaritdsnak nevezziik. Az utébbi elnevezés indoka, hogy
a polaritds autokonjugalt pontjai megegyeznek az xAx? = 0 egyenlettel
meghatarozott masodrendi varietds pontjaival.

Ha t = —1, akkor A = —AT. Ebbél detA < 0 miatt kévetkezik, hogy
ilyen polaritas csak akkor létezik, ha a tér dimenzidja paratlan. Minden pont
autokonjugalt, a polaritas neve nullpolaritas vagy szimplektikus polaritas.

Ha g paros, akkor 1 = —1, tehat A = AT. Ha a matrix f6atlojanak minden
eleme 0, akkor az el6z6 esethez hasonléan mindne pont autokonjugélt, a
polaritis neve nullpolaritids vagy szimplektikus polaritas.

Ha A = (a;;) f64tlojaban van nemnulla elem, akkor a polaritas neve pszeu-
dopolaritas. Ebben az esetben az autokonjugalt pontok hipersikot alkotnak,
mert

n+1 n+1 2
xAxT =0 & Z az? =0 & (Z aiixi) = 0.
i=1

=1

2. o nem az identitds. Ebben az esetben ¢ = s* és 0 a GF(q)
testben megegyezik az s-edik hatvanyra emeléssel. Ekkor tAT = A°, azaz
t((tAT))T = A%, vagyis t? = 1. Tehat vagy AT = A7, vagy AT = —A?. Haq
paros, akkor a két eset megegyezik. Ha g paratlan, akkor tekintsiik A helyett
a AA matrixot, ahol A a \?/\ = —1 egyenlet egy gyoke (mivel A7 = \*, és a
(—1) a GF(s?) testben s — 1-edik hatvany, ezért az egyenletnek van gydke).
Ez a métrix ugyanazt a transzformaciot adja meg, mint az A matrix, de
az AT = (A\7/X) A7 egyenletbdl (A\A)T = (MA)? kivetkezik. Tehat paratlan
q esetén is elegends az AT = A7 esettel foglalkoznunk. Ezt a polaritast
Hermite-féle vagy unitér polaritdsnak nevezziik. A polaritas autokonjugalt
pontjai megegyeznek az x° Ax? = 0 egyenlettel meghatarozott tigynevezett
Hermite-varietas pontjaival.

1.15. Tétel. A PG(n,q) térben barmely nullpolaritdshoz tartoz6 matrix
- tehat olyan, amely az analitikus felirdsban antiszimmetrikus - linearis



transzformaciokkal

0 1 0 0
-1 0 0 O 0
o 0 0 1 0

0o : =1 0 0 O

0 0 0 1
0 O 0 -1 0

alakra hozhato.

1.16. Tétel. Legyen Al, A27 Ag, A47 A5 és B17 B27 B37 B47 B5 egy
projektiv tér 6t-0t altalanos helyzetd pontja. Ekkor egyértelmien létezik
egy olyan linearis transzformacié, amely a teret gy képezi le 6nmagara
hogy az A; pontot a B; pontnak felelteti meg (1 <i <5).

A fejezet lezarasaként nézziik meg néhany tulajdonsigat a PG(n,q)
kvadrikainak.

1.17. Tétel. Legyen M maéasodrendi feliillet PG(n,q)-ban. Ekkor S
pontosan akkor szingularis pontja M-nek (azaz a tér minden pontjaval
konjugélt), ha S-en 4t nem megy 2-szelS, azaz olyan egyenes, amelynek
pontosan két kozos pontja van a feliilettel.

Bizonyitas. Ha S szingularis, akkor s’As = 0, ahol A a feliiletet
meghatarozo matrix. Ha P is illeszkedik a feliiletre, azaz p” Ap = 0, akkor
sTAp = 0 miatt (as + Bp)TA(as + Bp) = 0, tehat a teljes SP egyenes a
felilleten halad. Tegyiik fol, hogy megy S-en &t 2-szeld, legyen ez az ST
egyenes. Ekkor sTAs = 0 és tT At = 0, de ST maés pontja nincs a feliileten.
Ekkor a8 # 0 esetén (as+ St)T A(as + Bt) # 0, igy 2a3sT At # 0, azaz S és
T nem konjugéltak, azaz S nem szingularis pont.



1.18. Kovetkezmény. A szingularis pontok alteret alkotnak, ugyanis
minden S, Sp szingularis pontra 515 Osszes pontja a feliilleten van és
szinguldris, hiszen a.S7 + (355 minden ponttal konjugilt.

1.19. Tétel. Legyen M masodrendi feliilet, S pedig a szingularis pontok
altal alkotott k dimenzios altér. Legyen S” az S (projektiv értelemben vett)
n — k — 1 dimenzios kiegészits altere, tovabba M’ := M N S’. Ekkor M’
k6zonséges masodrendii felillet S’-ben, és M egy olyan kup amelynek alapja
M/, cstucsa pedig S.

Bizonyitas. Legyenek Sy € S és M’ € M’ tetsz6leges pontok. Legyen
P € M tetszéleges nem szingularis pont, amelyre P ¢ M’. Ekkor az S’
altér és a P pont altal generalt altér pontosan egy pontban(7') metszi az
S-et, dimenzié megfontolasok miatt. Legyen M := TP N S'. Ekkor M
egyértelmiden létezik, P illeszkedik az T'M egyenesre, tehat M egy kiap. Ha
egy M-beli P pont kozonséges, akkor P-n at megy 2-szeld, legyen a masik
metszéspont a P;. Ehhez a P, P-hez létezik az el6bbiek szerint az S-beli
T, illetve az M'-beli M;. M = M; nem teljesiilhet, ugyanis kiilénben az
M, T, T, sikban a PPi-en 1év6 Hp eleme lenne M-nek, ami lehetetlen, mivel
MM, 2-szels, és < S, PP, > NS" = M M,. Tehat M’ kozonséges. Kell még,
hogy M’ minden pontjan at halad 2-szel6. Legyen K € M’ tetszoleges,
tegyiik fel, hogy K-n at nem megy 2-szel6. Ekkor a T' € S pontbdl vald
vetitéssel kapjuk, hogy a T'K egyenes egyetlen pontjan 4t sem megy 2-szeld,
azaz T'K minden pontja szingularis, igy a K is, ami ellentmondés.

1.20. Allitds. Ha K kozonséges masodrendd feliilet, akkor nem tartal-
mazhat hipersikot.

Bizonyitas. Ha a K tartalmazna egy hipersikot, akkor annak a polérisa
egy egész hipersik lenne, vagyis a poélus-polaris megfeleltetés nem lenne
egyértelm.



1.21. Megjegyzés. Egy feliileten 1év6 pont poléaris hipersikjanak és a
feliiletnek a metszete egy mésodrendd feliilet, mégpedig egy P csucsu kip.
P ennek a feliiletnek a szingularis pontja, mert rajta nem megy keresztiil
2-szels.  Tegyiik fel, hogy létezik masik szingularis pont, R, amelynek a
polarisa r < p. Legyen a T' € p és T' ¢ r, ekkor RT-nek p-ben csak R és T a
pontjai, tehat R-en at megy 2-szel6, azaz R nem szingularis. Tovabba egy
n dimenzios feliiletre illeszked6 pont polarisdnak és a feliiletnek a metszete
egy kup, aminek a cstucsa ez a feliileten 16v6 pont, az alapja pedig egy az
eredetivel ugyanolyan tipusi n — 2 dimenzios feliilet.

1.22. Megjegyzés. Sik esetén minden mésodrend feliilet felirhat6 xxo —
12 = 0 alakban, illetve véges projektiv sikon egy kipszeletre ¢ + 1 pont
illeszkedik. PG(3,q)-ban két esetet kiilonboztetiink meg. Ha a feliilet
egyenlete 129 + x3r4 = 0 alaki, akkor hiperbolikus mésodrendd feliiletrdl
beszéliink. Az z; = 0 és x3 = 0 sikok metszete egyenes, ami rajta van
egy masodrendi feliilleten. Barmely PG(3,¢)-beli hiperbolikus kvadrikara
(q + 1)? pont illeszkedik, tovibba egy ilyen kvadrika két alkotoseregbdl all,
melyek mindegyike paronként kitéré egyenesekbdl all és minden egyenes
az 6t nem tartalmazo alkotosereg transzverzéalisa. Ha a feliilet egyenlete
x1x9 + f(x3,x4) = 0 alakd, ahol az f irreducibilis, homogén, méasodfoku
polinom, akkor elliptikus feliiletrél beszéliink. Egy PG(3,q)-beli elliptikus
kvéadrikara ¢? + 1 pont illeszkedik. A TII. fejezetben sz6 lesz még a PG(5, q)-
beli hiperbolikus kvadrikarol. Egy ilyen feliiletre pontosan (¢*+1)(¢?+q+1)
pont illeszkedik. Az el6z6 megjegyzés alapjan ez a feliilet tartalmaz olyan
kapot, amelnyek az alapja egy harom dimenziés hiperbolikus kvadrika. Az
ezen alapot kiad6 két alkotosereg és a kip csticsa mind egy olyan sikot
hataroz meg, amelyek illeszkednek erre az 5 dimenzios hiperbolikus kvé-
drikara. Ezeket a sikokat nevezziik - rendre a két alkotoseregbdl véve - latin,
illetve gdrdg sikoknak.



I1. fejezet
A Pliicker koordinatak

A Klein megfeleltetés konnyen szamolhatova, illetve egyéltalan megfo-
galmazhatova valik, ha alkalmazzuk Julius Plicker Stletét. ElGszor ugyanis
§ vette észre, hogy tetszéleges K test esetén a PG(3, K) térben az egyene-
seket is lehet homogén koordinatakkal reprezentalni.

2.1. Definicié. Legyen e a PG(3,q) térnek az X és Y pontjain dtmend
egyenese. Legyen az X egy homogén koordinatavektora x = (z1, z9, 3, T4),
Y egy homogén koordinatavektora pedig y = (y1,v2,¥ys3,vs). Ekkor az e
egyenes Pliicker-koordindtdinak nevezzik a (pi2, p13, P14, D34, Pa2, P23) hatost,
ahol p;; = z;y; — x;y; minden 1 <14, 5 < 4 esetén.

Nézziik meg néhany tulajdonsagat a Pliicker-koordinatdknak és egytuttal
lassuk is be, hogy ezek valoban homogén koordinatak.

2.2. Allitds.

a. A Pliicker-koordin&tak homogén koordinaték, azaz skalarszorzo ere-
jéig vannak meghatarozva. Tovabba, egy egyenes Pliicker koordinatai nem
fiiggenek attol, hogy mely pontjai segitségével illetve hogy azoknak melyik
koordinatavektoraval hatarozzuk meg.

b. Ha egy egyenes Pliicker-koordindtai (pia, p13, P14, P34, Paz, p23), akkor
Di2P34 + P13Paz + prapaz = 0

c. Haa P12, P13, P14, P34, P42, D23 € GF((]) testelemek kozott 1étezik olyan
amelyik nem 0, és kielégitik a piopss + p13paz + prapas = 0 Osszefiiggést,
akkor van olyan egyenes PG(3, ¢)-ban, melynek a Pliicker-koordinatai éppen

(P12, P13, P14, P34, Paz, P23)-
Bizonyitas.

a. Tegyiik fel, hogy X és Y a PG(3,q) tér két kiilonboz6 pontja, rendre
az x = (r1,T,23,24) €8y = (y1,%2,Vs,ys) koordinatavektorokkal. Per-
sze ekkor az X és Y pontokra illeszked§ egyenes barmely pontjanak ko-

ordinatavektora felirhaté « - x + 3 -y alakban, ahol o, f € GF(q). Az
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(a) pontban megfogalmazott allitds pontosan azt jelenti, hogy az x és y,
illetve az ax 4+ By és yx + dy koordinatavektorokbol képezett Pliicker-
koordinatak egymés skalarszorosai. Tegyiik fel, hogy ez utobbi két pont altal
meghatarozott egyenes Pliicker-koordinatai: (qi2, ¢13, 14, G34, a2, Go3), ekkor
¢ij = (ax; + By;) (vx; + 0y;) — (ax; + By;)(ya: + 0yi) = a vy + adxy; +
By + Boyiy; — ayaiv; — adzy; — Byy;xi — Boyiy; = (ad — By)(ziy; — x59i),
tehat a ¢;; a p;; 0 # (ad — [y)-szorosa, ami igazolja (a)-t.

b.  pi; = Ty; — ;1 esetén piopss + pispaz + Prapes = (T1y2 — Loy ) (T3ys —
24Y3) + (T1Y3 — 3Y1) (Tay2 — T2Ya) + (T1ys — Tay1 ) (Tays — T3Ya) = T1Y2T3Ys —
T1Y204Y3 — T2Y1T3Y4 + T2Y104Y3 + T1Y3T4Y2 — T1Y3T2Y4 — T3Y1T4Y2 + T3Y1X2Y4 +
T1Y4aT2Ys — T1YaT3Y2 — T4Y1T2Y3 + T4Y123Y2
=0

c. Tegyiik fol példaul, hogy pi2 # 0, ekkor konnyen lathato, hogy az
x = (0,1, %, %) és'y = (—pi2,0,pa3, —psa) pontokra illeszkedd egyenes
Pliicker-koordinatai pontosan az elére megadott (pi2, D13, P14, P34, Daz, P23)

hatos lesz.

2.3. Deﬁnz’cio’. Az el6z6 allitas szerint tehét, ha a P12, P13, P14, P34, P42, P23
€ GF(q) testelemek nem mindegyike 0, akkor pontosan akkor van olyan
egyenes, melynek ezek a Pliicker-koordinatai, ha p1opss + p13pas + prapes = 0.
Eszerint és a idézett tétel szerint tehat egy-egy értelmi megfeleltetést
tudunk létesiteni a PG(3,q) tér egyenesei és a PG(5, q) tér egy hiperbolikus
kvadrikdjanak pontjai kozott. Ezt nevezziik a Klein-megfeleltetésnek.

2.4. Allitds. A PG(3,q) tér

€= (plg,plg,p14,p34,p42,p23), f= (Q12,Q13;Q147Q347Q42,CI23)

egyveneseinek akkor és csak akkor létezik kozos pontja, ha

D12G34 + P13Ga2 + P14Ge3 + Gi2P34 + q13Pa2 + qrapaz = 0.
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Bizonyitas. Legyen x = (x1, 29, 23,24) €8y = (y1,Y2,Y3,Ys) az e, illetve
s = (s1,82,83,84) és t = (ty1,t9,13,t4) az f egyenes két-két kiilonboz pon-
tjat reprezentalé homogén koordinatavektor. A két egyenesnek akkor és csak
akkor létezik koz0s A metszéspontja, ha ez utobbinak a homogén koordiné-
tavektora elGall az x és az y, illetve az s és a t linearis kombinaci6jaként
is. Ennek sziikséges és elégséges feltétele, hogy a x,y,s,t vektorok linearisan
Osszefiiggdek legyenek, tehat

Tr1 T2 T3 T4

o=| % Y2 ¥ Yl _ (2192 — Tay1)(3ta — se3) + (T1y3 — T3y1) (Sata — Sata) +
S1 S22 S3 54

t1 to t3 14 P1234 P13942

+ (z1ys — T4y1)(Sat3 — S3ta) + (T2ys — T3yo)(S1t4 — Saty) +

P14923 Po3dy4

+ (T4ys — Toys)(s1t3 — S3t1) + (T3ys — T4y3)(S1t2 — Soty)

Pyod13 P3q19

Tehat ez az egyenlGség igazolja az allitast.

2.5. Jeldlés. Pont és egyenes, illetve egyenes és sik illeszkedésének a
vizsgélatdhoz készitsiik el — a szobanforgd egyenes Pliicker-koordinatéit fel-
hasznalva — a kovetkez6 két matrixot:

0 —pss —pa2 —p23
Q. — P34 0 —P14a D13
DPa2 D14 0 —P12
D23 —P13 D12 0

P

illetve
0 —pi2 —pi3 —Dus
Q. — | P 0 —p23  Dpa
’ D13 P23 0  —psa
D14 —Da2 D34 0

2.6. Allitds. Az e = (12, P13, Pra, D34, Paz, Po3) egyenesre akkor és csak
akkor illeszkedik az x homogén koordinatavektorral reprezentalt P pont, ha

xQ, =0,

tovabba az u homogén koordinatavektorral reprezentalt S sik akkor és csak
akkor tartalmazza az e egyenest, ha

uf2, =0
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Bizonyitas. Legyen az e egyenes Pliicker-koordinatai a ré illeszkeds s =
(81,82, 53,54) és t = (t1, 2, t3,t4) pontokkal meghatarozva, azaz p;; = s;t; —
Sjti.

I2(83t4 — 84t3) + .T3<S4t2 — 82t4) + I’4(82t3 - Sgtz) =0

Q i $1(84t3 — 83t4) + $3(81t4 — S4t1) + $4(83t1 — 81t3) = 0
xQ2, =0« _

21(S2ts — Sata) + xo(saty — s1ts) + 24(S1ta — Sat1) =0

1 (Sgtg — Sgtg) + $2(81t3 — Sgtl) + .’E3(82t1 — Sltg) =0

Tegyiik fol, hogy x illeszkedik az e egyenesre. Tehat létezik o, 5 € GF(q),
hogy minden 1 < i < 4-re x; = as; + ft;. Azaz rossty — xoSsts + x3S4t0 —
T3S9ts+TaSots — TaSoty = a(SaS3ts— S2Sals+S35ats — S3Sata+SaSals—S483la) +
ﬁ(t283t4—t284t3—|—t384t2—t3$2t4+t4$2t3—t4$3t2) = (0. Tehat XQp =0 teljesiil.A
masik irany belatasahoz tegyiik fel, hogy az x = (x1, xo, x3, x4) kielégiti az
x, = 0 feltételt. Mivel e = (p12, P13, P14, D34, Pa2, Po3) Pliicker koordinatak,
ezért feltehetd, hogy pio = s1ts — sot; # 0. EbbdI kovetkezik, hogy

r| = sy + 5t1

dla, B € GF(q) : o — (59 +

Nézziik példaul az x-nek a € utolsd oszlopvektoraval valo szorzatéat(ami
= 0 a feltétel szerint): x3(s1ty — Sot1) = x1S3ta — T1Sats + Tasits — ToS3ty =
(0681 + ﬁt1)83t1 — (0481 + Btl)Sth + (0682 + ﬁtQ)Sltg — (0482 + Btz)Sgtl =
a(sity — sot1)s3 + B(sita — sotp)ts.  Ugyanigy a tobbi koordinatara is:
x; = as; + [t;. A sikokra vonatkozo allitas hasonléan bizonyitando.

2.7. Megjegyzés. Az el6z6 allitasra adunk egy masik bizonyitast, mellyel
talan nyilvanvalobba valik, miért ezt a matrixot hasznaljuk az illeszkedés
leirdsédra. Indirekt, tegyilik fol, hogy az x nem illeszkedik az s és t &l-
tal meghatarozott e egyenesre. Az (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) és
(0,0,0,1) pontok altal meghatérozott szimplex cstcsai koziil az x, s és t
altal meghatarozott sik legfeljebb harmat tartalmazhat. Viszont a fontebbi
jelolésekkel a x€2 = 0 pontosan azt jelenti, hogy a

Ty T2 T3 T4
S1 S22 S3 54
t1 to T3 14
a b ¢ d
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determinans mindig egyenlé O-val, ahol az a, b, ¢, d testelemek koziil mindig
pontosan az egyik egyenls 1-gyel a tobbi pedig 0-val. Tehat 1évén, hogy a
szimplex valamely cstcsa linearisan fiiggetlen az x, s és t altal meghatarozott
siktol ezért valamely a, b, ¢, d négyesre ez a determinins nem lehet egyenld
nullaval. Ellentmondas, tehat x illeszkedik az s és t altal meghatarozott e
egyenesre.
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ITI. fejezet

A Klem megfeleltetés néhany tulajdonsaga
a PG(3,q) 3-dimenzids projektiv tér egyenesei
és egy PG(5,q)-beli H, hiperbolikus kvadrika

pontjai kozott.

3.1. Tulajdonsdg.

PG(3,q) tér (¢ +1)(¢* + ¢ + 1) egyenese megfelel

egy H, C PG(5, q) hiperbolikus kvadrika (¢*+1)(¢*+¢+1) pontjanak.
Bizonyitas. Pontosan ez jelenti azt, hogy a Klein-megfeleltetés az egy

egy-egy értelmid megfeleltetés az egyenesek és a kvadrika pontjai kozott,
illetve lényegében ezt allitja a 2.2. Allitds.

3.2. Tulajdonsdg.
Két kitérs egyenes PG(3, ¢)-ban megfelel

két olyan pontnak H,-6n, melyek 6sszekotd egyenese 2-szelGje H,-nek.
[lletve ezzel analdg Osszefiiggés:

Két egyméast metszd egyenese PG(3, g)-nak megfelel

két olyan pontnak H_-6n, melyek 0sszekots egyenese illeszkedik H., -re.

Bizonyitas. Az 1.11. Tételt hasznaljuk, azaz ha z,y rajta van egy &
nemszingularis masodrendii kvadrikan, akkor G(z,y) = 0 <= XY ra-
jta van £ - n, illetve G(z,y) # 0 <= zy szel6je  -nek, a G(z,y) =
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Qn(x +1y) — Qun(z) — Qu(y) jeldlést hasznalva, ahol @, a & varietashoz tar-
tozo kvadratikus alakot jeloli. Jeloljitk a két PG(3, q)-beli egyenes Pliicker-
koordinatait = = (xy, x9, 3, x4, T5, x6)-tal, illetve y = (y1, Y2, Vs, Ya, Ys, Y6 )-
tal. Tehat

G(r,y) = (v1+y)(Ta+ya) + (22 +y2) (w5 + ys) + (23 + y3) (76 + s)

Qy (z+y)
— (2124 + Tows + 2326) — (Y1Ya + Y2Us + Y3Ys) =
Q, () Qn(y)
Qn(x+y) = 21ys + 1124 + Toys + Yoxs + T3ys + Yse, (1)

és mivel az (2;)i=1.6, (Yj)j=1..6 -k Pliicker-koordinatak ezért a fonti egyen-
16ség pontosan akkor = 0 illetve # 0, ha a reprezentalt egyenesek metszik
illetve elkeriilik egymast, alkalmazva a 2.4. Allitdst. Tehat bizonyitottuk a
fonti allitast.

3.3. Tulajdonsdg.
Egy PG(3, q)-beli sugarsor megfelel

egy H,-re illeszked6 egyenesnek.

Bizonyitas. A sugarsor barmely két egyenese metszi egymast. Valasszunk
ki koziiliikk kettSt és nézziik a nekik megfelel6 H, -beli pontokat Osszekotd
egyenest, ami a 3.2. Tulajdonsdg szerint illeszkedik H,-re. Ezen egyenes
q + 1 darab pontjanak mind megfelel egy-egy PG(3,q)-beli egyenes, amik
viszont pontosan a sugarsor egyenesei lesznek.

3.4. Tulajdonsdg.
Egy PG(3, q)-beli haromszog harom oldalegyenese megfelel

egy olyan PG(5, q)-beli haromszog harom csticsinak, melynek oldale-
gyenesei illeszkednek H, -re.
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Bizonyitads. A harom egyenes persze harom pontnak felel meg H.-
6n. A harom oldalegyenes nem tartozik egy sugarsorba, tehat a nekik
megfelel6 pontok nem lesznek kollinedrisak. Illetve ezek az oldalegyenesek
metszik egymast, tehat a 3.2. Tulajdonsdg szerint a nekik megfelel
pontokat 0sszekotd egyenesek illeszkednek H,-re. Mellesleg ennek a H,-6n
levé haromszog oldalegyeneseinek éppen a PG(3,q)-ban 1évé haromszog
oldalparjai altal generalt sugarsorok felelnek meg.

3.5. Tulajdonsdg.
Egy PG(3,q)-beli sik (azaz a sik Osszes egyenese) megfelel

egy - ugynevezett - gorog stknak H,-on.

Bizonyitas. Legyen u = [uj,ug, us, ug| egy sik PG(3,q)-ban. Azt kell
belatni, hogy az ezen sik altal tartalmazott egyeneseknek megfeleltetett H,-
beli pontok szintén sikot alkotnak. Legyen e = (p12, P13, P14, P34, Daz, P23) €8y
PG(3,q)-beli egyenes, amelyik illeszkedik az u sikra. Ekkor a 2.6. Allitds
alapjdn

ahol a
0 —pi2 —p13 —Dpus
Q. — | P 0 —p2s  Dpa
’ D13 P23 0  —ps
D14 —Di2 D34 0

méatrixot az e egyenes Pliicker-koordinataibol nyerjiik. Ez a kovetkezoket
jelenti:

Ugp12 + uzp13 + ugprs =0

—U1p12 + UzP2z — UsPsz = 0

—U1p13 — U2pP23 + Ugp3s = 0

—U1P14 + UgPaz — uzp3s = 0
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Feltehets példaul, hogy uy # 0. Képezziik tehat az u vektorbol a kovetkezs
matrixot a fenti egyenlGségek figyelembevételével:

Uus 0 —Up
. Uy 0 0
Au o 0 0 Uy
0 —Uy 0

0 Uus —U2

Ko6nnyen lathato, hogy az A, rangja harom (uy # 0), az xA, = 0 egy
sikegyenlet PG(5, q)-ban illetve, hogy az A, matrix altal leirt gdrdg sik
minden pontjanak megfelels PG(3, ¢)-beli egyenes illeszkedni fog az u sikra,
illetve minden ilyen egyenesnek megfelel6 pont az adott gordg sikon lesz.

3.6. Tulajdonsdg.
Egy PG(3, q)-beli pontra illeszkedd egyenesek megfelelnek

egy - ugynevezett - latin siknak H,-0n.

Bizonyitas. Legyen x = [x1, 29,23, 24] egy pont PG(3,q)-ban. Azt kell
belatni, hogy az ezen pontra illeszkedd egyeneseknek megfeleltetett H,-beli
pontok szintén sikot alkotnak. Legyen e = (pi2, P13, P14, P34, Paz, P23) €8y

PG(3, q)-beli egyenes, amelyik illeszkedik az x pontra. Ekkor a 2.6. Allitds
alapjdn

ahol a
0  —pss —pa2 —p23
Q | P 0  —pu pi3
> =
Da2 P14 0  —pi2
P23 —P13 P12 0

méatrixot az e egyenes Pliicker-koordinataibol nyerjiik. Ez a kovetkezGket
jelenti:

Top34 + T3Paz + T4paz = 0

—21p34 + T3p1a — T4p13 =0

—Z1Pa2 — T2P14 + Tap12 =0

—T1pa3 + Top13 — x3p12 = 0
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Feltehets példaul, hogy x4 # 0. Képezziik tehat az u vektorbol a kovetkezs
matrixot a fenti egyenlGségek figyelembevételével:

0 0 —XI3
0 —x4 29
Ax _ 0 T3 0
r9 —x1 O
I3 0 0
T4 us —X1

Ko6nnyen lathato, hogy az A, rangja harom (x4 # 0), illetve, hogy az A,
matrix altal leirt latin sik minden pontjanak megfelels PG(3, ¢)-beli egyenes
illeszkedni fog az x pontra, illetve minden ilyen egyenesnek megfelelé pont
az adott latin sikon lesz.

3.7. Tulajdonsdg.
A PG(3,q) tér ¢ + ¢* + q + 1 sikja megfelel

a H,-re illeszkedd ¢® + ¢ + ¢ + 1 girdg siknak.

Bizonyitas. Mivel két kiilonboz6 PG(3,q)-beli sikra létezik olyan
PG(3, q)-beli egyenes, amelyik az egyik sikra illeszkedik és a masikra pedig
nem, ezért az ennek az egyenesnek megfeleltetett H,-re illeszkedd pont az
egyik gordg sikon rajta lesz, mig a masikon nem. Azt pedig lattuk, hogy egy
PG(3, q)-beli sikhoz pontosan csak egy H._-re illeszkedd girdg sik tartozhat.
Tehat a bijekcio fennall.

3.8. Tulagdonsdg.
A PG(3,q) tér ¢* + ¢* + q + 1 pontja megfelel

a H,-re illeszkedd ¢® + ¢* + ¢ + 1 latin siknak.
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Bizonyitas. Mivel két kiilonb6z6 PG(3,q)-beli pontra létezik olyan
PG(3, q)-beli egyenes, amelyik az egyik pontra illeszkedik és a masikra pedig
nem, ezért ennek az egyenesnek megfeleltetett H, -re illeszked6 pont az
egyik latin sikon rajta lesz, mig a mésikon nem. Azt pedig lattuk, hogy egy
PG(3, q)-beli ponthoz pontosan csak egy H,-re illeszkedd latin sik tartozhat.
Tehat a bijekcio fennall.

3.9. Tulajdonsdg.
A PG(3,q) tér egy egyenesén 16v6 ¢ + 1 pontnak megfelel

g + 1 darab olyan latin sik, melyek pontosan egy H,.-6n 1év6 pontban
metszik egymast.

Bizonyitas. Trividlis az el6z6 tulajdonsagokbol. A g 4+ 1 pont pontosan
akkor kollinedaris, ha a nekik megfeleltetett latin sikok egy pontban metszik
egymast. Mellesleg ez a metszéspont felel meg a ¢ + 1 pont altal meghataro-
zott egyenesnek.

3.10. Tulajdonsdg.
A PG(3,q) tér egy egyenesére illeszked ¢ + 1 siknak megfelel

q + 1 darab olyan gdrog sik, melyek pontosan egy H,-6n 1évé pontban
metszik egymast.

Bizonyitas. Trividlis az el6z6 tulajdonsdgokbdl. A ¢ + 1 sik pontosan
akkor metszi egymast egy egyenesben, ha a nekik megfeleltetett gorog sikok
egy pontban metszik egymést. Mellesleg ez a metszéspont felel meg a ¢ + 1
stk metszetének.

3.11. Tulajdonsdg.

Az a tény, hogy PG(3,q)-ban barmely két kiilonb6z6 pontnak
egyértelmien létezik Gsszekots egyenese, megfelel annak, hogy
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a H,-on barmely két latin stk metszete egy pont.

Bizonyitas. A két pontot Osszekotd egyenesnek pontosan a két latin
sik metszéspontja fog megfelelni. Tulajdonképpen az e pontot tartalmazo
barmely két latin sik a pontnak megfeleltetett egyenesen 1év6 valamely két
pontnak fog megfelelni. Ezért ez a tulajdonsag a 3.9. Tulajdonsdg specialis
esete.

3.12. Tulajdonsdg.

Az a tény, hogy PG(3,q)-ban barmely két kiilonbozé siknak
egyértelmten létezik metszésvonala, megfelel annak, hogy

a H.-6n barmely két gordg sik metszete egy pont.

Bizonyitas. A két stkra illeszked$ egyenesnek pontosan a két gordg sik
metszéspontja fog megfelelni. Tulajdonképpen az e pontot tartalmazo
barmely két girdg sik a pontnak megfeleltetett egyenest tartalmazé valamely
két siknak fog megfelelni. Tehat ez a tulajdonsdag a 3.10. Tulajdonsdg
specialis esete.

3.13. Tulajdonsdg.

Az a tény, hogy egy sugarsor egyenesei pontosan egy sikban vannak és
pontosan egy sikra illeszkednek, megfelel annak, hogy

barmely H.-re illeszked$ egyenes pontosan egy latin és pontosan egy
gordg sikban van benne.

Bizonyitas. Az, hogy egy sugarsor egy pontra illeszkedik, illetve, hogy
egy sikban van benne, rendre azt jelenti, hogy a sugérsornak megfeleltetett
egyenes illeszkedik egy latin, illetve egy gordg sikra. Az pedig nyilvanvalo,
hogy egy sugarsor csak a tartosikjaban van, és hogy csak a tartopontjara
illeszkedik. A latin sikot a tartopontnak, a gdirdg sikot pedig a tartosiknak
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feleltetjiik meg a 3.5. és a 3.6. Tulajdonsdg-ok segitségével.

3.14. Tulajdonsdg.

Az az alternativa, hogy egy PG(3,q)-beli egyeneshalmaz, melynek
minden elemére igaz, hogy atmegy egy adott ponton és illeszkedik egy adott
sikra, iires vagy pedig egy sugarsort alkot, megfelel annak, hogy

egy latin és egy gorog sik vagy diszjunkt vagy pedig egy egyenesben
metszi egymast.

Bizonyitas. Az adott pontnak megfelel egy latin sik, az adott siknak
megfelel egy gordg sik, tehat az egyeneshalmaz, illetve a neki megfeleltetett
H.-beli ponthalmaz attol fiiggSen lesz sugarsor vagy lireshalmaz, illetve a
neki megfeleltetett H, -beli metszetegyenes vagy iireshalmaz, hogy a pont
illeszkedik-e a sikra vagy nem.

3.15. Tulajdonsdg.

Egy PG(3,q)-beli triéder paronként vett élei altal generélt sugarsorok
megfelelnek

egy latin sikon 1évé hdromszog oldalegyeneseinek.

Bizonyitas. A harom kiilonb6z6 sugarsor megfelel harom kiilonb6z6
egyenesnek H.-0n, ezek metszik is egyméast, lévén a térszog élegyenesei a
sugarsorok paronkénti kozos egyenesei. Ez a harom élegyenes felel meg
a H,-beli haromszog harom csicsanak. A széban forgd latin sik pedig a
térszog csucsanak felel meg.

3.16. Tulajdonsdg.

Egy PG(3,q)-beli haromszog oldalparjai altal generalt sugarsorok
megfelelnek
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egy gordg sikon 1év6é haromszog oldalegyeneseinek.

Bizonyitas. A gordg sik a PG(3,q)-beli haromszog sikjanak felel meg,
a generalt sugarsorok az oldalegyeneseknek, mig az eredeti haromszog
egyenesei a gordg sikon 1évé haromszog csucsainak felelnek meg.

3.17. Tulajdonsdg.
Egy PG(3, q)-beli harom-oldali térszog harom lapsikja megfelel

harom olyan gorég siknak, melyek mindegyike egy latin sikon lévé
haromszog egy-egy oldalegyenesén halad at.

Bizonyitas. A térszog egy oldalsikja tartalmazza a 3.15. Tulajdonsdgban
emlitett - az oldalsik altal tartalmazott - oldalegyenesek altal generalt sugar-
sort, ennélfogva az oldalsiknak megfeleltetett H,-beli gdrdg sik tartalmazni
fogja a sugarsornak megfeleltetett haromszog-oldalegyenest.

3.18. Tulajdonsdg.
Egy PG(3, q)-beli haromszog harom csiicsa megfelel

harom olyan latin siknak, melyek mindegyike egy gordg sikon lévé
haromszog egy-egy oldalegyenesén halad at.

Bizonyitas. Egy csiicsnak megfelel egy latin sik; ez a csics az egyik sug-
arsor tartdja lesz, ami pedig a gordg sikon 1évé hdromszog egyik oldaldnak
fog megfelelni, tehat a latin sikokra illeszkedik egy-egy oldalegyenes.

3.19. Tulajdonsdg.

A PG(3, q)-beli dualités elve, azaz a stkok és pontok kozotti dualitas
megfelel
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a gordg és latin sftkok kozotti megfeleltethetGségnek.

Bizonyitas. Trividlisan kovetkezik a 3.5. és a 3.6. Tulajdonsdg-okbol.

3.20. Tulajdonsdg.

Egy PG(3,q)-beli kipszelet dudlisanak, azaz egy kipszelet
érintGegyenes-halmazanak megfelel

egy gordg sikra illeszked6 kipszelet.

Bizonyitads. Az egyeneshalmaznak megfeleltetett 7H,-beli ponthalmaz
persze a PG(3,q)-beli kupszelet sikjanak megfeleltetett gordg sikra fog
illeszkedni. Ebben a halmazban semelyik hdrom pont nem kollinearis, kiilon-
ben az érintGegyenes-halmazban lenne hdrom egyenes, melyek ugyanahhoz
a sugarsorhoz tartoznanak, de egy kipszelethez egy pontbol legfeljebb két
érint6t lehet huzni. Tehat a gdrdg sikon a megfeleltetés utan egy ¢ + 1-ivet
fogunk kapni, ami Segre tétele szerint egy kupszeletet alkot. (Vagy a
kovetkezd tulajdonsag bizonyitasdban leirt szamolashoz hasonloan, itt is
megkaphatjuk a konkrét egyenletet.)

3.21. Tulajdonsdg.
Egy PG(3, q)-beli kupnak, azaz az alkot6egyeneseinek megfelel

egy latin sikra illeszkedd kupszelet.

Bizonyitas. Az alkotoknak megfeleltetett H.-beli ponthalmaz persze a
kap csicsanak megfeleltetett latin sikra fog illeszkedni. A kup alkotoi koziil
nem létezik harom, amely egy sugarsorhoz tartozna, ugyanis elmetszve a
kiipot egy - a csticsot nem tartalmazo sikkal - a metszetben nem létezik harom
kollinearis pont. Mésfeldl a véalasszuk a kup csicsanak a (1,0,0,1) pontot,
illetve az alapjanak a ktp x4 = 0 sikba es részét(ami persze egy kiipszelet),
ennek az egyenlete 2% + zow3 = 0, azaz 27 = zox3. Az alkotok Pliicker-

koordindtai: pip = 2, P13 = T3,P1a = T — Ta, P34 = —T3,Paz = —Ta, Pa3 = 0.
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Ezeket az Osszefiiggéseket és a  Pliicker-koordinatakra vonatkozo
D12P34 + Pi3Paz + pupas = 0 Osszefiiggést felhasznalva kapjuk, hogy
p?, + pi2p1s = 0, ami a megfeleltetett kiipszelet egyenlete lesz.

3.22. Tulajdonsdg.

Két olyan nem egysika sugérsor, melyeknek van kozds egyenesiik és
centumaik kiilonboz6ek megfelelnek

két olyan egyenesnek, melyek egymdst metszik és melyeket H, -bé6l
egy érintGsik metsz ki.

Bizonyitas. A két megfeleltetett egyenes nem esik egybe, ugyanis a két
sugarsor kiilonbozg (kiilonboz6ek a centrumaik), és metszik is egymaést,
ugyanis a két sugarsornak van kozos egyenese. Ennek a kozos egyenesnek
lesz megfeleltetve a metszéspont. A két megfeleltetett, H.-beli egyenes
altal meghatarozott stk nem lehet sem gdrog sik - lévén a két sugarsor nem
egysika -, sem latin sik - lévén a két sugarsor kiilonb6z6 centrumu - tehat
egy érint6sik metszi ki azokat H,-bol.

3.23. Definicié. Legyen II;, Iy és II3 a PG(2t — 1,q) tér harom
paronként kitérs (¢ — 1)-dimenzios altere. A harom altér altal meghatéarozott
(t — 1)-regulusnak, azt a g + 1 darab (¢ — 1)-dimenziés alterét hivjuk
PG(2t — 1,q)-nak, melyeknek minden olyan egyenessel pontosan egy
koézos pontjuk van, amely egyenesek a IIy, Il; és II3 alterek mindegyikét
metszik. A PG(3,q) tér l-regulusait réviden regulusnak nevezziik. Tehat
egy PG(3,q)-beli regulust harom paronkét kitérd egyenes transzverzélisai
alkotjak. Ez a definicio korrekt; ezt mutatja a kovetkezs:

3.24. Megjegyzés. Ha adott PG(2t — 1,q)-ban harom paronként
kitér§ (¢t — 1)-dimenzidés altér, akkor az egyik altér barmely X pontja a
mésodik altérrel egy olyan t-dimenziés alteret generdl, melynek pontosan
egy kozos Y pontja van a harmadik altérrel. Az XY egyenes pedig
mindharom alteret metszi. Illetve igaz az a tétel, hogy ha valamely (t — 1)-
dimenzios altér az igy keletkezett egyenesek koziil legalabb harmat metsz, de
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egyet sem tartalmaz, akkor mindegyiket metszi. Tehat regulus-beli altér lesz.

3.25. Tulajdonsdg.

Egy regulusnak, azaz harom kitérs egyenes g+ 1 darab transzverzélisa-
nak megfelel

egy kupszelet, melyet egy olyan sik metsz ki H.-bdGl, amit generalo
haromszognek csak a csucsai illeszkednek H,-re, de az oldalegyenesei nem.

Bizonyitas. Két Kkitér6 egyenest, illetve a harmadik egyenes egyik
meghatarozo pontjat az 1.16. Tétel alapjan tetszblegesen megvalaszthatjuk.
Legyen a pont koordinatavektora (0,0,0,1) és legyen a harmadik egyenes
egy masik pontja (y1,y2,ys, ys), feltehetd, hogy ys # 0, tehat ezen egyenes
Pliicker-koordinataja: g = (0,0, —y1, —ys, ¥2,0). A masik két kitérs egyenes
Pliicker-koordinatai legyenek e = (1,0,0,0,0,0) illetve yo, # ys esetén
f = (1,1,0,0,—1,0). Egy tetszéleges transzverzalis-egyenesiik Pliicker-
koordinatait jeloljik x = (z1, z9, 3, T4, x5, T6)-tal. Az, hogy ez az egyenes
metszi mindharom kitérdt, az a kovetkezGket jelenti:

.774:0

T9 = Ty
—T1Y3 + Tays — xey1 = 0,

masfel6l x Pliicker-koordinatajara igaz a
T1XT4 + ToZs5 + T3xTg = 0

Osszefliggés, tehat ezekbdl megkapjuk a regulusnak megfeleltetett kupszelet
egyenletét:
xg + x316 = 0,

ha yo = wy3 akkor y; # —y3 esetén az el6bbi meggondolas miikodik
f =(1,0,0,1,—1,0) valasztassal. Az kell még, hogy nem lehet —y; = 1o = ys.
Ez lathato az ez esetben fennalld —z1y3 + xoys — xey1 = ys(—x1+22+26) =0
Osszefliggésbdl, ugyanis valaszthatunk olyan x-et, hogy —x1 4+ x9+x¢ # 0, de
azt viszont foltettiik, hogy x3 # 0. A kupszelet sikjat persze az a harom pont
fogja generalni, melyeket a regulust meghatarozé harom kitéré egyenesnek
feleltetiink meg. Ezen harom kitér6 egyenesnek nincs kozos pontja, tehat a
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nekik megfeleltetett harom pontot 6sszekdts egyenesek - az altaluk képezett
haromszog oldalegyenesei - nem illeszkednek H, -re.

3.26. Tulajdonsdg.

Egy hiperbolikus kongruenciédnak, azaz két kitérs egyenes (q + 1)2
darab transzverzalis egyenesének megfelel

egy hiperbolikus kvadrika, amit egy olyan harom dimenzi6s tér metsz

ki ‘H.-bol, melynek polaris egyenese 2-szelGje H,-nek.

Bizonyitas. A két kitérs egyenest az 1.16. Tétel alapjan tetszélegesen
megvalaszthatjuk. Legyenek a Pliicker-koordinataik e = (1,0,0,0,0,0) és

f = (0,0,0,1,0,0). Az ezeket metsz6 tetszéleges transzverzélis egyenes
Pliicker-koordinatait jeloljik x = (1,9, 3, x4, x5, z6)-tal.  Vilagosan

latszik, hogy a 114 + woxs + 316 = 0 Osszefliggés miatt a megfeleltetett
pontok kielégitik az zoxs + x3x64 = 0 hiperbolikus kvadrika-egyenletet. A
polaris egyenes két - H_-tel vett - metszéspontja a két kitér6 egyenesnek
felel meg.

3.27 Tulajdonsdg.

PG(3, q)-beli g+ 1 darab sugérsor két csaladja, mely sugarsorok mind-
egyike olyan, hogy a tartojuk egy egyenesen van és a tartalmazott egyenesek
egy masik - kitér6 - egyenest metszenek, azaz a 3.24. Tulajdonsdg-ban tar-
gyalt transzverzalisokat adjak ki, megfelel

egy H,-on l1év6 harom-dimenziés ‘H, hiperbolikus kvadrika két alkoto-
seregének.

Bizonyitas. Ezt a ¢+ 1 darab sugarsort a két kitér egyenes transzverzali-
sai alkotjak. Az ezeknek megfeleltetett ponthalmaz persze a H, hiperbolikus
kvadrika, ami viszont két alkotdseregbdl all. Egy alkotésereg egyenesei
paronként kitérGek, ezeket az egyeneseket feleltetjiik meg a sugarsoroknak.
Két sugarsornak nem létezik kozos egyenese, tehat a nekik megfeleltetett
egyeneseknek nem lesz k6zos pontja. A méasik sugarsornak - amely mellesleg
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ugyanazokbol a pontokbdl all - ugyanezek a sugarsorok felelnek meg, tgy
tekintve rajuk, mint amelyeknek a tartoja a masik PG(3,q)-beli kitérd
egyenesen van.

3.28. Definicio.

a. A PG(n,q) tér egy befedésének nevezziikk r-dimenzids alterek egy
F halmazat, ha F elemei diszjunktak és PG(n,q) minden pontja F-nek
pontosan egy elemében van benne.

b. A PG(2t—1,q) tér (t—1)-dimenzios alterekbdl allo befedése regularis
befedés, ha a befedéshez tartozé barmely harom 11y, 11, és I13 altérre teljesil,
hogy az altaluk generalt (¢t — 1)-regulushoz tartozo minden (¢ — 1)-dimenzios
altér is a befedéshez tartozik.

c. Pakolasnak nevezziik a PG(3, q) tér egyeneseinek egy particionalasét
befedésekre. Igy egy pakolas ¢® + ¢ + 1 darab befedést tartalmaz, melyek
koziil semelyik kettének nincs kdzos egyenese.

3.29. Tulajdonsdg.
Egy tetsz6leges befedés ¢? + 1 darab egyenese megfelel

H.-re illszkeds ¢* + 1 darab pontnak, amely pontok koziil pontosan
egy van minden [atin és minden gorog sikon.

Bizonyitas. Egy befedés barmely két egyenese - definici6é szerint - dis-
zjunkt egyméstol, tehit egy ponton at pontosan egy darab befedés-beli
egyenes megy, azaz ennek az egyenesnek megfeleltetett H,-beli pontot tartal-
maz6 latin sikok csak ezt a pontot tartalmazzak; masfelsl egy PG(3, q)-beli
sik csak egy darab befedésbeli egyenest tartalmazhat, (ugyanis egy sikban
barmely két siknak létezik metszéspontja), tehat ennek az egyenesnek
megfeleltetett . -beli pontot tartalmazd gordg sikok csak ezt a pontot
tartalmazzak.
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3.30. Tulajdonsdg.

¢® + 1 darab egyenesnek, melyek egy regularis befedést alkotnak (el-
liptikus konfgruencia) megfelel

egy &, elliptikus kvadrika, melyet H.-bél egy olyan harom dimenzios
altér metsz ki, melynek polaris egyenese elkeriili H,-6t.

Bizonyitas. Egy regularis befedésben, egyaltalan barmilyen befedésben,
nem létezik két egyenes, melyek metszenék egymast. Tehat a megfeleltetett
H.-beli ponthalmazban nem létezik két pont, melyek Osszekotd egyenese
rajta lenne H,-6n. Magyarul, barmely - a megfeleltetett ponthalmazbeli - két
pontot 0sszekots egyenes a H, 2-szelGje. A megfeleltetett ponthalmaz benne
lesz egy 3-dimenzi6s altérben. Ehhez elég belatni, hogy a befedéshez tartozo
két kiilonb6z6 regulusnak megfeleltetett kupszeletek ebben a 3-dimenzios
altérben lesznek. Ez igaz, ugyanis a két regulus kozott az Gket meghatarozo
3-3 kitérs egyenesek cserélgetésével at tudunk térni, és a koztes allapotok
regulusainak megfeleltetett kipszeletek mind ugyanabban a 3-dimenzids
térben lesznek. Tovabbé, pontosan a regularis befedéseket karakterizélja a
kovetkezd tulajdonsag:

3.31. Tulajdonsdg.

Az a tény, hogy egy olyan regulus, melynek harom egyenese benne
van egy elliptikus kongruencidban, teljes egészében az elliptikus kongruencia
része megfelel

annak a ténynek, hogy egy H.-6n lév6 kupszelet, melyet egy olyan sik
metsz ki H,-b6l aminek harom pontja rajta van egy &, elliptikus kvadrikan,
ez a kupszelet teljes egészében ennek az &, elliptikus kvadrikanak a része.

Bizonyitas. Valoban, egy elliptikus kvadrikat kipszeletben metsz6
sikokon 1év6 pontokat egy regulus egyeneseinek feleltettiik meg. Ahogy
egy elliptikus kvadrika kupszeletekb6l all els, ugyanigy egy elliptikus
kongruenciat is particionalni tudunk regulusokra.
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3.32. Tulajdonsdg.
A PG(3, q)-beli pakolas megfelel

H. egy particiondlasanak ¢+ ¢+ 1 darab ¢®+ 1 szamossagt halmazba,
mely halmazok az el6z§ pontban leirt tulajdonsaguak.

Bizonyitas. A két particiondlasban megadott diszjunkt halmazok nyilvan-
valoan felelnek meg egymésnak az el6z6 tulajdonsag és a pakolas definicidja
alapjan.

3.33. Tulajdonsdg.

Egy PG(3,q)-beli regularis befedésekkel meghatarozott pakolés
megfelel

‘H. egy particionalasdnak elliptikus kvadrikakra.

Bizonyitas. A diszjunkt regularis befedések a 3.29. Tulajdonsdg alapjan
nyilvanvaloan felelnek meg az elliptikus kvadrikdknak.

3.34. Tulajdonsdg.
Egy parabolikus kongruencia g + 1 darab sugarsora megfelel
a megfeleltetett kip g + 1 alkotojanak.
Bizonyitas. Trividlis az el6z6b6l. A sugarsorok egyeneseknek felelnek

meg. A sugarsorok kozos egyenese a tengely, a megfeleltetett ¢ + 1 egyenes
pedig a tengelynek megfeleltetett csticsban fut Ossze.
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3.35. Tulajdonsdg.

¢*>+q+1 darab olyan - egy rogzitett tengely-egyenest metszé - egyenes,
melyek ezen a tengelyen kiviil elkeriilik egymast (azaz egy PG(3,q)-beli
parabolikus kongruencia), megfelel

egy H.-re illeszked6 kipnak, melynek az alapja egy két-dimenzios
parabolikus kvadrika (azaz egy kiupszelet).

Bizonyitas. Egy parabolikus kongruencia tgy all el6, hogy a tengely
minden pontjara egy-egy sugdrsor illeszkedik. Ezen sugarsorok paronkénti
metszete pontosan a tengely lesz. Tehat a sugérsorok tartéi a tengely
pontjai, a tartosikjai a tengely koriil elforgatott sikok. A megfeleltetett kup
alapja valoban egy két-dimenzids parabolikus kvadrika lesz. Ugyanis egy
ilyen kupszelet pontosan egy olyan regulusnak felel meg, amelyet harom
kiilonb6z6 sugarsorbol kivalasztott hdrom kitéré egyenes general. Barmely
harom ilyen egyenes kitérd, csak arra kell vigyazni, hogy egyik sugarsorbol
se a tengelyt valasszuk ki. Természetesen a tengely fog megfelelni a kiup
csucsanak.

3.36. Tulajdonsdg.
A parabolikus kongruencia altal tartalmazott ¢® darab regulus megfelel

¢® darab kipszeletnek, melyet olyan sikok metszenek ki a megfelel-
tetett kiapbol, melyekre nem illeszkedik a ktp csicsa.

Bizonyitas. A regulusok valéban a kipszeleteknek felelnek meg; a kip-
szeletben azért nem szerepelhet a kup cstucsa, mert a tengely nem lehet
egyik regulusnak sem része, mivelhogy a tengely az 0Gsszes parabolikus
kongruencia-beli egyenest metszi. Osszesen ¢ darab regulust tartalmaz
a kongruencia, és persze igy ugyanennyi ktpszeletet a megfeleltetett kip.
Ugyanis harom tetszéleges sugarsort régzitve, azokbol dsszesen ¢>-féleképpen
valaszthatunk ki harom kitér6 egyenest, ezek pedig méar meghatarozzik az
ket tartalmazo regulust. (Ennek megfelel az, hogy egy kipot ¢3-féleképpen
tudunk kupszeletben metszeni, ugyanis harom alkotorol kivalasztott harom
pont - amit ¢3-féleképpen tudunk megtenni - méar meghatarozza a kimetszett
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kupszeletet.) Az Osszes regulust megkapjuk igy, ugyanis egy regulus minden
sugarsorbdl tartalmaz egyenest. Illetve barmely harom igy kivalasztott
kitéré egyenes altal meghatarozott regulus a parabolikus kongruencia része
lesz, ugyanis a kivalasztott kitéré egyeneseket metszi a tengely, tehat a
regulus minden elemének metszenie kell a tengelyt.

3.37. Tulajdonsdg.

Az a tény, hogy adott kongruenciahoz és a tengelyre nem illeszkedd
adott P ponthoz egyértelmiien létezik egy a P-re illeszkedd egyenes a hiper-
bolikus, az elliptikus vagy a parabolikus kongruenciabél megfelel

annak a ténynek, hogy egy 3-dimenzids altér, amely H,-bdl egy H,
hiperbolikus kvadrikat, &£, elliptikus kvadrikat, vagy egy 2-dimenzios parabo-
likus kvadrikara emelt kupot metsz ki, egy latin sikot egy egyértelmien
létez6 pontban metsz(kivéve, ha ez a sik tartalmaz pontot a 3-dimenzios
altér polaris egyenesének és H,-nek a metszetébdl).

Bizonyitas. Kovetkezik az el6z6ekbdl. Az egyértelmiien létezs egyenes
megfelel a latin sikra illeszked6 egyértelmtien 1étez6 pontnak, a kongruenciak
megfelelnek a kvadrikdknak illetve a kuipnak, a P pont pedig megfelel a latin
siknak. Az a kitétel, hogy a P pont ne illeszkedjék a tengelyre, pontosan
azzal all megfelelésben, hogy a P-nek megfelels [atin sik ne messe a kipot
H,-b6l kimetsz6 altér poléris egyenesét.

3.38. Definicio. Legyen

0 —azq —aqo —ag3
A — 34 0 —ai4 a3

a4 Q14 0 —ap

Q23 —a13  A12 0

ferdén szimmetrikus méatrix, melynek nem mindegyik eleme 0. Ekkor
detA = (apa34 + a13a40 + a14a23)*. Ha detA = 0, akkor létezik olyan e
egyenes, melynek Pliicker-koordinatai (ais, a3, G4, 34, a2, as3). Ha pedig
detA # 0, akkor A tekinthet6 egy nullpolaritds métrixanak. Az A
matrix altal meghatarozott linearis komplexusnak nevezziikk azon e =
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(P12, P13, P14, P34, P42, P23) egyenesek halmazat, melyek Pliicker-koordinétai
kielégitik az

a34P12 + Qa2P13 + A23P14 + Q12P34 + Q13Da2 + A14P23 = 0

egyenletet. A linearis komplexus specialis, ha detA = 0, és altalanos ha
detA # 0.

3.39. Megjegyzés. A definiciobol kdvetkezik, hogy a specidlis linearis
komplexus olyan egyenesekbdl 4all, melyeknek egy rogzitett egyenessel
van kozos pontjuk, pontosan azzal amelynek a Pliicker koordinatai az
elébbi definicioban szereplé - a komplexus matrixa altal meghatarozott -
(@12, @13, A14, A34, Qg2, a23). Ezt az egyenest nevezzilk a komplexus tenge-
lyének. Minden speciélis linearis komplexus (g +1)%q+ 1 egyenest tartalmaz.
Tovabba, ha detA # 0, azaz a komplexus altaldnos, akkor az &ltala
tartalmazott egyenesek pontosan az A &altal meghatarozott nullpolaritas
autokonjugalt egyenesei lesznek. Valoban, két ponto Osszek6ts egyenes
pontosan akkor tartozik hozza a komplexushoz, ha az egyik pont rajta van
a masik - nullpolaritis szerinti - polarsikjan, azaz, ha az 0sszek6t6 egyenes
a nullpolaritds autokonjugdlt egyenese. Ebbd&l kovetkezik, hogy a tér egy
rogzitett X pontjan 4&tmend, a komplexushoz tartozé egyenesek olyan sugar-
sort alkotnak, melynek tartopontja az X, tartosikja pedig az X polarsikja.
Tehat a komplexushoz tartozd egyenesek koziil a tér minden pontjan at
g + 1 darab megy és a tér minden sikjara is ¢ + 1 darab illeszkedik. Ezért
minden altalanos linearis komplexus (¢*+1)(g+1) darab egyenest tartalmaz.

3.40. Tulajdonsdg.

Egy specialis linearis komplexusnak, azaz egy tengelyt metsz6 (¢ +
1)%q + 1 darab egyenesnek megfelel

egy ‘H, harom-dimenziés hiperbolikus kvadrikidra emelt kap, melyet
egy érintd hipersik metsz ki H_-bdl.

Bizonyitas. Az 1.16. Tétel alapjan feltehets, hogy a specidlis linearis
komplexus tengelyének Pliicker koordinatai: (0,0, 1,0,0,0). Az vilagos, hogy
a megfeleltetett ponthalmaz kiapot fog alkotni, ugyanis a komplexus minden
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egyenese metszi a tengelyt, és egy ilyen egyenesnek megfelel6 pontot és a
tengelynek megfelel§ pontot 6sszekits egyenes is része lesz a ponthalmaznak.
Ezt az 0sszekotd egyenest a komplexus-beli egyenes és a tengely generalta
sugarsornak feleltetjiik meg, amely sugérsor a komplexus része. Legyen
egy tetszGleges komplexus-beli egyenes koordinatéi (w1, xe,xs, x4, x5, Te).
Mivel egy ilyen metszi a tengelyt ezért ennek koordinataira teljesiilni fog
r174 + 225 = 0, ami egy hiperbolikus kvadrika kanonikus egyenlete. A kip
egy alapjat kaphatjuk meg, hogy elmessiik egy a csticsot nem tartalmazo
haromdimenziés altérrel. A metszet természetesen egy hiperbolikus kvadrika
lesz, hiszen a pontjai teljesitik a kanonikus egyenletét.

3.41. Tulajdonsdg.

Egy PG(3,q)-beli altaldnos lineéaris komplexus (¢*> + 1)(q + 1) darab
egyenese megfelel

egy P, négy-dimenzios parabolikus kvadrikdnak, amit H.-bél egy
nem-érinté hipersik metsz ki.

Bizonyitas. Az 1.15 Tétel szerint a nullpolaritids matrixa

(@)

o O O
o O
o= O O

-1
alakra hozhat6. Tehat a komplexus egyeneseit meghatérozo
A34T1 + Q42%2 + Q2373 + A12T4 + a13%5 + 1476 = 0

egyenletbdl és a Pliicker koordinatakra igaz x1x4+ox5+x306 = 0 egyenletbdl
azt kapjuk hogy a komplexus egyeneseinek megfeleltetett pontokra igaz az

2
x| + Toxs5 + w316 = 0

Osszefiiggés, ami a parabolikus kvadrika kanonikus egyenlete. Tehat a
megfeleltetett ponthalmaz éppen egy parabolikus kvadrikat ad ki. Mellesleg,
kénnyen lathato, hogy erre a kvadrikara illeszkedS egyenesekbsl minden
latin és minden ¢drdg sik tartalmazni fog egyet.
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