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Bevezetés

Alapfogalmak

Legyen Ty és Ty két feszits fa egy G egyszerd iranyitatlan grafban, és s a G egy csicsa. Ty és Tp
s-fiiggetlenek, ha G minden s-t6l kiillénb6z6 « csicsa esetén az x-bél s-be T1-ben illetve To-ben
vezet§ egyértelmd utak bels6leg diszjunktak, vagyis nincs sem kozds éliik, sem pedig kozds belss
csucsuk. s-et a fak gyokerének fogjuk hivni. Ketténél tobb feszitG fa s-fiiggetlen, ha paronként azok.
Vilagos, hogy k s-fliggetlen fa létezésének sziikséges feltétele, hogy minden més csicsbol vezessen
s-be k belsSleg diszjunkt ut. Ha ezt megkoveteljiilk G minden csticsara, mint gySkérre, akkor a

k-Osszefiigg@ség adodik. A fiiggetlen fakrol szolo nevezetes sejtés, hogy ez elegendd is.

Sejtés (fiiggetlen fak) Legyen G egy k-osszefiiggd grif, és s a G egy tetszdleges csiucsa. Ekkor
létezik G-ben k s-fliggetlen feszitd fa.

A fiiggetlen fak fogalma a fentiekhez hasonléan definidlhaté iranyitott grafok esetén is, csak
ekkor feszit6 fak helyett s-fenyGket kell tekintentink (fenyd alatt a tovabbiakban mindig be-fenyét
értlink). Mindkét esetben kézenfekvs bevezetni még az élfiiggetlenség fogalmat is. Két feszitd
fa illetve s-fenys s-élfiiggetlen, ha a tobbi csticsbdl a fakban illetve fenyGkben s-be vezetd utak
éldiszjunktak. Ennek megfelelGen a sejtésnek is négy valtozatit fogalmazhatjuk meg. A fentit
nevezziik az irdnyitatlan csucs-valtozatnak. A iranyitatlan él-véiltozatot ugy kapjuk, hogy az Gssze-
fliggGséget élosszefliggiségre, a fliggetlenséget élfiiggetlenségre cseréljiik, az iranyitott csics- és él-
véaltozat pedig formalisan ugyanigy hangzik, mint az iranyitatlan, csak irdnyitott 6sszefliggGséggel
és élosszefliggGséggel.

Az el6bbi sejtésben csak azt koveteltiik meg, hogy a graf minden csticsahoz lehessen talalni
ott gyokerezs fiiggetlen fakat. A gydkér valtoztatasaval azonban mindig Gjabb és Gjabb fikat kell
konstrualnunk. A fliggetlen fak fogalmanak egy variansat kapjuk, ha olyan fakat keresiink, amik
minden s csicsra egyszerre s-fiiggetlenek. Az ilyen feszité fakat teljesen fiiggetlennek hivjuk. Mas
megfogalmazésban ez azt jelenti, hogy minden z,y csicspar esetén a fakban z és y kozitt vezets

utak belstleg diszjunktak. Teljesen fiiggetlen fakrol az alabbi sejtés fogalmazodott meg ([4]):

Sejtés (teljesen fiiggetlen fak) Ha a G grdf 2k-dsszefiiggd, akkor létezik benne k teljesen figgetlen

feszitd fa.
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A teljes fiiggetlenség él-viltozata egyszertien az éldiszjunkt feszité fak kérdését adja vissza,
iranyitott grafokra pedig ez a fogalom nem értelmezhets (egy fenys csak egyetlen s csucsra s-
fenyd).

A dolgozat témaja a két sejtéssel kapcsolatos eredmények attekintése, és kiilonbsen a vizsgalatuk

sorédn hasznalt moédszerek bemutatasa.

5

1. dbra. Négy s-fiiggetlen feszits fa (forras: [14])

Egy gyakorlati probléma

A fiiggetlen fak fogalma kommunikicios halozatokkal kapcsolatos gyakorlati kérdések vizsgalata
soran alakult ki. A kommunikaciés halézatok grafokkal irhatok le, amelyek cstuicsai olyan objek-
tumoknak felelnek meg, amik az éleken keresztiil kiildott iizenetek altal kommunikalni tudnak
egymassal. (Példaul a csticsok lehetnek tavirohivatalok, szamitogépek, processzorok, az élek pedig
hirvivék, elektromos vezetékek, szamitogépes buszok.) Feltessziik, hogy valamilyen korlat (példaul
a halozat nagysaga, vagy a csucsok kapacitdsa) miatt a csicsok nem ismerik az egész halozatot,
csak a sajat szomszédsdgukrdl van informéciojuk, illetve csak arra vonatkozo adatokat tudnak
tarolni. Tegyiik fel, hogy egy ilyen héalozatban egy u cstics (a felado) el akar juttatni egy lizenetet
egy v csucsnak (a cimzettnek), méghozza abban az esetben is, ha a héalozat megbizhatatlan, vagyis

néhany csucs vagy él elromolhat. Ennek megvaldsitasara az elss, kézenfekviéen adodd modszer az
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dgynevezett sugarzés: u elkiildi az {izenetet minden szomszédjanak, ha pedig egy x csiics lizenetet
kap egy y szomszédjatol, akkor azt tovabbkiildi az y-t6l kiilonbz6 szomszédainak. Ezen a médon az
iizenet elgbb-utdbb biztosan célba ér, ha ez egyaltalan lehetséges, vagyis ha a graf osszefiiggs, illetve
a megbizhatatlan esetben k — 1 csics hibaja esetén is eljut a cimzetthez, ha a graf k-6sszefiliggs,
illetve k — 1 él hib4aja esetén, ha k-élosszefliggs.

Sajnos ennek az eljarasnak megvannak a maga hitranyai. Nevezziik tovabbitasnak azt a folya-
matot, amikor egy x csics elkiildi az iizenetet egy y csticsnak az Sket 6sszek6ts élen. Vilagos, hogy a
sugarzéas soran szamtalan felesleges tovabbitéas torténik, s6t, ha a graf tartalmaz kort, akkor abban
a végtelenségig keringeni fog az iizenet. Fzt persze ki lehetne kiiszobolni azzal, hogy minden csics
megjegyzi, hogy melyik iizeneteket tovabbitotta mér, mivel azonban egy ilyen halézatban tipikusan
sok iizenetet kiildenek egymassal parhuzamosan, ez rengeteg memoriat igényelne. Egy hatékonyabb
modszer a tovabbitasok szaménak cstkkentésére, ha a sugarzast az eredeti graf helyett egy T feszitd
faban hajtjuk végre. Ekkor mar biztos, hogy minden cstcs legfeljebb egyszer kapja meg ugyanazt
az lizenetet, bar felesleges tovabbitiasok még mindig eléfordulhatnak. Ha viszont minden iizenet
cimzettje ugyanaz az s csics, akkor ezt tovabb javithatjuk: iranyitsuk meg a fa éleit ugy, hogy
minden él s felé mutasson (ezaltal egy s-feny6t kapunk), és minden csics csak az egyetlen beldle
kimeng élen kiildje tovabb az iizenetet. Ekkor az egész folyamat csak a felado cstcsot s-sel a faban
Osszekots egyértelmii 1t éleit hasznalja. Vilagos, hogy ezzel a technikival két fazisban az altalanos
esetet is megoldhatjuk: el@szor kiildjiink el minden tizenetet s-nek, majd a faban ellenkez§ irdnyban
haladva s kiildje el a cimzettnek. (Ilyenkor minden csics szamara egyértelmt, hogy melyik fazishan
lev§ iizenetet kapott, hiszen az elss fazisbeliek belépd éleken érkeznek, mig a mésik alkalommal az

eredeti irdnyitas szerinti kimend él feldl.)

Az eddig ismertetett eljaras azonban nagyon rosszul miikédik, ha a hélézat megbizhatatlan.
Mivel a halézatot tulajdonképpen egyetlen T feszit6 fara szikitettitk le, mar egyetlen él hibaja
megakadalyozhatja az iizenet célba érkezését. Ezen tugy segithetiink, hogy nem egy, hanem k
megfelel§ T, ..., T} feszits fiban tovabbitjuk az iizeneteket. Ilyenkor tehat minden cstcs tudja,
hogy melyik faban kik a be- illetve ki- szomszédai, és minden {izenetet minden faban tovébbit. A fe-
ladatunk szempontjabol elégséges feltétel, ha ezek a fak éldiszjunktak: ez mar garantalja az lizenet
megérkezését k — 1 él hibaja esetén is. Az igy elérheté maximalis megbizhatdsig azonban messze
elmarad attol, amit szeretnénk: noha egy k-élosszefiiggs graf k—1 él elhagyasa utan még Osszefiiggsd

marad, vagyis ennyi él hibaja esetén még biztosan elkiildhetd lenne az tizenet, egy k-élosszefiiggd

nk

5| éle van (ahol n a graf cstcsainak szama), és mar ebbdl lathatolag legfel-

grafnak esetleg csak [
jebb csak g nagysagrendd éldiszjunkt feszit§ fat tartalmazhat. Az ismertetett iizenetkiildési maod-
szer megbizhatatlan halézatokban valé mikédéséhez azonban szerencsére ennél kevesebbre van
csak sziikségiink. Vegyiik észre, hogy ahhoz, hogy k fat hasznalva k — 1 él hibaja mellett is biztosan

célba érjen az {izenet, mar az is elég, ha minden z cstics esetén a fakban x-bdl s-be vezets utak

éldiszjunktak, illetve ha k — 1 cstics hibasodhat meg, akkor hogy bels6leg diszjunktak. Ez pedig
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(Részletesebben 1d. [12] és [8].)

Eddigi eredmények

A fiiggetlen fakrol sz6lo sejtéssel kapcsolatban eddig a kovetkezd fontosabb eredmények ismertek.

k = 1-re persze mindegyik valtozat teljesiil.

Iranyitatlan grafokban k = 2-re Itai és Rodeh [12] belatta mind a cstics-, mind az él-valtozatot.
Khuller és Schieber [13] megmutattak, hogy az él-valtozat minden k esetén kovetkezik a cstcs-
valtozatbol. A tovabbi eredmények mind a csics-valtozatra vonatkoznak. A k = 3 esetet Cheriyan
és Maheshwari [1] illetve Zehavi és Itai [17] bizonyitotta egymastol fliggetleniil. A sejtés sikgrafokra
valé megszoritasat elgszor Huck latta be k = 4 [6] majd k =5 [9] esetre is (ezzel minden sikgrafra,
mert egy sikgraf nem lehet 6-Osszefiiggs), végiil az allitast sikbeli multigrafokra is kiterjesztette [10]
(itt mar k > 6 is lehet). 4-Gsszefiiggs sikgrafokra Miura et al. [14] utobb linearis idejd algoritmust is
adott, Nagai és Nakano [15] pedig 5-0sszeliiggd maximaélis sikgrafokra tette meg ugyanezt. Huck [6]
belatta a k = 4 eset egy gyengitését, ami szerint 1étezik olyan T feszit6 fa, hogy minden z cstcsbol
talalhat6é négy bels6leg diszjunkt Gt s-be tgy, hogy az egyikiik a T-beli egyértelmd ut. (Ugyanezt
a gyengitést megmutatta az él-valtozat esetén is, ott tetszéleges k-ra.) Végiill Curran et al. [2]
bizonyitotta az eredeti sejtést k = 4-re. Igy tehat k < 4 esetén a cstics- és az él-véltozat is igazolast

nyert, k > 4-re viszont a sejtés mindkét esetben nyitott.

Az irdnyitott csucs-verziot k = 2-re Whitty [16] igazolta, Huck [7] viszont megmutatta, hogy a
sejtés semmilyen k > 2-re nem teljesiil. Igy ennek a valtozatnak az esetében a tovabbi kutatasok
olyan szitkebb grafosztalyok keresésére iranyultak, amikben méar igaz a sejtés. Huck [11] aciklikus

multigrafokra, Hasunuma és Nagamochi [5] pedig élgrafokra latta be az allitast (tetszéleges k-ra).

A teljesen fiiggetlen fak él-megfelelsi az éldiszjunkt feszitG fak, amikrdl ismert Nash-Williams
klasszikus tétele: ha egy graf 2k-élosszefiiggs, akkor tartalmaz k éldiszjunkt feszitd fat. Ez az

analogia inspirdlta a teljesen fiiggetlen fakra vonatkozo sejtést.

A teljesen fiiggetlen fakra vonatkozé eredmények Hasunuma nevéhez fiizddnek. O belatta a roluk
sz016 sejtést irdnyitott élgrafokbdl az iranyitas elhagyaséaval keletkezé grafokra megszoritva minden
k-ra [3], illetve a k = 2 esetet maximalis sikgrafokra [4]. Jelen dolgozat ad egy egyszert ellenpéldat
arra, hogy a sejtés altalanosan nem igaz, s6t minden k-ra van olyan k-Gsszefiiggs graf, amiben
mar két teljesen fliggetlen feszits fa sincs. Azt is megmutatjuk, hogy a 4-Osszefiiggd maximaélis
sikgrafokra vonatkozé tétel méasik feltétele sem gyengithets: 3-OsszefliggGekre mar nem igaz az

allitas.
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Attekintés

A dolgozatot nyit6, Ekvivalens alakok cimi részben a fiiggetlen fakrol szolo sejtés néhany ekvivalens
megfogalmazisat mutatjuk be. Ha csak egyetlen s csicsra akarunk s-ben gytkerezé fliggetlen fakat
kapni, annak csak az s-re vonatkozo gyokeres Gsszefiiggség a magatoél értet6ds sziikséges feltétele.
T6bbek kozott belatjuk, hogy az ebbdél adodd, elsé ranézésre erdsebb sejtés kdvetkezik az eredetibél.

Az 1. fejezet a fiiggetlen fa-sejtés iranyitatlan véltozataval foglalkozik. Az els§ két szakasz
bevezet§ allitasokat és a k = 2 esetet tartalmazza, majd a harmadikban ratérink a 3-0sszefiiggd
grafokra. Itt talalhaté a dolgozat erre a fejezetre esé ujdonsaga, Zehavi és Itai bizonyitdsanak
nagymértéki egyszeriisitése. A negyedik szakaszban Cheriyan és Maheshwari ugyanerre adott masik
bizonyitdsanak {6 oteletét mutatjuk be, végiil az utolsé szakaszban az élfiggetlenségre vonatkozé
sejtést visszavezetjiik a cstcsfiiggetlenségre.

A 2. fejezet a sejtés iranyitott cstcs-valtozatara vonatkozo alapvets eredményeket ismerteti: a
k = 2 eset bizonyitasat, az ellenpéldat k > 3-ra, és az aciklikus multigrafok specialis esetét.

A dolgozat legfontosabb része a teljesen fiiggetlen fakrol sz6l6 3. fejezet, mely igy egy kiilon errdl
a témarol szolo bevezetdvel indul. Ezutan a 2.,3.,4. és 6. szakasz Hasunuma teljesen fiiggetlen fakra
vonatkozoé tételeit mutatja be, az 5. szakasz pedig a dolgozat sajat ereményeit tartalmazza. Ebben
megmutatjuk, hogy minden k-ra van olyan k-Osszefiiggs graf, amiben méar két teljesen fiiggetlen
feszit$ fa sem létezik, megcafolva ezzel a teljesen fliggetlen fakra vonatkozo sejtést, illetve hogy egy

3-0sszefiigg maximalis sikgraf se feltétleniil tartalmaz két teljesen fiiggetlen feszits fat.

Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkdszonni Bérczi Kristéfnak a dolgozat megirdsa soran nyujtott sokréti segitségét, a
szakmai észrevételektdl a gyakorlati kivitelezésig. Halas vagyok azért is, hogy felhivta a figyelmemet

az itt targyalt témara.

Sok haldval tartozom Frank Andrasnak az irdAntam tanusitott tiirelméért, és hogy megteremtette

a koriilményeket, ahhoz, hogy ez a dolgozat 1étrejohessen.

Szintén szeretnék koszonetet mondani Kaszanitzky Viktéridnak, amiért végig kitartéan batori-

tott, és atsegitett tobb nehéz ponton.
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Ekvivalens alakok

Egy G iranyitott vagy iranyitatlan graf egy s gyokérpontra nézve gydkeresen k-Osszefiiggd, ha
minden z € V(G)— s csiicsbdl vezet s-be k belstleg diszjunkt ut. k s-fliggetlen feszits fa létezésének
nyilvanval6 sziikséges feltétele, hogy a graf s-re nézve gySkeresen k-Osszefiiggs legyen. A fiiggetlen
fakra kimondott sejtés furcsasaga, hogy annak ellenére, hogy az s-fiiggetlen fik létezése egy aszim-
metrikus tulajdonsag (a kitiintetett s csticcsal), G-r6l mégis a k-GsszefliggSséget tessziik fel, ami
minden cstcspar kozott megkoveteli a k belssleg diszjunkt at létezését (cserébe persze azt akarjuk,
hogy minden csics jo legyen s-nek). Azonban felvetddik a kérdés, hogy ha tényleg csak egyetlen s
gyokérbdl szeretnénk fiiggetlen fakat, akkor nem elegendg-e csak a gySkeres 6sszefiiggséget feltenni

(hasonléan Edmonds feny&tételéhez).

Sejtés (fiiggetlen fak, gybkeresen Osszefiiggs verzid) Ha a G grdf egy s csicsdra nézve gyo-

keresen k-dsszefiiggd, akkor létezik G-ben k s-fiiggetlen feszitd fa.

Ennek a sejtésnek is megfogalmazhatjuk irdnyitott illetve iranyitatlan, és csicsfiiggetlenségrsl
illetve élfiiggetlenségrdl szolo valtozatat. Vilagos, hogy ebbdl a sejtésbsl minden valtozat esetén
kovetkezik az eredeti sejtés, mivel ha G k-(él)osszefiiggs, akkor minden s csticsara nézve gyokere-
sen k-(él)0sszefliggs. Az iranyitott él-valtozatnal Edmonds fenydtétele eleve gytkeres élosszefiig-
gbségrol szol, ott tehat a sejtésnek ez a verzidja is igaz. Az irdnyitatlan él-valtozat esetén pedig
nem is kiilénbozik a kettd, mert irdnyitatlan grafokban a k-élosszefliggéség és az egyetlen cstcsra
vonatkozo gyOkeres k-élosszefiiggség fogalma egybeesik. Az alabbiakban [8] nyoman megmutatjuk,
hogy a két sejtés a csics-valtozatok esetén is ekvivalens, vagyis az eredeti sejtéssel valo foglalkozas
nem jelent megszoritast. Ehhez megfogalmazzuk a sejtés egy harmadik verzigjat is, ami az ekviva-

lencia itteni belatasan tul még késébb is hasznos lesz.

Legyen T egy fa és x,y € V(T). A tovabbiakban T'[z,y] jeloli az © és y kozott a faban vezets
egyértelmd utat. A jelolést hasonld értelemben hasznalni fogjuk feny6k esetében is. Ha v egy irdnyi-
tott graf egy csicsa, akkor o(v) jeldli v befokat, 6(v) a kifokat, I'~ (v) azon csticsokat, amelyekbdl
vezet ¢l v-be, I't(v) pedig azokat, amikbe v-bél vezet él. Iranyitatlan grafokban deg(v) jeldli v
fokszamat és T'(v) a v szomszédait. Ha sziikséges megjeldlni, hogy a fokszamokat illetve szomszéd-
sdgot melyik grafban vagy részgrafban tekintjik, azt az el6bbiekhez fiiz6tt als6 indexben tessziik

meg.



A szakasz hatralevs részében egyszerre targyalunk irdnyitott és iranyitatlan grafokat. Ennek
sordn a rovidség kedvéért egységesen a fenys kifejezést fogjuk hasznélni, irdnyitatlan grafokban

ezalatt fat kell érteni.

Legyen G egy iranyitott vagy iranyitatlan graf, S = {s1,...,sx} CV(G) ésx € V(G) — S. Egy
x—S legyezd belstleg diszjunkt Py, . .., P, utak halmaza, ahol P; z-b6l s;-be vezet (i = 1,...,k). G
S-linkelt, ha minden = € V(G) — S cstcsra létezik x — S legyezs. Legyen T; s;-feny6 (i = 1,..., k),
amire V(T;) = V(G) — S + s;. (T, ..., Ty) egy fiiggetlen S-rendszer, ha minden z € V(G) — S
esetén (T;[z,s;])%_, egy © — S legyezd.

Sejtés (fiiggetlen S-rendszer létezése) Ha G S-linkelt, akkor létezik figgetlen S-rendszer G-

ben.

Legyen G egy iranyitott vagy iranyitatlan graf és S C V(G). A G egy s,S-bdvitésén a
kovetkezd G’ grafot értjiik. G-hez hozzavesziink egy 1j s csticsot. Ha G iranyitott, akkor min-
den t € S esetén behuizzuk az st és ts éleket és minden t € S és x € V(G) — ¢ esetén a tz élt (ha az
él nem szerepelt mar eredetileg is G-ben). Ha G iranyitatlan, akkor minden ¢ € S esetén behtzzuk

az st élt és minden tq,ts € S esetén a tity élt (ha még nem volt olyan).

s 2 s 2
o o

AN //\\ S - /

7= \

S sro) S s o)

N/
N\

Lemma 1 Legyen G egy irdnyitott vagy iranyitatlan grdf, S C V(G), k = |S| és legyen G’ a G
eqy s, S-bdvitése.

(i) Ha G S-linkelt, akkor G’ k-idsszefiiggd.

(1) Ha G’ tartalmaz k s-fiiggetlen feszitd fenydt, akkor G tartalmaz eqy fiiggetlen S-rendszert.

Biz. (i) Tegyiik fel, hogy G’ nem k-tsszefiiggs. Ekkor, mivel |V (G')| > k+ 1, létezik egy U vagés,
amire |U| < k. Legyen V(G) = X; U* Xo U* U ahol X3, X5 # ) és X;1-b6l nem vezet él Xao-be. Ha
G irdnyitott, akkor G’ konstrukcidja miatt S C U + X, ha pedig iranyitatlan, akkor S C U + X;
vagy S C U + Xo, és feltehetd, hogy itt is az utobbi teljesiil. Mivel |U| < k, ezért SN X # 0 és
igy s € U+ Xs. Legyen = € X; tetsz6leges. Ekkor x € V(G) — S és igy létezik egy = — S legyezd

G-ben. Ezt persze G’ is tartalmazza, ami ellentmond annak, hogy |U| < k.

(ii) Legyenek T7, ..., T} s-fiiggetlen feszit6 s-feny8k G’'-ben. Viladgos, hogy minden ¢t € S esetén

a ts él pontosan egy T/-hoz tartozik, és igy létezik S-nek egy olyan {si,..., s} indexezése, hogy



s;s a T] egyetlen s-sel szomszédos éle (1 = 1,...,k). Legyen T; = T — s — {s; : j # i}. Ekkor
V(T;) = V(G) — S + s; és ha T! iranyitott, akkor dr,(s;) = 0. Mivel minden = € V(G) — S esetén
Ti[z,s],..., T}z, s] belstleg diszjunktak, V(T}[x,s]) NS = {s;}, és igy T][x,s] — s egy  — s; Ut
T;-ben. Ebbdl kénnyen lathato, hogy T; egy s;-fenyd, és mivel a T;[x, s;] = T;[x, s] — s utak belséleg

diszjunktak, (T1,...,T})) egy fiiggetlen S-rendszer G-ben. O

Legyen G egy irdnyitott vagy iranyitatlan graf, s € V(G), n > 1, H pedig egy masik graf ugy,
hogy |V(H)| > 0 = 0g(s). Legyen I'"(s) = {a1,...,a,} és x1,...,2, € V(H) paronként diszjunkt
cstucsok. Legyen G az a graf, amit tgy kapunk, hogy G — s-hez hozzévessziik H-t, és minden
i =1,...,0ra egy a;x; élt. Ekkor azt mondjuk, hogy G’ az s H-val val6é helyettesitésével

kapott graf. (Megjegyzés: dg(V(H)) = 0 ha G iranyitott.)

Lemma 2 Legyen G eqy irdnyitott vagy irdnyitatlan grdf és legyen G' az s € V(G) eqy H griffal
vald helyettesitésével G-bél kapott grif. Legyen S CV(H) és k =1S|.

(i) Ha G s-re nézve gyckeresen k-Gsszefliggs és H k-isszefiiggd, akkor G' S-linkelt.

(#) Ha G’ tartalmaz egy figgetlen S-rendszert, akkor G tartalmaz k s-fiiggetlen feszitd s-
fenydt.

Biz. (i) Legyen x € V(G') — S. Ha « € V(H), akkor, mivel H k-0sszefiiggs, létezik x — S legyezs
G'-ben (méar H-ban is). Tegyiik fel, hogy © € V(G') — V(H) = V(G) — s. Mivel G s-re nézve
gyokeresen k-0sszefiiggs, létezik k belsSleg diszjunkt Py, ..., P, © — s 4t G-ben. i = 1,..., k-ra
legyen a;s a P; utols6 éle és x; az a; szomszédja H-ban. Legyen X = {z1,...,z;}. Mivel H k-
Osszeliiggs, léteznek @1, ..., Qx diszjunkt utak H-ban X és S kozott (ezek egy része trivialis is
lehet, ha SN X # 0). A P, —s,..., P, — s és Q1,...,Q utak dsszekapcsolasaval megkapjuk a
kivant x — S legyez6t G'-ben.

(i) Legyen (T7,...,T)) egy fliggetlen S-rendszer G'-ben. Ha G iranyitatlan, akkor i = 1,..., k-
ra legyen A; azon V(H) és V(G) — s kozott vezets élek halmaza, amik T s;-feny6vé irdnyitasakor
V(H)-bol V(G) — s-be mutatnak. (El6fordulhat, hogy valamilyen z € V(H) esetén T![z, s;] nem
végig V(H )-ban vezet, ilyenkor vannak ilyen tipusi élek.) Legyen T; a T, — A;-b6l V(H) s pontta
vald Osszehtizasaval kapott részgraf. Ha G iranyitott, akkor legyen T; a T!-b6l V(H) s pontta valo
Osszehuzasaval kapott részgraf. Mindkét esetben kdnnyen ellenérizhets, hogy T4, ..., T} s-fliggetlen

feszitd s-fenySk G-ben. [



Az 1. lemméabdl vilagos, hogy az eredeti sejtés csiics-valtozatabol kovetkezik az S-rendszeres
sejtés csics-valtozata mind irdnyitott, mint irdnyitatlan grafok esetén, mig az 2. lemma szerint az
S-rendszeres lemmabol a sejtés gydkeresen Gsszefliggs verzidja kivetkezik. Mivel ez utdbbibol pedig
trivialisan kovetkezik az eredeti, megkaptuk, hogy (iranyitott illetve irdnyitatlan cstcs-esetben) a

harom sejtés ekvivalens.

Az eddig sejtésekben szerepelt teljes illetve gyokeres Osszefliggdség és egyetlen gyokérpont illetve
S ,gyokérhalmaz”. Igy negyedikként még adodik, hogy S-rendszeres sejtésnek is megfogalmazzuk
a szimmetrikus verzi6jat. Mivel az a feltétel, hogy minden S C V(G), |S| =k ésx € V(G) — S

esetén létezzen x — S legyez8, ekvivalens a k-Osszefiiggdséggel, ez igy hangzik:

Sejtés Legyen G k dsszefiiggd irdnyitott vagy irdnyitatlan grdf. Ekkor minden S C V(G), |S| =k

esetén létezik fiiggetlen S-rendszer G-ben.

Allitas: Ez a sejtés is ekvivalens az eredetivel, és igy a masik kettGvel is.

Biz. <: Vegyiink hozza G-hez egy 10j s csucsot, és ezt kossiik ssze minden ¢ € S cstccsal (ha G
iranyitott, akkor mindkét iranyban). Kénnyen lathato, hogy az igy kapott G’ graf is k-Osszefiiggd.
Hasonléan az 1. lemma (ii) részéhez, ha T7, ..., T} s-fiiggetlen fak G'-ben és T; = T} —s—{s; : j # i}
(i=1,...,k), akkor T1,..., Ty S-fliggetlen rendszer G-ben.

=: Az 2. lemmahoz hasznélt konstrukcié miikodik, azzal a kiilonbséggel, hogy az iranyitott
esetben mindkét irdnyban be kell hiizni az j éleket, és eztttal ott is el kell hagyni a rossz irdnyba

mutatokat az Osszehizas el6tt.



1. fejezet

Fuggetlen fak iranyitatlan grafokban

1.1. Fiilfelbontas, s —t rendezés és a 2-(él)Osszefiiggs eset

Ebben a szakaszban az s-t rendezés fogalménak felhasznalaséval belatjuk a 2-Gsszefliggs esetet,

majd a rendezés tovabbi tulajdonsagait vizsgaljuk.

Definicié 1.1.1 Egy G 2-dsszefliggd grdf filfelbontdsa eqy G = Py U Py U --- U Py, ahol Py kér,
P, 1 < i pedig egy it, amire V(P;) N (V(Py)UV(Py)---UV(P;_1)) a P; két (egymdstdl kiilonbizd)
végpontja.

A filfelbontas jelentGségét az alabbi kozismert tétel adja:

Tétel 1.1.2 Egy grdf akkor és csak akkor 2-Gsszefiiggd, ha van filfelbontdsa. Sdt, o filfelbontdsban
Py a G tetszdleges kore lehet, és dltaldban, ha G eqy részgrdafiat mdr elddllitottuk, az kiegészithetd

a G egy filfelbontdsdvd. [J

Definicié 1.1.8 Legyen adott eqy G 2-3sszefiiggd grif és egy st € E(G) él. A G csucsainak egy
g:V(G) = {1,...,N}, N > |V| szdmozdsa s — t szdmozds, ha

(i) g(s) = 1 és glt) = N

(i) minden v € V(G) — {s,t} csiicsnak vannak olyan u,w € T'(v) szomszédjai, amikre g(u) <

g9(v) < g(w).
Ugyanezt a rendezések nyelvén is megfogalmazhatjuk, vilagos, hogy a két fogalom ekvivalens:

Definicié 1.1.4 Adott G 2-0sszefiiggd grdf és st € E(G) €l esetén a G egy s — t rendezése eqy <
rendezés a G csiucsain, amire

(i) s maximdlis és t minimdlis, vagyis Vv # s,t esetén s < v <t

(i) minden v € V(G) — {s,t} csiicsnak vannak olyan u,w € T'(v) szomszédjai, amikre u <

v <w.



A fiilfelbontés segitségével kénnyen megkaphatjuk a graf egy st-rendezését. Vegyiink ugyanis
egy olyan PyU- - -UP fiilfelbontast, ahol Py tartalmazza az st élt, vagyis Py = (s = 0o, V1, .o, Up—1 =
t,s). Legyen v; < vj41,i = 1,...n — 2. Ezzel Py-on kaptunk egy s — ¢ rendezést, ha pedig mar
PyU---U P,_1-n mar adott, P; = (ug,...,u,) (feltehetd ug < u,,) és w a korabbi rendezésben
ugp-ra kovetkezé elem, akkor legyen ug < u; < -+ < uy, < w. Ezzel kdnnyen lathatéan egy s — ¢

rendezést kapunk. Igy adédott, hogy

Tétel 1.1.5 Ha eqy grdaf 2-0sszefiiggd, és st eqy tetszdleges éle, akkor létezik a grifnak s —t ren-

dezése. 1

Az s—t rendezés megtalalasira Even és Tarjan adott linearis idejd algoritmust, mélységi keresés
felhasznélasaval.

Az s —t rendezés egy tovabbi tulajdonsaga a kévetkezd. Soroljuk fel a graf csicsait a rendezés
szerinti sorrendben, vagyis V(G) = {v; = s,va,...,v, = t} ahol v; < v3 < -+ < v,. Legyen
Vi = {v1,...,v;} és legyen G; = G[Vi] és G; = G[V — V;]. Ekkor G, 6sszefiiggs, hiszen minden
csticsnak van a rendezésben nala kisebb szomszédja, és hasonléan G is dsszefiiggs.

Pusztan az s — t rendezés 1étezéshdl mar kénnyen adodik két fliggetlen fa létezése.

Tétel 1.1.6 (Itai és Rodeh) Legyen G egy 2-Gsszefiiggd grdf, és s a G egy tetszdleges csiicsa.
Ekkor G-ben létezik két s-fiiggetlen feszitd fa.

Biz. Legyen t az s egy szomszédja, z pedig a t egy s-t6l kiilonb6z6 szomszédja. Tekintsiink a
grafban egy < s —t rendezést. Konstrudlunk egy 77 és egy To s gyokerti feszits fat ugy, hogy a graf
minden s-t6l kiilonb6zs csticsara megmondjuk, hogy mi a sziilGje a megfelels faban. T1-ben legyen
t sziilgje z, minden mas v € V — {s,t} csics sziil6je pedig a v egy tetszbleges olyan u szomszédja,
amire u < v. Ty-ben legyen ¢ sziilGje s, a tobbi v € V —{s,t} cstcs sziilGje pedig a v egy tetszdleges
olyan w szomszédja, amire w > v. Az igy kapott feszit fak s-fliggetlenek, hiszen a fenti jelolést

hasznalva egy v; cstics esetén T [v;, s] minden bels csticsa G-ben, Th|[v;, s]-é pedig Gi-ban van. O

A bizonyitas soran konstrualt faknak az s-fliggetlenségen kiviil még mas specialis tulajdonsagai
is vannak. Megkaptuk példaul, hogy a két fa koziil az egyik - mondjuk 75 - valaszthaté dgy,
hogy degr, (s) = 1. Egy mésik tulajdonsagot kiilon definicié formajaban fogalmazunk meg. Legyen
< egy rendezés a G graf csucsain. Egy m = (v1,...,v,) Gt <-ndévekvd (ill. <-csokkend, ha
v <vg < - < v, (lll. v1 > va > -+ > v,). Legyen s a < szerint minimalis és ¢ a maximalis csucs,
és tegyiik fel, hogy st € E(G). A (Ty,T>) feszit6 fa par <-rendezett, ha I'r, (s) = {t}, és minden
v csucsra a Th[v, s] ut <-csokkend, a Thlv, s] — s = Talv,t] b pedig <-ndvekvs. Vilagos, hogy ha
(T1,T) <-rendezett, akkor s-fiiggetlenek, és a fentiek szerint egy 2-Osszefiiggs grathoz talalhato

olyan < rendezés és 11,15 feszits fak, hogy (11,7T2) <-rendezett.

Megjegyzés: 11,1y s-fliggetlen feszité fakhoz nem feltétleniil 1étezik olyan < rendezés a graf
cstcsain, amire (71, Ty) <-rendezett, még akkor se, ha s mindkét faban levél. Az 1.1 abran lathato

grafban x < y < z < w < z kellene hogy teljesiiljon.



1.1. abra.

A tovabbiakban a <-rendezett feszit$ fa parok tulajdonsagait vizsgaljuk.
Lemma 1.1.7 Ha a (T1,T5) feszitd fa pdr <-rendezett, akkor < egy s —t rendezés.

Biz. Legyen v € V(G)—{s,t} egy tetszsleges csucs. Mivel T v, s] <-csokkend, az at v-re kovetkezs
u cstcsara u < v. Hasonloan a Th[v, s] it v-re kovetkezs w csticsa a v egy olyan szomszédja, amire

v<w.

Lemma 1.1.8 Legyenek Ty és Ty a G grdf feszitd fdi és < a G egy s — t rendezése. Ha (T1,T5)

<-rendezett és T'(s,T1) = {v} akkor létezik olyan <’ s — v rendezés, amire (T»,T1) <'-rendezett.

Biz. <’-t definialjuk ugy, hogy s legyen a minimaélis, v a maximalis eleme, barmely méas u,w
csticsok esetén pedig ha u < w akkor legyen w <" u. Mivel igy minden <-ndvekvé at <’-cstkkend

és forditva, (T2, T1) <'-rendezett, és ekkor az el6z6 lemma szerint <" egy s — v rendezés. O

Ezzel megkaptuk, hogy ha s mindkét faban levél, akkor a <-rendezettség egy szimmetrikus
fogalom. Két ilyen tulajdonsagu feszit6 fat azonban mar nem varhatunk egy 2-0sszefiiggs grafban:
ha s egy v szomszédjanak foka 2, akkor az sv él biztosan benne lesz valamelyik fiban, kiilénben
Ti[v, s] és Ty[v, s] is atmenne a v masik szomszédjan. Igy ha s-nek kettonél tobb 2-fokt szomszédja
van, akkor mar legaldbb az egyik faban s nem lesz levél. Latni fogjuk azonban, hogy 3-0sszefiiggd
grafokban mér megkovetelhetjiik, hogy a hirom s-fiiggetlen feszité fa kozott legyen két olyan,
amikre ez teljesiil.

A szakasz lezardsaként a 2-Osszefliggs eset felhasznalasaval levezetjiik a 2-élosszefliges esetet is.

Tétel 1.1.9 (Itai és Rodeh) Legyen G egy 2-élosszefiiggd grdf, és s a G egy tetszdleges csicsa.
Ekkor G-ben létezik két s-élfiggetlen feszitd fa.

Biz. Ha G 2-0sszefiiggs, akkor persze készen vagyunk, mert az s-fliggetlen fik s-élfiiggetlenek is.
Ha nem, akkor legyenek Bi,...,B,, a G blokkjai (maximélis 2-Gsszefliggs részgrafjai) ugy, hogy
s € B;. Mivel G 2-él6sszefiiggd, a blokk-felbontasban nincsenek elvago élek, csak blokkok és elvagd
csticsok, és Bi-t a blokk-fa gydkerének tekintve minden B;-nek (i > 1) létezik egy egyértelmid B;
sziilGje, amihez egy s; elvagd cstccsal csatlakozik. Legyen s1 := s és minden B; (i = 1,...,m)
blokkban legyen S; és T; két s;-fliggetlen feszits fa (ilyenek léteznek a korabbi tétel szerint), végiil
legyen S = U2, S; és T = U™ T;. Ekkor konnyen lathatd, hogy S és T' s-élfiiggetlen feszitG fak
G-ben. O



1.2. Néhany tétel 3-0sszefiiggbdségraol

Ebben a szakaszban belatjuk Tutte két tételét 3-0sszetfiiggs grafokrol és néhany tovabbi, Gsszefiig-

gbségrél szolo lemméat. Mindezeket a 3-Osszefiiggs eset bizonyitasaban fogjuk felhasznélni.

Lemma 1.2.1 Legyen G egy 3-Gsszefiiggd grdf, S = {vi,v2,v3} a G egy elvdgd halmaza és e =
(v1,v2). Ekkor barmely két x,y € V(G) — {v1,v2} cstics kizott vezet hdarom belséleg diszjunkt 4t
G — e-ben.

Biz. Vilagos, hogy S minden csicsdabol vezet él az S elhagyasaval keletkezs Osszes Osszefiiggdségi
komponensbe (kiilénben lenne kételemi elviagd halmaz), igy S barmely két csticsa Gsszekdthetd
olyan uttal, amelyik a végpontjait kivéve teljesen egy elére kijelolt komponensben fekszik.

1. eset: v3 ¢ {x,y}, vagyls =,y € V(G) — S. Induljunk ki az x és y kozott G-ben talalhatod
harom belséleg diszjunkt atbdl. Ha x és y a G — S kiilénbozé komponenséhez tartozik, akkor ezek
az utak G — e-ben is jok lesznek, mert egyik se tartalmazhat egynél tébb csticsot S-bél. Igy tegyiik
fel, hogy azonos komponensben vannak. Legfeljebb egy ut hasznalja e-t (és ilyenkor csak ez az 1t
léphet at masik komponensbe). Ebben az ttban e-t helyettesithetjiik egy olyan vq — vy Uttal, ami
a végpontjain kiviil G — S egy masik komponensében vezet. (Igy esetleg egy sétat kapunk, de azt
utta egyszerisithetjik.)

2. eset: vs € {x,y}, mondjuk vs = y. Tekintsiik ismét a harom G-beli  — v utat, és tegyiik
fel, hogy egyikiik hasznalja az e élt. Jeloljiik ezt az utat Pj-gyel. Ekkor a mésik két it teljesen a
G — S azon komponensében fekszik, amelyik z-et tartalmazza. Legyen Py = Py[z,v;] + (vi, v3-;) +
Py[vs_;,v3], ahol i = 1 vagy 2. Legyen Q) egy v; — vz ut a G — S egy olyan komponensében, ami
nem tartalmazza z-et. Ekkor Pi-et a P} = Pz, v;] + Q ttra cserélve megkapjuk a harom kivéant

utat G — e-ben. O

Egy e él felosztasa alatt azt értjik, hogy kitoroljiik és helyettesitjiik egy kett6 hossza uttal,
ami az e két végpontjat koti Gssze, a bels§ pontja pedig egy 4j csucs. Egy G graf egy H graf
felosztéasa, ha G-t megkaphatjuk H-bol él-felosztasok egyméasutanjaval. Legyen h(G) a minimalis
olyan H graf, aminek G a felosztésa.

Itt fontos megjegyezni, hogy eléfordulhat, hogy h(G)-nek is van 2 foka csicsa: ha a csics
két szomszédja egymassal is szomszédos, akkor a graf ennél a cstcsndl mar nem egyszertsithetd,
mert nem engediink meg parhuzamos éleket. Emiatt dltalanos G esetén H csak izomorfia erejéig
egyértelmt, mert ha két cstcsot tobb kiilonbozd Ut is Osszekst, aminek a belsd cstucsai 2-fokuak,
akkor nem egyértelmi, hogy melyikbdl lesz él, és melyikbdl 2 hossza 1t, s6t ha az it hosszabb 2-nél
és nem éllé egyszertistdik, akkor a megmaradé belsé csiics is barmelyik lehet. A késébbiekben azon-
ban ezt a miiveletet mindig csak G — e alaku grafokra fogjuk alkalmazni, ahol G 3-Gsszefiiggs, ezek
esetében pedig h(G — e) egyértelmd: G — e-ben legfeljebb két 2-foku csiics lehet (e két végpontja),
ezek nem szomszédosak, és ha két-két szomszédjuk egybeesne, akkor azok kételemi elvigd halmazt

alkotnanak.



Lemma 1.2.2 Legyen G egy 3-dsszefiiggd grdf, S = {v1,v2,v3} egy elvigd halmaz és e = (v1,v2).
Ekkor H = h(G — e) 3-dsszefiiggd.

Biz. Tegyiik fel, hogy nem az. Ekkor létezik W = {wq,we} C V(H) elviagd halmaz H-ban. Legyen
x,y két W altal szeparalt cstcs. Ekkor az el6z6 lemma miatt {z, y}N{v1,v2} # 0, mondjuk z = v;.

1. eset: dega(v1) = 3: ekkor tehat degg—_.(v1) = 2. Az S G-bdl vald elhagyasakor legalabb két
komponens keletkezik, és v1-b6l ezek mindegyikébe vezet él. Igy v; G — e-beli szomszédai koziil
egyik se vs, és a két cstics két kiilonboz6 komponensbe esik, ezért nem lehetnek szomszédosak. Igy
v1 nem is cstcsa H-nak, ami ellentmondas.

2. eset: dega(v1) > 3: ha degg_e(y) = 2, akkor y = vy és x és y szerepét felcserélve az 1.
esetet kapjuk. Igy feltehets dega_.(y) > 3. Mivel vy és y nem szomszédosak (akkor nem lehetett
volna elvagni 8ket) és degy (v1) > 3, H-ban vi-nek van egy u; ¢ W U {y} szomszédja. Ha y # va,
akkor W szeparalja ui-et és y-t, ellentmondasban az el6z6 lemméaval. Ha pedig y = vs, akkor y-nak
hasonléan van egy us ¢ W U {v;1} szomszédja, és W szeparélja ui-et és us-t, ismét ellentmondva

az el6z6 lemmanak. [

Megjegyzés: Az alabbi dbra mutatja, hogy az e € E(S) feltétel, vagyis hogy e két végpontja

egy minimalis elvago halmazba tartozzon, sziikséges.

Egy e = (z,y) € G él 6sszehtizasan azt értjik, hogy xz,y csicsokat egyetlen Ty cstcs-
csal helyettesitjiik, és ezt az 1j csucsot T'g(z) UTa(y) — {z,y} elemeivel kotjiik dssze. Az igy
keletkez6 grafot G/e-vel jeloljiik. (Ha tehét z,y benne van egy x,y, z haromszogben, és igy z és y

azonositasakor tobbszoros €l keletkezik, akkor ezek egyikét elhagyjuk.)

Tétel 1.2.3 Legyen G egy 3-0sszefiiggd grdaf és e = (v1,v2) € E(G). Ekkor vagy G/e vagy h(G —e)

3-0sszefliggd.

Biz. Ha G/e csak 2-0sszefliggs, akkor vy és vg egy S = {v1,v2,v3} minimalis elvago halmaz része

G-ben, amire alkalmazhaté az elébbi lemma. [J

Egy W,, kerék graf egy n — 1 hosszi korbdl és egy tovabbi csicsbol (a kerék kézéppontjabol)
4ll, ami a kor minden csticsaval 0ssze van kotve.

Tutte alabbi tétele kdzismert:

Tétel 1.2.4 Ha G egy legaldbb 6t csicsu 3-dsszefiiggd grdf, akkor létezik olyan e éle, amire G/e

3-dsszefliggd.

Ebbél most levezetjiik egy masik tételét:



Tétel 1.2.5 Ha eqy 3-dsszefiiggé G grdif nem kerék grdf, akkor vagy tartalmaz eqy e élt, amire
G — e is 3-0sszefiiggd, vagy egy olyan f €lt, amire G/ f 3-dsszefiiggd és f nincs benne hdromszdgben

(vagyis az o0sszehiizdsakor nem kell elhagyni élt).

Biz. Tegyiik fel, hogy egyik tipust él sincs G-ben. Ekkor az el6z6 tétel szerint létezik egy T
haromszog. Legyen V(T') = {z,y, z}. Megmutatjuk, hogy T legalabb két csicsanak foka 3. Tegyiik
fel indirekt, hogy x-nek vannak nem T-beli x1,x2, y-nak nem T-beli y1,ys szomszédai (1d. 1.2
abra). Tudjuk, hogy G — xy nem 3-Osszefiiggs. Ez csak ugy lehetséges, ha van két olyan cstcs,
amiket G-bdl elhagyva a maradékban xy elvago él. Ezek egyike nyilvan z kell legyen, a masikat
Z'-vel jelolve © és y igy a G' = G — {z,2'} — xy kiilonb6z6 komponensébe esnek. Jelolje ezeket
a komponenseket G ill. G,. Mivel G — y 2-Osszefiiggs, 1étezik két diszjunkt Pi, Pr ut {y1,y2} és
{7/, 2z} kozott (feltehets, hogy Py y1 és 2/, Py pedig ya és z kozdtt vezet). a1 és xo valamelyike,
mondjuk z; kiilonbozik z/-t6l. G — a-ben létezik két belséleg diszjunkt @1, Q2 t x1-b6l {2/, z}-be.
Mivel P; és Py Gy + {2/, z}-ben van, Q1 és Q2 pedig G, + {2/, z}-ben, P| = (y,y1) + P+ Q1 + Q2
egy ut y-bol z-be. Igy P, Py = (y,y2) + P2 és P3 = (y, x,z) harom belséleg diszjunkt at y és z
kozott, igy G — yz 3-Osszefiiggs (ha nem lenne az, akkor egy kételemd halmaz elvalasztand benne

y-t és z-t), ami ellentmondés.

1.2. abra.

Tehat T legalabb két csiicsa, mondjuk x és y, 3-foku. Legyen x’ # y, z az 2 harmadik szomszédja.
Ekkor G/xa’ 3-0sszefliggs, mert ha nem lenne az, akkor = és x’ benne lenne egy minimalis elvago
halmazban G-ben és 2-bél vezetne él minden igy keletkezé komponensbe. De z-nek a’-n kiviil csak
y és z szomszédja, amik egymassal is szomszédosak, igy nem szeparalhatok. Igy za’ is benne van
egy haromszogben. Mivel x Osszes szomszédja o', y, z, a haromszog harmadik csicsa csak y vagy z
lehet. Ha y, akkor G = K4 (kiilonben {2/, z} elvagd halmaz), ami kerék graf, ha pedig z, akkor vagy
deg(z) = 3 és ismét G = Ky, vagy deg(z’) = 3. Ekkor tekinthetjik az o’ 2" # z, z szomszédjat, és
az elGbbieket ismételve végiil azt kapjuk, hogy G egy z kozépponti kerék. [

A szakaszt néhany egyszert lemmaval zarjuk.

Lemma 1.2.6 Legyen G egy k-0sszefiiggd grdf. Vegyiink hozzd G-hez egy 1j v csicsot, és kdssiik
ossze a G legaldbb k eredeti csicsdval. Ekkor az igy keletkezé G’ grdf is k-osszefiiggd.
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Biz. Egy legfeljebb k — 1 elemti S csticshalmaz G-t nem tudja elvigni, és v-t se tudja szeparilni

a maradéktol. [

Lemma 1.2.7 Legyen v € V(G) és deg(v) > k. Ha G minden x,y # v csicspdra kézott létezik k
belsdleg diszjunkt 1it, akkor G k-dsszefiiggd.

Biz. Ha nem az, akkor létezik egy S elviagd halmaz, amire |S| < k — 1. S szeparalja v-t egy masik
csicstol, legyen ez z. Mivel deg(v) > k, v-nek van egy y ¢ S szomszédja. Ekkor S szeparélja y-t és

x-et, ami ellentmondés. [J

Legyen z € V(G) és B C V(G). Egy k méretii x— B részlegyezd belstleg diszjunkt Py, ..., Py
utak egy halmaza, ahol P; z-b6l y;-be vezet (i = 1,...,k), ahol y;-k a B kiilénb6z6 elemei (most
tehat nem koveteljiik meg, hogy B minden cstcsdba vezessen Ut, mint azt a legyezd esetében

tettiik).

Lemma 1.2.8 Legyen B C V(G) egy olyan csicshalmaz, aminek bdrmely két x,y € B eleme
kozott létezik G-ben k belsdleg diszjunkt it. Ha G minden mds v csicsdra létezik k méretd v — B

legyezd, akkor G k-dsszefiggd.

Biz. Legyen S C V(G) egy legfeljebb k — 1 elemd csticshalmaz és v, w ¢ S két csics. A feltevések
szerint S se v-t, se w-t nem vaghatja el B-t6l, igy G — S-ben létezik egy P v —x és egy @ y —w 1,
ahol z,y € B (ha v vagy w eleve B-beli volt, akkor az ut egy csucsbol all). z és y kozott létezik k
bels6leg diszjunkt ut G-ben, igy S nem szeparalja Sket. Legyen R egy x —y ut G — S-ben. Ekkor
P+ R+ Q egy v— w séta G — S-ben. Mivel v és w G — S két tetszéleges cstucsa volt, G — S
Osszefiiggl, és igy G k-Osszefiigegs. [

1.3. A 3-0sszefiiggd eset: Zehavi és Itai bizonyitasa

Ebben a szakaszban, {6bb vonalaiban [17]-t kovetve, de jelentGsen egyszertsitve az ott szerepld
eredeti bizonyitason, a 3-Osszefiiggd esettel foglalkozunk. A harom s-fiiggetlen fa létezésénél erGsebb
allitast fogunk belatni. Ennek megfogalmazasahoz elészor a kovetkezd definiciora van sziikségilink

(TE(s) az s-sel szomszédos élek halmazat jeldli):

Definicié 1.3.1 Legyen s € V(G) és e1,eo € T'E(s). Azt mondjuk, hogy a (G,s,e1,ez) négyes
kielégiti a kiterjesztett harom fa-t tulajdonsdgot (réviden: ESTP), ha léteznek Ty, To, T fdk, amikre
(E1) T; feszitd fa G-ben (i=1,2,3)
(E2) minden v € G esetén a T3[v, s| it belsdleg diszjunkt T1[v, s]-tél és Tzv, s]-tél.
(E3) i =1,2 esetén E(T;) NTE(s) = {e;}
(E4) ha es = st akkor létezik < s — t rendezés G-ben, amire (T1,T2) <-rendezett.

Az 1.1.7 lemma szerint (E4)-hez elég azt ellendrizni, hogy (T1,T») <-rendezett. Mivel a <-
rendezett feszits fak s-fliggetlenek, (E4) szerint 17 és To s-fliggetlen, (E2) pedig éppen azt mondja,
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hogy T5 és Th, ill. T3 és T, s-fiiggetlenek, igy ekkor Ty,7T5,T3 valoban s-fiiggetlenek. Masrészt
az 1.1 &bran szerepelt ra példa, hogy s-fiiggetlen fak nem feltétleniil teljesitik (E4)-et, még (E3)
fennéllasa esetén se. Az is vildgos, hogy ha G minden s csticsara létezik olyan ey, es € I'P(s), hogy
(G, s,e1,e2) E3TP (és igy létezik harom s-flggetlen feszits fa), akkor G 3-Osszefiiggd.

A célunk az lesz, hogy beldssuk, hogy ennek egy erdsebb megforditisa is teljesiil: ha G egy
3-Osszefiiggd graf, akkor minden s € V(G) és minden minden e;, e € I'(s) esetén (G, s, e1,e2)
kielégiti E3TP-t. Ehhez vezessiik még be a kovetkezs fogalmakat. (G, s,e1,e2) egy ellenpélda,
ha G egy 3-Osszefiiggs graf, s € V(G), e1,ea € T'P(s) és (G, s,e1,e2) nem teljesiti E3TP-t. Egy
minimalis ellenpélda (a tovdbbiakban: MCE) egy olyan ellenpélda, amire |V (G)| + |E(G)|
minimélis. Egy G graf MCE, ha létezik olyan s,e; és eg, hogy (G, s, e1,e2) MCE. A feladatunk az,
hogy belassuk, hogy nem létezik MCE. Ehhez az MCE-k struktarajat fogjuk megvizsgalni.

Lemma 1.3.2 Legyen e = sp # e1,ea. Ha G/e 3-dsszefiiggs, akkor (G, s,e1,e2) nem MCE.

Biz. Tegyiik fel, hogy (G, s, e1,e2) MCE. Ha e; = sv; akkor legyen e} = (5p,v;), i = 1,2. A feltevés
szerint G /e 3-Osszefliggs, és igy G minimalitasa miatt (G/e,3p, €], e}) kielégiti E3TP-t. Legyenek
T1, Ty, T4 a megfelels fak G/e-ben és legyen <’ az Sp — v rendezés. Mivel degg(p) > 3, p-nek van
két p1, po # s szomszédja. Feltehets p1 </ po.

A kovetkez6 modon konstrudlunk G-beli fakat. Legyen T; = T) — e} +e; +pp; (i = 1,2). Vilagos,
hogy ekkor T;[p, s] = (p, pi) + T;[ps, s]. T3-at pedig tigy kapjuk T4-b6l, hogy hozzaadjuk az sp élt
és minden vsp alaku élt kicseréliink a G-ben neki megfelels élre (vs-re ill. vp-re).

A G-beli < s—t rendezés legyen <’ kiterjesztése ugy, hogy p1 < p < p2. Kénnyen ellenérizhetd,
hogy az igy kapott 11,75, T3, < kielégitik E3TP feltételeit. [

Lemma 1.3.3 Legyen s € V(G), deg(s) > 3 ése € T'F(s)—{e1,ea}. Ha H = h(G—e) 3-dsszefiiggd,
akkor (G, s,e1,e2) nem MCE.

Biz. Tegyiik fel, hogy (G, s, e1,e2) egy MCE. Mivel [V(H)|+|E(H)| mindenképpen kisebb, mint
[V(G)|+|E(G)|, ezért H nem MCE, s6t mivel a feltevés szerint 3-Gsszefiliggd, igy minden cstcsra és
ré illeszkedd élparra kielégiti E3TP-t. Legyen e = sp. Ha degg(p) > 3, akkor H = G — e, vagyis G
egy részgrafjaban léteznek a kivant fak, ellentmondas.

Igy dega(p) = 3. Legyen T'(p) = {p1,p2,5}. p ¢ V(H), mert ellenkezs esetben (ez akkor
fordulhatna el6, ha pi1p2 € E(G) lenne) degy(p) = 2 lenne, és igy H nem lenne 3-Gsszefiiggs
(igy tehat pips ¢ E(G)). A fentiek szerint (H,s,e1,ez2) kielégiti E3TP-t. Legyenek T7,T5,T5 a
megfelels fak és <’ az s — ¢ rendezés. Ha a p1ps € E(T3), akkor feltehetjiik, hogy T4[p1,s] =
(p1,p2)+T4[p2, 5], éslegyen Ts = T4 —p1pa+p1p+ps (ezzel néhany utat lerévidithettiink), egyébként
legyen T3 = T4 + ps. Feltehets p1 < p2 (mivel az 1.1.8 lemma szerint T és T, szerepe felcserélhetd,
és ekkor < lényegében megfordul). A méasik két fat igy definidljuk: Ha popy € E(TY), akkor T} =
T| — pap1 +pop+pp1, egyébkeént T = T7 +pp1. Ha p1ps € E(Ty), akkor Ty = T — p1p2 +p1p -+ pp2,
egyébként Ty = Ty +ppo. < pedig legyen <’ kiterjesztése ugy, hogy p1 < p < po. Kénny ellenrizni,
hogy az igy kapott 11,75, T3, < kielégitik E3TP feltételeit. [
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Lemma 1.3.4 Ha (G, s, e1,e2) egy MCE, akkor deg(s) = 3.

Biz. Legyen e € TP(s) — {e1, ea}. Az 1.2.3 tétel szerint G/e vagy h(G — e) 3-Osszefiiggs. Ha G/e
3-Osszefiiggs, akkor az 1.3.2 lemma szerint (G, s, eq,e2) nem MCE. Igy h(G — e) 3-6sszefiiggs. Ha

deg(s) > 3, akkor az el6z6 lemma szerint (G, s, €1, e3) nem MCE, igy marad deg(s) = 3. O
A tovabbiakban tehat mindig feltehetjiik, hogy deg(s) = 3.

Lemma 1.3.5 LegyenT'(s) = {s1, 2,83} €s tegyiik fel, hogy (G, s, ss1, $s2) kielégiti E3TP-t. Legyenek
T1,T>, T3 a megfeleld fik. Ekkor minden i,j € {1,2,3}, i # j esetén s; levél T;-ben.

Biz. Tegyiik fel, hogy mondjuk s; nem levél Th-ben. Ekkor létezik egy x csucs, amire Th[z, s] =
Tolxz, s1]+T5[s1, s]. Mivel T1 [z, s] = T1[z, s1]+(s1, ), mindkét Gt atmegy si-en, vagyis nem bels6leg

diszjunktak, ami ellentmondés. [

Lemma 1.3.6 Legyen I'(s) = {s1,s2,s3}, tegyik fel, hogy (G,s,ss1,ss2) kielégiti ESTP-t, és
legyenek T1,T>,T5 a megfeleld fik. Legyen i,j € {1,2,3}, i # j, és tegyik fel, hogy s;s; € E(G).
Ekkor léteznek olyan T1,T5,T5, a feltételeket kielégitd fak, amik esetén T][s;,s| = (s;,8i,8) (akdr

egyszerre az Gsszes i,j pdr esetén is).

Biz. Az el6z6 lemma szerint s; levél T;-ben. Hagyjuk el az s;-t T;-hez kot6 élt, és helyette vegyiik
hozza T;-hez s;s;-t. Ekkor persze feszitG fat kapunk, ami fiiggetlen is a tobbit6l, mivel T)[s;, 5]
egyetlen bels6 csicsa s;, és ez a tobbi faban levél. Mivel s; a < rendezés masodik legkisebb, so

pedig a legnagyobb eleme, a <-rendezettség sem sériilhet. U

Vv

e

b
s p q

1.3. abra.

Lemma 1.3.7 Legyen F az 1.3 dbrdn ldthaté grif. Ha G-nek F részgrdfja, |V (G)| > 4 és v-nek

nincsenek tovdbbi szomszédjai, akkor eo # sp esetén (G, s,e1,es) nem MCE.

Megjegyzés: pq hozzatartozhat G-hez.
Biz. A |[V(G)| > 4 feltétel miatt {s,p,q} elvagd halmaz, az 1.3.4 lemma szerint pedig feltehetd
deg(s) = 3. Emiatt sq ¢ E(G), mivel s-bdl, mint egy minimalis elvagé halmaz elemébdl, minden
keletkezé komponensbe kell hogy vezessen él, ami legalabb két élt jelent, igy {p, ¢}-ba csak egy
marad, ami pedig sp.

Legyen I'Z(s) = {e1,e2,e3}. Definicio szerint e; = sv, és mivel es # sp, marad e3 = sp. G
minimalitdsa miatt H = h(G — b) nem MCE. ElGszor megmutatjuk, hogy H 3-Osszefiiggd, majd a
H-beli feszit6 fakbol G-belieket konstrualunk.
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T'¢(s) = {u,p,v} egy elvagé halmaz G-ben. Az 1.2.1 lemma szerint {z,y} N{v,p} = 0 esetén x
és y kozott létezik 3 belssleg diszjunkt ut G —b-ben. Mivel degg_p(v) = 2 és s és ¢ nem szomszédos,
v ¢ V(H). Igy mar csak p-vel kell foglalkoznunk.

l.eset: dege(p) = 3. Ekkor p nincs H-ban, kivéve ha p harmadik szomszédja ¢ vagy u (v
elhagyasa miatt H-ban s és ¢ mar szomszédos). De pg € E(G) nem lehet, mert akkor {s,q} elviago
halmaz G-ben, és pu € E(G) se, mert akkor {q,u} elviago6 (mivel g-nak kell hogy legyen s, v, p, u-t6l
kiilénb6z6 szomszédja).

2.eset: degy (p) > 3. Ekkor az 1.2.7 lemma szerint H 3-Gsszefiiggs.

Mivel G MCE, (H, s, 5q, e2) kielégiti E3TP-t. Legyenek T (i = 1,2,3) a megfelels fak és <7
az s — u rendezés. Vilagos, hogy s <# ¢ <# w minden w € V(H) — {s, q}-ra.

l.eset: degg(p) = 3. Ekkor definidljuk tgy az s — u rendezést G-n, hogy s < v < p < ¢, a
tobbi csticson pedig egyezzen meg <-val. Legyen T'(p) = {s,v,p1}. Ekkor e = sp; ¢ E(G). A
kovetkezs fak jok lesznek G-ben:

T =T —sq+sv+vgtop, To=T" +qutpp, T3="T5" —spi+sp+ppi+pv.
2.eset: degg(p) > 3. Ekkor p € H, igy ef! = sp. Az s —u rendezés olyan legyen, hogy s < v < ¢,
a t&bbi cstcson pedig egyezzen meg <7 -val. A G-beli fak:
Ty =THE —sq+sv+vg, To=TH+qu, T3=TH+pv.
A kés6bbiek kedvéért jegyezziik meg, hogy az 1.3.6 lemma szerint a T fa ebben az esetben is

atalakithato ugy, hogy Ti[p, s] = (p,v, s) legyen. OJ

Tétel 1.3.8 (Zehavi és Itai) Legyen G egy 3-dsszefiiggd grif, s € V(G) és e1,eq € T'E(s). Ekkor
(G, s,e1,e2) kielégiti ESTP-t.

§ < T <T3 < T2

1.4. abra.

Biz. Ahogy az 1.4 abran lathato, ha |V(G)| = 4, akkor E3TP teljesiil. Igy feltehets |V (G)| > 4.
Tegyiik fel, hogy a tétel nem igaz, és legyen (G, s, e1, e2) egy MCE. Az 1.3.4 lemma szerint deg(s) =
3. Legyen I'?(s) = {ey,ea,e3}, ahol e3 = sp. Az 1.3.2 lemma szerint G /e3 nem 3-sszefiiggs, igy

létezik egy ¢ csucs, amire S = {s,p, ¢} elvagd halmaz G-ben. Mivel s-b6l minden komponensbe
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vezet ¢, G — S csak két komponensbdl all. Legyenek ezek G és G2. Mivel deg(s) = 3 és sp € E(G),
sq ¢ E(G).

l.eset: pq ¢ E(G). Tekintsiink harom belssleg diszjunkt utat ¢ és s kozdtt. Mivel deg(s) = 3,
ezek egyike hasznélja sp-t, és igy az egyik belseje teljesen Gl-ben, egy masik teljesen G2-ben
halad, és az sp kezdetii 1t [p,q] szakasza is valamelyik komponensbe esik, mondjuk G*-be. Legyen

G? = G/G" (G'-et Bsszehtizzuk egyetlen csticesd) és G = G — G2 + pq + sq (1d. 1.5 abra).

.........
-----
. .

Gl
Gl
....... Gl J 3
G 7 p R4
. G2 "

........
---------

1.5. abra.

1.4ll.: G* 3-Bsszefiiggs.

Mivel z,y € {s,p,q} kdzdtt van legalabb egy G'-ben haladé tt, G'-ban létezik kéztiik hérom
bels6leg diszjunkt Gt. Kénnytd ellendrizni, hogy minden z # s,p, g esetén pedig létezik egy « —
{s,p,q} legyezs. (Vegyiink G-ben harom belséleg diszjunkt utat z-b6l G2 egy pontjaba, ezek S-ig
tarto részei jok lesznek.) Igy az 1.2.8 lemma, szerint Gt 3-0sszefiiggd.

2.41L.: G2 3-0sszefiiggd.

Ellenérizhetd, hogy minden x,y # q csicspar kozott 1étezik harom belsSleg diszjunkt ut, igy az
1.2.7 lemma szerint G2 3-0sszefiiggd.

Az 1.1.8 lemma szerint (G, s, ey, e2) pontosan akkor elégiti ki E3TP-t, ha (G, s, ea,€1), azaz e;
és eq szerepe felcserélhets. Igy feltehets, hogy ¢ € G2 (ahol eg = st). Vilagos, hogy G csticsai és élei
széménak dsszege kisebb, mint |V (G)| + |E(G)|, igy (G, s, e1, sq) kielégiti E3TP-t. |V (GY)| > 1,
mert kiilénben G2 = G, ellentmondasban az 1.3.7 lemmaval. Igy viszont G? csticsai és élei szdménak
Osszege is kisebb, mint G-¢é, ezért (@2, s, su, e) is kielégiti E3TP-t. Legyenek T¢, Ty, T4 a megfelels
fak és <! az s — v rendezés G'-ban, T2, T2, T2 a fak és <2 az s — t rendezés G2-ben. Ekkor az 1.3.6

lemma szerint feltehetd, hogy a fak megfelel6 részlete gy néz ki, mint az 1.6 4bran.
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..........
........

1.6. abra.

G-ben definialjuk ugy a T, 75, T3 fékat, hogy T; = T} UT? —u — pq — sq (i = 1,2,3) (az sp
élnek persze csak egy példanyat vessziik T3-ba), < pedig G' U S-en egyezzen meg <!'-gyel, G%-n
<2.vel, ésha z € G' U S és y € G? akkor legyen = < ¥.

Kénnyen lathato, hogy Ti,Ts, Ts valoban feszits fik, és hogy Ts[q, s] = Ti[q, s] és ha példaul
r € G, akkor Ty[x,s] = Tl[z,s] és Ta[x, s] = T4 [z, q] + T%[q, s|. Ezek alapjan ellendrizhets, hogy
Ty, Ts, Ty kielégiti E3TP-t.

2.eset: pg € E(G). Ekkor legyen G' = G/G? és G = G/G'. A bizonyitds ugyanigy megy,
mint az el6z6 esetben. Most i = 1,2 esetén ¢ levél Ti-ben, mert ha nem igy lenne, akkor létezne
olyan z € G*, amire Ti[z, s] 3 q, de ez q € T{[z, s] miatt nem lehetséges. Igy a korabbihoz hasonlé
gondolatmenettel feltehets, hogy qp € E(T4). Masrészt q ¢ T'zi(s) miatt az 1.3.6 lemma szerint
pq ¢ E(T]?), i=1,2,j = 1,2 is feltehets. Igy léteznek olyan fak, amiknek az &brazolt részre esé

élei az 1.7 abra szerintiek. [

.............
......
.

1.7. abra.

1.4. Nemszeparalé fiilfelbontasok és a Cheriyan-Maheshwari-
bizonyitas

Az aldbbiakban megismerkediink a nemszeparilé fiilfelbontéis fogalméaval, bizonyitas nélkiil ki-
mondjuk Cheriyan és Maheshwari roluk szolo tételét, majd megnézziik, hogyan kaphato ebbdl

harom filiggetlen fa egy 3-Gsszefliggs grafban.
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Legyen G = Py U Py U ... P, a G 2-0sszefiiggs graf egy fiilfelbontésa. Legyen V; = V(Py) U
V(P)U---UV(P), G; = GVi] (a'V; altal feszitett részgraf) és G; = G[V —V;] minden i = 1,... k-
ra. Azt mondjuk, hogy Py U Py U... P, egy fiilfelbontas a ts élen keresztiil és az u csticsot
elkeriilve, ha a P, kor tartalmazza a ts élt és az utols6 egynél hosszabb fil, P,,, kett§ hossza és az
egyetlen belss csicsa u. A G graf egy PyU Py U. .. Py ts élen keresztiili és u-t elkeriils fiilfelbontésa
nemszeparalé fiilfelbontas, ha i € {0,1,...,m — 1} esetén G; Gsszefiiggs és P; minden belsé
csucsanak van G;-beli szomszédja. Vilagos, hogy ekkor u-n kiviil G minden cstcsanak foka legalabb
3. Egy ut indukalt, ha nincs él két az Gton nem egymésra kdvetkezs cstics kozott, kivéve esetleg

a két végpont kozott. Egy kor indukalt, ha nincs hurja.

Allitas 1.4.1 Legyen G eqy 3-dsszefiqgd graf. Ekkor létezik G-nek eqy G = Py U P, U --- U P,
nemszepardlo filfelbontdsa valamely ts élen keresztil és valamely u csiucsot elkeriilve, amire az is

teljesiil, hogy minden kettdnél hosszabb fil vagy egy indukdlt ut vagy egy indukdlt kir.

Biz. Az indukalt ut illetve kor feltétellel nem kell foglalkoznunk: ha mar adott egy nemszeparalé
fulfelbontas, és egy e él hur egy P, = (v1,...,vn) fiill v; és v; cstucsa kozott, akkor Pt a Pl1 =
(V1 .+, Vi V.., UN) €8 P2 = 05,041, ..., v;) fillekre szétbontva a felbontés nemszepardlé marad
és a hurok szadma eggyel csokken.

|E(G)| szerinti indukciot hasznalunk. Az 1.2.5 tétel szerint egy 3-Osszefliggd graf vagy kerék
graf, vagy tartalmaz egy élt, amit elhagyva 3-Gsszefliggd marad, vagy tartalmaz egy élt, ami nincs

benne haromszogben és az Osszehtizasival megmarad a 3-Osszefiiggdség. Ha G = W, kerék graf,

és V(GQ) = {r,v1,v2,...,v,-1} ahol r a kozéppont és C' = (v1,v2,...,V,—1,01) a tobbi csticsot
Osszekots kor, akkor ts = vive, u =1, Py = C, Py = (v1,71,v2), P; = (vi41,7) (i =2,...,n—2) jo
lesz.

Ha G tartalmaz egy e elhagyhato élt, akkor az indukcids feltevés szerint G — e-nek 1étezik egy
Py U ---U P, nemszeparal6 filfelbontasa. Ekkor Py, = e jeloléssel Py U --- U Py U Pyyq j6 lesz
G-ben.

Ha G egy e = zy Osszehuzhat6 élt tartalmaz, akkor az indukcids feltevés szerint G/e-ben

van egy Py U --- U Pr nemszeparalé fiilfelbontés. Jelolje Ty az e él Gsszehuzasakor keletkezd j

csucsot. Elgszor tegyiik fel, hogy Ty # u. Legyen P, = (v1,...,0;, TY, Vit1,...,vN) az a fil, aminek
7y belst csticsa. Ha 2-bél és y-bdl is vezet él Gj-be, akkor P/ = (vi,..., 0,2, Y, Vit1,-..,0N) jO

lesz G-ben. Ha az egyikbdl, mondjuk z-b&l nem (ekkor y-bol igen, hiszen Tgy-bol vezet), akkor,
mivel degg(z) > 3, létezik egy w € Gy, amire 2w € E(G). Ekkor Pt P! = (vq,...,v;,z,w)
és PP = (,9,vi41,...,vn) részekre bontva kapunk jo fiilfelbontast G-ben. Ha Ty = u, akkor
V(G) — V(Gp) = 0 miatt x-bél ismét vezet él egy G,,—1-beli csiicsba, és az el6bbi konstrukcio
miikodik: P2

m

automatikusan 2 hosszu, és igy a felbontas elkeriili y-t. O

Valojaban ennél sokkal tobb is igaz:
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Tétel 1.4.2 (Cheriyan és Maheshwari, [1]) Legyen G egy 3-0sszefiiggd grif, ts a G egy tet-
széleges éle és u egy tetszéleges csicsa (u # t,s). Ekkor létezik G-nek ts-en keresztili és u-t

elkerild nemszepardlo filfelbontdsa.

A megforditas persze nem igaz, hiszen u foka akar 2 is lehet. Az alabbi viszont mér érvényes:

Tétel 1.4.3 ([1]) Tegyiik fel, hogy a G grifnak létezik egy nemszepardlo filfelbontdsa ts-en keresztil
és u-t elkerilve. Ha us € E(G), deg(u) > 3 és deg(s) = 3, akkor G 3-dsszefiiggd.

A fenti tételek bizonyitasan tul [1] egy O(|V(G)| * |E(G)|) futésideji algoritmust is adott
tetszGleges élen atmend és tetszdleges csiicsot elkeriil§ nemszeparalo fiilfelbontds megkeresésére.
Ezekkel itt nem foglalkozunk, helyette ugyanezen cikk nyomén ratériink arra, hogy egy nem-

szeparal6 fiilfelbontésbol hogyan kaphatéok figgetlen fak.

Legyen adott egy G 2-0sszefiiggs graf egy Py U Py U---U Py, fiilfelbontésa, és legyen st a Py kor
egy éle. A G egy s —t szamozésa konzisztens a fiilfelbontassal, ha minden Py U P, U --- U P;,
i = 1,...,k részgrafban az indukalt szamozas s — t szdmozés a részgrafban (amikor az s — ¢
szamozas létezését bizonyitottuk, eleve ilyet konstrualtunk). Legyen Pp U Py U---U P, a G graf
egy nemszeparilé fiilfelbontisa a ts élen keresztiil és u-t elkeriilve, ahol u az s szomszédja és
deg(u) > 3. Feltehetjiik, hogy az u-n atmend P, fiilnek s nem végpontja (mivel u-nak legalabb
harom szomszédja van, és ezek koziil barmelyik kettore kicserélhetjiik P, végpontjait). Legyen
g:V —{1,...,N} a G egy a fiilfelbontassal konzisztens s — ¢t szamozésa, és legyen p(v) annak
a fiilnek az indexe, aminek v bels§ cstucsa. Ekkor a (p(v),g(v)) par egyfajta kiterjesztett s — ¢
szamozasnak tekinthets, ugyanis vilagos, hogy minden v € V(G) — {s, ¢, u} csticsnak létezik harom
szomszédja, w, x és y, amikre a kovetkezdk teljesiilnek:

(i) p(v) < p(w),
(i) p(v) = p(x) & g(v) > g(x), &
(i) p(v) = p(y) és g(v) < g(y).

Ennek segitségével a kovetkezd médon konstrudlhatunk harom s-fiiggetlen T, To, T5 feszits fat.
A 2-Gsszefliggl esethez hasonldéan most is azt adjuk meg, hogy egy tetszsSleges v € V — s csiicsnak
mi a sziilGje az egyes fakban. Legyen z a ¢t mésik szomszédja a Py koron. Ti-ben legyen u Gse s,
minden méas v € V — {s, u} csics 8se pedig a v egy olyan w szomszédja, amire p(v) < p(w). To-ben
legyen t Gse z, a t6bbi v € V — {s,t} cstics 6se pedig a v egy olyan x szomszédja, amire p(v) > p(z)
és g(v) > g(x). Tz-ban t Gse s, tetszbleges v € V — {s,t} csiicsé pedig a v egy olyan y szomszédja,
amire p(v) > p(y) és g(v) < g(y). Tekintsiink egy tetszéleges v csticsot, és legyen p(v) = i. A v-bdl a
gyOkérbe vezets T1-beli it minden belsé pontja G-beli, mig a Ty és T3-beli belss pontjai G;-beliek,
igy Ty fiiggetlen T5-t6l és Ts-tol. Ty és T; fliggetlensége pedig az s — t szdmozéasbol adodik.

Vilagos, hogy a fenti médon algoritmikusan, linearis idében megkaphaté a harom filiggetlen

feszit6 fa, ha adott egy nemszeparalo fiilfelbontas. Mivel n = |V(G)| és m = |E(G)| jeloléssel a

18



nemszeparal6 fiilfelbontasra O(nm) ideji algoritmus ismert, ebbdl elsére O(nm) adédik a harom
fiiggetlen feszitG fara is. Mader egy tétele szerint azonban minden 3-0sszefiiggs grafnak létezik O(n)
el 3-Osszefliggs feszits részgrafja, és [1] megadott egy lineéris algoritmust is ennek megtalalasara.
Igy ha el6szor megkeresiink egy ilyen részgrafot, toroljiik a felesleges éleket, és a maradékra alkal-
mazzuk a nemszeparalo fiilfelbontast konstrualé algoritmust, akkor végeredményben O(n?) idében

meg tudunk talalni 3 fliggetlen feszits fat egy tetszéleges 3-Osszefiiggs grafban.

1.5. Elfiiggetlenség visszavezetése fiiggetlenségre

Tétel 1.5.1 (Khuller és Schieber) Legyen k > 1 tetszdleges. Ha minden k-Gsszefiiggd grafban
létezik k s'-fliggetlen feszild fa a grdf tetszdleges s’ csicsdra, akkor minden k-élisszefiiggd grdfban

létezik k s-€lfiiggetlen feszitd fa a grdf tetszéleges s csicsdra.

Biz. A bizonyitas menete a kovetkezs lesz. Tetszéleges G grathoz konstrudlunk egy G’ grafot,
ami pontosan akkor k-Osszefiiggs, ha az eredeti graf k-élosszefiiggs. Ezutan pedig megmutatjuk,
hogy G tetszsleges s csticsa esetén hogyan kaphatunk k s-élfiggetlen feszit fat G-ben, ha adott k
§'-fliggetlen feszits fa G’-ben egy megfelels s’ csicsra. A tétel allitasa ezekbdl mar adodik.

G’ legyen a kovetkez6 modon definidlva. A G minden v csucsédnak a G’ k cstcsa felel meg,
ezeket v', ... vF-val jeldljiik. A G’ ilyen tipust cstcsait V-csicsoknak fogjuk nevezni. Ezenkiviil a
G minden e élének is megfelel a G’ egy cstcsa, amit [(e) jeldl. Az ilyen cstucsokat a G E-cstcsainak
hivjuk. G’-ben él csak V-csiicsok és E-csticsok kozott vezet, és egy v® V-csticsot pontosan akkor
kotiink Ossze egy l(e) E-csticesal, ha G-ben v az e egyik végpontja. (Vagyis G'-ben teljes paros
grafot kapunk a G egy v csticsanak megfelels k V-cstcs és a v-bdl kiindulé éleknek megfeleld

E-csticsok kozott.)

Lemma 1.5.2 G’ akkor és csak akkor k-Gsszefiiggs, ha G k-élosszefiiggd.

Biz. <: Tegyiik fel, hogy G’ nem k-6sszefiiggd, vagyis van benne k—1 elemt S elvagd csicshalmaz.
Vegyiik észre, hogy ekkor minden, az S elhagyaséval keletkezd komponens tartalmaz V-csiacsot. Ez
azért igaz, mert G'-ben minden E-csticsnak legalabb &k V-cstucs szomszédja, igy ha egy komponens
tartalmaz E-cstcsot, akkor V-cstcsot is, mert az E-csics legalabb egy szomszédjat nem hagytuk el.
A G azonos v csticsahoz tartozoé v* és v/ V-csiicsok mindenképpen azonos komponensben vannak,
mivel G-ben minden csiics foka legaldbb k, és igy marad egy kozos szomszédjuk S elhagyésa utan
is. Tegyiik fel, hogy u® és v/ kiilénb6z6 komponensbe keriil. Tekintsiik G-nek azt a H részgrafjat,
amit az S FE-cstcsainak megfelels élek elhagyaséval kapunk. A feltevés szerint H Osszefiiggs, igy
tartalmaz egy P utat u és v kozott. Mivel |S| < k, a P altal érintett sszes w cstcshoz talalhatunk
egy neki megfelels w/ () V-csticsot G’-ben, ami nem S-beli, a P-ben szerepls élekrd] pedig tudjuk,
hogy a nekik megfelelé E-cstcsok nem S-beliek. Igy a P csticsainak és éleinek megfeleltethetiink egy

csticssorozatot G — S-ben, amik egy u’-bsl v/-be vezetd utat hatiroznak meg, ami ellentmondas.
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= Tegyiik fel, hogy G nem k-élosszefiiggs, vagyis van benne egy k — 1 elemti S elvigo élhal-
maz. Tegyiik fel, hogy u és v kiilonb6z6 komponensben van S elhagyasa utén. Tekintsiik G'-nek
azt a részgrafjat, ami az S-nek megfelel6 E-csiicsok elhagyéasaval keletkezik. Ez a feltevés szerint
Osszefiiged, és igy tartalmaz egy P’ utat u' és v! kozott. Mivel G7 egy péaros graf, aminek egyik osz-
talyat a V-cstcsok, a mésikat az F-csticsok adjak, P’ valtakozva tartalmaz V- ill. E-csticsokat. A
P’-ben szereplé E-cstucsoknak megfelelé G-beli élek nincsenek S-ben, igy a P’-ben egymaést kovets
V-cstcsoknak megfelel6 G-beli cstcsok vagy megegyeznek vagy szomszédosak G — S-ben. Ez azt
jelenti, hogy a P’ V-csticsainak megfeleld G-beli csticsok sorozata egy u-bol v-be vezets sétat ad

G — S-ben, ami ellentmondas.

Lemma 1.5.3 Ha adott G'-ben k s'-figgetlen feszitd fa, akkor meg tudunk adni G-ben k s-

élfiiggetlen feszitd fat.

Biz. Legyenek 17,75, ..., T} s'-fiiggetlen feszits fak G'-ben. A T1, ..., T}, G-beli feszits fakat ugy
adjuk meg, hogy megmondjuk, tetszéleges s-t6l kiillénbozé V' csticsnak mi a sziilGje az egyes fakban.
Tetszéleges j = 1,..., k-ra legyen v/() az utols6 cstcs a T)[v', s'] Gton, ami G'-ben v-nek felel
meg. Legyen (v l(e;)) az ezen az tton v/9)-bsl kileps él és legyen e; = (v,u) (G-ben). Ekkor
v sziilSje Tj-ben legyen u.

G tetszOleges v cstcsa esetén az igy meghatarozott fakban kapott Tilv, s, ..., Tk[v, s] utak
tulajdonképpen a Tj[v!, s'],..., T}[v!, s'] utakbdl adodd G-beli séték tta vald roviditései. Ezek
az utak mar nem feltétleniil lesznek pontdiszjunktak, mert az eredetiek atmehettek ugyanannak a
G-beli cstcsnak megfelels kiillonbozé V-csicsokon, amiket G-ben azonositunk. Az éldiszjunktsag
viszont fennmarad: ha két G-beli titnak lenne kozds éle, az a G'-beli utakban egy kozds E-cstcsot

jelentene, ami ellentmondas. Igy T1,. .., T} valoban s-élfiiggetlenek. O

Mivel k£ < 4 esetén tudjuk, hogy teljesiil a fliggetlen feszit§ fikra vonatkozd sejtés, ezért a
fenti tétel szerint ugyanezen k-kra az élfiiggetlen sejtés is teljesiil. Bar a tétel azt mondja, hogy
az élfliggetlen eset a ,konnyebb”, arra mégse ismert egyszertibb bizonyitds: mar Itai és Rodeh
ismertetett masféle bizonyitasa a k = 2 esetre is felhasznalta a pontfiiggetlen verzidt. k > 4-re

pedig ez a sejtés is nyitott.
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2. fejezet

Fuggetlen fak iranyitott grafokban

2.1. A 2-0sszefiiggd eset

A sejtés iranyitott grafokra vonatkozé csics-valtozata helytallonak bizonyult, elszor Whitty iga-
zolta. Az alabbiakban a Huck és Frank Andrés nevéhez fiz6d6 egyszeriibb bizonyitast ([6]) is-

mertetjiik, ami a sejtés fiiggetlen S-rendszerekre vonatkozé verzidjat latja be.
A kovetkezd lemma egyszertien adodik a Menger-tételbdl:

Lemma 2.1.1 Legyen G egy irdnyitott vagy irdnyitatlan grdf, x € V(G) és S C V(G). G akkor
és csak akkor S-linkelt, ha minden olyan V(G) = X1 U* U U* Xa, 6(X1, X2) = 0 vdgdsra, amire
r € Xy és X1 NS =0 teljesiil, |U| > |S|. O

(6(X1,X5) az X1-bol Xo-be vezets élek szamat jeloli.)

Lemma 2.1.2 Legyen G egy irdnyitott grif, S = {s1,s2} C V(G), V-8 # 0. Ha G S-linkelt, akkor
létezik egy uw € T~ (s2) — S, amire G' = G/usy S-linkelt (G'-ben az u és so csucsok Gsszehiizdsdbol

kapott ) csicsot ismét so-vel jeldlve).

Biz. Mivel G S-linkelt, kdnnyen talalhatunk egy T feszit§ si-fenyGt G — so-ben. Minden x € V — S
esetén jeldlje f(x) Tz, s1] éleinek szamat. Mivel V — S # () és G S-linkelt, I';;(s2) — S # 0. Legyen
u € I'(s2) — S olyan, hogy f(u) a lehets legnagyobb.

Tegyiik fel, hogy G’ nem S-linkelt. Ekkor az el6z6 lemma szerint létezik egy = € V(G') — S
cstics és (X1,U’, Xo) vagas G'-ben, amire z € X1, X1 NS =0 és |U’| < 2. Mivel G S-linkelt, U’
G-beli U megfelel§je legalabb kételemtd, ami csak ugy lehet, ha U = {sq,u}. Ezek szerint s; € Xo.
Tekintsiink egy (P, P2)  — S legyez6t G-ben. Ekkor P tartalmaz egy v € I'c(s2) N X5 cstesot
(u ¢ Py mert u-t P; kell hogy hasznélja). Vilagos, hogy u € V(T[v, s1]) — v, és igy f(v) > f(u),

ami ellentmondas. O

Tétel 2.1.3 (Whitty) Legyen G egy irdnyitott grif és S = {s1,s2} C V(G). Ha G S-linkelt,
akkor létezik fiiggetlen S-rendszer G-ben.
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Biz. |V(G)| szerinti indukciot hasznalunk. Nyilvan feltehets V — S # (). Az elébbi lemma szerint
létezik u € T~ (s2), amire G’ = G/usy S-linkelt (most is se-nek tekintjiik a G’-ben az dsszehtizasbol
kapott cstcsot). Az indukcios feltevés szerint létezik (77, Ty) fliggetlen S-rendszer G’-ben. Mivel G
S-linkelt, létezik u — s1 Ut G — so-ben, és igy létezik z € TN (u, G) — sa. Legyen Ty = T + uz és
Ty = T4 + use. Konnyen lathato, hogy (T1,T5) fliggetlen S-rendszer G-ben. O

2.2. Huck ellenpéldija a k£ > 3 esetre

Tétel 2.2.1 (Huck) Minden k > 3 esetén létezik olyan k-iosszefiiggd G irdnyitott grif és s €
V(G), hogy nem létezik G-ben k s-figgetlen feszitd fa.

Biz. A sejtés fliggetlen S-rendszerekre vonatkozd verzidjara fogunk ellenpéldat mutatni, elészor
k = 3-ra. Legyen G a 2.2 dbran lathato graf és S = {s1, 59, s3}. Konnyt ellendrizni, hogy minden

x € V(G) — S esetén létezik © — S legyezd G-ben, és §(z) = 3.

§1
o}
/\ a
bide=—bo
[25)] b;
¢,0+—0 o/—>o
52 bz a S3
2.1. 4bra.

Megmutatjuk, hogy G-ben nincs fiiggetlen S-rendszer. Tegyiik fel, hogy (T4, Tz, T3) egy fliggetlen
{s1, s2, s3}-rendszer G-ben. Ha z € V(G)—.5, akkor minden T; tartalmaz egy z-bdl kiléps élt. Mivel
x kifoka 3 és T;-k éldiszjunktak, ez azt jelenti, hogy G minden éle pontosan egy T;-hez tartozik.
Ezért nyilvan a;s;, b;s; € E(T;), 1 =1,2,3.

1. eset: a;b; € E(T»). Ekkor persze ajas € E(T3). bya; nem lehet T1-ben, mert akkor o7, (b1) >
1 lenne, és To-ben se, mert akkor ott kor keletkezne, igy T3-ban van. Ebbdl adodik b1by € E(Ty).
Tsla1, s3] az ajag €l utan nem folytatodhat az asbs éllel, mert akkor bo-ben keresztezné a Thlay, S
utat, igy asas € E(T3) és asby € E(T1). Ebbdl persze boas € E(T3) és igy bobs € E(T). Mivel
Tslazss]) D as, Ti[azs1] bs utédn nem léphet as-ba, igy bsby € E(T1), bsas € E(T3), asbs € E(Ty)
és végiil aza; € E(Ty). Ezzel a 2.2 dbran lathaté eredményre jutottunk, amit ellentmondas, mert
by € V(T1[bs, s1]) NV (Tz[bs, s2]).

2. eset: a;b; € E(T3). Az el6z6hoz hasonléan, elGszor az aq-bol, aztan by-bdl az egyes fak-

ban a gyokérbe vezet6 utat vizsgélva, a 2.2 dbran lathaté eredményre jutunk. Ez pedig ismét
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2. eset

2.2. abra.

ellentmondas, mert a1 € V(T1[as, s1]) NV (Tz[as, s2]).

Most ratérink a k > 3 esetre. Ekkor vegyiink hozzd k — 3 0 csicsot az eddigi G grathoz.
Legyenek ezek sy4,...,s; és legyen S' = S U {s4,...,5,}. Minden x € V(G) — S ési € {4,...,k}
esetén huzzuk be az xs; élt. Legyen az igy kapott graf G’. Vilagos, hogy minden z € V(G') — §' =
V(G) — S cstcsra létezik  — S’ legyez6 G'-ben.

Tegyiik fel, hogy G’ tartalmaz egy (T4,...,Tx) fiiggetlen S’-rendszert. Ekkor (T3, T, T5) egy

fiiggetlen S-rendszer G-ben, ami ellentmondés. O

2.3. Aciklikus multigrafok

Miutan az el6z6 szakaszban belattuk, hogy a sejtés iranyitott cstcs-véltozata altaldnos grafokra
nem teljesiil, természetes modon vetddik fel a kérdés, hogy milyen tovabbi feltételek garantalhatjak
a fiiggetlen feszits fak 1étezését. Meg fogjuk mutatni, hogy az aciklikussag egy ilyen feltétel. Ahhoz
azonban, hogy az igy kapott tétel értelmes legyen, egyrészt csak a sejtés gyokeres Osszefiiggdségrol
sz0l6 verzidjat hasznalhatjuk, masrészt meg kell engedniink a tobbszords éleket is, vagyis multi-
grafokat kell tekintentink. Ha ugyanis egy G irdnyitott graf egyszerd és aciklikus, és s a G egy
tetszGleges csicsa, akkor G — s-ben egy ¢ nyelpontot véve, ¢-bdl legfeljebb egy ut (a ts él, ha az
G-beli) vezethet s-be, és igy csak k = 1 lehetne, amikor viszont az allitas trivialis. Ha azonban t6bb-
szOros éleket is megengediink, akkor tetszéleges k-ra léteznek nemtrividlis s-re nézve gyokeresen

k-Osszefiiggd aciklikus iranyitott multigrafok. A kovetkezd tételt fogjuk tehat bizonyitani:

Tétel 2.3.1 (Huck, [11]) Legyen D egy aciklikus, s-re nézve gyokeresen k-idsszefiiggd iranyitott
multigrdf (s € V(D)). Ekkor létezik k s-figgetlen feszité fenyd D-ben.

Ehhez elegendd lesz belatnunk az alabbit:

Tétel 2.3.2 Legyen D egy eqyszerd aciklikus irdnyitott grif és s1,. .., sk € V(D) pdronként kilon-

bozd csicsok. Ha minden x € V(D) — {s1,...,sr} esetén 6(x) > n, akkor létezik D-ben fiiggetlen
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{s1,..., 8 }-rendszer.
Lemma 2.3.3 A 2.5.2 tételbdl kivetkezik a 2.3.1 tétel.

Biz. Legyen D egy aciklikus, s-re nézve gytkeresen k-6sszefliggs iranyitott multigraf. Vegyiik észre,
hogy fiiggetlen fak csak akkor hasznalhatnak egymassal parhuzamos éleket, ha ezek az élek s-ben
végrodnek (az élek tove még ekkor is csak legleljebb egy faban nem levél), igy feltehetd, hogy G —s
egyszerd. Legyen D’ az az iranyitott graf, amit ugy kapunk, hogy D — s-hez hozzéavessziik az ]
S1,...,8k csucsokat és egy xs; élt minden z € V(D) —s és i € {1,2,...,min(k,0p(z,s))} ese-
tén. Vilagos, hogy D’ egyszert és aciklikus, tovabba, mivel D s-re nézve gydkeresen k-Osszefiiggs,
Sp/(z) > k minden z € V(D) — s-re. Igy a 2.3.2 tétel szerint létezik D’-ben egy fiiggetlen
{s1,...,sk}-rendszer. {s1,..., sk }-t egyetlen s pontta 6sszehtizva ebbdl k s-fliggetlen feszits fenyst

kapunk D-ben. (J

A D aciklikus irdnyitott graf csiucsainak egy topologikus sorrendje a V(D) egy olyan z1, ..., z,
szamozésa, hogy ha 6(z;,z;) > 0, akkor ¢ > j (azaz minden él ,yvisszafelé” vezet). Ismert és konnyen
lathato, hogy ilyen szamozas mindig létezik (legyen z1 egy nyel6 D-ben, x2 nyel§ D —z1-ben, stb.).
Legyen D egy iranyitott graf és si,...,s, a D kiilonbozé csicsai. A tovabbiakban azt mondjuk,
hogy D {si,..., sy }-megengedhetd, ha kielégiti a 2.3.2 tétel feltételeit, vagyis egyszert, aciklikus

és minden « € V(D) — {s1,...,8,} esetén §(z) > k.

Lemma 2.3.4 Legyen D egy {s1,..., Sk }-megengedhetd irdnyitott grif. Ekkor létezik eqy B feszi-
t6 sg-fenyé D — {s1,...,8k_1}-ben és a B — sy eqy {x1,...,2;} topologikus sorrendje gy, hogy
D — E(B) — s {s1,...,8k-1}-megengedhetd és {x;,x;—1,...,21} a D — E(B) — {s1,...,8k} egy

topologikus sorrendje.

Biz. |V(D)] szerinti indukcié hasznalunk. Feltehetjiik, hogy V(D) —{s1,..., sk} # 0. Legyen y egy
forras D—{s1,.. ., s; }-ban. Ekkor vildgos, hogy D* = D—yis {s1,..., s; }-megengedhets. Igy az in-
dukcios feltevés szerint létezik egy B* feszit6 sp-fenys D* —{s1,..., Sk—1}-ben ésegy {x1,..., 21}
topologikus sorrend B* — si-ban tgy, hogy D* — E(B*) — s {s1,..., Sk—1}-megengedhets és
{zi—1,...,21} a D* — E(B*) — {s1,...,s,} egy topologikus sorrendje. Legyen xg := si és j €
{0,...,1— 1} alegkisebb olyan index, amire dp(y,z;) > 0 (ilyen létezik, mert 6p(y) > k). Legyen
B := B*+yx;. Ekkor B egy feszit6 si-feny6 D—{s1,...,8k—1}-ben. Tovabba, a konstrukcié szerint,
{z1,...,2j,y,%j41,...,z—1} a B — sy, egy topologikus sorrendje, és {z;_1,...,Zj+1,Y,Tj,..., L1}
pediga D — E(B) — {s1,..., s} egy topologikus sorrendje. Igy mar csak azt kell belatnunk, hogy
D — E(B) — s {s1,...,5k—1}-megengedhetd. Ehhez csak az kell, hogy dp_pg(p)—s, (¥) > k — 1. Ez
pedig teljesiil, mert ép(y) > k, 0p(y) =1, és ha dp(y, sk) > 0 (vagyis 1, mert D most egyszerii),
akkor az y-t B-hez kot6 él ysg. O

A 2.3.2 tétel bizonyitasa: Legyen D egy {s1,..., si}-megengedhets iranyitott graf. k szerinti

indukciéval bizonyitunk. Feltehetd k& > 1. Az el6z8 lemma szerint 1étezik egy By feszits sp-fenys
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D — {s1,...,8¢—1}-ben és By — s egy {z1,...,x;} topologikus sorrendje, amikre teljesiilnek az
ott eldirt tulajdonsagok. Az indukcios feltevés szerint pedig létezik egy {Bi,..., Bx_1} fliggetlen
{s1,...,8k—1}rendszer D — E(B}) — si-ban. Legyen j € {1,...,l}. Ekkor a konstrukci6 szerint
V (B[, sk]) € {sk,x1,...,2;} és V(B;[z;,5]) C {si,x1,...,2;} minden i = 1,...,k — 1 esetén.
Igy {Bilz;, s} egy {s1,...,s,}-legyezs, azaz By,..., DBy egy fiiggetlen {s1,...,s)}-rendszer
D-ben. U

Befejezésiil bizonyitas nélkiil megemlitiink még két masik tételt, amik szintén elégséges feltételt

adnak fliggetlen feny6k létezésére iranyitott grafokban.

Tétel 2.3.5 (Huck, [10]) Legyen D egy s-re nézve gydkeresen k-dsszefiiggd iranyitott stkmulti-
grdaf, ahol s € V(G) és k € {1,2} U{6,7,8,...}. Ekkor D-ben létezik k s-figgetlen feszitd fenyd.

Ez a tétel tehdt azt a tobbletet adja, hogy k > 6 esetén sikmultigrafokra megszoritva igaz a

sejtés. A k = 3,4,5 eset még egyszerd sikgrafokra is nyitott.

Ha D egy iranyitott graf, akkor jeloljiik L(D)-vel a D élgrafjat, ami a kivetkezd modon van
definidlva: V(L(D)) = A(D) és A(L(D)) = {(uv,vw) : uv,vw € A(D)}.

Tétel 2.3.6 (Hasunuma és Nagamochi, [5]) Legyen L(D) egy irdnyitott élgrif és s az L(D)
eqy csicsa. Ha L(D) s-re nézve gyokeresen k-dsszefiiggd, akkor L(D) tartalmaz k s-figgetlen feszitd
fenydt.
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3. fejezet

Teljesen fuggetlen fak

3.1. Bevezetés

A teljesen fiiggetlen feszit6 fak eddigiekkel rokon fogalmat Toru Hasunuma vezette be [3]. Olyan
feszitG fakat értiink ezalatt, amik minden s csticsra nézve s-fiiggetlenek, vagyis a gytkér megval-

toztatasakor nem kell 4j fakat konstrudlnunk a grafban. Masképp megfogalmazva:

Definicié 3.1.1 Legyenek 11, ..., Ty feszitd fik a G grdfban. T, ..., Ty teljesen fiiggetlenek, ha

minden u,v € V(QG) esetén az u és v kézott T1, ..., Tx-ban adodd utak belséleg diszjunktak.

riien éldiszjunktsagot jelent. Mésrészt ebbdl az is lathato, hogy - ellentétben a fliggetlen fikkal - a

teljesen fiiggetlen fak mindig éldiszjunktak. Eldiszjunkt fakrol a kévetkezd klasszikus tétel ismert:

Tétel 3.1.2 (Tutte) Egy G irdnyitatlan grifban akkor és csak akkor létezik k éldiszjunkt feszitd
fa, ha V(G) minden F := {V1,...V;} particidjdra fenndll, hogy

e(F) > k(t—1),
ahol e(F) a részek koziott vezets élek szamdt jeloli (azaz e(F) =), deg(Vi)/2).
Ebbdgl kénnyen ellendrizhetd, hogy minden 2k-él6sszefiiggs graf tartalmaz k éldiszjunkt feszits

fat. Pontosabban szdmolva az aldbbi szorosabb kapcsolatot kapjuk élosszefliggGség és éldiszjunkt

feszit fak létezése kozott:

Tétel 3.1.3 Egy G graf akkor és csak akkor 2k-élésszefiiggd, ha tetszdleges k élét elhagyva a

maradékban létezik k éldiszjunkt feszitd fa.

Biz. (=) Legyen e(F) = {V1,...V;} V(G) egy tetsz6leges particioja. Mivel G 2k-élosszefliggs,
ezért d(V;) > 2k Vi, amib6l e(F) > kt. G-bol tetszbleges k élt elhagyva, a jobb oldalon még mindig
marad k(t — 1), igy Tutte tétele szerint létezik k éldiszjunkt feszits fa.
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(<) Tegyiik fel, hogy a grafban létezik olyan vagas, ami legfeljebb 2k — 1 élt tartalmaz. Ekkor
k élt elhagyva a vagas éleib6l (vagy ha ott nincs annyi, akkor a t&bbit tetsz6legesen), legfeljebb
k — 1 él marad, és igy a kapott grafban nem létezhet k éldiszjunkt feszits fa, ami ellentmondas. (A

vagas egy kétrészes particio, amiben igy legalabb & él kellene vezessen.) O

Ez a parhuzam sugallta a kévetkez§ sejtést:

Sejtés 3.1.4 ([4]) Minden 2k-dsszefiggd grifban létezik k teljesen figgetlen feszild fa.

Speciélis esetként ellendrizhetjiik az allitast teljes paros grafokra: Kop_1,2k—1 nem tartalmazhat
k teljesen fiiggetlen fat (k > 1 esetén), s6t még k éldiszjunkt fat se, mert csak (2k—1)? = 4k? —4k+1
éle van, mig k éldiszjunkt fanak k(4k — 3) = 4k? — 3k.

Ezzel szemben G =2 Ky, ok-ban mar tudunk konstrualni k teljesen fiiggetlen feszit6 fat: Legyen
V(G) = UU*V akét szinosztaly és U = {a1,b1,a2,b2,...,a5,bk} €8V = {z1, 11,22, Y2, ..., Tk, Yk }-
Ekkor a kovetkezs modon definiélt 11, . .., Tk teljesen fiiggetlenek: az {a;, b;, x;,y; } halmazon beliil
vezets négy él kozil pontosan harom tartozzon E(T;)-hez, j # [ esetén pedig az {a;,b;} és {x1, yi}
kozott G-ben levs két teljes parositas kozill az egyik E(T))-ben, a masik E(T;)-ben legyen. (A

konstrukei6 helyessége legkonnyebben a 3.2.1 lemmabol latszik majd.)

(Hasonloan lathato, hogy Koy is tartalmaz k teljesen fliggetlen feszité fat: most a csticshalmazt
{a1,b1,. .., a, by }-val jelélve E(T;) &lljon az a;b; €lbdl és minden j # i esetén az {a;,b;} és {a;,b;}

kozott levs két teljes parositas egyike tartozzon hozza.)

Ebbél tehat megkaptuk, hogy teljes paros grafok esetén a sejtés éles, teljes grafokra pedig
legalabbis igaz. k = 2 esetén Hasunuma igazolta a sejtést két specialis grafosztalyra megszoritva:
iranyitott élgrafokbol az irdnyitas elhagyéasaval kapott grafokra [3], illetve maximalis sikgrafokra
[4]. Ezt a két eredményt Hasunuma bizonyit4sat kovetve ismertetni fogjuk a kivetkezs szakaszok-

ban.

A dolgozat 4j eredményeként viszont utdna megmutatjuk, hogy a sejtés altalanos grafokra mér
k = 2-re se igaz, s6t semmilyen k-ra nem kovetkezik a k-GsszefiiggGségb6l még két teljesen fiiggetlen
feszit$ fa létezése sem. Fz tehat azt jelenti, hogy mégsincs szoros kapcsolat a teljesen fliggetlen fe-
szt fak létezése és az Osszefiigg@ség kozott, igy felértékelGdik a pusztan ketts teljesen fiiggetlen
fat garantilo egyéb feltételek vizsgalata. Masik 4j eredményként beldtjuk, hogy Hasunuma ma-
ximélis sikgrafokra vonatkozo tételében nem gyengithet§ a 4-Gsszefliggségre vonatkozo feltétel:
3-Osszefiiggd maximalis sikgrafokban mar nem feltétleniil létezik két teljesen fliggetlen feszité fa.
A fejezet végén még bemutatjuk Hasunuma egy tovabbi eredményét, amely szerint annak a prob-
léménak az eldontése, hogy egy altalanos grafban van-e két teljesen fiiggetlen feszits fa, NP-teljes,

tehat nem varhatunk ilyen értelemben j6 karakterizaciot.
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3.2. Egy hasznos karakterizacié

A teljesen filiggetlen fak vizsgalatdban nagy segitségiinkre lesz a kévetkezd karakterizacio:

Lemma 3.2.1 (teljesen fiiggetlen fak karakterizacidja, [3]) Legyenek Th,T>, ... Ty feszild fdk
a H grifban. Ekkor 11,15, ... Ty akkor és csak akkor teljesen fiiggetlenek, ha éldiszjunktak és a H

minden v csicsa esetén legfeljebb egy T; feszitd fa van, amire degr,v > 1.

Biz. «<: Legyenek 13,75, ... T} feszit fak, és tegyiik fel, hogy nem teljesen fiiggetlenek. Ekkor
léteznek w, v cstucsok és két feszits fa ugy, hogy T;[u, v] és T)[u, v] nem belsSleg diszjunktak. Mivel
T; és T} éldiszjunktak, ez csak tgy lehet, hogy az utaknak van egy kozds w belsé pontja. Ez azt

jelenti, hogy degr,w > 1 és degr,w > 1, ami ellentmondés.

=: Tegyiik fel, hogy T, 15, . .., T} teljesen fliggetlenek. Ha egy uv él T;-hez és Tj-hez is hozzatar-
tozna, akkor T;[u, v] és T)j[u, v] nem lennének belstleg diszjunktak, igy 71, T, ..., Tj éldiszjunktak.
Most tegyiik fel, hogy w cstics olyan, hogy degr,w > 1 és degr,w > 1. Feltehets i = 1 és j = 2.
Legyen v egy masik csucs, és legyen wt; az elsé él a Tj[w,v] aton (I = 1,2). Mivel degnyw > 1,
létezik x; cstcs, ami Tj-ben szomszédos w-vel és z; # ¢ (I = 1,2). Mivel az z1-bdl v-be vezetd
utak a két faban belsleg diszjunktak, és w € Ti[x1,v], ezért w ¢ Ta[z1,v]. Ez azt jelenti, hogy
ha T5-re mint w gyokeri fara tekintiink, akkor z; és v ugyanabban a részfaban van. Masrészt zo
és v kiilénbozd részfaban taldlhato, igy =1 és xo is. Hasonléan kapjuk, hogy ha Th-et tekintjiik w
gyokert fanak, akkor x; és zo Ti-ben is kiilonbozé részfaba esik. Igy w € Ti[xy, z2) N To[z1, 2],

ami ellentmondas. [

Ebbél a lemmabol kovetkezik, hogy ha adott teljesen fliggetlen feszits fak egy halmaza, akkor
a graf egy csticsdnak elhagyasa legfeljebb egyet vag szét koziiliik. S6t, ha k fa van és k — 1 csticsot
hagyunk el, akkor is még legalabb egyikiik Osszefliggd és igy feszité fa marad a kapott grafban,
mikdzben a fiiggetlen feszits fak esetén csak annyit tudtunk, hogy ilyenkor minden csicshoz van
olyan fa, amiben a csiicsot a gytkérrel 6sszekotd at nem sériil. A kommunikécios hilézatok esetében

ez azt jelenti, hogy ilyenkor k£ — 1 cstics hibaja esetén is egy teljes halozat sértetlen marad.

A tovabbiakban egy fa belsd pontjainak hivjuk azokat a csicsait, amelyek nem levelek. A ka-
rakterizacié tehat azt mondja, hogy a graf minden csiicsa legfeljebb egy fanak bels§ pontja, vagyis
a graf csicsai kiszinezhetSk k szinnel gy, hogy ha egy csics a T; fa belsé pontja, akkor 4 szind.

(Azokat a csucsokat, amik mindegyik faban levelek, tetszélegesen szinezhetjiik.) Vegyiik észre azt
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is, hogy egy T; fa két belss pontja kézott vezets él csak Ti-hez tartozhat, masrészt a T; belsé
csucsai altal feszitett részgrafban T; egy feszit6 fa (ha elhagyjuk egy fa leveleit, ismét fat kapunk).
Ez tehat azt jelenti, hogy egy T; bels6 pontjaira ugy tekinthetiink, mint egy olyan csicshalmazra,
ami az eredeti grafban egy Gsszefliged részgrafot feszit. A koztiik T;-ben vezets élek nem fontosak:
ha kicseréljiik 6ket a feszitett részgraf egy masik feszit6 fajara, akkor a kapott T] ugyanugy feszits

fa lesz, és pontosan akkor lesz teljesen fiiggetlen a tobbi fatol, ha T; az volt.

3.3. Iranyitott élgrafokbél kapott grafok

Legyen G = (V(G),A(G)) egy iranyitott graf. G élgrafja a kovetkez6 modon definidlt L(G)
iranyitott graf: V(L(G)) = A(G) és A(L(G)) = {(uv, vw)|uv,vw € A(G)}.

Egy G iranyitott grafbol az iranyitas elhagyasaval kapott graf az az U(G) irdnyitatlan graf,
amit G-bdl az élek iranyitdsanak elhagyasaval kapunk. Megjegyzends, hogy attol, hogy G egysze-
rid, még U(G)-ben lehetnek kétszeres élek, amennyiben G tartalmazott azonos csucspar kozotti

ellentétes irdnyitasa élpart. Ilyen esetben most nem to6roljiik ki a t6bbszords éleket.

Ebben a szakaszban [3] alapjan a kovetkezs tételt fogjuk belatni:

Tétel 3.3.1 Legyen L(G) egy k-dsszefiiggd irdnyitott élgrdf. Ekkor U(L(G)) tartalmaz k teljesen
fiiggetlen feszitd fat.

A bizonyitashoz vezessiik be a kivetkez6 fogalmat: egy kor-gydkerid fenyd (a tovabbiakban
KGYF) egy olyan iranyitott graf, amiben minden cstics befoka 1. Kénnyen lathato, hogy egy ilyen
graf pontosan egy kort tartalmaz, ez a kor hiirmentes és ha Gsszehtizzuk egy s csiicesa, akkor egy

s gyokertd ki-feny6t kapunk. Egy FF KGYF egyértelmil koréet C(F)-fel jeloljik.

Lemma 3.3.2 Legyen F eqy KGYF. Ekkor L(F) = F.

Biz. Legyen ¢ : V(L(F)) — V(F), o(uv) = v. Vilagos, hogy ¢ egy bijekcio. Tovabba, ha
(uv,vw) € A(L(F)), akkor (¢(uv), p(vw)) = vw € A(F'). Masrészt, ha (uv, xy) ¢ A(L(F)), vagyis
v # z, akkor (p(uv), p(zy)) = vy. Mivel y befoka F-ben 1, I'n(y) = {z}, ¢és igy vy ¢ A(F). Igy ¢

egy izomorfizmus L(F') és F kozott. O

Lemma 3.3.3 Legyen G egy iranyitott graf, és tegyik fel, hogy G1, ..., Gy éldiszjunkt KGYF-ek G-
ben. Ekkor léteznek olyan F1, ..., Fy éldiszjunkt KGYF-ek L(G)-ben, hogy minden F; és v € L(QG)
esetén Op,(v) = dr @) (v) vagy 6F, (v) = 0.
Biz. Minden G; esetén tekintsiik a kovetkezd L(G)-beli élhalmazt:

A; = {(uwv,vw)|uw € A(G;),vw € A(G)}.
Ekkor A; N A; = 0, mivel A(G;)NA(G;) =0 (1 <i<j<k). Minden A; a kovetkezs két A’ és
AY részhalmaz unidja:

Al = {(ww, vw)|uv, vw € A(G;)},
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Al = {(uw,vw)|uv € A(G;),vw ¢ A(G;)}.
Az el6z6 lemma szerint (A}) gy = Gi. Az is vilagos, hogy (A}) () pedig olyan csillagok unioja,
amiknek a gydkere (A]) 1,(¢)-beli, a levelei pedig nem (A}) 1, (c)-beliek. Igy (4;) () = (AJUAY) ()
is egy KGYF. Mivel G; fesziti G-t, kinnyen ellenérizhetSen (A;) () is fesziti L(G)-t. Legyen
Fi = (A, i=1,... k.
Tekintsiik az L(G) egy uv cstcsat. Tegyiik fel, hogy uv-t tartalmazza G;. Ekkor minden vw €
A(G) esetén (uv,vw) € A(F}), és igy O, (uv) = dr(q)(uv) és dp,(uv) = 0 ha i # j. Ha pedig uv-t

egyetlen G; sem tartalmazza, akkor dp, (uv) = 0 minden Fj-re. OJ

Lemma 3.3.4 Legyen G egqy irdnyitott grif. Ha G-ben létezik k éldiszjunkt feszitd KGYF, akkor
U(L(G))-ben létezik k teljesen fiiggetlen feszitd fa.

Biz. Legyenek Gy,...,Gy éldiszjunkt KGYF-ek G-ben, és legyen F; az az L(G)-beli iranyitott
részgraf, amit az el6z6 lemmaban (A;)r(e)-ként definidltunk (i = 1,...,k). U(F;)-bdl kitorolve
U(C(F;)) egy tetszOleges élév, egy feszitd fat kapunk U(L(G))-ben (i = 1,...,k). Legyen ez T;.
Ekkor persze T;-k éldiszjunktak, tovabba minden v € U(L(G)) csticsra

degTi (U) < 5F7: (U) + 0F; ('U) = 6Fi ('U) + 1.

Az el6z6 lemma szerint legfeljebb egy olyan F; van, amire 0r;(v) > 1, igy a 3.2.1 lemma szerint

Ty,..., T teljesen fiiggetlen feszits fak U(L(G))-ben. O

A 3.3.1 tétel bizonyitasa:

Kénnyen ellenérizhets, hogy L(G) akkor és csak akkor k-Osszefiiggs, ha G k-élosszefiiggs. Igy
G-ben Edmonds fenyGtétele szerint 1étezik minden r € V(G) esetén létezik k éldiszjunkt r gytkerd
feny6 G-ben. Mivel G k-élosszefiiggs, o(r) > k. Mindegyik feny6hoz hozzavéve egy-egy kiilonbozd
r-be mutato élt, k éldiszjunkt KGYF-et kapunk. Igy az el6z6 lemma szerint létezik k teljesen
fiiggetlen feszits fa U(L(G))-ben. O

3.4. 4-0sszefiiggd maximalis sikgrafok

Tétel 3.4.1 (Hasunuma) Minden 4-dsszefiiggd maximdlis sikgrafban taldlhalo két teljesen fiiggetlen

feszitd fa.

Ebben a szakaszban ennek a tételnek a bizonyitasa keriil bemutatasra, Hasunuma [4] alapjan.
A bizonyitas algoritmikus, a szerepld konstrukcioval a fak linearis id6ben megtalalhatok.

A bizonyitas induktiv, alapotlete a kovetkezd. A graf egyes csticsait és éleit akarjuk kiszinezni két
szinnel (mondjuk pirossal és kékkel) ugy, hogy az egyforma szini élek egy-egy feszits fat hataroz-
zanak meg, amelyek minden bels§ pontja olyan szint, mint az élei. A karakterizici6 szerint akkor
a két fa teljesen fiiggetlen. Tegyiik fel, hogy ezt a szinezést mar megtettiik egy koron kiviil, agy

értve, hogy a kor csicsai és élei is szinezve vannak, és a kor belsejében lev pontok elhagyasaval

30



keletkez$ grafban a szinezés két teljesen fliggetlen feszitd fat ad. A kovetkezs lépésben ezt sze-
retnénk kiterjeszteni a kor belsejébe, ugy, hogy a kor cstcsait és éleit még esetleg atszinezhetjiik,
de azon kiviil mar nem véltoztatunk. A bizonyitas soran olyan kortkkel foglalkozunk, amikben
V(C) minden csucsa azonos szind (mondjuk kék), egyet kivéve (ami piros) (ezt a csticsot belépd
csticsnak hivjuk), és minden éle kék, kivéve a belépd csiics egyik szomszédjat (ami vagy piros, vagy
nincs szinezve). Ilyenkor, ha egy kék csticsba nem vezet a koron kivilrsl kek él, akkor azt a kiter-
jesztés soran atszinezhetjik pirosra, csak arra kell vigyaznunk, hogy a cstucs tovabbra is elérhetd
legyen a kék faban, illetve hogy a kék szomszédai kézott fennmaradjon az 6sszefiigg6ség. Ha viszont
vezet(het) bele kiviilrgl kék él, akkor mar semmiképpen nem valtoztathatjuk. Ennek a helyzetnek
a kezelésére vezetjiik be a tiltott cstcs fogalmét: az ilyennek jelolt cstcsok szine kés6bb mér nem
valtozhat. A feladatunk annak megmutatasa, hogy ha egy koron a belépd csucs és a tiltott cstcsok
konfiguricidja bizonyos tipusok valamelyikébe tartozik, akkor meg tudunk tenni egy kiterjesztési
lépést tgy, hogy szintén ezen tipusokba tartozo, kevesebb bels§ pontot tartalmazé korck belseje
maradjon szinezetlen (és persze, hogy megmutassuk, hogy el lehet kezdeni a szinezést).

A részletekhez eldszor néhany 1j jelolésre és fogalomra lesz sziikségiink.

Reégionak neveziink a sikbarajzolt graf egy kore &altal hatarolt (korlatos) tartomanyt. Az R
régiot hatarold kort C(R)-rel jeloljik. Egy R régio hatarpontjai C(R) csucsai. I'g(v) jeloli a v
cstics szomszédainak halmazat G-ben, és legyen [ (v) := Ig(v) U {v}.

Legyen C egy maximalis sikgraf egy kore. Egy w € V(C) cstcs esetén I'% (v) jeldli azon C
belsejében levs pontok halmazat, amik szomszédosak v-vel. Legyen © € V(G) egy tetsz6leges cstics
és y1,...,Yq az x szomszédai a sikbeli bedgyazas szerint pozitiv koériiljarasi irdnyban felsorolva.
Ekkor a maximalis sikgraf tulajdonsag miatt az yqy; = y; jeldléssel y;y;11 € E(G), i =1,...,d.
Legyen az ezek altal alkotott kor Cg(x) = (y1,-- -, Y4, y1)- Figyeljiik meg, hogy ha G 4-0sszfliggs,
akkor y;y; ¢ E(G), ha |i—j| # 1. Ha ugyanis lenne ilyen él, akkor feltehet$ j = ¢42, mert kiilénben
az 4ltala és Cq(x) y; és y; kozti ive altal alkotott kor egy 2 hossza hurjat vehetjiik. Ekkor viszont
{x,yi, yira} elvagja yii1-et a graf tobbi részétél. Igy tehat a T'(v) altal generalt részgrafot a Cg(v)
kor hatarolja.

A G egy ciklikus blokkja egy tovabb nem bévithets 2-Osszefligg részgraf (aminek tehat
legalabb harom cstcsa van). Vilagos, hogy egy sikbarajzolt graf egy ciklikus blokkjat kiviilrsl
mindig egy kor hatérolja.

3.1. dbra. Ry, ..., R5 a kor x-szeletei. v1 az Ry val6di hatarcstcsa, Rs valoédi hatarcsicsai v és vs.
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Legyen z egy csucs egy C hurmentes kor belsejében. Ha |T'g(x) N V(C)| > 2, akkor x-et C-t
szeletel6 cstcsnak nevezziik. Egy C-t szeletel6 x cstcs esetén Ig(x, C) := Tg(x) N V(C). Egy
szeleteld cstics és az 6t Tg(x, C)-vel 6sszekotd élek a C-t régidkra bontjak, amiket z-szeleteknek
neveziink. Egy R z-szelet a-t6] kiilonboz8 és I'g(x, C)-be se tartozé hatarpontjait R valédi ha-
tarcstcsainak hivjuk. Ha v egy R x-szelet valédi hatarcstcsa, akkor x egy v-szeletelé pont,
R pedig egy v-szeletels régio. A v-t szeletels pontok halmazat jeldlje Vi, (v, C), a v-t szeletels
régiokét pedig R, (v, C). Az x v-szeletels ponthoz tartozo v-szeletel régiot jelolje R, (x).

A kovetkezd lemma biztositja, hogy az indukcid elkezdhetd:

Lemma 3.4.2 Legyen G egy 4-0sszefiiggd mazimdlis sikgrdf, és legyen v € V(G). Ekkor az Tg(v)

dltal generdlt részgrafban kivdlaszthatd két teljesen figgetlen feszitd fa.

Biz. Legyenek u,w € T'g(v) olyanok, hogy (u,w) € E(G). Szinezziik pirosra v-t és u-t, a t6bbi
csucsot pedig kékre. Az élek koziil (u,w) és a {(v,z) : x € T'g(v) — {w}}-beliek legyenek pirosak,
(v,w) és E(Cg(v)) — {(u,w)} elemei pedig kékek. Vilagos, hogy igy két teljesen fliggetlen feszits
fat kapunk. O

3.2. abra.

Az algoritmus sorin tehét tetszéleges v csiicsbol elindulhatunk, és az elsé kor, amire a kiter-
jesztési lépést alkalmazzuk, Cq(v) lesz. (Ugy értve, hogy most a v-t nem tartalmazé tartomanyt
tekintjiik C(v) belsejének.) Ebben a kérben u a belép6 cstics, w pedig egy tiltott cstcs. Altalanos
esetben a kovetkezs konfiguracidkat engedjiik meg (az, hogy u és v "szomszédosak", itt most azt

jelenti, hogy C-ben azok):

1. tipus: Pontosan egy tiltott cstics van. A belépd cstcs szomszédos a tiltott csiccesal.

2. tipus: Két tiltott csics van. A két tiltott csics szomszédos egymassal, és a belépd csics

szomszédos az egyikiikkel.

3. tipus: Két tiltott csics van. A tiltott csticsok nem szomszédosak, viszont az egyikiik szom-

szédos a belépd csuccsal.

4. tipus: C-ben nincs hir, és harom tiltott cstiics van. A tiltott csicsok egymésra kovetkezGek,

és a belép6 csiics szomszédos az egyikkel.

5. tipus: C-ben nincs hur, és harom tiltott csics van. Ezeket vi,v9,v3-mal jelolve vy és v

szomszédos, v3 nem szomszédos vi-gyel és vo-vel, a belépd csics viszont szomszédos vs-mal.
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Az indukcids lépés legfontosabb segédeszkoze a kovetkezd részgraf lesz (1d. 3.3 abra):

Definicié 3.4.3 Legyen G egy maximdlis sikgrdf. Legyen C egy hiirmentes kor G-ben ésv € V(C).
A v-hez és C-hez tartozé Heg(v, C) részgrdf legyen a kovetkezd:

Hg(U,C) = <Uw€V(C)7vFiCT’L(w)>G'
Hg (v, C) hatdréleinek halmaza pedig legyen

E(HG (’U, C)) N (UwEV(C)—vE(CG(w)))'

3.3. dbra. A Hg(v,C) graf: vastag vonallal a hatarélei, szaggatottal a tobbi éle. Bekarikizva a

w-szeletels csicsok.

Most mar kimondhatjuk az alabbi lemmat, amib6l méar kovetkezik a tétel:

Lemma 3.4.4 Legyen G eqy 4-0sszefiiggd mazimdalis sikgrdf, és C a G eqy kére. Tegyiik fel, hogy
C-n kivil taldlhato két teljesen fiiggetlen fa, amik tartalmazzdk C dsszes csicsdt gy, hogy V(C)
minden eleme azonos szintd, kivéve egy belépd csiucsot, tovdbbd hogy a belépd csics és a tiltott
csucsok konfigurdcidja a kordbban felsorolt 6t tipus valamelyike. Ekkor a két fa kiterjeszthetd gy,

hogy a C belsejében lévd dsszes cstcsot tartalmazzdk, és teljesen fliggetlenek maradnak.

Biz. A lemmat a C belsejében 1évS csicsok szdma, szerinti indukcioval latjuk be. A bizonyitas
soran feltessziik, hogy a belépd csics piros, C t6bbi cstucsa pedig kék. Legyen v, a belép6 csics.

Ha C belsejében nincs csiics, akkor persze az éllitas igaz, igy feltehetjiik, hogy van.
1. eset: C' hiirmentes.

Konstrualjuk meg a fent leirt H = Hg(vp, C) grafot. Szinezziik pirosra V(H) — {vp} cstcsokat
és H hatéreéleit. H definiciojabol adédéan minden w € V(H) — {vp} csticshoz talalhato legalabb
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egy él, ami w-t egy V(C) — {vp}-beli csticesal kiti ossze. Minden w-hez vélasszunk ki egy ilyen
élt, és szinezziik kékre. Az igy kapott szinezésben a kék élek altal meghatarozott graf egy fa, a
piros élek dltal meghatarozott pedig ha nem is fa, dsszefiiggs, vagyis részgrafként tartalmaz fat. A
V(H) — {vp} cstcsok pirosak és a kék fanak levelei, igy valoban ki tudtuk terjeszteni a két eredeti
fat H csicsaira tgy, hogy megérzddott a teljes fiiggetlenség. Ha H egy fa, akkor tartalmazza a C
belsejében 1évE Gsszes csiicsot, és ezzel készen vagyunk.

Most tegyiik fel, hogy H nem fa. Ekkor tekintsiik a H 7 blokk-fajat. Ennek a csicshalmaza H
ciklikus blokkjaibol, elvago cstucsaibdl és leveleibdl all, és X, Y € V(7) akkor van 6sszekdtve, ha
X egy ciklikus blokk és Y egy X Altal tartalmazott elvagé csics, vagy pedig ha egyikiik se ciklikus
blokk, és X és Y szomszédos csucsok H-ban. (Ez konnyen lathatéan tényleg egy fa.) Ha v, levél
H-ban, akkor legyen Z = vy, ha pedig nem az, akkor legyen Z a v,-t tartalmazé ciklikus blokk.
Z-t a T gyOkerének fogjuk tekinteni.

A ciklikus blokkokra szeretnénk alkalmazni az indukcios hipotézist. Hogy ezt megtehessiik,
sziikségiink van a kotekezd modositasra. Minden C-beli v, tiltott csics és minden z € Vi, (v, C)
esetén, ha vy, nincs a vi-hez tartozo x-szelet hataran, akkor x legyen tiltott cstucs. A eredeti tiltott
csucsok elhelyezkedése szerint a kovetkezs harom eset lehetséges:

(1) A tiltott csucsok konfiguracioja 1. tipust. Ekkor, mivel a v, tiltott cstics szomszédos vp-vel
C-ben, nincs olyan R, (vs, C)-beli régié, ami ne tartalmazna a hataran v,-t. Igy ebben az esetben
nem csindlunk semmit.

(ii) A konfiguracié 2. vagy 3. tipusa. Ekkor, az el6z8 esethez hasonloan a vy-vel szomszédos
tiltott csiccesal nem kell foglalkoznunk. Vagyis, elég arra a tiltott csicsra vonatkozdan elvégezni a
modositast, amelyik nem szomszédos vp-vel.

(iii) A konfiguraci6 4. vagy 5. tipust. Ekkor két szomszédos tiltott cstics van, ami nem szom-
szédos vp-vel. Vegylik észre, hogy ha w; és wy két szomszédos cstucs C-ben, akkor R, (wy,C) C
R,.(ws,C) vagy Rs.(wa,C) C R,.(wy,C). Igy most is elég csak egy tiltott cstcsra vonatkozoan
elvégezniink a modositast.

Vagyis az 14j tiltott cstcsok mindig megkaphatok a moédositas egyetlen tiltott csticsbol vald
elvégzésével. Konnyen lathato, hogy x1,z2 € V(r,C) esetén R,(x1) C Ry,(x2) vagy R,(z2) C
R, (z1). Az is vilagos, hogy az j tiltott csicsok elvagd csucsok H-ban, és mivel egyetlen eredeti
tiltott cstcsbol szarmaztathatok, 7-ben egy ut mentén helyezkednek el (ami az eredeti tiltott
csticshoz ,legkdzelebbit” koti dssze a gydkérrel). Igy minden H-beli ciklikus blokkban legfeljebb
kettd 0j tiltott cstcsot jeloliink ki (vagyis marad a hataran nem tiltott csics), és ha kettét, akkor
ezek egyike a ciklikus blokk sziilGje 7-ben.

Ezutan még a kévetkez8 modositast végezziik el H ciklikus blokkjaiban 7 gySkerébdl indulva
mélységi vagy szélességi keresés szerinti sorrendben. Legyen X a ciklikus blokk és C'(X) az X-et
koriilvevs kor. Ha X a gyokér, akkor legyen v, tiltott csics C(X)-ben. Ha nem, akkor X 7-
beli sziilgje legyen tiltott csiics (ez persze lehet, hogy méar eddig is tiltott cstics volt a korabbi

modositas eredményeként). Ezutan valasszunk ki C'(X)-ben egy tiltott csticesal szomszédos csticsot,
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ezt szinezziik kékre és legyen ez a belépd csics, az egyik C'(X)-ben vele szomszédos él szinezését
pedig tavolitsuk el. Mivel eredetileg C'(X) minden éle piros volt, a piros élek altal alkotott részgraf
Osszefiiggs marad. Mivel C(X)-ben legfeljebb két tiltott cstcs van, és a belépd csics szomszédos
az egyikkel, C(X) konfiguraciéja 1., 2. vagy 3. tipust. Igy alkalmazhaté az indukcios feltevés, a
két fat ki tudjuk terjeszteni C(X) belsejébe.

Ahogy azonban egy X-ben elvégziink egy ilyen modositast és kiterjesztést, elGfordulhat, hogy
atszineziink egy Y elvagd cstucsot, ami X gyereke 7-ben. Ha végig tudunk menni az dsszes ciklikus
blokkon tgy, hogy ez nem torténik meg, akkor készen vagyunk. Ha viszont az Y elvagd cstucsnél
elakadunk, akkor masféle médon tudjuk hasznalni az indukciot. Tekintsiik az Ry, Ro, ..., R; Y-
szeleteket, amik nem tartalmazzdk a hatarukon v,-t. Legyen Y és Y Gsszes C-beli szomszédja
(vp-t kivéve, ha az is koztiik van) tiltott csics. (Az atszinezés miatt most Y ugyantgy kék, mint a
C(R;)-k tobbi csiicsal) Ekkor minden C(R;)-ben pontosan harom tiltott csiics van, és ezek egymasra
kovetkezGek, ugyanis ha R; valédi hatarcsicsai kozott lenne tiltott cstcs, akkor az els6 modositas
soran Y is tiltott csticesa valt volna, és igy nem szinezhettiik volna 4t. Masrészt R; hirmentes is. Igy
ha |V(C(R;))| > 3, akkor ki tudunk jeldlni egy valodi hatarcstucsot beléps csicsnak, és igy C(R;)
4. tipusava valik. Ekkor az indukcios feltevés szerint készen vagyunk. Ha pedig |V (C(R;))| = 3,
akkor, mivel G 4-0sszefiiggs, C(R;) belsejében nincsen cstcs, és igy semmi se kell tenniink. Miutén
C(Ry1),C(Rg),...,C(R;))-re elvégeztiik a fak kiterjesztését, toroljik 7-bol az Y-ban gydkerezd
részfat, és haladhatunk tovabb a maradék 7-ben. (A fennmaradé, egy vagy két Y-szelet uniojabol
allo, vy-t tartalmazo régiéra 6nmagaban nem lehetne alkalmazni az indukciot, mert tdl sok tiltott

cstcs lehet benne, de erre nincs is sziikségiink.)

2. eset: C-ben van hauar.

Ebben az esetben tekintsiik az S részkor-hur fat. S cstcsai a C kor hurjai és a V(C) éltal feszitett
graf hurmentes részkorei. X,Y € V(S) akkor van Gsszekotve, ha X egy hirmentes részkor, Y pedig
a C egy hirja, amit X tartalmaz.

Legyen Z egy hirmentes részkor, ami tartalmazza a belépd csicsot és legalabb egy tiltott
csucsot. (Ilyen részkor létezik, mert a beléps cstcs legalabb egyik szomszédja mindig tiltott cstcs.)
A tovabbiakban Z-t tekintjiik az S gytkerének. Jarjuk be S-et a gyokérbdl indulva mélységi vagy
szélességi keresés szerinti sorrendben, és az X hurmentes részkorokon hajtsuk végre a kovetkezd
modositast. Ha X a gyokér, akkor C'(X) konfiguracija 1., 2. vagy 3. tipusa, igy alkalmazhatjuk
ré azt az eljarast, amit az 1. esetben leirtunk. (Vegyiik észre, hogy ennek sorian egyes X hataran
levg cstcsok szine megvaltozhat.) Tegyiik fel, hogy X nem a gy6kér, és legyen Y az X sziilGje
S-ben. Ekkor Y a C' egy X A4ltal tartalmazott harja. Mivel C' konfiguraciéja 1.,2. vagy 3. tipusd,
C legfeljebb két tiltott csicsot tartalmaz. Mivel pedig Z tartalmaz legalabb egy tiltott csicsot,

X-ben legfeljebb egy olyan tiltott csiics van, ami nem Y valamelyik végpontja.

2.1. eset: Y egyik végpontja kék, a masik piros. (A korabbi megjegyzés szerint ez nem csak

akkor fordulhat el6, ha az egyik cstcs az eredeti belépd cstics.) Ebben az esetben a piros szind
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végpont legyen X belép6 cstcsa, a kék pedig legyen tiltott csiics. Ekkor C(X) konfiguracioja az
1.,2. és 3. tipus valamelyikébe tartozik, igy ismét alkalmazhatjuk ra a korabbit.

2.2. eset: Y mindkét végpontja kék. Ebben az esetben legyen mindkét csucs tiltott. Ha V(X)) >
3, akkor tudunk valasztani egy belépd csicsot ugy, hogy C(X) konfiguracioja a 2., 4. és 5. tipusok
valamelyike legyen, ha pedig V(X) = 3, akkor X belsejében nincs cstics, igy ekkor semmit se kell

tenniink.

Tobb eset nincs, mert az nem fordulhat els, hogy Y mindkét csticsa piros. Az 1. esetben leirt
modositasok soran ugyanis a kiils6 kor egy pontjanak szine csak akkor valtozott, amikor szeletels
régiokat hasznaltunk, és ott is minden régié esetén egy valddi hatarcsicsot szineztiink at pirosra.
Igy amikor végrehajtjuk ez a miiveletet egy htrmentes koron, sose keletkezik két szomszédos piros
cstucs.

Ezzel minden esetben ki tudtuk terjeszteni a két fat C belsejébe. [

3.5. Ellenpéldak

Az ebben a szakaszban olvashaté két allitas 6néllé eredmény, melyek azt mutatjak meg, hogy
bizonyos feltételek teljesiilése még nem elegendd két teljesen fiiggetlen feszit fa létezéséhez. Az

els6 megcafolja a 3.1.4 sejtést.

Allitas 3.5.1 Tetszéleges k-ra van olyan k-Gsszefiiggd graf, ami nem tartalmaz két teljesen figgetlen

feszitd fat.

Biz.
1. észrevétel: ha T, T» teljesen fiiggetlen feszits fak, akkor 77 nem csillag, vagyis egynél t6bb belsé

csucsa van.

biz.: Ha indirekt csak egyetlen v bels§ csiicsa lenne, akkor az ebbdl indulé Osszes él T1-hez kellene

tartozzon, és igy v nem lenne elérhet$ Th-ben, ellentmondés.

2. észrevétel: ha Ty és Ty teljesen fiiggetlen feszit6 fak G-ben, és v € V(G) tetszSleges cstcs, akkor

v-nek van olyan szomszédja, ami bels6 csiicsa T1-nek.

biz.: Ha v belsé csiicsa Th-nek, akkor van olyan szomszédja, ami szintén belsé cstics, mivel T7 nem
csillag. Ha v nem belsé cstucsa T1-nek, akkor levele, és igy van olyan szomszédja, ami belsd csics

(JV(T1)| > 3 feltehetd.)

Most mar ratérhetiink a kivant grafok konstrualasara. Legyen k rogzitett. Induljunk ki egy 2k—1
csucsu H teljes grafbol. H minden csucs-k-asadhoz vegyiink fel egy 4j csicsot, és ezt kossiik Gssze
azzal a k csuccsal, amelyikhez tartozik. A kapott grafot jeloljiik G-val. (Gi-nak tehat 2k—1+ (21‘,; 1)

csucsa van). Vilagos, hogy Gy, k-Osszefiiggd.
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Megmutatjuk, hogy Gg-ban nincs két teljesen fiiggetlen feszits fa. Tegyiik fel, hogy T és Th
két teljesen fliggetlen feszits fa. A 2. észrevételt a H-n kiviili csticsokra alkalmazva kapjuk, hogy
barhogy kivalaszva k csucsot H-bol, mindig van koztiik olyan, ami belsé cstcsa Ti-nek. Ez azt
jelenti, hogy H cstcsai koziil legfeljebb k—1 lehet levél T1-ben. Hasonldéan T5-ben is, és igy legalabb

egy csics mindkét fanak belsd csicsa kellene legyen, ami ellentmondas. O

Allitas 3.5.2 Létezik olyan 3-0sszefiiggd mazimdlis sikgrdf, ami nem tartalmaz két teljesen fiiggetlen

feszitd fat.

Biz. A graf egy kore elviagd, ha a belsejében és kiilsejében is van a grafnak tovabbi csicsa. Tegyiik
fel, hogy létezik két teljesen fiiggetlen feszits fa, és szinezziik ki a bels§ csucsaikat kékre, illetve
pirosra (a karakterizaci6 szerint minden csticsot legfeljebb egy szinnel szineziink). Mivel mindkét
faban vezet ut egy elviagd koron kiviilrsl a kor belsejébe, ezzel minden elvigd kérnek legalabb egy
piros, és legalabb egy kék csticsa lesz. Az ellenpélda alapétlete az, hogy belatjuk, hogy van olyan

graf, aminek az elvagd korei nem szinezhet6k ki ilyen médon.

3.4. abra.

Elsszor is vegylik észre, hogy ha adott egy tetszbleges G 3-Gsszefliggs sikgraf, akkor tudunk
bel6le konstrualni egy olyan G’ maximalis 3-6sszefiiggd sikgrafot, aminek G részgrafja, és G'-ben
G minden kore elvagod kor. Valéban, vegyiink fel G minden lapjan (a kiils6t is beleértve) egy 1j
csdcsot, és kossiik ezt Ossze a megfelels lap Osszes csicsaval (1d. 3.4 abra). Az igy kapott graf
3-Ogszefliggs lesz, mert kénnyen ellenérizhetGen ha egy k-Osszefiiggd grafhoz hozzavesziink egy 1j
csucsot, és Osszekotjlik legaldbb k korabbi csiccsal, akkor a kapott graf is k-Gsszefiiggs lesz, a
tobbi feltétel pedig nyilvanvaléan teljesiil. Igy eleg megmutatnunk, hogy létezik olyan 3-0sszefiiggs
sikgraf, aminek a cstcsait nem lehet gy kiszinezni, hogy ne keletkezzen egyszind kor.

Legyen G egy 3-Osszefiiggé maximalis sikgraf, és tegyiik fel, hogy ki tudtuk szinezni ilyen
moédon (most szinezziik be az Gsszes cstcsot valamelyik szinnel). Ekkor a feltételek szerint a lapokat
hatarolé 3 hosszu korok se egysziniiek, vagyis az egyik szin kétszer, a mésik egyszer fordul el rajtuk.

Legyen F' azoknak az éleknek a halmaza, amik azonos szinii csticsokat koétnek 6ssze. Ekkor tehét
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minden lap pontosan egy F-beli éllel hataros, ami azt jelenti, hogy G*-ban (G dualisaban) az F-beli
élek dualisai (jeloljik ezeket F'*-gal) egy teljes parositast alkotnak. Ezenfeliil G-ben nincs egyszind
kor, vagyis G*-ban nincs csupa F*-élbdl all6 vagas, azaz G* — F* Gsszefliggs. Mivel G* 3-regularis,
igy G* — F* 2-regularis, vagyis az OsszefiiggGség miatt egy Hamilton-kor G*-ban. Osszefoglalva azt

kaptuk, hogy ha G-ben létezik a kivant szinezés, akkor G*-ban van Hamilton-kor.

3.5. dbra. A Tutte-graf

Mivel egy 3-Osszefiiggs sikgraf dudlisa is 3-Osszefliggs, elég egy 3-Osszefiiggs 3-reguléris grafot
mutatnunk, amiben nincs Hamilton-kér. Tait 1880-ban felallitott sejtése volt, hogy ilyen grafokban
mindig van Hamilton-kor, azonban ezt Tutte 1946-ban megcafolta. Tutte erre konstruélt ellen-
példaja a Tutte-graf (3.5 abra). Ennek a dualisat véve, és a kapott grafot a leirt modon kiegészitve
tehéat egy olyan 3-Osszefiigg maximaélis sikgrafot kapunk, amiben nincs két teljesen fiiggetlen feszité

fa. O

3.6. NP-teljesség

Befejezésiil ismét egy Hasunuméatoél szarmazo tételt ismertetiink.

Tétel 3.6.1 ([4]) Annak eldontése, hogy egy G grifban létezik-e két teljesen fiiggetlen feszitd fa,
NP-teljes.

Biz. A feladatot a NAE-3SAT (Not-All-Equal) probléméra vezetjiik vissza, amirdl ismert, hogy
NP-teljes. Ez a kovetkezSképpen fogalmazhaté meg: Legyen V egy véltozohalmaz, C pedig V feletti
klozok egy halmaza, ahol minden C' € C harom literdlt tartalmaz. Dontsiik el, hogy van-e olyan
helyettesitése V elemeinek, hogy minden C-beli klézban legalabb egy literal igaz, és legalabb egy
hamis.

Legyen F' a 3.6 abran lathato graf, és hivjuk vi-t az F' bal oldali csicsdnak, vo-t pedig a
Jjobb oldali csiicsanak, a kett6t kozosen pedig oldalsé csticsoknak. Legyen tovabba Ey(F) az dbran
vastag vonallal jelolt élhalmaz F' élei koziil, Fo(F) pedig a szaggatott vonallal jelslt. (F-en beliil

ezek lathatoan két teljesen fliggetlen feszits fat alkotnak.)
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3.6. abra.

Egy adott (V,C) NAE-3SAT probléméahoz konstrualjuk meg a kovetkezd H segédgrafot. Minden
x € V véltozbéhoz vegyiink fel egy G, = F grafot, minden C' € C klozhoz pedig egy G = K4 grafot.
G bal illetve jobb oldali csiicsat v-szel illetve v§-szel jeldljiik, G¢ négy cstucsa koziil pedig az
egyiket kozponti cstcsnak hivjuk, a méasik harmat pedig a C-t alkotd harom literalnak feleltetjiik

meg. Ezek jelolése legyen v&,v¢, v¢ v¢

ahol C = {a,b, c}. Ezeken kiviil vegyiink hozz4 a grafthoz
még két tovabbi csicsot, ezek legyenek vk és vp (kék illetve piros).

H élhalmaza a G -ek és G-k élein tul a kdvetkezs élekbdl 4ll:

e minden C € C és a € C esetén ha a = x (ahol z € V), akkor kdssiik dssze v$-t v¥-szel, mig

ha a = 7, akkor v5-szel
e minden x € V esetén kossiik 6ssze vi-et és v3-et vi-val és vp-vel

Megmutatjuk, hogy (V,C) pontosan akkor NAE-kielégithets, ha H-ban létezik két teljesen

fliggetlen feszitG fa.

Tegyiik fel, hogy V elemeinek van egy olyan ¢ helyettesitése, aminél minden C-beli kloéznak
legalabb egy igaz, és legalabb egy hamis literalja van. Szinezziilk be H éleinek egy részét kékre

illetve pirosra a kdvetkezé mddon:

e Ha t(r) = 1, akkor legyen E;(G.) kék, E2(G,) piros, vfvk kék, vivp piros, és minden
a € C € C esetén ha a = x, akkor a G -et Go-vel sszekots él (vagyis vFvl) legyen kék,

a =T esetén pedig a G,-et Go-vel dsszekots él (vagyis v3vS) legyen piros.

e Ha t(x) = 0, akkor legyen E;(G.) piros, FEs(G:) kék, vfvp piros, vivk kék, és minden
a € C € C esetén ha a = z, akkor a Gu-et Ge-vel Osszekots él (vive) legyen piros, a = T

esetén pedig a Gu-et Go-vel 6sszekots él (v3vl) legyen kék.

e Legyen z* egy tetszéleges rogzitett valtozo. Ha t(z*) = 1, akkor legyen v§ vp kék és v§ vg

piros, mig ha t(2*) = 0, akkor legyen UT*UK piros és v%'*vp kék.

Koénnyen lathato, hogy az eddig definialt kék és piros élhalmazok a V(H)—{G¢ : C € C} cstics-
halmazon két teljesen fiiggetlen fat hataroznak meg. Az is vildgos, hogy minden G-t harom él kot
Ossze H tobbi részével, és ezen élek valamelyike pontosan akkor kék, ha az él G¢-beli végpontjanak

megfeleld literal a t helyettesitésben igaz, és pontosan akkor piros, ha a literal hamis. Igy a harom
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3.7. dbra. A H segédgraf a V = {x,y,z,w}, C = {C, D}, C = {z,y,Z}, D = {7, 2, w} feladat
esetén, a t(z) = t(z) =1, t(y) = t(w) = 0 NAE-helyettesitéssel és x* = w szereposztéassal. (Vastag

vonal: kék; szaggatott: piros.)

él nem egyszind, és ezért a 3.7 dbran lathaté médon ki tudjuk terjeszteni a fikat a G¢ részgrafokra

is.

A masik irany belatasihoz tegyiik fel, hogy Tk és Tp két teljesen fiiggetlen feszit$ fa H-ban.
Ekkor szinezziik kékre a T éleit és bels csiicsait, és pirosra a T'p éleit és belsd csticsait. Tekintsiink
egy tetszileges G -et. Ekkor G, oldalso csticsai ki vannak szinezve, és pontosan az egyik piros, és
pontosan az egyik kék, mert ha nem lenne koztiik mondjuk piros, akkor G, egy nem oldalsé csucsa
és H egy nem G -beli csicsa k6zott nem vezethetne ut Tp-ben.

Minden G¢, C = {a,b,c} esetén létezik egy kék ut v< és vy kozott, és egy piros at v és
c

vp kozott. Ez azt jelenti, hogy létezik egy v& € {vf,vbc,vc } csiics, ami kék és szomszédos egy
c

a

valtozohoz tartozo részgraf kék oldalso csicséval, és létezik egy v¢ € {05, v, vS} cstics, ami piros
és szomszédos egy valtozohoz tartozd részgraf piros csicsaval.
Legyen t' a kovetkezd helyettesités. Ha vf kék, akkor legyen t'(x) = 1, ha piros, akkor t'(z) = 0.

Ekkor v{ egy igaz, v¢ egy hamis literdlhoz tartozik, igy ¢’ valoban egy NAE-helyettesités. O
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