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Bevezetés

Jelen dolgozatban - ahogy a dolgozat cime is mutatja - a véges geometridkkal
foglalkozom.

A dolgozat két részre oszthatd. Az egyik részében véges geometridkkal
kapcsolatos fogalmakat, tételeket és bizonyitasokat targyalok, mig a tobbi
fejezet egy tervet mutat be arra vonatkozoan, hogy a targyalt részeknek mely
részét, és milyen modon lehetne egy szakkor keretében, a matematika irant
érdeklsds didkoknak elmondani.

A véges geometriak ismertetése eltt sziikséges a projektiv sik révid is-
mertetése, amit az elsé fejezet tartalmaz. A masodik fejezet tartalmazza a
véges sik bevezetését és ezzel kapcsolatos problémakat, mig a harmadik fe-
jezet egy szakkori tervet mutat be az elsd két fejezet tanitasara. A negyedik
fejezet a Galois sikokkal foglalkozik, az 6todik fejezetben pedig Zarankiewicz
problémajat mutatom be. Az utolsé fejezetben ismét egy szakkori tervet is-
mertetek, eztittal arra vonatkozoan, hogy hogyan lehetne Zarankiewicz prob-
lémajat a didkokkal megismertetni.

Azért valasztottam ezt a téméat, mert egyrészt érdekesnek taldltam a
véges geometridkkal és azok kiilonbo6z§ alkalmazasaival foglalkozé konyveket
illetve cikkeket, masrészt, véleményem szerint érdekes 6rakat lehetne tartani
kozépiskolai didkok szaméra ezzel a téméval kapcsolatban. Tapasztalatom
szerint sok didk érdeklddik ilyen ,nem szokvinyos” matematikai problémék
irdnt, a kihivast egy-egy ilyen téma ismertetésével kapcsolatban csupan az
okozhatja, hogy kozépiskolai didkok szamara is érthetGen magyarazzuk el a
problémékat és azok megoldasait. Mindemellett, nem véletleniil készitettem a
témakdrben csupan egy szakkori tervet, nem pedig egy oratervet, mivel nem
feltételezem, hogy egy nem tagozatos, matematika irant kevéssé érdeklédd
osztalynak is az adott téma minden részét el lehetne mondani. Sziikséges
ugyanis a téma megértéséhez, hogy a didkoknak jo ralatasa legyen legalabb a

kozépiskolai matematikai ismeretekre, ismerjék, lassak és értsék azok Ossze-



fiiggéseit. Mindemellett, véleményem szerint, habar a téma (legalabbis Ma-
gyarorszagon) a kozépiskolai didkok szamara szokatlan, annak megértése nem
jelenthet komoly problémét.

A téma targyaldsaban nagy segitségemre volt Karteszi Ferenc Bevezetés a
véges geometridkba cimd konyve, illetve Kiss Gyorgy és Szényi Tamas Véges
Geometriak cimi jegyzete. A szakkori terv végiggondolasdban elsGsorban
a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok (K6Mal) egyes cikkei, illetve
az Uj matematikai mozaik idevago fejezetei voltak segitségemre. Eztiton sze-
retnék koszonetet mondani szakdolgozati konzulensemnek, Szényi Tamasnak,

aki szdmos hasznos tanaccsal és észrevétellel segitette munkdmat.
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1. A klasszikus projektiv sik

1.1. Pontok és egyenesek illeszkedése

A projektiv geometria bevezetéséhez sziikségiink van a pontok és egyenesek
helyzetére vonatkozé axioméak ismeretére.

Barmely pont-egyenes par esetén igaz, hogy kozottiik vagy az illeszkedés
(,a pont rajta van az egyenesen” illetve Laz egyenes dtmegy a ponton”) vagy
a nem-illeszkedés viszonya all fenn. Két pontra illeszkedd egyenes az Gket
0sszekots egyenes, két egyenesre illeszkedd pont a két egyenes metszéspontja.

Altalanos pontnégyesnek nevezziik az olyan négyelemt ponthalmazt, mely-
re teljesiil, hogy koziiliik barmely kett6hoz egyarant illeszked6 egyenes mar
a tobbi két pont egyikéhez sem illeszkedik. Egy ilyen négyelemt ponthalmaz
Osszesen (3) = 6 0sszekdts egyenest hataroz meg. Ezt a hat egyenest vizs-
galva a kovetkezd harom, a), b), ¢) eseteket kiilonboztethetjiik meg (Karteszi
[3]/1, 1964: 8).

1. dbra (a, b)



1. dbra (c)

A héarom esetet az kiilonbozteti meg, hogy az A, B, C', D pontok altal
meghatarozott egyeneseknek hany metszéspontja van. Legyenek a pontok
altal meghatarozott egyenesek az dbra alapjan a kovetkezéek: az A, B pon-
tok altal meghatrozott az 1-es, a D, C' pontok altal meghatarozott a 2-es, az
A, D pontok altal meghatarozott a 3-as, a C, B pontok altal meghatarozott
a 4-es, a D, B pontok altal meghatarozott az 5-0s, és a C'; A pontok altal
meghatarozott pedig a 6-os egyenes. Az a) esetben a vizsgalt hat egyenesnek
Osszesen harom metszéspontja van, E, F és G, mig a b) esetben mar csak
két metszéspontja lesz a hat egyenesnek, F' és GG, mivel 1 és 2 nem metszi
egymast. Végiil pedig a ¢) esetben mar csak 5 és 6 metszi egymast a G pont-
ban. Ezeket a metszéspontokat szokas az eredeti pontnégyes dtlospontjainak

nevezni.

1.2. A klasszikus projektiv sik bevezetése

Ezen harom eset kapcsan felmeriilhet a kérdés, hogy ki lehetne-e kiiszébolni
ezt a haromféleséget. Az ilyen fajta tobbféleségek megsziintetésére ad lehetGsé-
get a projektiv sik bevezetése, amelyhez tgy jutunk, hogy az euklideszi sik
pontjait tartalmazé ponthalmazt Gj elemekkel egészitjiik ki.

Az euklideszi sik pontjait nevezziik kozonséges pontoknak, egyeneseit

kozonséges egyeneseknek. A kozonséges egyenesek pontjait bévitsiik ki egy
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ugynevezett idedlis ponttal, oly modon, hogy két kézonséges egyenest akkor
és csak akkor bévitiink ugyanazzal az idealis ponttal, ha a két egyenes parhu-
zamos. Igy a parhuzamos egyeneseknek egy kozos pontjuk lesz, amely pont
ugyanakkor nem illeszkedik az ezen egyenesekkel nem parhuzamos egyenesek
egyikéhez sem.

Az ideélis pontok ily modon valdé bevezetésekor felmeriil a probléma,
hogy tovabbra is igaz-e a pontok és egyenesek illeszkedésére vonatkoz6 masik
axioma, miszerint két ponthoz egy és csak egy egyenes illeszkedik, az Gket
0sszekots egyenes. Ha két kézonséges pontot tekintiink, akkor az axioma nyil-
vanvaléan igaz marad, elég tehat azokat az eseteket megvizsgalnunk, amikor
a két vizsgalt pont koziil legalabb az egyik idealis pont.

El6szor tekintsiink egy kozonséges P pontot és egy [ idealis pontot.
Az [ ideélis pont a kibévitett sik valamely e egyeneséhez, illetve az e-vel
parhuzamos egyenesekhez tartoz6 metszéspont. Ezen parhuzamos egyenesek
koziil a P kozonséges pont pontosan egyre illeszkedik, legyen ez az egyenes
a P és I pontra illeszked6 egyenes. Ebben az esetben tehat igaz marad az
axiomank.

Ezek utan vizsgaljuk meg azt az esetet, ha adva van két idedlis pont,
I, illetve I5. Az elobbiekhez hasonloan I, idealis pont a kibdvitett sik egy
e egyeneséhez, illetve a vele parhuzamos egyenesekhez tartozik, mig az I
ideélis pont pedig egy ey illetve az azzal parhuzamos egyenesekhez tartozik.
Ezen két e; és ey egyenes csakis metszé lehet, hiszen kiilonben ugyanazt
az idedlis pontot hatdroznak meg. Ekkor [; illetve I, pontokat Gsszekotd
egyenes értelmét veszti, mivel egy egyenesnek csak egy idealispontja létezik.
Ezen problémét kikiiszobolendd, bévitsiik tovabb a mar kibévitett euklideszi
sitkunkat egy ugynevezett idedlis egyenessel, melyre az teljesiil, hogy csak
idedlis pontjai vannak, masrészrél az Osszes idedlis pont illeszkedik erre az
egyenesre. Az idealis egyenes tehat az idealis pontok &ltal meghatarozott
egyenes a kib6vitett sikon. Ezek alapjan I; és I, pontokat 0sszekts egyenes

nem mas, mint a sik idealis egyenese. Igy axiéméank, miszerint két pont-



hoz egy és csak egy egyenes illeszkedik teljesiil a kib&vitett sikon, melyet
klasszikus projektiv siknak fogunk nevezni.

Mindemellett a klasszikus projektiv sikon, vagy réviden a projektiv sikon
az egyeneseket nem sziikséges egymashoz viszonyitott helyzetiik alapjan két
csoportra osztani, aszerint, hogy metszik-e egymast vagy nem, mivel tel-
jesiil, hogy barmely két kiilonb6z6 egyenesnek pontosan egy metszéspontja
van, amely vagy kozonséges pont, vagy a parhuzamos egyenesek esetében a
hozzajuk rendelt idealis pont. Az idealis egyenes és egy kozonséges egyenes
egyetlen metszéspontja pedig azon idealis pont, mely a kdzonséges egyeneshez
tartozik.

Ha most visszatériink az altalanos pontnégyes vizsgalatakor felmeriilg
harom kiilonb6z6 esethez, és azokat a projektiv sikon tekintjiik, akkor a
kovetkezd megallapitast tehetjiik. Mivel a b) illetve ¢) esetben eredetileg a
hat egyenesnek csak két illetve egy metszéspontja volt, igy ezeket egymastol
megkiilonboztettiik. Most viszont, mivel a b) esetben az 1 és 2 parhuzamos
egyeneseknek is létezik metszéspontja, a hozzajuk tartozéd idedlis pont, il-
letve a c) esetben az 1 és 2, valamint a 3 és 4 parhuzamos egyenesparoknak
is létezik metszéspontja, a hozzajuk tartoz6 ideélis pont, igy mindharom
esetben harom metszéspontrol beszélhetiink. Ezaltal a harom eset kiilon-
valasztésa feleslegessé valt.

A projektiv sikon tehat a pont és egyenes illeszkedési viszonyarol a kovetke-

z6 axiomakat fogalmazhatjuk meg (Karteszi [2], 1972:2):

1. Axiéma. Bdrmely két ponthoz eqyetleneqy hozzdjuk illeszkedd eqyenes tar-

tozik. (Ezt a két pont dsszekitd egyenesének nevezziik.)

2. Axiéma. Bdrmely két eqgyeneshez eqyetleneqy hozzdjuk illeszkedd pont tar-

tozik. (Ezt a két egyenes metszéspontjinak nevezzik.)

3. Axiéma. Van olyan négy pont, hogy azok kézil barmelyik kettdhoz egya-
rant illeszkedd egyenes mdr a t6bbi két pont eqyikéhez sem illeszkedik. (Vagyis

létezik valodi négyszog.)



2. Véges Geometriak

2.1. A véges sik fogalma

Eddigi vizsgalodéasaink soran a sikot mindig végtelennek tekintettiik, vagyis
egy olyan ponthalmaznak, amelynek végtelen sok eleme van. A siknak tehat
végtelen sok pontja, végtelen sok egyenese volt, az egyenesek pedig szintén
végtelen sok pontbdl alltak. Vizsgaljunk most olyan halmazokat, amelyek
szintén pontokbol és egyenesekbdl allnak, de ezek szama véges, ugyanakkor
teljesiilnek ra az elozé részben megallapitott Iy, I, I3 axiomak. Természete-
sen ebben az esetben is meg kell hataroznunk valamilyen modon az illeszkedés

fogalmat. A legrégibb példa ilyen halmazra az igynevezett Fano-féle alakzat.

2.2. A Fano-féle alakzat

Tekintsiik a kovetkezs hétszer hét mez6bdl allo tablazatot (Karteszi [2],

1972:4):

Py Py | P3| Py | Ps| Pg| Py
I;| o ° °
I o | o °
3] o | @ °
14 oo | o
15 L ® o
lg| ® ° °
I7 o | o °

2. dbra

Legyenek a tablazat oszlopai, P;-k, a pontok, sorai, [;-k, pedig az egyene-
sek. Az illeszkedést definialjuk a kdvetkezGképpen: P; pont példaul illeszkedik
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az ly, l3, illetve lg egyenesekre, mivel a megfelel6 keresztezGdési mez6 nem
iires, vagyis e jellel ellatott. Pont egyenesre valo illeszkedésén tehat azt
értjiik, hogy a téblazat megfelel§6 mezGjében e jel all, nem illeszkedésen
pedig azt, hogy a keresztezGdési mez§ iires. Az ilyen tablazatokat nevez-
zik illeszkedéstablanak. Ezek utan vizsgéljuk meg, hogy mit jelent az, hogy
a modell teljesiti az I;, Iy, I3 axiomakat.

Barmely két ponthoz pontosan egy egyenes illeszkedik. Ha példaul a
P, illetve P, pontokat tekintjiik, akkor egyetlenegy olyan egyenest talalunk,
az lz-at, amelyre mindkét pont illeszkedik, vagyis [3 a két pont Osszekotd
egyenese. Hasonléan ellenérizhetd az I -es axioma teljesiilése a tobbi pont-
parra is. A teljesiilés feltételét a kovetkezdképpen fogalmazhatnank meg:
tekintsiik a két vizsgalt ponthoz tartozo két oszlopot a tablazatban. Ezekhez
az oszlopokhoz pontosan egy olyan sornak kell tartoznia, amelyre teljesiil,
hogy mindkét keresztez6dési mezGben e jel 4ll. Ezen sor altal meghatarozott
egyvenes a két pont egyetlen 0sszekots egyenese.

Masodik axiomank azt mondja ki, hogy barmely két egyenesnek pon-
tosan egy kozos pontja van, a két egyenes metszéspontja. Vizsgaljuk meg [y
illetve Iy egyeneseket. Az [; egyenesre illeszkednek a Py, P, és P; pontok,
az lo egyenesre pedig a P3, Py és P pontok. Ko6zos pontjuk tehat egyetlen-
egy van, Py, ez [y és [y metszéspontja. Ez az axioma az abrank esetében a
kovetkezot jelenti: tekintsiik valamely két egyeneshez tartozo két sort. Ezen
két sorhoz pontosan egy olyan oszlop tartozik, melyre teljesiil, hogy mindkét
keresztezddési mez&ben e jel all. Ezen oszlop altal meghatarozott pont a két
egyenes metszéspontja.

A harmadik axiéméanknak megfelel6 négyszog a P, P, P3P, négyszog. A
csicsokat 0sszekots hat egyenes az [y, lo, I3, I5, lg, I7. A 3. &bra pirossal jelolt

részei a vizsgalt pontok és a hozzajuk tartozo egyenesek.
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Py | Py P3Py | Ps|Pg| Py
11 L ® [ ]
I o | o °
;] | @ °
1y o o | o
I5 ° o | o
| @ ° °
17 o | o °

3. dbra

P, és P, pontokat 0sszekotd egyenes példaul az [y, illetve a tablazatbhol
az is kiolvashatd, hogy a masik két vizsgalt pont, P, illetve P; pedig nem
illeszkedik [-re. Hasonléan ellenérizhets a tobbi pontparra illeszked6 egye-
nesek helyzete is, és ezzel az axidménk teljesiilése.

Ezt a modellt nevezziik Fano-siknak.

2.3. A Fano-sik tovabbi vizsgalata

A tovabbiakban vizsgaljuk meg, hogy milyen egyéb megallapitasokat tehetiink
az el6bbiekben bevezetett Fano-sikrol.

A tablazat (1. abra) minden sordban harom-harom e jel talalhato, ami
azt jelenti, hogy minden egyenesre pontosan 3 pont illeszkedik. Hasonléan,
minden oszlopban is harom-harom e jel all, azaz egy pontban pontosan 3
egyenes talalkozik. Mindemellett a tabldzatnak 7 nem iires oszlopa van,
vagyis a sik 7 pontbol all, és 7 nem iires sora van, vagyis a sitknak 7 egyenese
van.

Az eddigi harom axiéméankat egészitsiik most ki egy negyedik axiémaval,

igy az eddigi absztrakt projektiv stk fogalméat tovabb sziikithetjiik ¢-adrendd
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véges projektiv sikka. A negyedik axioma tehat legyen a kovetkezs (Karteszi
2], 1972:3-4):

4. Axiéma. Van olyan egyenes, mely q+1 szdmi pontbdl dll; q(> 2) valamely

(alkalmas) természetes szdm.
Ezen négy axiémébol allo axiomarendszert jeloljiik I-vel.

1. Definicié. Az I aziomarendszernek megfeleld alakzatot g-adrendd véges

projektiv siknak nevezzik.

Megemlitjiik most I néhany tovabbi fontos kivetkezményét (Karteszi [2],
1972:3).

1. Béarmely egyenesnek legaldbb harom pontja van; barmely pontban legalabb

hirom egyenes talalkozik.
2. Béarmely egyenes ¢ 4+ 1 pontbol all.
3. Barmely pontban g + 1 szamu egyenes talalkozik.
4. A sik ¢® + ¢ + 1 szamt pontbol all.

5. A sik ¢® + ¢ + 1 szamu egyenest tartalmaz.

A klasszikus projektiv geometriabol ismert dualitas elve az absztrakt projek-
tiv stkon is érvényes, mivel az els§ és masodik axiomank egymasnak duélja,
a harmadik axidoméank duélja pedig azt mondja ki, hogy van olyan négy pont,
hogy azok kettenként az elsé axiomanak megfelels, hat kiilonb6z6 egyenest
hataroznak meg.

Mivel az els6 kovetkezmény mésodik fele az elsének dualja, igy elegendd

az allitds elsG felét belatnunk. Kiindulasi pontunk ennek belatasahoz az,
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hogy létezik valodi négyszog. Legyen ez a Py, P», P3, Py négyszog. Legyen
[ a sik egy tetszéleges egyenese. Ez az egyenes a négyszog két csicsat, egy
csicsat vagy egy cslicsat sem tartalmazza. Tegyiik fel elGszor, hogy [ két
cstcsat is tartalmazza a négyszognek, példaul Ps-at és Pj-et. A PP, és a
P3Py egyeneseknek egyetlenegy, a négyszog csticsaitol kiilonbo6zé kozos pontja
van. FEz a pont az [ egyenesnek egy harmadik pontja. Ha az [ egyenes a
négyszog egyetlen csicsat tartalmazza, példaul Pj-et, akkor az egyenest a
PP, és Py P3 egyenesek még egy-egy tovabbi pontban metszik. Tehat [-nek
ekkor is legalabb harom pontja van. Ha pedig az [ egyenes nem megy at
a négyszog egyetlen csicsan sem, akkor PP, PP, és PyP; egyenesek az [
egyenest egy-egy pontban metszik. A vizsgalt egyenesnek tehat ebben az
esetben is legalabb harom pontja van, ezzel pedig igazoltuk allitasunkat.

A mésodik kovetkezményiink bizonyitasdhoz legyen ! = Py, P, Ps, ..., Pyiq
az I;-nek megfelels egyenes, I’ pedig egy tetsz6leges egyenes ugy, hogy | £ ['.
I, szerint ezen két egyenesnek van kozés pontja, legyen ez a pont P;. Az
' egyenesnek létezik Pj-t6l kiilonb6z6 P, pontja is, mivel belattuk, hogy
minden egyenesnek legalabb harom pontja van, tovibba hasonl6 meggondo-
lasbol az [ egyenesnek is létezik P;-t6l kiilonb6z6 Py, pontja is. Mindemellett
Pyt P,-rel 6sszekotd egyenesnek van mind P,-t6l, mind Pi-t6l kiilénbo6zé
P, pontja. Ezen P, pontot az [ egyenes pontjaival 6sszekotG egyenesek I
és I, alapjan a P, ponton atmend Osszes egyenest megadjak, és mindegyik
mas-mas pontban metszi I'-t, igy pedig I’-nek is van legalabb ¢ + 1 szamu
pontja. Ennél tébb pontja pedig nem lehet, mivel akkor azokat a P, ponttal
Osszekotve a mar teljes sugarsorhoz nem tartozé egyeneseket kapnank. Ezzel
allitasunkat igazoltuk.

A harmadik kovetkezmény &llitasa a méasodik kovetkezmény allitasanak
dudlja, hiszen azt tudjuk, hogy a Ps ponton atmend egyenesek szama q + 1,
vagyis létezik olyan pont, amelyen atmend egyenesek szama éppen ¢+ 1, ami
éppen I, dualja.

A negyedik kévetkezmény belatasahoz tekintsiik a fentebb mar felhasznalt
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P, centrumu sugérsort. I; szerint a sik minden pontja ezen sugarsor valame-
lyik egyenesének pontja. E sugarsor ¢g+1 egyenesének mindegyikén a masodik
kovetkezményiink szerint ¢ darab, P,-t6l kiilonb6z6 pont van. Innen adoédik,
hogy az Gsszes pontok szama éppen (¢+ 1)g+1=¢*>+q+ 1.

Hasonléan, a harmadik kovetkezmény allitasanak dualizélasaval adodik
az 0todik kovetkezményiink allitasa.

Visszatérve most a Fano-sik targyalasara, lathatjuk, hogy a negyedik axio-
méank, és igy a négy kovetkezmény is teljesiil ezen a sikon, ¢ = 2 esetben,
hiszen a fentebb kiszamitott egy egyenesre illeszkedd pontok szama, és az
egy pontban talalkozd egyenesek szama is éppen 2 4+ 1 = 3, illetve a siknak
éppen 22 + 2 + 1 = 7 pontja és egyenese van. A Fano-sik ezekszerint egy
mésodrendd véges projektiv sik. Felmeriil a kérdés, hogy vajon létezik-e a
Fano-sikon kiviil méasik masodrendi sik, illetve ha igen, akkor hany darab.

Ennek megvizsgalasdhoz tekintsiik a 4. és 5. abra tablait.

PPy | P3| Py| Ps| Pg| P~
I;] o ° °
I o | o °
] @[ @ °
14 oo | o
I5 ° o | o
lg| ® ° °
I7 o | o °

4. dbra
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Py Py P3Py Ps|Pg| Py
11 [ [ ] ]
o] @ ° °
I3 ° o | o
Iy @ o | o
I5 o | o °
lg o | o °
17 o | o °

5. dbra

A 4. abrat mar megvizsgaltuk, konnyen ellenérizhets, hogy az 5. &bra
is megfelel I-nek. Legyen a 4. abra a X; tabla, az 5. abra pedig a ¥,
tabla. Bontsuk Y; tablat oszlopaira, majd cseréljiikk fel az oszlopokat az

alabbi oszlopindexekre vonatkozo w transzformécioé szerint:
1 234567
w =
172 4356

Ez annyit jelent, hogy az els6 oszlopot a helyén hagyjuk, a masodik osz-
lopot kicseréljiik a hetedik oszlopra, a harmadik oszlopot a masodikra, és igy
tovabb. Igy egy 1j, de ugyanigy hét oszlopbol és hét sorbol allo w(X;) tablat
kapunk (6. 4bra).
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Py | Py | P3| Py|P5|Ps|Pr
11 [ [ ] ]
I o | o °
] @ ° °
1y ° o | o
I5 o | o °
| ® o | o
17 o | o °

6. dbra

Most ezt az 1j tablat bontsuk soraira, és most a sorokra végezziik el

hasonldéan a kovetkezs sorindexekre vonatkozé o transzforméciot:
1 234567
0‘ =
1 346 257

Ekkor a kovetkezs ow(3) tablat kapjuk:

Py | Py P3Py Ps| Pg| Py
R °
| @ ° °
13 L L L
ly| o o | o
I5 o | o °
lg o | o °
17 o | o o

7. dbra

Vegyiik észre, hogy ekkor a kapott ow(X;) éppen Xs-vel egyezik meg.
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Mindemellett a két transzformacioé alkalmazasanak sorrendje felcserélhetd,
azaz ugyanugy Y-t kaptuk volna akkor is, ha el6bb a sorcserét (o transz-
formaciot) alkalmaztuk volna ¥;-re, és utdna az oszlopcserét (w transzfor-
méaciot). Legyen 7 = wo = ow az a transzformacio, amelynek segitségével
Y11-b6l Yo-6t kaptuk. Ha megengedjiik azt is, hogy w illetve o alkalmazasakor
akar az Osszes oszlopot vagy sort a helyén hagyjuk, akkor mondhatjuk, hogy
w és o lényegében T egy-egy specidlis esete. Kaptuk tehat, hogy wo (%) =
ow(X1) = Xy, vagyis, hogy a két tabla lényegében ugyanannak a struktira-

nak két kiillonbo6z6 forméja. Ezekszerint az 5. dbra is Fano-sikot realizal.

2. Definicié. Ha az 1 aziomarendszer két illeszkedéstdblara eqyardnt érvényes,
és eqyikbdl a mdsik egy alkalmas T transzformdcioval leszdrmaztathato, akkor
izomorf, kiilonben heteromorf. (Kdrteszi [2], 1972:5)

Térjiink most vissza az eredeti kérdésiink megvalaszolasara, vagyis, hogy
létezik-e a Fano-sikon kiviil mas méasodrendd sik is. A kérdés valojaban
arra vonatkozik, hogy vannak-e heteromorf masodrendii sikok. Ennek vizs-

galatahoz elsg lépésként a kovetkezG megallapitast tehetjiik:

e Véges sikot reprezentalo illeszkedéstdbla nem tartalmazhat a 8. &bra
szerinti négy olyan jellel toltott mez6t, amelyek két sor és két oszlop

keresztez8dési mezbiként adodnak.

RO
OO
8. dbra
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Egy illeszkedési tabla ilyen része ellentmondana mind az els6 mind a
mésodik axidomanknak. Ez ugyanis azt jelentené, hogy van két olyan pont,
amelyet két kiillonb6z6 egyenes kot Gssze, illetve van két olyan egyenes, mely
két kiilonb6z6 pontban metszi egymast.

Tekintsiik ezek utan azt a 3 tablat, amelynek els6 négy sora megegyezik a
mér vizsgalt X, els§ négy sordval. Konnyen lathato, hogy alkalmas w illetve o
transzforméaciokkal barmely masodrendi sikot reprezental6 illeszkedési tabla
ilyenné alakithato. Termeészetesen ekkor nem tudhatjuk, hogy az utolso
harom sor hogyan valtozott meg, vizsgaljuk meg ezért most ezeket a sorokat.
(9. &bra)

Py || Po| P3| Py|Ps| Pg|Pr
;] @] e °
o] @ ° °
I3 ° o | o
Iy| o o | o
I5 o] o o
Ig o] o o
17 o] o 0

C1 || Cy Cs Cy

9. dbra

Bontsuk fel az als6 harom sor alkotta részt a 9. abra szerint fiiggGlege-
sen elvalasztva C, Cy, C3, Cy részekre. Az utolsdé harom sorban talalhatod e
jeleket jeloljiik o jelekkel, és lassuk be, hogy azok csak igy helyezkedhetnek
el, vagy pedig alkalmas o transzformacioval ilyen helyzetbe hozhatéak. C}
biztosan iires, mivel ebben az oszlopban mar harom e jel szerepel. Hasonlo
meggondolassal Co-ben mar csak egy o jel lehet. Feltehets, hogy ez a jel az

utolsé sorban van, mivel ha nem, akkor is ilyen helyzetbe hozhat6 egy, az
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els6 négy sort helybenhagyt o transzformécioval. Ebben a sorban még két
o jelnek kell szerepelnie, és a fentebb tett megallapitasunk szerint ezek csak
a 9. abranak megfelelGen helyezkedhetnek el. A 7. sorban szerepld jeleket
tehat meghataroztuk, azok csak a 9. abranak megfelelGen helyezkedhetnek
el. Ezek utan vizsgaljuk most meg C3 és () 6todik és hatodik sorat. Itt még
Osszesen hat jelet kell elhelyezniink. Cy-ben nem szerepelhet egyméas mel-
lett két jel, mivel akkor Cs-ban az egyik sorban harom jelnek kéne egymas-
mellett szerepelnie, amely szintén ellentmondana vizsgalodasunk elején tett
megallapitasunknak. Ugyanakkor Cy-ben még oszloponként 1-1 elemnek kell
szerepelnie. Fzek az elemek vagy a 9. abranak megfelel6en helyezkednek
el, vagy pedig alkalmas o transzformacioval, mely csak az 6todik és hatodik
sort cseréli fel, ilyen helyzetbe hozhatoak. Most mar tehat csak C3 6t6dik
és hatodik sorat kell vizsgalnunk. Ttt még Gsszesen négy o jel szerepel. Ezek
viszont a mar elhelyezett o illetve e jelek és kezdeti megallapitdsunk mi-
att csakis a 9. abranak megfelelGen helyezkedhetnek el. Ezzel allitasunkat
belattuk, igy megfogalmazhatjuk a kovetkez§ tételt (Karteszi 2], 1972:7):

1. Tétel. A mdsodrendi sikok izomorfizmus erejéig megegyeznek eqymdssal.

(Vagyis lényegében véve csak egyféle mdsodrendd sik van.)

A kovetkezd téblazat osszefoglalja, hogy az eddigi eredmények alapjan
mit mondhatunk el kis ¢ értékek esetén a g-adrendid véges projektiv sikok

létezésérsl és szamarol.

q értéke g-adrendii véges projektiv sikok szama
2 [zomorfizmus erejéig egy masodrendi projektiv sik van.
3 Izomorfizmus erejéig egy harmadrend projektiv stk
van.
4 Izomorfizmus erejéig egy negyedrendii projektiv sik
van.
5 Izomorfizmus erejéig egy 6todrendii projektiv sik van.
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q értéke

g-adrendii véges projektiv sitkok szama

Nem létezik hatodrendid projektiv sik, ami kovetkezik a
Bruck-Ryser tételbdl, mely szerint ha n = 1,2 (mod 4)
és létezik n-edrendi projektiv sik, akkor n két
négyzetszam osszege. Mivel a ¢ = 6 nem két
négyzetszam 0Osszege, igy nem létezik hatodrendi

projektiv sik.

Pontosan egy hetedrendd projektiv sik létezik, amire
szamitogép segitségével az 1960-as években tudtak

bizonyitast adni.

Pontosan egy nyolcadrendt projektiv sik létezik, amire
szamitogép segitségével az 1960-as években tudtak

bizonyitast adni.

Négy kiilonboz6 kilencedrendii projektiv sik létezik: 1
testre épitett (desargues-i) sik, 1 sik és annak duélisa
(transzlaci6 és dudlisa), és 1 onduélis sik (Hughes-
sik). Ennek bizonyitasat szintén szamitogép segitségével

végezték az 1980-as években.

10

Nem létezik tizedrendid projektiv sik, annak ellenére,
hogy ez az érték teljesiti a Bruck-Ryser-tételt. Ezt
szintén szamitogép segitségével bizonyitottak be az

1980-as években és mindmaig az egyetlen olyan érték,
ami teljesiti a Bruck-Ryser-tételt, mégsem létezik

10-edrendd projektiv sik.
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3. Szakkori terv a véges sikok targyalasara

A kovetkez részben egyfajta tervet szeretnék ismertetni arra vonatkozoan,
hogy az eddig elhangzott részeket hogyan lehetne egy, a matematika irant

érdeklsds didkok csoportjanak, példaul egy szakkor keretében elmondani.

3.1. Elsé ora: A klasszikus projektiv sik bevezetése

Az elsé ora témajat az els§ szakaszban tett megallapitasok és definiciok

adnék, a kévetkezé modon.

1. Pontok és egyenesek illeszkedésének megtargyalasa abrak segitségével.

(10. abra)
A
A [ )
A
E
B
10. dbra

Ennek felirdsakor a leglényegesebb annak kihangsilyozasa, hogy ezek a
viszonyok egyértelmtek, azaz egy egyenesre vagy illeszkedik egy pont,
vagy nem illeszkedik, de ezen két eset koziil az egyik, és csak az egyik
biztosan fennéll. Tovabbéa két pont egyértelmiien meghatarozza a ra
illeszked6 egyenest, illetve két metsz§ egyenesnek egy, és csak egy met-

széspontja lehet.
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2. Az altalanos pontnégyes fogalmanak bevezetése elGtt érdemes elGbb
harom pontot vizsgalni a didkokkal. Harom pont esetén a pontok
vagy egy egyenesre esnek, vagy a pontparokra illeszked6 egyenesek egy

haromszoget hataroznak meg (11. abra)

11. dbra

Ezek utan attérhetiink a didkokkal négy pont vizsgalatara.

12. dbra

Négy pont esetén, ha koziiliik semelyik harom nem esik egy egyenesre,

akkor altalanos pontnégyesrdl beszéliink. Majd a didkok megvélaszol-
hatjak a kérdést, hogy hany egyenest hataroznak meg az ilyen pont-
négyesek, ha nem tudjak, akkor ravezethetjiik 6ket azzal a kérdés-
sel, hogy hany pont hatdroz meg egyértelmien egy egyenest. Ezek
utan a didkokkal kézosen megvizsgaljuk, hogy hogyan helyezkedhet el
ez a hat egyenes. Valoszintileg a didkok maguktol is rajonnek, hogy
az egyenesek elhelyezkedését tekintve milyen harom eset &llhat fenn
(1. abra). Esetleg segitségként szolgalhat a tanulok szdmara annak
megemlitése, hogy két egyenes csak metsz6 vagy parhuzamos lehet a
sikban. FEzutan a didkokkal kozosen megvitatjuk, hogy a hdrom esetet

tehat lényegében az kiilonbozteti meg, hogy a pontok altal meghatéro-
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zott egyeneseknek hény metszéspontja van. Fontos, hogy a tanulok
itt érzékeljék, hogy el6nyos lenne ezen ,haromféleséget” megsziintetni,
mivel ,a matematikdban szeretjiik az egyértelmd dolgokat”, illetve ra
kell, hogy jojjenek arra, hogy a problémat az okozza, hogy parhuzamos
egyveneseknek nincs metszéspontja. Ezek utan mér bevezethetjiik a
projektiv sik fogalmat, mint megoldast a problémankra. Kénnyen els-
fordulhat, hogy a didkok mar valamennyit hallottak a projektiv sikrol,
természetesen nem preciz definici6 formajaban, csupan példaul any-
nyit, hogy a parhuzamos egyenesek a végtelenben egy pontban metszik
egymast. Ha a tanulok kézott senki nincs, aki mar hallott volna valamit
is az idealis pontokrol, akkor is felvetGdhet benniik a gondolat, hogy jo
lenne, ha a parhuzamos egyeneseknek is lenne metszéspontja. Ahhoz,
hogy a didkok el tudjak képzelni paArhuzamos egyenesek metszéspontjat,
egy az életbdl vett példaval szemléltethetjiik azt. Példaul képzeljenek
el egy elég hosszu egyenes autoutat, ennek az utnak a két széle a tavol-
ban gy latszik, mintha 0sszeérne, holott nyilvanval6an parhuzamosak.
Ezek utan bevezethetjiik ténylegesen a klasszikus projektiv sikot az 1.2-
ben leirtak szerint. Ebben a részben fontos kihangsilyozni, hogy mivel
most bévitettiik az eddig ismert Euklideszi pontok halmazat, meg kell
vizsgalnunk, hogy ezzel nem ,rontottuk-e el” a halmazra eddig igaz al-
litast, vagyis, hogy két pontra egy és csak egy egyenes illeszkedik. Nyil-
vanvaloan csak olyan eseteket kell megvizsgalnunk, amikor az altalunk
bevezetett (j pontok szerepelnek az allitdsban. Ezen esetek targyalasa
szintén az 1.2 részben szerepel, de esetleg a szakkor keretében ki is
hagyhato, minddsszesen annyit sziikséges megemliteniink, hogy az al-
litdsunk tovabbra is igaz, feltéve, hogy bevezetiink még egy in. idealis
egyenest is.

Igy eljutottunk oda, hogy a most mar bevezetett projektiv sikon az
egyeneseket egymashoz viszonyitott kolcsonos helyzetiik alapjan nem

sziikséges két csoportra osztani, hiszen barmely két egyenes metszi
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egymast, ezaltal viszont az altaldnos pontnégyes esetén sem sziikséges
harom esetet vizsgalnunk. Természetesen a tanulok szamara mindezt
abraval is sziikséges szemléltetni. Amikor az 6ra végén visszatériink a
vizsgalt harom esetre, akkor ,,berajzolhatjuk” az 4brankba a parhuzamos
egyvenesek metszéspontjait is, eljutva igy odaig, hogy mind a harom

esetben a vizsgalt hat egyenesnek 3-3 metszéspontja van.

3. Osszefoglalasként pedig felirhatjuk az 1.2-ben leirt harom axiomat,

mint az Orai vizsgilodasaink eredményét.

3.2. Masodik 6ra: Véges sikok, a Fano-sik

A masodik 6rén a 2. szakaszban targyalt részeket kezdeném el megvitatni
a didkokkal, ebben a részben méar tobb lehetGség nyilik arra, hogy a diakok

aktivan részt vegyenek a téma megbeszélésében.

1. Az ora elején a didkokkal kozosen Gsszefoglaljuk, hogy mire jutottunk
az el6z6 ora végén, majd a téma bevezetéséhez felhivjuk a figyelmiiket
arra, hogy lényegében csak az illeszkedési axioméakat hasznaltuk fel az
eddigiek soran. Mivel a diakok természetesen elére tudjak, hogy mi az
orak témaja, igy akar maguktol is kitalalhatjak, hogy vizsgalodasaink
tovabbi targydhoz az adja az otletet, hogy nem hasznéltuk fel sem a
sik, sem az egyenesek végtelenségét, sem azt, hogy a sikon végtelen
sok pont illetve egyenes van. Eddigi tapasztalataim alapjan, még azok
a didkok is, akik nem érdekl6dnek kimondottan a matematika irant,
kivancsiak egy-egy olyan konfiguriciora, ami a szokisostol eltér, tehat
pl. véges az altaluk tanult végtelennel szemben.

A 13. abra (Kiss, Szényi [6], 2001:3) segitségével bevezethetjiik a Fano-
sikot a didkoknak, elmagyarazva, hogy mik az igy megadott véges sikon

a pontok és az egyenesek.
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13. dbra

Legyenek az abran szereplé szabalyos haromszog csicsai, oldalfelezé
pontjai valamint kozéppontja a pontok, egyenesei pedig az oldalak, a
magassagvonalak valamint a beirt kor altal megadott pontharmasok.
Ekkor felvetédik a probléma, hogy hogyan definidlhatnank a pont és
egyenes illeszkedését ebben az esetben. Ezéltal rogton alkalmunk nyilik
ré&, hogy bevezessiik az illeszkedéstabla fogalmat. A didkok természete-
sen maguk is mondhatnak 6tleteket, hogy hogyan lehet legegyszeriibben
Lregisztralni”, hogy véges sok pont és egyenes esetén milyen illeszkedési
viszonyok allnak fenn kozottiik. A 2. abrén szerepld illeszkedéstablat
a didkok segitségével egyiitt is kielemezhetjiik, példakat felhozva, hogy
melyik pont melyik egyenesre illeszkedik a tabla alapjan, illetve, hogy
hany pont és egyenes van Osszesen, illetve hany pontja van egy-egy

egyenesnek.

. Ezutan a didkok maguk is elkészithetik a 13. dbran szereplé Fano-sik

(egy) illeszkedéstablajat.
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Py | Py | P3| Py|P5|Ps|Pr
11 [ ] ] [ ]
Iy o | o °
;] o] @ o
Iy @ o | o
I5 ° ° °
lg ° ° °
1, oo | o

14. dbra

A tovabbiakban pedig, a didkokkal kdzdsen az el6z6 éra végén elhang-
zott axiomakat ellenérizném. Az axiomak teljesiilését mind a 13. abrén
mind pedig valamelyik, mar felirt illeszkedéstablan leellenérizhetjiik.
Természetesen az illeszkedéstablan vald ellenérzése az axiomaknak ne-
hezebb, elvontabb feladat, hiszen itt a didk méar csak és kizardlag szim-
bolumokat 1at, amelyekhez magénak kell elképzelnie, hogy valojaban
egyenesekrsl és pontokrol van sz6. Igy mindenképpen célszeri elébb
a 13. abrat kielmezni és csak utana foglalkozni az illeszkedéstablaval.
Célszert azt az illeszkedéstablat elemezni, amelyet a didkok maguk
készitettek el, mivel egyrészt igy latjak a kozvetlen kapcsolatot a 13.
abra és a tabla kozott, masrészt pedig jobban atlatjak a tablazatot,
hiszen 6k maguk gondoltak végig és irtak le.

A harmadik axidéma teljesiilésének belatasa kicsit nehezebb lehet a ta-
nulék szamara, mint az elsG ketté. Ebben az esetben mindenképpen
fontos felhivni a didkok figyelmét arra, hogy az axiéma a ,yan olyan”
kifejezéssel kezdddik, vagyis elég egyetlen valodi négyszoget talalnunk.
Erdemes ekkor is elsbb a 13. abrat megvizsgalni a diakokkal, azon
keresni négy ilyen pontot, majd megbeszélni, hogy mindez az illeszkedés-

tablan hogyan realizalodik.
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3.3. Harmadik 6ra: A Fano-sik tovabbi vizsgalata

A harmadik 6ra célja odaig eljutni, hogy mikor neveziink két illeszkedéstab-
lat izomorfnak, illetve heteromorfnak. Ezen az 6ran méar csak illeszkedéstablak-
kal dolgoznak a didkok, igy valamivel nehezebb a feladatuk mint az el6z6
orakon, elvontabb gondolkodést igényel a problémak és azok megoldasanak

atlatasa, mint az eddigiekben.

1. Az ora elején az 1. 4abra illeszkedéstablajat hasznalva osszefoglaljuk,
hogy milyen kovetkeztetésekre jutottunk az el6z6 6ran (axiomak, hany
pont illetve egyenes van a sikon, egy egyenesnek hany pontja van, egy
pontban hany egyenes talalkozik). Itt még segitségiil felrajzolhatjuk a
13. abrat ujra, de nagyon fontos, hogy a didkok atlassak, hogy a kiilon-
b6z6 axidmak és megallapitasok mit jelentenek az illeszkedéstablak ese-
tében. Tehat peéldaul, hogy lassdk, hogy barmely egyenesnek harom

pontja van, hiszen a tablazat barmely soraban harom e jel all.

2. A didkok nyilvanvaloan felfedezik a szabalyossagot ebben a konstruk-
cioban, és felvet6dhet a kérdés, hogy hogyan lehetne a véges sikokat
még jobban jellemezni. Fléggé kézenfekvs otlet, hogy valahogyan a
pontok illetve egyenesek szaméat kéne meghatarozni, igy bevezethetjiik
a g-adrendi véges projektiv sik definicidjat, miutan axiémarendszeriin-
ket kibovitettiik a 4. axiomaval. Bizonyitas nélkiil szerepel az 6ran az
I axiomarendszer négy kovetkezménye (2.3.). A tanulok a Fano-sikot
vizsgalva maguk is kitaldlhatjéik, hogy ezen sik hanyadrendd, vagyis,
hogy mennyi a q értéke, illetve ellendrizhetik, hogy ezen példa esetében
mind a négy kévetkezmény teljesiil. Természetesen a tanarnak ki kell
hangstlyoznia, hogy a kovetkezményeket nem bizonyitottuk, csupan
elfogadtuk azokat, de természetesen megemlitheti, hogy amelyik didkot

érdekli a bizonyitas, az hol tud utananézni.

3. A kovetkez6 kérdés, hogy hany kiilonb6z6 masodrendd véges projektiv
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sik létezik. Ezt a kérdést megvitatasra bocsathatjuk a didkok szamara,
valoszintleg nem tudnak majd ugyan megegyezésre jutni, viszont ez
jo kiindulépont lehet tovabbi vizsgalodasainkhoz. Amennyiben nem
vet6dik fel a probléma, gy a tanarnak kell mindenképpen ravilégi-
tania, hogy elsGsorban azt kéne tisztaznunk, hogy mit is neveziink
kiillonb6zének ebben az esetben. Példaként szolgalhat grafok ,kiilon-
bozGsége”, amivel a didkok mar kdzépiskolaban talalkozhatnak, s6t akar
magat az izomorfia fogalmat is ismerhetik. A didkok emlékezhetnek ra,
de ha nem az sem baj, mivel egyszeriien szemléltethetd, hogy ranézésre
kiilonboz6nek tiing két graf még lehet 1ényegében megegyezd. Hasonlo
a helyzet az illeszkedéstablak esetében is, amit szintén egyszeriien szem-
léltethetiink a 13. abra segitségével. Minddsszesen arra van sziikség,
hogy miutan a 13. abran atneveztiik a pontokat, kérjiik meg a didkokat,
hogy ujra irjak fel az &brahoz tartozo illeszkedéstablat. A két tablazat
ranézésre kiilonbozo, de igy a didkok mar érzékelik, hogy lényegében
mégis ugyanarrdl a sikrol van szd. Konnyen lehet, hogy maguktol is
rajonnek, hogy a probléma abban rejlik, hogy ,6sszekevertiik” a sorokat
és az oszlopokat. Innen méar adodik, hogy valahogy a sorokat és az osz-
lopokat kéne megfelel6en rendezniink ahhoz, hogy el tudjuk donteni,

hogy két illeszkedéstabla ténylegesen kiilonbozik-e egymastol.

. Elészor a 4. és 5. abra segitségével egy konkrét példan mutathatjuk
be a tanuloknak, hogy hogyan lehet egy, a 2.3.-ban szerepld 7 illetve
w transzformaciot egyszertien leirni, és természetesen alkalmazzuk is
kozosen a didkokkal az adott transzforméciokat az adott illeszkedéstabla-
ra. Ezutan a didkok feladata, hogy onélléan, forditott sorrendben
is végezzék el az adott transzformaciokat, igy maguk is lathatjak a
sajat szemiikkel, hogy az eredmény természetesen ugyanaz, sorrendtGl
fiiggetleniil, vagyis, hogy az adott két transzformécio -et 3o-vé alakit-
ja. Igy van értelme ow = wo = 7 bevezetésének. Miutan a diakok

latjak, hogy hogyan lehet az adott transzforméaciokkal dolgozni, a kévet-
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kez6 feladatuk az lenne, hogy az altaluk felirt illeszkedéstablat vessék
Ossze pl. a 4. abra tablajaval és probaljanak meg 6k megfelel 7 transz-
forméciot talalni, melynek segitségével az egyik a masikbol megkaphato.
Miutan megtalaltdk ezt a transzformaciot, akar segitséggel, akar anélkiil,
levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy mindharom eddig vizsgalt illeszkedés-
tabla lényegében megegyezik. Mindezek utén, éra végén visszatérhetiink
a kérdésre, hogy mit gondolnak a tanuldk, hany kiilonb6z6 masodrendd

sik van, ami méar a kévetkezd ora téméja lesz.

3.4. Negyedik 6ra: ,Masodrendii sikok szima”

Ennek az éranak a célja, hogy a didkok segitségével belassuk, hogy izomor-

fizmus erejéig a masodrendi sikok megegyeznek egymassal.

1. Az oOra elején természetesen a didkok segitségével felelevenitjiik, hogy
mirdl volt sz6 az el6z6 orakon, a tablara segitségképpen felkeriilhetnek
az axiomak illetve eddigi megallapitasaink (I axiomarendszer, illetve
annak kévetkezményei). Ezutan attérhetiink a didkokkal annak megvi-

tatasara, hogy léteznek-e heteromorf méasodrendd sikok.

2. Vizsgalodéasainkhoz tekintsiik tjra a Yo tablat. A didkok segitségével
el6szor azt kell belatnunk, hogy barmely masodrendii sikot reprezen-
talo illeszkedéstébla atalakithato az el6z6 6ran tanult transzforméciok
segitségével gy, hogy az elsd négy sora megegyezzen ¥ elsé négy sora-
val. A tanulok feladata az lenne, hogy példaul >, illeszkedéstablat
probaljak meg tgy atalakitani, hogy els6é négy sora megegyezzen Yo
els6 négy soraval. ElGszor 6nalldé munkaként probalkozhatnak az ata-
lakitassal, majd kozosen is megvitatjuk, hogy milyen lépéseket kell vég-
rehajtani a megoldashoz. Fontos, hogy felhivjuk a didkok figyelmét ra,

és érezzék, hogy ezt 1ényegében barmely mas illeszkedéstablaval is meg
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tudjuk csinalni, persze azt nem tudhatjuk, hogy a maradék harom sor-
ban hogyan valtoznak meg a mez6k. Ha ezt méar minden didk latja,

akkor attérhetiink a kérdéses sorok vizsgalatara.

. A didkokkal kozosen belathatjuk (2.3. szakaszban leirtak alapjan),
hogy az utols6 harom sor is csak gy nézhet ki, mint Y5 utols6 harom
sora, illetve megfelel6 transzforméacioval ilyenné alakithato. Fontos,
hogy az I axidémarendszer illetve annak kovetkezményei a bizonyitas
soran végig fel legyenek irva a tablara, segitségiil a didkoknak, hiszen
ezek azok az allitasok, amik meghatarozzak, hogy az adott tablan hol
helyezkedhetnek el jellel t6ltott mez6k. A bizonyitas soran még egy
plusz megallapitast kell tenniink, miszerint az illeszkedéstabla nem tar-
talmazhat a 8. &abranak megfelelGen elhelyezked6 négy jellel toltott
mezGt.  Erre legegyszertibben gy vezethetjik ra a didkokat, hogy
amikor a bizonyitasban egy olyan lépéshez ériink, ahol ezt a megal-
lapitast kell felhasznalni, akkor kiemeliink szinessel a tablan négy ilyen
helyzetii mez6t és megkérdezziik a didkokat, hogy mi lehet ezzel a négy
mezG6vel a probléma. Mivel egy ilyen konstrukcié mind az els§, mind
a méasodik axiomanknak ellentmond, igy varhato, hogy lesz a didkok

kozt olyan, aki rajon a megoldésra.

. Miutan belattuk, hogy barmely illeszkedéstabla megfelels transzforméa-
ciokkal ¥o-vé alakithato, a didkokkal kozosen levonhatjuk a kovetkezte-

tést, miszerint izomorfizmus erejéig egyetlen masodrendi sik van.
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4. Véges testekre épitett véges sikok

4.1. Veéges projektiv sik I'-tablaja

Egy véges sik izomorf illeszkedéstablainak barmelyikével reprezentalhato, de
kiilondsen nagy ¢ esetén célszerd lenne egy olyan illeszkedéstablat megadni,
amelyik kénnyen attekinthet&vé teszi az adott sik illeszkedési struktirajat.

Ehhez tekintsiink egy n x n mezds iires tablat, ahol n = 1 + ¢ + ¢, és
osszuk fel ezt a tablat a 15. abra (Karteszi [2], 1972:12) szerint.

Az els6 sor és elsd oszlop dltal meghatarozott szegélyt nevezziik ezentil
kiils6 T'-szegélynek. A maradék (n — 1)? mez6bdl allo részt (g + 1)? darab
q*> mez6bél 4ll6 parcellakra osztjuk. A tablat sorallasi és oszlopallasi sé-
vokra bontjuk, melyek éppen ¢ darab sorbdl illetve oszlopbol allnak. Ezek
keresztezGdései adjak a parcellakat. A 15. dbran a ¢ = 4 esetet, vagyis egy
n =14 q+¢* = 21 sorbol illetve oszlopbdl allo tablat lathatunk. Itt tehat a
kiils6 I szegélyt levalasztva 4 sorbol allo sorsavokat és 4 oszlopbol all6 oszlop-
savokat kaptunk, amelyek 4 x 4-es parcellakat eredményeztek. Ezen parcellak
tehat 4% = 16 mezdbdl allnak, szamuk pedig (¢ + 1)% = (4 + 1)? = 25.

Az els6 sorsav illetve oszlopsav altal meghatarozott ijabb I' alakd sze-
gélyt nevezziik kozbiils6 I'-szegélynek, a masodik sorséav illetve oszlopsav altal
meghatarozott I' alaki szegélyt pedig nevezziik belsé I'-szegélynek. Ezen
harom szegély egyiittesen egy 2q + 1 szélességii teljes ['-szegélyt ad. A teljes
[-szegélyt elhagyva megkapjuk a (¢ —1)? parcellabol allo ©-6blst. A belss I'-
szegélybdl és a ©-6bolbal allo részt ['O-6bolnek mondjuk. Az ilyen felosztést
tires tablat I-racsozatnak nevezziik, amely az n egy 1 +q+ ¢+ (¢ — 1)g

felbontasat adja.
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A 15. abrédban mar jellel t6lt6tt mezdk is vannak, igy megadja a g = 4-
edrend( véges projektiv sik egy illeszkedéstablajat. (Ez valoban az axiomak-
nak megfelel§ negyedrendd sik egy illeszkedéstablaja, ennek ellenérzésétsl
most eltekintek.) Vizsgaljuk meg a jellel t6lt6tt mezGk elhelyezkedését ezen
az abran. A kiils¢ I'-szegélyben a bal fels¢ sarokban 1 + 2g = 5 jel hézagta-
lan tomoriiléssel egy I' format hoz létre, a kdzbiilsé I'-szegélyben a bal felsé
parcella iires, a tobbiben pedig a jellel toltott mezdk sor-, illetve oszlopallast
szakaszos tomoriiléssel lépcsézetes format rajzolnak ki. A belsé I'-szegély
parcellaiban a jelek a f6diagonalis mentén helyezkednek el. A ©-6bol parcel-
lair6l pedig elmondhaté, hogy mindegyikben a benne talalhato ¢ = 4 jel gy
helyezkedik el, hogy a parcella minden sordban illetve minden oszlopdban
csak egy e jel talalhatd. Az ily médon rendezett illeszkedéstablat nevezziik
[-tablanak, vagy I'(¢)-nak. A kovetkezd kikotéseknek kell tehat eleget tennie
egy illeszkedéstablanak, hogy azt I'(¢)-nak nevezziik:

1. A kiils6 és kozbiilsé szegélyben a jelalakzat a I'-racsozathoz igazodik és

szakaszos-1épcsés.

2. A belsé szegély parcellainak jelalakzata megegyezik, mégpedig a ¢!-féle

diagonalis barmelyike lehet.

Ily modon természetesen csak egy ,formafajtat” kapunk, I'(¢) nem jelent
egyetlenegy format, kimondhatjuk azonban a kivetkezs tételt (Karteszi [2],
1972:13).

2. Tétel. Véges sikot reprezentdlo illeszkedéstdbla alkalmas w- és o-transzfor-

mdcidkkal - tehdt egy alkalmas T-transzformdcidval - T'(q)-vd rendezhetd.

A tétel bizonyitésara itt most nem térek ki, ez a bizonyitas féként arra ta-
maszkodik, hogy véges sikot reprezentald illeszkedéstabla nem tartalmazhat
a 8. abra szerinti jelnégyest. Ehhez kapcsolodik Zarankiewicz problémaéja,

amit a kovetkezd szakaszban targyalok részletesebben.
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4.2. Galois-sikok és Galois-testek

A Galois-sikok targyaldsahoz elGszor is sziikségiink van a test és a Galois-test

definiciojara.

3. Definici6é. A T két miuveletes algebrai strukturdt testnek nevezzik, ha a
miveletek - melyeket osszeaddsnak és szorzdsnak hivunk, jelélésiikre pedig a
+ és a - jeleket haszndljuk - eleget tesznek az alabb felsorolt tulajdonsdgoknak.

Bdarmely a, B,y € T-re:
1. a+ B = B+ « (az dsszeadds kommutativ),
2. a4+ (B+v) = (a+ B) +~ (az dsszeadds asszociativ),
3.(30 € 1) : 04+ a = a (van zérdelem € T),

4. YVa € T): (I(—a) €T) : a+ (—a) = 0 (minden elemnek van
ellentettje),

5. a-B = pB-a (aszorzis kommutativ),
6. o+ (B-7v) = (a-B) -~ (aszorzds asszociativ),
7. (A1 € T) : 1-a = « (létezik eqységelem € T),

8 WVa(#£0) e T): BateT): a-at =1 (minden nemzérus

elemnek van reciproka),

9. a-(B+y)=a-Bt+a-v,(a+0B8)-y=a-v+ B~ (a szorzis

az dsszeaddsra nézve disztributiv).

4. Definici6. Ha a test elemszdma véges, akkor véges testnek vagy Galois-
testnek nevezzik. (Kdrteszi [2], 1972:20)

Példaként tekintsiik a négyelemii Galois-testet, GF'(4)-et. A test elemei

legyenek rendre ag, a1, as, ag, miivelettablai pedig a kovetkezok:
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+ |lag | a1 | ay | as X |lag | ar | ay | as

a |l O] 1|23 |la || 0]0]0]O0

ar || 11032 |la || 0| 1] 2]3

a || 213101 a || 0 231

as || 3 12|10 ||lag]| O] 3] 1|2
A M

Az egyszertiség kedvéért a mivelettablakban és a kés6bbiekben a kiilon-
b6z6 testelemekre mar csak az indexiikkel hivatkozok. Az elsé tabla, az
A-tabla az Osszeadési tabla, mig a masodik, az M-tabla, a szorzasi tabla. Az
Osszeadas zéruseleme az ag, a szorzas egységeleme az a;. Egyszertien, bar
hosszadalmasan ellenérizhets, hogy az igy értelmezett szorzas és Osszeadas
az Osszes testaxiomak kovetelményeinek eleget tesz.

Tekintsiik most a 15. 4bra illeszkedéstablajanak C1°, C'1t, C*2, C'*3 parcel-
lait. A e jellel toltott mezdkbe irjuk a e jel helyére az adott parcella masodik
indexét. Ezutan helyezziik egymasra az igy megvaltoztatott, szdmozott par-
cellakat, agy, hogy allasuk ne valtozzon, vagyis szuperponaljuk 6ket. Az igy
kapott 4 x 4-es indextabla éppen a GF(4)-hez tartozo A-tabla. Most I'O
parcellai helyett irjunk szdmokat a kovetkez6 modon. Az el6bb vizsgalt par-
cellak helyébe irjuk rendre a méasodik indexiiket. A t&bbi parcella helyébe
a kovetkez§ szabaly szerint frunk szadmokat. A C" parcellaval az egyes el-
séindexti parcellasorban egy parcella megegyez jelalakzati, legyen ez a C''*
parcella, ekkor a C"® parcellat k helyettesiti. Az igy kapott 4 x 4-es indextabla
éppen a GF'(4)-hez tartozo M tébla.

Ezek utan felvetddik a kérdés, hogy vajon el§ lehet-e allitani egy miivelet-
tablaival megadott tetszéleges GF(q)-bol egy véges sik I' tablajat. Ter-
mészetesen igazan csak a 'O rész, aminek elGallitasa szamunkra érdekes
lehet. Ha meg tudunk adni egy ilyen szerkesztést, akkor ez azt jelenti, hogy ha
ily médon nem is tudjuk megadni a véges sikok mindegyikét, de eljuthatunk

annyiféléhez, ahanyféle Galois-test van. Azt tudjuk, hogy GF(q) esetén q
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csakis primszamhatvany lehet, s barmely ilyen ¢ szdmhoz lényegében véve
csak egyféle test tartozik. Egy megfelel6 szerkesztéssel tehat eljuthatunk
anynyi véges stkhoz, ahadny primszamhatvany van. A kdvetkezs szerkesztés
ezt valoban lehet6vé teszi.

Legyen g = p", ahol p prim. Tegyiik fel, hogy GF'(q) A illetve M miivelet-
tablai rendelkezésiinkre allnak, a test elemeit pedig a 0,1,2,...,¢ — 1 in-
dexek jelolik. Fontos, hogy a test zéruseleme éppen a 0 indext, egységeleme
pedig éppen az l-es indexi testelem legyen. Az adott iires I'-racsozatnak

illeszkedési tablava alakitasat a kovetkez6 1épések szerint végezziik:

1. A kiils6 és a kozbiils6 I'-szegélyt a [-tabla definicioja szerinti szakaszos-

lépcests jelalakzattal toltjiik ki.

2. A TO rész parcellait pedig az A, illetve az M miivelettablak segitségével
toltjiik ki. A C™* parcellanak az M-tabla r indext sora és s indext osz-
lopa keresztez6dési mezeje felel meg. Az M-tébla ezen mezejében allo
index legyen t. Ezutan az A-tdblaban kikeressiik a ¢ indexet tartalmazo

mezdket, és a C™ parcella ennek megfelel§ mezGibe o jelet tesziink.

Az ily modon elsallitott illeszkedéstablat I'(GF(q))-val jeloljiikk. A kapott
illeszkedéstabla szimmetrikus, mert egyrészt a kiils6 és kozbiils6 I'-szegély
nyilvanvaléan szimmetrikus a szerkesztési eljaras alapjan, a belsé 'O rész
pedig akkor és csak akkor szimmetrikus, ha az adott miivelettablak szim-
metrikusak, ami pedig teljsiil, hiszen mindkét mtvelet kommutativ.

Természetesen bizonyitanunk kell azt is, hogy ez a szerkesztés valoban
egy olyan illeszkedéstablahoz vezet, amely véges projektiv sikot reprezental.
Ehhez ellenérizniink kell, hogy eleget tesz-e az I axiomarendszer kévetelmeé-
nyeinek.

Az I, axiéma érvényessége konnyen ellendrizhets, ['(GF(q)) els6 sordban
q + 1 illeszkedési jel van.

Az I3 axioma ellenérzéséhez tekintsiik a P, Ps, Pyio, Pyrs oszlopokat.

Olyan hat sort kell talalnunk, melynek mindegyike a négy oszlop koziil kettGt-
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kett6t illeszkedési jellel ellatott mezGben keresztez. A kivetkezs sorok megfelel-
nek a kévetelménynek: 1y, ly, lgyo, lgts+2, logr2, log+st+2, ahol s +1 = 0.

A T(GF(q)) illeszkedéstabla szimmetridja miatt az Iy és I axiomak koziil
elegendd csak az egyiket igazolni. Ennek igazolasdhoz két tetszGlegesen
kivalasztott sorrél megmutatjuk, hogy egy, és csak egy olyan oszlop van,
mely mind az egyik, mind a maésik sort illeszkedési jellel ellatott mez&ben

metszi. Ennek belatdsdhoz el6szor a kovetkezs két megallapitast tehetjiik.

1. Ha a két kivalasztott sor, [,., [, 7 # s olyan, hogy mindketts a masodik
sorsav felett fut, azaz r < ¢+ 1,s < ¢ + 1, akkor csakis a P; oszloprol

lehet szo.

2.Hal<r<qg+1ésq+1<s<2q+ 1, akkor [, az elsG sorsavban,
mig [, a masodik sorsavban fut. Ekkor a kérdéses oszlop csakis a %72
parcellan vonulhat at, mivel [, csak az ef6lott a parcella feletti részben
tartalmaz e jeleket, egészen pontosan g darab e jelet. Masrészt az [
sor athalad ezen a parcellan, amelyben az illeszkedési jelek diagonélisan
helyezkednek el, igy [, csak egy oszlophoz tartozo keresztezddési mezében
tartalmaz illeszkedési jelet ezen parcellaban. A keresett oszlop éppen

az ehhez a keresztez6dési mez&hoz tartozo oszlop.

Most vizsgaljuk meg azt a kicsit bonyolultabb esetet, amikor mindkét sor
athalad a I'© részen. Ekkor r > 2¢ 4+ 1 és s > 2q + 1. Ehhez el6szor a
kovetkezs kérdéssel foglalkozunk.

Milyen 0Osszefiiggés all fenn az m, b, x,y kozott, ha tudjuk, hogy a C™*
(m,z=0,1,2,...,qg—1) parcella b indext sora és y indexii oszlopa illeszkedési
jellel ellatott mezGben keresztezi egymast? Azt allitjuk, hogy ekkor m, b, x,y
kozott az y = max — b Osszefiiggés all fenn. Ennek igazoldsdhoz vizsgaljuk
meg, hogy mi hatarozza meg a C™" parcellat. A szerkesztési utasitas alapjan
ezen parcellanak az M tabla m indexi sordnak és x indexi oszlopanak kozos

mezeje felel meg, ahol pedig az mx = t testelem all. Az A téblaban ez a
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t elem mindazon helyeken megtalalhato, amelynek b sorindexére és y osz-
lopindexére teljesiil, hogy b + y = t. Ezek szerint az adott parcellanak a b
sorindexti és y oszlopindex(i mez§jében akkor és csak akkor taldlhato e jel, ha
b+y =t = mux teljesiil. Ezt az Osszefiiggést rendezve kapjuk a bizonyitando
allitast.

Az el6z6 észrevételiinket felhasznédlva a 'O részen atvonuld sorokat most
mar az y = mx — b Osszefiiggés alapjan is meg tudjuk hatarozni. Legyen a
két sor, 1., [, kett6s indexe m, b illetve m/, b'. Ezen két sor akkor és csak akkor
tartalmaz ugyanabban az (z,y) oszlopban illeszkedési jelet, ha y = mxz — b
és y =m'x — U is teljesiil. (Ahol (z,y) az adott két sorban talalhato e jelek
kettGs oszlopindexét jeloli.) Az egyenletrendszert az algebraban megszokott
modon oldhatjuk meg véges testek esetében is, hiszen a testaxiomék, ame-
lyekre a levezetés épiil véges testekben is ugyanugy teljesiilnek. Igy harom
esetet kell megvizsgalnunk.

1. Ham #m/ és b# U, akkor x = () — b)(m' —m)~!,

y = (mb —m'b)(m' —m)~L.

2. Ham #m/, de b =10, akkor z =0,y = —b.

3. Ham =m’, de b # b/, akkor nincs megfelel (x,y) oszlop. Ez azonban
nem jelenti azt, hogy nincs a feltételeknek megfelel oszlop, csupan azt
jelenti, hogy az adott két sort illeszkedési jelben metsz§ oszlop nem
haladhat at I'© részen. Ugyanakkor, mivel m = m/, ezért mindkét
sor ugyanazon a C™* parcellin halad 4t. Ebben a parcelldban pedig
minden sor tartalmaz illeszkedési jelet a P, oszlopban. Igy ebben az

esetben is van egy, a feltételeknek megfelel§ oszlop.

Osszefoglalva, igazoltuk, hogy a I'(GF(q)) illeszkedési tablaval megadott
rendszer eleget tesz az I, axiomanknak is, ezaltal pedig befejeztiik annak
igazolasat is, hogy az ismertetett szerkesztési eljarassal barmely GF(q)-hoz
olyan T'(GF(q)) illeszkedéstablat rendelhetiink, mely egy g-adrendii véges
projektiv sikot ad meg.
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4.3. A véges affin sik

Habar az affin sik fogalma alatlanosabb, mint az euklideszi siké, a hagyomé-
nyos tanitasmod el6bb alakitja ki az euklideszi sik fogalmat és csak azutan
az affin sikét, s6t, van olyan valtozata is a tanitdsmodnak, amely el6bb a
projektiv sikot vezeti be, majd ennek fogalmabol szarmaztatja az affin sik
fogalmat. A projektiv sik fogalmabol eljuthatunk az affin sik fogalméahoz,
ha a klasszikus projektiv sik egy egyenesének Osszes pontjat és magat az
egyenest is toroljiik. Ezaltal az [, axidma érvénytelenné valik, hiszen ha két
egyenes eredetileg a torolt pontok valamelyikén talalkozott, akkor most nem-
metszGkké valtak. A maradék stk 4j tulajdonsagaként jelentkezik, hogy egy
pontot és egy rajta &t nem mend egyenest tekintve, a ponton atmené egye-
nesek kozott van egy, és pontosan egy, amely az adott egynest nem metszi.
Két egyméast nem metsz6 egyenest parhuzamosnak mondunk. Az eredeti pro-
jektiv stk mas-més egyenesét és annak pontjait tordlve mas-més affin sikhoz
jutunk, azonban ezek a sikok izomorfak egymassal.

Nézziink most egy példat affin sik ilyen modon valo elGallitasara a 15.
abra segitségével. A 15. abra altal meghatarozott negyedrendi véges projek-
tiv sikbol szarmaztatunk affin sikot a kovetkezéképpen. Toroljiik a tabla elsd,
[ sorat (egyenesét) és vele egyiitt a Py, Py, P3, Py, P5 oszlopokat (pontokat)
is. Jelolje a maradék tablat T'1(4). Az igy kapott alakzatot negyedrendii pro-
jektiv sikhoz asszocidlt negyedrendd affin siknak nevezziik. Foglaljuk most
Ossze, hogy milyen tulajdonsagait allapithatjuk meg az abra alapjan az igy
kapott I''t(4)-nek. Ez az affin stk 42 = 16 pontbol és 4% + 4 = 20 egyenesbdl
all, minden egyenesnek 4 pontja van és minden ponton 5 egyenes megy at.
Az egyenesek Osszessége 5, négyelemii részhalmazra bonthaté tgy, hogy az
egy részhalmazhoz tartozo egyenesek és csakis azok paronként nem-metszok.
Barmely két pont egyetlenegy 6sszekotd egyenest hataroz meg. Barmely
egyneshez és egy ré nem illeszked6 ponthoz pontosan egy olyan egyenes tar-
tozik, amely atmegy az adott ponton és az adott egyenest nem metszi. A

Py, Py, P11 pontokat paronként 0sszekotd egyenesek szama harom.
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A most megallapitott tulajdonsdgok barmely I'(¢)-bol kapott I'1(q) ese-
tén is igazak, természetesen az elemek szaméarol elmondottak igazodnak a ¢
értékéhez.

Azt is megallapithatjuk, hogy a 't (4) és I's(4) izomorf egymassal. Ez
abbol kovetkezik, hogy I'(4) alkalmas sor- és oszloppermutaciokkal ciklikus
tablava alakithato, illetve, hogy ciklikus transzforméciéval a tabla jelalakza-

tanak megvaltoztatasa nélkiil barmelyik sor az als6 sorba vihetd at.

3. Tétel (Singer tétele). A Galois-sik illeszkedéstdbldja ciklikus alakra hoz-
hato. (Kdrteszif2], 1972:30)

Ezalapjan elmondhatjuk, hogy az affin sik projektiv stkbél valo szarmaz-
tatdsa mindig mintaként kovetheti az el6bbi, hagyoméanyos targyalasmodot,
ha Galois-sikrdl van szo.

Vannak azonban olyan masfajta véges projektiv sikok is, amelyekbdl
kiilonb6z6 egyeneseket tordlve nem jutunk egymassal izomorf affin sikokhoz.
Lényeges tehat, hogy az S! jelélésben az [ felsS index a sikbol torolt egyenesre
utaljon.

A véges affin sikot axiomarendszerrel is definialhatjuk. A g-adrendd affin
sikot definialo A axiomarendszer a kovetkezd négy axiomabol all (Karteszi[2],
1972:30):

1. Két pont egyetlenegy egyenest hataroz meg, melynek a két pont eleme.

(A1)

2. Egy ponthoz egyetlenegy, adott egyenessel parhuzamos egyenes illeszke-
dik. (Ay)

3. Van haromszog (harom pont, melybdl ketténél t6bb nem illeszkedik

egy egyeneshez). (As)

4. Van egy ¢q szamu (¢ > 1) pontbol 4llo egyenes. (Ay)
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Az igy meghatarozott axiomarendszer nyilvanvaléan Osszhangban van az
el6z6 szarmaztatasi modszerrel. Parhuzamosnak neveziink két egyenest, ha
minden pontjuk k6zos, vagy egy sem. Ekkor egy adott egyenessel pArhuzamos
egyenesek egy osztalyt alkotnak. Ezeket az osztalyokat idealis pontoknak
nevezve az affin sikhoz asszocidlt q-adrendd projektiv sik fogalméahoz jutunk.
Ugyanakkor az igy szarmaztatott projektiv sik egy tetszéleges egyenesét

torolve nem biztos, hogy az eredeti affin sikkal izomorf sikot kapunk.

4.4. A Galois-sikok és Desargues tétele

4. Tétel (Desargues tétele). Legyen hat kilonbozd pont eqy A1AxAs és
eqy B1 By B3 valodi hdromszdg hat csiucspontja. Ha az A1 By, As By, A3 B3 egye-
seknek van eqy kozdos D pontjuk, akkor a

Cy = Ay A3 N By B,

Cy = A3A, N B3By,

C3=A1A,N BBy

metszéspontok pdronként kilonbozok és egy egyenesen vannak. (Kiss [5],

2007:130)

A projektiv geometria fejl6désében Desargues tétele eleinte mas szerepet
jatszott (amig a matematikus a projektiv geometridhoz az euklideszi geomet-
ria kozvetitésével jutott el) mint a késGbbiekben. Eleinte mint mas, egy-
szeriibb tételekbdl levezethetd tétel volt jelen, amelybdl tovabbi tételeket
lehet levezetni. A projektiv geometria mas geometriatol fiiggetlen bevezetésé-
re irdnyul6 torekvések megjelenésekor szerepe megvaltozott. Hilbert vette
észre, hogy a projektiv sik euklideszi metrikatol fiiggetlen koordinatarendsz-
erének bevezetése a Desargues-tétel alapjan megvalosithatd. Ehhez sziikség
van még a Desargues-tétel mellett a két egyenesen harmanként elhelyezkedo
hat pontra vonatkozé Pascal-tétel érvényességére is. Hilbert azt is belatta,
hogy a Desargues-tétel a sikbeli illeszkedési axiomakbol nem vezethets le,

igy vegyiik fel a harom illeszkedési axiéma mellé negyedik axiomaként, hogy
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érvényes a Desargues-tétel is. Hilbert azt is bebizonyitotta, hogy a Pascal-
tétel még ebbdl a kibdvitett axiomarendszerbdl sem vezethetd le. Hessenberg
azonban észrevette és be is bizonyitotta, hogy ha negyedik axiémaként nem
a Desargues-tétel érvényességét, hanem a Pascal-tétel teljesiilését koveteljiik
meg, akkor az igy kib&vitett axiomarendszerbdl mar kovetkezik a Desargues-
tétel.

Az els6 modellek, melyek igazoltdk, hogy az illeszkedési axidémakbol nem
vezethetd le a Desargues-tétel, olyan sikokbol indultak ki, melyeken az egyenes
egy folytonos részhalmaz. Ilyenek példaul Hilbert és Moulton példai. Késébb
kideriilt, hogy van olyan véges sik is, amelyen nem érvényes a Desargues-tétel.
Erre példa Veblen és Wedderburn modellje. Hall pedig késébb olyan példat is
adott, amely egy olyan végtelen sik, melyen az egyenes nem folytonos, és nem
érvényes a Desargues-tétel. A KéMall 2007. majusi szaméaban taldlhatunk
egy példat egy nem-desarguesi affin sikra Korchmaros Gabor és Sz6nyi Tamés
cikkében.

Ezek ko6ziil most a Hilber-Moulton-féle példat szeretném ismertetni. 1902-
ben Moulton egy modell megalkotasaval 1ényegesen leegyszertisitette a Hilbert
altal alkalmazott modszert, mellyel bizonyitotta, hogy az illeszkedési axio6-
makbol nem vezethets le a Desargues-tétel. Ez a modell a kdvetkez6képpen
néz ki. (Montagh 8], 2002:33-34)

a A ;
/ b
PO
. -

16. abra

Tekintsiik a klasszikus projektiv sikot, amelyen valtoztassuk meg az egye-

nes értelmezését agy, hogy az I axidmarendszer ne sériiljon. Bontsuk a sikot
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egy z-tengellyel ¥ és 3 félsikokra. Valtoztassuk meg mindazokat az egyene-
seket, amelyek az z-tengelyhez képest a ¥/ félsikon jobbra délnek (c egyenes
a 16. abran) a kovetkezd modon. A ¥ félsikon levd részt megtartjuk, a X/ fél-
sikon 1év§ részt pedig olyan félegyenessel cseréljiik ki, amelynek az x egyenes
allasahoz viszonyitott irdnyszogére nézve a tanw = 2tanw’ kikotés teljesiil.
Az eredeti egyenes igy egy, a P pontban megtort térott vonalla modosul. Ez
lesz az 4j ,egyenes”. A tobbi egyenest nem valtoztatjuk meg. Egyszeriien
ellenérizhets, hogy az igy kapott 1j sikon teljesiil az I axiémarendszer.

Ezek utan vizsgaljuk meg, hogy milyen kapcsolatban all ez a Moulton-féle
modell a Desargues-tétellel (Karteszi [2], 1972:240).

17. abra

Ehhez tekintsiik a 17. abrat, amin a D pontra és a d egyenesre nézve

perspektiv ABC, A’ B'C" haromszogpar alkotta Desargues-féle konfiguraciot
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lathatjuk a projektiv sikon. Vegyiik fel a modelliink megalkotasdhoz sziik-
séges x egyenest a d egyenesre merélegesen, majd végezziik el a Moulton-sik
megalkotasahoz sziikséges valtoztatdsokat. Az abran szereplé alakzat ekkor
az ABC haromszog AB oldalegyenesét leszamitva valtozatlan marad. A de-
formalt sikon az A és B pontokat 6sszekots ,egyenes” a BAT Z torott vonal
lesz. Ekkor tehat a Moulton-sik ABC és A’B'C’ haromszoge a D pontra
nézve perspektiv, de a megfelel§ oldalak paronkénti metszéspontjai, vagyis
az X,Y,Z pontok nem esnek egy egyenesre. Nem allithatjuk ugyanakkor,
hogy a Moulton-sik antidesargues sik lenne, mivel talalhato rajta olyan kon-
figuracio is, melyre nézve érvényes a Desargues-tétel. Ezt konnyen lathatjuk,
ha példaul az egész alakzatot lefelé toljuk egészen addig, amig az egész a > fél-
sikra esik, mivel igy itt mar teljesiilni fog Desargues tétele, hiszen az eredeti
stk Moulton-sikka val6 deformélasakor nem valtoztatunk az alakzatunkon.
Ezek alapjan azt a lényeges megallapitast tehetjiik, hogy az I axiomarendszer

akar a Desargues-tétellel, akar a Desargues-tétel tagadasival kompatibilis.
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5. Zarankiewicz problémaja

5.1. Zarankiewicz probléméija racspontokkal

A Zarankiewicz probléma a kdvetkezével foglalkozik: tekintsiik az n x m-
es négyzetracsot ((i,7) : ¢ =1...n,7 = 1...m alaku racspontok), ezek koziil
valasszunk ki minél tébbet gy, hogy a kivalasztott pontok kézott ne legyen
négy olyan pont, amelyek altal meghatarozott téglalapok oldalai parhuzamo-
sak a koordinatatengelyekkel. A kérdés, hogy héany ilyen pontot tudunk
kivalasztani. (Bérczi, Gacs, Szényi [1], 2002:56)

A probléma lényegében megegyezik az eddig targyaltak szerint a kdvetkez6-
vel: egy n x m-es illeszkedéstablat vizsgalva, hiny mez&be irhatunk e jelet
ugy, hogy az illeszkedéstdblan ne szerepeljen a 8. abranak megfelel6 nem
megengedett konfiguracio. Vagyis, hogy az illeszkedéstablank ne mondjon
ellent sem az elsé sem a masodik axidomanknak.

Vizsgaljunk most meg néhany konkrét esetet. Feltehets, hogy n < m,

hiszen a szimmetria miatt ez nem valtoztat a feladaton.

1. Ha n = 1, akkor a valasz trivialis, nyilvanval6an maximum m ilyen

pont valaszthato ki.

18. dbra

2. Ha n = 2, akkor a maximélisan kivalaszthaté pontok szdma m + 1,
hiszen az m oszlop koziil csak az egyikben vélaszthatjuk ki mindkét
pontot, az 0sszes tobbi oszlopbdél mar csak egyet-egyet véilaszthatunk
hozza (19. &bra). Lényegében véve mindegy, hogy melyik oszlopbdl

valasztunk ki kett6t és melyekbdl egyet-egyet, hiszen ez a kivalasz-
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tott pontok szaman nem valtoztat. Altalanosan is elmondhaté, hogy a
sorokat és oszlopokat tetszélegesen permutalhatjuk, mivel ez a kivalasz-
tott pontok vizsgdlt tulajdonsagan nem valtoztat, igy megoldasunkat

sem befolyasolja.

e 0 0 0 0 0 e o e O
000 o o @ O e O o
m
19. dbra

. Ha n = 3, akkor mar két esetet kell megvizsgalnunk, és a maximalisan
kivalaszthatd pontok szama m+ 3. Az els§ eset, hogy van olyan oszlop,
amelyikb6l mindharom pontot kivalasztjuk (20. abra/a). Ekkor nyil-
vanval6an a maradék oszlopok mindegyikébdl mar csak egy-egy pontot
valaszthatunk, kiilonben keletkezne nem megengedett téglalap. Ekkor
a maximalisan kivalaszthato pontok szama igy 3+ (m—1) = m+2. Ha
nincs olyan oszlop, amelybdl mindharom pontot kivalasztjuk, akkor ez
azt jelenti, hogy minden oszlopbdl legfeljebb két pontot valaszthatunk
(20. abra/b). Mindemellett maximum harom oszlopbol vélaszthatunk
ki két pontot, a tobbibdl pedig mar csak egyet-egyet, mivel harom
sorbol (g), azaz harom sorpar valaszthato ki, igy ha még egy oszlop-
bol kett6t valasztanank ki, akkor méar keletkezne egy nem megengedett
téglalap. A 20. abra alapjan azt is kijelenthetjiik, hogy harom oszlop-
bol pedig valoban ki is tudunk valasztani két-két pontot a megengedett
mo6don. Ebbél a harom oszlopbél igy 6sszesen 6, a maradék m — 3 osz-
lopbol pedig m — 3, azaz Gsszesen 6 + (m — 3) = m + 3 pontot tudunk

kivalasztani.
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20. abra (a, b)

. Ha n = 4, akkor még tobb alesetet kell megvizsgalnunk. Az el6z6
gondolatmenetet kévetve, el6szor bontsuk két esetre a megoldast, az
alapjan, hogy van-e olyan oszlop, amelybd6l mind a négy pontot kivalasz-
tottuk. Ha van ilyen oszlop, akkor csak egy ilyen lehet és az Gsszes
tobbi oszlopbol méar csak egy-egy pontot valaszthatunk ki (21. abra/a).
Ekkor tehat a maximalisan kivalaszthato pontok szama 4 + (m — 1) =
m + 3. Ha nincs olyan oszlop, amelybdl mind a négy pontot kivalasz-
tottuk volna, akkor tehat minden oszlopbdl legfeljebb harom pontot
valaszthatunk. Ebben az esetben is két tovabbi alesetet kell megvizs-
galnunk. Az elsd eset, hogy van olyan oszlop amelyb&l hdrom pontot
valasztunk ki (21. abra/b). Csak egyetlen olyan oszlop lehet, amelybdl
harom pontot valasztunk ki, kiilénben létrejonne egy tiltott téglalap.
A maradék oszlopok koziil legfeljebb hérom olyan oszlop lehet, ame-
lyek mindegyikébdl két-két pontot valasztottunk ki, és ez el is érhetd,
ahogy azt a 18. abra mutatja. Ekkor tehat a kivilasztott pontok
szama legfeljebb 3 +3 -2 4 (m —4) = m + 5 lehet. Mar csak egy ese-
tet kell megvizsgalnunk, azt, hogy hdny pontot tudunk maximéalisan
kivalasztani, ha minden oszlopbol legfeljebb kett6t valaszthatunk (21.
abra/c). Legfeljebb (;L) = 6 olyan oszlop lehet, amelybdl két pontot
valasztunk, igy ha m > 6, akkor a maximéalisan kivalaszthatd pontok
szama 6 - 2 4+ (m — 6) = m + 6.
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Ha m = 4 (22. 4bra), akkor a maximalisan kivalaszthato pontok szama
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Ha m =5 (23. abra), akkor a maximalisan kivalaszthat6 pontok szama

10, akar van olyan oszlop amelyb6l harom pontot valasztunk ki, akar

nincs, mindkét modszer ezt az eredményt adja.
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5.2. Zarankiewicz problémaja halmazokkal

Zarankiewicz probléméaja halmazok segitségével is megfogalmazhato. (Beér-
czi, Gacs, Szényi [1], 2002:58)
Véalasszuk ki az 1,...,n halmaz néhany részhalmazat A, Ay, As, ..., Ap-

et a kovetkezd feltételnek megfelelGen:

o | A;NA; |<1,hai# j,4,5 =1,...,m, azaz barmely két kiilonb6z6

részhalmaz metszete legfeljebb egyelemdi.

Mekkora lehet ekkor | Ay | + | Ag | +---+ | Ay, | maximuma?

Hasonléan ahhoz, hogy a racspontok vizsgalatakor csak azokat az osz-
lopokat kellett megvizsgalni, amelyekbdl legalabb két pontot valasztottunk
ki, a halmazok esetében is nyilvanvaldéan csak azok a részhalmazok érdekesek
szamunkra, amelyek legalabb kételemiiek. Ha valamelyik részhalmaz tobb-

szor is el6fordul, akkor csak egyelemii lehet.

5.3. Zarankiewicz problémaja matrixszal

A problémat matrixok segitségével is megfogalmazhatjuk, a kovetkezs
modon. (Bérczi, Gacs, Szényi [1], 2002:59)

Egy m X n-es méatrix minden eleme 0 vagy 1. Legfeljebb hany egyest
irhatunk a métrixba, ha semelyik két sor és két oszlop mind a négy keresztezo-
dési mezejében nem allhat egyes?

5.3.1. Zarankiewicz probléméija m = n esetén

A maximalisan beirhato egyesek szamanak becsléséhez most tehat egy
n X n-es matrixot vizsgalunk, melynek sorait tekintsiik gy, mint n dimenzios
vektorokat: ai,ads, ..., d,. Megallapithatjuk, hogy i # j esetén a; - a; éppen

a két sorban azonos helyen elhelyezkedd egyesek szamat adja. Ez a szam
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csak 1 vagy 0 lehet, kiilonben a méatrixban lenne két olyan sor melynek két
oszloppal vett keresztez6désében mind a négy helyen egyes all. Mindezek
alapjan felirhatjuk a kovetkezd, (1) becslést.

—

o (A +dy+...+ap)? = ?ZICZ;Q—FZZKJ»CZ;@SE—i—n(n—l),

ahol E az egyesek szdma a matrixban. Jel6ljiik a k. oszlopban szerepld
egyesek szamét ag-val. Ekkor nyilvanvaléan £ = a3 + as + ... + a,, és

ay+ay+ ...+ ad, = (aq,q9,...,0p), igy

Felhasznélva a szamtani és négyzetes kozép kozti egyenltlenséget kapjuk:

2 — — —
° QQ:—(O“‘F“QZ“'J“O‘”) <ad+ai+...+a=(d+dy+...+a,)* <

n

< E+n(n—1);
vagyis E? — En —n?*(n — 1) < 0, ahonnan kapjuk a kovetkezd, (2) becslést:

) ~
. E<n+\/m_%(1+m)-

— 2 -

Ezek szerint megkozelitSleg E < n/n egyes lehet a matrixunkban.

5. Tétel (Reiman). n x n-es 0-1 mdtrizban legfeljebb % (1++/4n — 3) egyes
lehet, ha nincs két-két olyan sor és oszlop, amelynek keresztezddést mezediben

mind a négy helyen egyes dll. (Bérczi, Gdcs, Szényi [1], 2002:60)
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Ezek utén azt szeretnénk megvizsgalni, hogy mikor allhat (2) becslésiink-
ben egyenldség. A kérdés tehat az, hogy milyen n-re és hogyan tudjuk el-
W@ darab l-est. ElGszor is
Vv/An — 3-nak (paratlan) egésznek kell lennie, azaz 4n — 3 = (2k + 1)?, igy

n = k> + k + 1. Masrészt tudjuk, hogy a szdmtani és négyzetes kozép

helyezni az n X n-es métrixban ezt az

kozott csak akkor all fenn egyenléség, ha minden tag megegyezik, azaz o =
Qg = ... = ap; valamint, hogy (1) becslésiinkben egyenldség akkor lehet, ha
Vi # j @ a;a; = 1. Ezen utobbi allitdsnak ugyantigy teljesiilnie kell az osz-
lopokra is, a matrixunk szimmetriatulajdonsiga miatt, hiszen a sorok és osz-
lopok szerepe felcserélhets. Osszegezve a kovetkezs 5 allitassal foglalhatjuk

Ossze az egyenlGség feltételeit.

Ln=k+k+1
2. Minden oszlopban ugyanannyi, pontosan k£ + 1 darab egyes szerepel.

3. Minden sorban ugyanannyi, pontosan k + 1 darab egyes szerepel.
4. YVi#jaa; =1

5. Ha b; jeloli az i. oszlopvektort, akkor Vi # j : bjb; =1.

5.3.2. Zarankiewicz probléméija, ha m #n

Most vizsgaljuk meg, hogy milyen felsé becslést tudunk adni a beirhato
egyesek szamara, ha nem négyzetes matrixot vizsgalunk, vagyis m # n.

Jeloljiik d;-vel az 1. sorban szerepld egyesek szdmat. Nyilvanvaléan ¢ =

d;

1,2,...,n. Az egy sorban 1év§ egyes-parok szama pontosan » ;" , (2

), ami
viszont legfeljebb (g) lehet, mert barmely két oszlophoz legfeljebb egy olyan
sor lehet, melynek az oszlopok altal meghatirozott mezd6iben egyes all. Ezek

alapjan kapjuk:
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o > A2 —Y" d; <m(m—1).
Hasznaljuk fel most is a szadmtani és négyzetes kozép kozotti egyenlGtlenséget:

5" d;)?

o YL d; >

o & F<m(m—1),ahol E=Y",d,.

Az egyenlGtlenséget rendezve kapjuk:

o E<i(n+ \2/712 + dnm(m — 1)).

Természetesen, ha a kapott egyenl6tlenségbe m helyére n-et irunk, akkor
megkapjuk az n = m esetben kapott becslést. Most is elmondhatjuk, hogy
az egyenlség teljesiiléséhez sziikséges, hogy a szamtani és négyzetes kozép
segitségével felirt becslésnél egyenlGség legyen, azaz a d;-k mind egyenlGek,
vagyis minden sorban ugyanannyi egyes szerepel. Masrészt > (Cé) = (Tg),
ha barmely két oszlophoz pontosan egy olyan sor van, amire teljesiil, hogy

ebben a sorban mindkét oszloppal vett keresztez&dési mez&ben egyes all.

5.4. Zarankiewicz probléméaja paros grafokkal

A probléma paros grafok segitségével a kovetkezdképpen fogalmazhatoé meg
(Kiss, Sz6nyi [6] 2001:187).

Legfeljebb hény éle lehet egy 2n cstucsi paros grafnak, mindkét oszta-
lyaban n pont van, ha nem tartalmazhat négy hosszu kort? A matrixokkal
valé szemléltetést és a grafos megfogalmazast a kovetkezGképpen lehet megfelel-

tetni egyméasnak: a métrix n sora a paros graf egyik osztalydban, n oszlopa
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pedig a graf masik osztalyaban 1é6vé pontoknak felel meg. Két pont kozott
futo ¢l a matrixban azt jelenti, hogy a két pontnak megfelels sor illetve oszlop
keresztezGdési mezGjében egyes all, ha két pont kdzott nem fut él a grafban,
akkor a matrixban a megfelel§ keresztezddési mezGben nulla all. Ekkor a
péaros grafban egy négy hosszii kor éppen azt jelentené, hogy a matrixban
négy darab egyes taldlhat6 az 5.3-ban megfogalmazott nem megengedett mo-
don, illetve igy elhelyezked6 négy darab egyes a matrixban mindig egy négy
hosszt kort realizal a paros gratban.

Az 5. (Reiman) tételben szerepl§ becslés a paros grafokkal torténd szem-
léltetés segitségével is megkaphato. (Kiss, Szényi [6], 2001:186.) Egyrészt
megszamoljuk egy, a fentebbi megfogalmazisban szereplé paros grafban az
ugynevezett cseresznyéket, vagyis az olyan élparokat, amelyekben az éleknek
van kozos csicsa. Mivel paros grafunk nem tartalmaz négy hosszu kort, il-
letve csak a két, egyenként n pontot tartalmazoé osztaly kozott mehet €1, ha az
élparok szabad végeinél szamoljuk meg a cseresznyéket, akkor maximum 2 (Z)
cseresznyét szamolhatunk meg. (Ha létezne két olyan cseresznye, amelyeknél
megegyeznének a szabad élvégek pontjai, akkor létezne a grafban négy hosszi
kor.) Masrészt megszamolhatjuk a grafban 16v6 cseresznyék szaméat a kozos
csucs szerint is. Ha a G gratban 1évé pontok, v € V(G) fokszamat deg(v)-vel

jeloljiik, akkor a cseresznyék szama éppen

deg(v deg(v)—1)(deg(v
Y oev(G) ( 92( )) = eve) w
Felirhatjuk a kovetkezs becslést:

deg(v)—1)(deg(v n
ZUEV(G) (deg(v) 2)( g(v)) < 2(2)
ZUEV(G) (de;](v)27deg(v)) < 2n(n2_1)

Svevie) deg(v)? < Xpevq) deg(v) + 2n(n — 1)

Felhaszndlva, hogy 3-,cv (o) deg(v) = 2e, ahol e a gratban 16v6 élek szamat

jeloli, kapjuk, hogy:
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Yvev(a) deg(v)® < 2e+2n(n — 1)
Hasznaljuk fel a szdmtani és négyzetes kozép kozotti egyenlGtlenséget:

Lievig) 90) - [2vevic) s
2n — 2n

2¢\2 ZvEV(G) deg(v)2

2 < 9¢ 4 2n(n — 1)
e? —ne—n?(n—1)<0

Vagyis megkaptuk az 5.3.1-ben szerepl6 becslést.
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6. Szakkori terv Zarankiewicz problémajanak

targyalasihoz

6.1. Otodik o6ra: Ismerkedés a Zarankiewicz probléma-

val

A didkok mar lényegében talalkoztak a probléméval a negyedik szakkori 6réan,
amikor is a masodrendi sikok szamat vizsgaltuk, és a bizonyitas soran kizar-

tuk a 8. dbranak megfelel§ konfiguraciot.

1. A 5.1.-ben leirtak alapjan felvazolnam a didkok szamara, hogy mi is a
Zarankiewicz probléma. Ha a didkok magukt6l nem ismernek ra, hogy
mi a kapcsolat az el6z6 6ran targyalt rész és ekozott a probléma kozott,
akkor is mindenképpen felhivom ra a figyelmiiket, hiszen fontos, hogy

lassak, hogy miért is foglalkozunk ezzel a problémaval.

2. Elengedhetetlen, hogy abraval is szemléltessiik a problémat, tehat, hogy
megmutassuk, mi is a nem megengedett konstrukcio, és egy-két konkrét

példaval szemléltessiik, hogy hogyan is valaszthatunk ki racspontokat.

3. A didkokkal kozosen megvizsgalhatjuk ezek utdn azn=1,n=2,n=3
eseteket. ElsG 1épésként akar az m-nek is adhatunk konkrét értéket, és
igy konkrét példan gondolhatjuk végig, hogy hany racspontot tudunk
maximalisan kivalasztani. Fontos, hogy a didkokat megprobaljuk ravezet-
ni, hogy milyen logika alapjan érdemes vizsgalni a kiilonb6z6 lehetdsége-
ket. Konkrét esetvizsgalattal felvetGdhet, hogy pl. n = 3 esetben
érdemes kiilon vizsgalni, ha van olyan oszlop, amiben mindharom racs-
pontot kivalasztjuk, illetve ha nincs ilyen. Abrak felrajzolasaval, a
kiilonb6z6 esetek szinessel vald kiemelésével a didkok szamara nem
okozhat problémét a kiillonboz6 esetek megértése. Ezek utédn hazi fela-
datként feladnam a didkoknak hazi feladatként, hogy gondolkodjanak

el az n = 4 eseten.
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6.2.

Hatodik és hetedik 6ra: FelsS becslés Zarankiewicz

problémajara m = n esetén

1. Az ora elején a feladott hazi feladat megoldasat beszéljiikk meg. Ha van

olyan didk, akinek sikeriilt megoldania a feladatot, akkor & ismerteti
azt. Elég valoszint, hogy ha nincs is olyan didk, akinek az egész fe-
ladatot sikeriilt végigszamolnia, de tébben eljutnak a megoldas egy
pontjaig, tehat példaul addig, hogy két estre bonthatjuk a feladatot
az alapjan, hogy van-e olyan oszlop amelyikb6l mind a négy pontot
kivalasztjuk, vagy nincs. A didkokkal tehat lényegében kozosen tudjuk

megbeszélni a megoldast.

Ezutan ismertetném a didkokkal, hogy hogyan lehet a problémat méat-
rixok segitségével megfogalmazni. Természetesen itt sziikség van néhany

1j fogalom bevezetésére.

e Maga a matrix egy specialis tablazatnak tekinthetd, ebben az eset-

ben pedig rdadasul egy m X n-es 1-0 matrixot vizsgalunk, azaz az
m sorbol és n oszlopbol allo ,tablazat” minden mezGjében egy

egyes vagy egy nulla all.

Masrészt sziikséglink van ra, hogy a matrix sorait kiilon-kiilén
vizsgaljuk, amikor is ugyanigy szamolhatunk veliik, tébbdimenzi-
6s vektoroknak tekintve Gket, mint két-, illetve haromdimenzi6s
vektorokkal. Tekintsiik az & = (z1, 22, ...,2,) és az

v = (y1,Y2, ..., Yn) n-dimenzios vektorokat. A kovetkezSképpen
irhatjuk fel ezen vektorok Osszegét, skalarszorosat illetve skaléris

szorzatat.

- f—ng: (x1+ylvz2+y2>"'axn+yn)
— A = (Ax1, Az, ..., Azy,), ahol X tetszGleges valos szam

— TY =191 + Toy2 -+ TpYp
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e Természetesen konkrét példan is megmutathatjuk a most definialt
miiveleteket a didkoknak. Példaul tekintsiik az 7 = (1,3,4,5,2)
illetve az y = (1,1,7,0,2) 5 dimenziés vektorokat, illetve legyen
A=2.

— FH+y=014+1,3+1,4+7,5+0,2+2)=(2,4,11,5,4)
— M= (2%1,2%3,2%4,2%5,2%2) = (2,6,8,10,4)
— Ty =1%x14+3%x14+4%x7+5%x0+2%2=14+3+284+0+4 =36

o Megallapithatjuk, hogy ugyantgy, mint a mér tanult két-, illetve
haromdimenziés vektormiveleteknél, itt is két vektor Osszege, il-
letve egy vektor szamszorosa szintén vektort eredményez, min-
damellett két vektor skalaris szorzata egy szam. A skalaris szorzas
két- és harom-dimenzioban ismert miiveleti azonossagai itt is érvé-

nyesek maradnak.

3. Ezek utan attérhetiink a 5.3.1.-ben targyalt becslés levezetésére. Most
is el6szor egy konkrét példa segitségével kezdjiik el a levezetést. Legyen

példaul n = 5, az adott A matrix pedig a kdvetkezd:

11010
01100
A=(00100
10101
01000

Ekkor a sorok a kovetkezd vektorokat hatarozzak meg:
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as = (0,1,0,0,0)

Ha a diakok az igy felirt vektorokkal maguk végzik el a sziikséges
szamitasokat, akkor konnyebben megértik a bizonyitds néhany
fontos lépését. A didkokat 5 csoportra oszthatjuk, és mindegyik
csoportban két szorzast adunk fel feladatnak. Az egyik szorzas két
kiilénb06z6 vektor skalaris szorzata, példaul ajas, a masik pedig
valamelyik vektor négyzete, példaul a;%. Miutan a didkok ezeket
kiszamoltak, minden csoport nyilvanval6an arra az eredményre
jut, hogy ha kiilonb6z6 vektorokat szoroznak Gssze, akkor pon-
tosan az azonos helyen szerepld egyesek szamat kapjak meg, ha
pedig énmagaval szoroznak meg egy ilyen vektort, akkor az ered-
mény éppen az egyesek szdma az adott vektor felirdsaban.

Ez a konkrét példa az oy bevezetésekor is segitségiinkre lehet, az
A matrix esetében példaul oy =2, a0 =3, a3 =3, as =1, a5 = 1.
Nyilvanvaléan ezek 6sszege megadja a méatrixban Gsszesen szerep-
16 egyesek szamat.

Hasonléan a konkrét példank segitségével szamitsuk ki elGszor a
a+ a3+ ...+ d, = (o, a0, ..., ) Osszefliggést, vagyis irjuk fel
a didkok segitségével, hogy
ay+ay+az+ady+as=(1+04+0+1+0,14+14+0+0+1,
0+14+1+140,1404+04+0+0,0+04+0+1+0) = (2,3,3,1,1) =
(o, g, (vg, iy, (v5),

majd ezutan az altalanos formulat.

Nyilvanvaloan az (1) becslést:

(@1 +do+...+ap)* = ?Zlcfiz—i—QZchFicfj < E+n(n-—1)

is érdemes elGszor konkrét n-re, példaul a mar felirt n = 5-re
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felirni, és ebbdl altalanositani. A kettds szorzatok Osszeszam-
laldsanal is érdemes el6szor az n = 5 esetet megvizsgalni, és ebbdl

n(n—1) y:¢.:
=5 kifejezésre.

altalanositani az
Sziikség van még a szdmtani és négyzetes kdzép kozotti egyen-

16tlenség altalanos alakjanak felirasara is, azaz, hogy

artast--tan 2 aj+as+--a3
n — n '

4. A levezetés mindezen plusz informéaciok ismeretében mar konnyen végig-

vezethetd a didkok segitségével. Amikor megkaptuk a formulat, kiszamit-
hatjuk, hogy n = 5-re milyen fels§ becslést ad a képlet. Ez az érték
12,8. Az altalunk felirt A matrixban szerepld egyesek szama csak 10,
igy a didkok egy kovetkezd feladata az lehet, hogy probaljanak meg
egy olyan, a feltételeket kielégité 5 x 5-0s matrixot felirni, amelyben a
lehets legtobb egyes van, ami nyilvidn nem lehet tobb, mint 12. Ilyen

matrix példaul B:

vs

I
O = = = =
_ o O O =
_ o O = O
_ O = O O
== O O O

5. A didkok érdeklsdési korének illetve el6képzettségének megfelelGen, ter-
meészetesen szerepelhet a szakkéron a matrixos becslés helyett, vagy azt
kiegészitve, a paros grafok segitségével kapott becslés is. Illetve az is
elképzelhetd, hogy csupan érdekesség szintjén emliteném meg, hogy
milyen becslést lehet adni Zarankiewicz problémajéra, és csupan felva-
zolnam, de nem szamoltatnam a didkokkal végig, hogy milyen modon

lehet a megadott becslést kiszdmolni.
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6.3. Nyolcadik 6ra: Zarankiewicz probléméjanak

kiilonb6z6 modelljei

Ez az ora lényegében egyfajta Osszefoglalasa a Zarankiewicz probléméval
kapcsolatban elhangzottaknak. Ezen az 6ran arra probalok meg ravilagitani,
hogy egy matematikai problémanak szamos kiilonb6z6 megkozelitése lehet-
séges. ElGszor az elmilt 6ran kapott egyenlStlenséget vizsgdlnam még tovabb
a didkokkal, arra a kérdésre keresve a valaszt, hogy mikor allhat egyenlGség

a kapott kifejezésben.

1. Az o6ra elején tehat az el6z6 6rakon tanultak révid atismétlése utan, az
5.3.1.-ben leirtak azon részét mondanam el, amelyek az egyenlGség tel-
jesiilésének feltételére vonatkoznak. Amennyiben sziikséges, természete-
sen ujra segitségiil hivhato6 az elmult 6rédkon szerepld A illetve B métrix.
A kapott feltételek osszefoglalasa és felirdsa azért fontos, mert gyakor-
latilag rogton ravilagit a korabbi 6rdkon az illeszkedési tablakrol, illetve

a véges projektiv sikokrol tanultakkal valo kapcsolatra.

2. Az eddig emlitett megkozelitések (matrix, illeszkedési tabla, paros gra-
fok) mellett még szerepelt az 6ran a racspontokkal valo szemléltetése
is a probléménak, ennek révid atismétlése utan megemliteném még
a Zarankiewicz probléma halmazokkal torténg szemléltetését is. A ta-
nulok szdmara a legelvontabb, és legnehezebben értelmezhets megkozeli-
tés valoszintileg ez a legutobbi, halmazos értelmezése a problémanak.
Annak megmutatasa, hogy a két probléma tulajdonképpen megegyezik,
példaul a kdvetkez6 modszerrel lehetséges. Tekintsiik most a kovetkezé
n =5 elemd H halmazt: H = {ay,aq,as,a4,a5}. Ennek akarjuk hat

részhalmazat kivalasztani. Trjuk fel a kovetkezs 5 x 6-os C' matrixot:
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ap a; ap ap ap ag
Q2 Az Az G2 G2 a3
C= a3 az a3 a3 az as

g A4 Qa4 G4 Qg4 Q4

as as as as a5 das

Ebben a matrixban az oszlopok feleljenek meg a részhalmazoknak, még-
pedig ugy, hogy egy 5 x 6-0s, 1-0 matrixban minden olyan helyen alljon
1-es, ahol a C' matrixban ezen a helyen olyan a; all, amely az adott
oszlophoz tartoz6 részhalmazban benne van, minden mas helyen pedig
nulla. Legyen példaul az els§ részhalmaz Hy = {aq, as, as}, a méasodik
részhalmaz Hy = {aq,as, a5}, a harmadik részhalmaz H; = {a3,as},
a negyedik részhalmaz H, = {a1}, az 6t6dik részhalmaz Hs = {as},
végiil pedig a hatodik részhalmaz Hg = {as}. Ekkor az ezen részhal-

mazokhoz tartozé 1-0 matrix a kovetkez8 D métrix.

110100
01 0001
D=]101010
100000
01 1000

Ezzel tehat egy egyértelmi megfeleltetést tudtunk adni a két megkdzeli-
tés kozott, ez termeészetesen tetszéleges n és m esetén is mikodik. Igy
Osszesen 6t megkdzelitési modot vizsgaltunk meg a didkokkal Zarankie-
wicz probléméjara. Hazi feladatként szerepelhet példaul a racspontok
segitségével vizsgalt néhany specialis eset (példaul n = 3,4) mas mod-

szerrel torténd meggondolasa.
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