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Bevezetés

Jelen dolgozatban - ahogy a dolgozat címe is mutatja - a véges geometriákkal

foglalkozom.

A dolgozat két részre osztható. Az egyik részében véges geometriákkal

kapcsolatos fogalmakat, tételeket és bizonyításokat tárgyalok, míg a többi

fejezet egy tervet mutat be arra vonatkozóan, hogy a tárgyalt részeknek mely

részét, és milyen módon lehetne egy szakkör keretében, a matematika iránt

érdekl®d® diákoknak elmondani.

A véges geometriák ismertetése el®tt szükséges a projektív sík rövid is-

mertetése, amit az els® fejezet tartalmaz. A második fejezet tartalmazza a

véges sík bevezetését és ezzel kapcsolatos problémákat, míg a harmadik fe-

jezet egy szakköri tervet mutat be az els® két fejezet tanítására. A negyedik

fejezet a Galois síkokkal foglalkozik, az ötödik fejezetben pedig Zarankiewicz

problémáját mutatom be. Az utolsó fejezetben ismét egy szakköri tervet is-

mertetek, ezúttal arra vonatkozóan, hogy hogyan lehetne Zarankiewicz prob-

lémáját a diákokkal megismertetni.

Azért választottam ezt a témát, mert egyrészt érdekesnek találtam a

véges geometriákkal és azok különböz® alkalmazásaival foglalkozó könyveket

illetve cikkeket, másrészt, véleményem szerint érdekes órákat lehetne tartani

középiskolai diákok számára ezzel a témával kapcsolatban. Tapasztalatom

szerint sok diák érdekl®dik ilyen �nem szokványos� matematikai problémák

iránt, a kihívást egy-egy ilyen téma ismertetésével kapcsolatban csupán az

okozhatja, hogy középiskolai diákok számára is érthet®en magyarázzuk el a

problémákat és azok megoldásait. Mindemellett, nem véletlenül készítettem a

témakörben csupán egy szakköri tervet, nem pedig egy óratervet, mivel nem

feltételezem, hogy egy nem tagozatos, matematika iránt kevéssé érdekl®d®

osztálynak is az adott téma minden részét el lehetne mondani. Szükséges

ugyanis a téma megértéséhez, hogy a diákoknak jó rálátása legyen legalább a

középiskolai matematikai ismeretekre, ismerjék, lássák és értsék azok össze-
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függéseit. Mindemellett, véleményem szerint, habár a téma (legalábbis Ma-

gyarországon) a középiskolai diákok számára szokatlan, annak megértése nem

jelenthet komoly problémát.

A téma tárgyalásában nagy segítségemre volt Kárteszi Ferenc Bevezetés a

véges geometriákba cím¶ könyve, illetve Kiss György és Sz®nyi Tamás Véges

Geometriák cím¶ jegyzete. A szakköri terv végiggondolásában els®sorban

a Középiskolai Matematikai és Fizikai Lapok (KöMaL) egyes cikkei, illetve

az Új matematikai mozaik idevágó fejezetei voltak segítségemre. Ezúton sze-

retnék köszönetet mondani szakdolgozati konzulensemnek, Sz®nyi Tamásnak,

aki számos hasznos tanáccsal és észrevétellel segítette munkámat.
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1. A klasszikus projektív sík

1.1. Pontok és egyenesek illeszkedése

A projektív geometria bevezetéséhez szükségünk van a pontok és egyenesek

helyzetére vonatkozó axiómák ismeretére.

Bármely pont-egyenes pár esetén igaz, hogy közöttük vagy az illeszkedés

(�a pont rajta van az egyenesen� illetve �az egyenes átmegy a ponton�) vagy

a nem-illeszkedés viszonya áll fenn. Két pontra illeszked® egyenes az ®ket

összeköt® egyenes, két egyenesre illeszked® pont a két egyenes metszéspontja.

Általános pontnégyesnek nevezzük az olyan négyelem¶ ponthalmazt, mely-

re teljesül, hogy közülük bármely kett®höz egyaránt illeszked® egyenes már

a többi két pont egyikéhez sem illeszkedik. Egy ilyen négyelem¶ ponthalmaz

összesen
(

4
2

)
= 6 összeköt® egyenest határoz meg. Ezt a hat egyenest vizs-

gálva a következ® három, a), b), c) eseteket különböztethetjük meg (Kárteszi

[3]/I, 1964: 8).

1. ábra (a, b)
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1. ábra (c)

A három esetet az különbözteti meg, hogy az A, B, C, D pontok által

meghatározott egyeneseknek hány metszéspontja van. Legyenek a pontok

által meghatározott egyenesek az ábra alapján a következ®ek: az A, B pon-

tok által meghatrozott az 1-es, a D, C pontok által meghatározott a 2-es, az

A, D pontok által meghatározott a 3-as, a C, B pontok által meghatározott

a 4-es, a D, B pontok által meghatározott az 5-ös, és a C, A pontok által

meghatározott pedig a 6-os egyenes. Az a) esetben a vizsgált hat egyenesnek

összesen három metszéspontja van, E, F és G, míg a b) esetben már csak

két metszéspontja lesz a hat egyenesnek, F és G, mivel 1 és 2 nem metszi

egymást. Végül pedig a c) esetben már csak 5 és 6 metszi egymást a G pont-

ban. Ezeket a metszéspontokat szokás az eredeti pontnégyes átlóspontjainak

nevezni.

1.2. A klasszikus projektív sík bevezetése

Ezen három eset kapcsán felmerülhet a kérdés, hogy ki lehetne-e küszöbölni

ezt a háromféleséget. Az ilyen fajta többféleségek megszüntetésére ad lehet®sé-

get a projektív sík bevezetése, amelyhez úgy jutunk, hogy az euklideszi sík

pontjait tartalmazó ponthalmazt új elemekkel egészítjük ki.

Az euklideszi sík pontjait nevezzük közönséges pontoknak, egyeneseit

közönséges egyeneseknek. A közönséges egyenesek pontjait b®vítsük ki egy
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úgynevezett ideális ponttal, oly módon, hogy két közönséges egyenest akkor

és csak akkor b®vítünk ugyanazzal az ideális ponttal, ha a két egyenes párhu-

zamos. Így a párhuzamos egyeneseknek egy közös pontjuk lesz, amely pont

ugyanakkor nem illeszkedik az ezen egyenesekkel nem párhuzamos egyenesek

egyikéhez sem.

Az ideális pontok ily módon való bevezetésekor felmerül a probléma,

hogy továbbra is igaz-e a pontok és egyenesek illeszkedésére vonatkozó másik

axióma, miszerint két ponthoz egy és csak egy egyenes illeszkedik, az ®ket

összeköt® egyenes. Ha két közönséges pontot tekintünk, akkor az axióma nyil-

vánvalóan igaz marad, elég tehát azokat az eseteket megvizsgálnunk, amikor

a két vizsgált pont közül legalább az egyik ideális pont.

El®ször tekintsünk egy közönséges P pontot és egy I ideális pontot.

Az I ideális pont a kib®vített sík valamely e egyeneséhez, illetve az e-vel

párhuzamos egyenesekhez tartozó metszéspont. Ezen párhuzamos egyenesek

közül a P közönséges pont pontosan egyre illeszkedik, legyen ez az egyenes

a P és I pontra illeszked® egyenes. Ebben az esetben tehát igaz marad az

axiómánk.

Ezek után vizsgáljuk meg azt az esetet, ha adva van két ideális pont,

I1 illetve I2. Az elöbbiekhez hasonlóan I1 ideális pont a kibövített sík egy

e1 egyeneséhez, illetve a vele párhuzamos egyenesekhez tartozik, míg az I2
ideális pont pedig egy e2 illetve az azzal párhuzamos egyenesekhez tartozik.

Ezen két e1 és e2 egyenes csakis metsz® lehet, hiszen különben ugyanazt

az ideális pontot határoznák meg. Ekkor I1 illetve I2 pontokat összeköt®

egyenes értelmét veszti, mivel egy egyenesnek csak egy ideálispontja létezik.

Ezen problémát kiküszöbölend®, b®vítsük tovább a már kib®vített euklideszi

síkunkat egy úgynevezett ideális egyenessel, melyre az teljesül, hogy csak

ideális pontjai vannak, másrészr®l az összes ideális pont illeszkedik erre az

egyenesre. Az ideális egyenes tehát az ideális pontok által meghatározott

egyenes a kib®vített síkon. Ezek alapján I1 és I2 pontokat összeköt® egyenes

nem más, mint a sík ideális egyenese. Így axiómánk, miszerint két pont-
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hoz egy és csak egy egyenes illeszkedik teljesül a kib®vített síkon, melyet

klasszikus projektív síknak fogunk nevezni.

Mindemellett a klasszikus projektív síkon, vagy röviden a projektív síkon

az egyeneseket nem szükséges egymáshoz viszonyított helyzetük alapján két

csoportra osztani, aszerint, hogy metszik-e egymást vagy nem, mivel tel-

jesül, hogy bármely két különbözö egyenesnek pontosan egy metszéspontja

van, amely vagy közönséges pont, vagy a párhuzamos egyenesek esetében a

hozzájuk rendelt ideális pont. Az ideális egyenes és egy közönséges egyenes

egyetlen metszéspontja pedig azon ideális pont, mely a közönséges egyeneshez

tartozik.

Ha most visszatérünk az általános pontnégyes vizsgálatakor felmerül®

három különböz® esethez, és azokat a projektív síkon tekintjük, akkor a

következ® megállapítást tehetjük. Mivel a b) illetve c) esetben eredetileg a

hat egyenesnek csak két illetve egy metszéspontja volt, így ezeket egymástól

megkülönböztettük. Most viszont, mivel a b) esetben az 1 és 2 párhuzamos

egyeneseknek is létezik metszéspontja, a hozzájuk tartozó ideális pont, il-

letve a c) esetben az 1 és 2, valamint a 3 és 4 párhuzamos egyenespároknak

is létezik metszéspontja, a hozzájuk tartozó ideális pont, így mindhárom

esetben három metszéspontról beszélhetünk. Ezáltal a három eset külön-

választása feleslegessé vált.

A projektív síkon tehát a pont és egyenes illeszkedési viszonyáról a követke-

z® axiómákat fogalmazhatjuk meg (Kárteszi [2], 1972:2):

1. Axióma. Bármely két ponthoz egyetlenegy hozzájuk illeszked® egyenes tar-

tozik. (Ezt a két pont összeköt® egyenesének nevezzük.)

2. Axióma. Bármely két egyeneshez egyetlenegy hozzájuk illeszked® pont tar-

tozik. (Ezt a két egyenes metszéspontjának nevezzük.)

3. Axióma. Van olyan négy pont, hogy azok közül bármelyik kett®höz egya-

ránt illeszked® egyenes már a többi két pont egyikéhez sem illeszkedik. (Vagyis

létezik valódi négyszög.)
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2. Véges Geometriák

2.1. A véges sík fogalma

Eddigi vizsgálódásaink során a síkot mindig végtelennek tekintettük, vagyis

egy olyan ponthalmaznak, amelynek végtelen sok eleme van. A síknak tehát

végtelen sok pontja, végtelen sok egyenese volt, az egyenesek pedig szintén

végtelen sok pontból álltak. Vizsgáljunk most olyan halmazokat, amelyek

szintén pontokból és egyenesekb®l állnak, de ezek száma véges, ugyanakkor

teljesülnek rá az elöz® részben megállapított I1, I2, I3 axiómák. Természete-

sen ebben az esetben is meg kell határoznunk valamilyen módon az illeszkedés

fogalmát. A legrégibb példa ilyen halmazra az úgynevezett Fano-féle alakzat.

2.2. A Fano-féle alakzat

Tekintsük a következ® hétszer hét mez®b®l álló táblázatot (Kárteszi [2],

1972:4):

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

l1 • • •
l2 • • •
l3 • • •
l4 • • •
l5 • • •
l6 • • •
l7 • • •

2. ábra

Legyenek a táblázat oszlopai, Pi-k, a pontok, sorai, li-k, pedig az egyene-

sek. Az illeszkedést de�niáljuk a következ®képpen: P1 pont például illeszkedik
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az l1, l3, illetve l6 egyenesekre, mivel a megfelel® keresztez®dési mez® nem

üres, vagyis • jellel ellátott. Pont egyenesre való illeszkedésén tehát azt

értjük, hogy a táblázat megfelel® mez®jében • jel áll, nem illeszkedésen

pedig azt, hogy a keresztez®dési mez® üres. Az ilyen táblázatokat nevez-

zük illeszkedéstáblának. Ezek után vizsgáljuk meg, hogy mit jelent az, hogy

a modell teljesíti az I1, I2, I3 axiómákat.

Bármely két ponthoz pontosan egy egyenes illeszkedik. Ha például a

P1 illetve P2 pontokat tekintjük, akkor egyetlenegy olyan egyenest találunk,

az l3-at, amelyre mindkét pont illeszkedik, vagyis l3 a két pont összeköt®

egyenese. Hasonlóan ellen®rizhet® az I1-es axióma teljesülése a többi pont-

párra is. A teljesülés feltételét a következ®képpen fogalmazhatnánk meg:

tekintsük a két vizsgált ponthoz tartozó két oszlopot a táblázatban. Ezekhez

az oszlopokhoz pontosan egy olyan sornak kell tartoznia, amelyre teljesül,

hogy mindkét keresztez®dési mez®ben • jel áll. Ezen sor által meghatározott

egyenes a két pont egyetlen összeköt® egyenese.

Második axiómánk azt mondja ki, hogy bármely két egyenesnek pon-

tosan egy közös pontja van, a két egyenes metszéspontja. Vizsgáljuk meg l1
illetve l2 egyeneseket. Az l1 egyenesre illeszkednek a P1, P4 és P7 pontok,

az l2 egyenesre pedig a P3, P4 és P6 pontok. Közös pontjuk tehát egyetlen-

egy van, P4, ez l1 és l2 metszéspontja. Ez az axióma az ábránk esetében a

következ®t jelenti: tekintsük valamely két egyeneshez tartozó két sort. Ezen

két sorhoz pontosan egy olyan oszlop tartozik, melyre teljesül, hogy mindkét

keresztez®dési mez®ben • jel áll. Ezen oszlop által meghatározott pont a két

egyenes metszéspontja.

A harmadik axiómánknak megfelel® négyszög a P1P2P3P4 négyszög. A

csúcsokat összeköt® hat egyenes az l1, l2, l3, l5, l6, l7. A 3. ábra pirossal jelölt

részei a vizsgált pontok és a hozzájuk tartozó egyenesek.
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P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

l1 • • •
l2 • • •
l3 • • •
l4 • • •
l5 • • •
l6 • • •
l7 • • •

3. ábra

P1 és P4 pontokat összeköt® egyenes például az l1, illetve a táblázatból

az is kiolvasható, hogy a másik két vizsgált pont, P2 illetve P3 pedig nem

illeszkedik l1-re. Hasonlóan ellen®rizhet® a többi pontpárra illeszked® egye-

nesek helyzete is, és ezzel az axiómánk teljesülése.

Ezt a modellt nevezzük Fano-síknak.

2.3. A Fano-sík további vizsgálata

A továbbiakban vizsgáljuk meg, hogy milyen egyéb megállapításokat tehetünk

az el®bbiekben bevezetett Fano-síkról.

A táblázat (1. ábra) minden sorában három-három • jel található, ami

azt jelenti, hogy minden egyenesre pontosan 3 pont illeszkedik. Hasonlóan,

minden oszlopban is három-három • jel áll, azaz egy pontban pontosan 3

egyenes találkozik. Mindemellett a táblázatnak 7 nem üres oszlopa van,

vagyis a sík 7 pontból áll, és 7 nem üres sora van, vagyis a síknak 7 egyenese

van.

Az eddigi három axiómánkat egészítsük most ki egy negyedik axiómával,

így az eddigi absztrakt projektív sík fogalmát tovább szükíthetjük q-adrend¶
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véges projektív síkká. A negyedik axióma tehát legyen a következ® (Kárteszi

[2], 1972:3-4):

4. Axióma. Van olyan egyenes, mely q+1 számú pontból áll; q(≥ 2) valamely

(alkalmas) természetes szám.

Ezen négy axiómából álló axiómarendszert jelöljük I-vel.

1. De�níció. Az I axiómarendszernek megfelel® alakzatot q-adrend¶ véges

projektív síknak nevezzük.

Megemlítjük most I néhány további fontos következményét (Kárteszi [2],

1972:3).

1. Bármely egyenesnek legalább három pontja van; bármely pontban legalább

három egyenes találkozik.

2. Bármely egyenes q + 1 pontból áll.

3. Bármely pontban q + 1 számú egyenes találkozik.

4. A sík q2 + q + 1 számú pontból áll.

5. A sík q2 + q + 1 számú egyenest tartalmaz.

A klasszikus projektív geometriából ismert dualitás elve az absztrakt projek-

tív síkon is érvényes, mivel az els® és második axiómánk egymásnak duálja,

a harmadik axiómánk duálja pedig azt mondja ki, hogy van olyan négy pont,

hogy azok kettenként az els® axiómának megfelel®, hat különböz® egyenest

határoznak meg.

Mivel az els® következmény második fele az els®nek duálja, így elegend®

az állítás els® felét belátnunk. Kiindulási pontunk ennek belátásához az,
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hogy létezik valódi négyszög. Legyen ez a P1, P2, P3, P4 négyszög. Legyen

l a sík egy tetsz®leges egyenese. Ez az egyenes a négyszög két csúcsát, egy

csúcsát vagy egy csúcsát sem tartalmazza. Tegyük fel el®ször, hogy l két

csúcsát is tartalmazza a négyszögnek, például P3-at és P4-et. A P1P2 és a

P3P4 egyeneseknek egyetlenegy, a négyszög csúcsaitól különböz® közös pontja

van. Ez a pont az l egyenesnek egy harmadik pontja. Ha az l egyenes a

négyszög egyetlen csúcsát tartalmazza, például P4-et, akkor az egyenest a

P1P2 és P1P3 egyenesek még egy-egy további pontban metszik. Tehát l-nek

ekkor is legalább három pontja van. Ha pedig az l egyenes nem megy át

a négyszög egyetlen csúcsán sem, akkor P4P1, P4P2 és P4P3 egyenesek az l

egyenest egy-egy pontban metszik. A vizsgált egyenesnek tehát ebben az

esetben is legalább három pontja van, ezzel pedig igazoltuk állításunkat.

A második következményünk bizonyításához legyen l = P1, P2, P3, . . . , Pq+1

az I4-nek megfelel® egyenes, l′ pedig egy tetsz®leges egyenes úgy, hogy l 6= l′.

I2 szerint ezen két egyenesnek van közös pontja, legyen ez a pont Pj. Az

l′ egyenesnek létezik Pj-t®l különböz® Pr pontja is, mivel beláttuk, hogy

minden egyenesnek legalább három pontja van, továbbá hasonló meggondo-

lásból az l egyenesnek is létezik Pj-t®l különböz® Pk pontja is. Mindemellett

Pk-t Pr-rel összeköt® egyenesnek van mind Pr-t®l, mind Pk-tól különböz®

Ps pontja. Ezen Ps pontot az l egyenes pontjaival összeköt® egyenesek I1

és I2 alapján a Ps ponton átmen® összes egyenest megadják, és mindegyik

más-más pontban metszi l′-t, így pedig l′-nek is van legalább q + 1 számú

pontja. Ennél több pontja pedig nem lehet, mivel akkor azokat a Ps ponttal

összekötve a már teljes sugársorhoz nem tartozó egyeneseket kapnánk. Ezzel

állításunkat igazoltuk.

A harmadik következmény állítása a második következmény állításának

duálja, hiszen azt tudjuk, hogy a Ps ponton átmen® egyenesek száma q + 1,

vagyis létezik olyan pont, amelyen átmen® egyenesek száma éppen q+1, ami

éppen I4 duálja.

A negyedik következmény belátásához tekintsük a fentebb már felhasznált
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Ps centrumú sugársort. I1 szerint a sík minden pontja ezen sugársor valame-

lyik egyenesének pontja. E sugársor q+1 egyenesének mindegyikén a második

következményünk szerint q darab, Ps-t®l különböz® pont van. Innen adódik,

hogy az összes pontok száma éppen (q + 1)q + 1 = q2 + q + 1.

Hasonlóan, a harmadik következmény állításának dualizálásaval adódik

az ötödik következményünk állítása.

Visszatérve most a Fano-sík tárgyalására, láthatjuk, hogy a negyedik axió-

mánk, és így a négy következmény is teljesül ezen a síkon, q = 2 esetben,

hiszen a fentebb kiszámított egy egyenesre illeszked® pontok száma, és az

egy pontban találkozó egyenesek száma is éppen 2 + 1 = 3, illetve a síknak

éppen 22 + 2 + 1 = 7 pontja és egyenese van. A Fano-sík ezekszerint egy

másodrend¶ véges projektív sík. Felmerül a kérdés, hogy vajon létezik-e a

Fano-síkon kívül másik másodrend¶ sík, illetve ha igen, akkor hány darab.

Ennek megvizsgálásához tekintsük a 4. és 5. ábra tábláit.

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

l1 • • •
l2 • • •
l3 • • •
l4 • • •
l5 • • •
l6 • • •
l7 • • •

4. ábra
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P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

l1 • • •
l2 • • •
l3 • • •
l4 • • •
l5 • • •
l6 • • •
l7 • • •

5. ábra

A 4. ábrát már megvizsgáltuk, könnyen ellen®rizhet®, hogy az 5. ábra

is megfelel I-nek. Legyen a 4. ábra a Σ1 tábla, az 5. ábra pedig a Σ2

tábla. Bontsuk Σ1 táblát oszlopaira, majd cseréljük fel az oszlopokat az

alábbi oszlopindexekre vonatkozó ω transzformáció szerint:

ω =

 1 2 3 4 5 6 7

1 7 2 4 3 5 6


.

Ez annyit jelent, hogy az els® oszlopot a helyén hagyjuk, a második osz-

lopot kicseréljük a hetedik oszlopra, a harmadik oszlopot a másodikra, és így

tovább. Így egy új, de ugyanúgy hét oszlopból és hét sorból álló ω(Σ1) táblát

kapunk (6. ábra).
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P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

l1 • • •
l2 • • •
l3 • • •
l4 • • •
l5 • • •
l6 • • •
l7 • • •

6. ábra

Most ezt az új táblát bontsuk soraira, és most a sorokra végezzük el

hasonlóan a következ® sorindexekre vonatkozó σ transzformációt:

σ =

 1 2 3 4 5 6 7

1 3 4 6 2 5 7


.

Ekkor a következ® σω(Σ1) táblát kapjuk:

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

l1 • • •
l2 • • •
l3 • • •
l4 • • •
l5 • • •
l6 • • •
l7 • • •

7. ábra

Vegyük észre, hogy ekkor a kapott σω(Σ1) éppen Σ2-vel egyezik meg.
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Mindemellett a két transzformáció alkalmazásának sorrendje felcserélhet®,

azaz ugyanúgy Σ2-t kaptuk volna akkor is, ha el®bb a sorcserét (σ transz-

formációt) alkalmaztuk volna Σ1-re, és utána az oszlopcserét (ω transzfor-

mációt). Legyen τ = ωσ = σω az a transzformáció, amelynek segítségével

Σ1-b®l Σ2-®t kaptuk. Ha megengedjük azt is, hogy ω illetve σ alkalmazásakor

akár az összes oszlopot vagy sort a helyén hagyjuk, akkor mondhatjuk, hogy

ω és σ lényegében τ egy-egy speciális esete. Kaptuk tehát, hogy ωσ(Σ1) =

σω(Σ1) = Σ2, vagyis, hogy a két tábla lényegében ugyanannak a struktúrá-

nak két különböz® formája. Ezekszerint az 5. ábra is Fano-síkot realizál.

2. De�níció. Ha az I axiómarendszer két illeszkedéstáblára egyaránt érvényes,

és egyikb®l a másik egy alkalmas τ transzformációval leszármaztatható, akkor

izomorf, különben heteromorf. (Kárteszi [2], 1972:5)

Térjünk most vissza az eredeti kérdésünk megválaszolására, vagyis, hogy

létezik-e a Fano-síkon kívül más másodrend¶ sík is. A kérdés valójában

arra vonatkozik, hogy vannak-e heteromorf másodrend¶ síkok. Ennek vizs-

gálatához els® lépésként a következ® megállapítást tehetjük:

• Véges síkot reprezentáló illeszkedéstábla nem tartalmazhat a 8. ábra

szerinti négy olyan jellel töltött mez®t, amelyek két sor és két oszlop

keresztez®dési mez®iként adódnak.

8. ábra
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Egy illeszkedési tábla ilyen része ellentmondana mind az els® mind a

második axiómánknak. Ez ugyanis azt jelentené, hogy van két olyan pont,

amelyet két különböz® egyenes köt össze, illetve van két olyan egyenes, mely

két különböz® pontban metszi egymást.

Tekintsük ezek után azt a Σ táblát, amelynek els® négy sora megegyezik a

már vizsgált Σ2 els® négy sorával. Könnyen látható, hogy alkalmas ω illetve σ

transzformációkkal bármely másodrend¶ síkot reprezentáló illeszkedési tábla

ilyenné alakítható. Természetesen ekkor nem tudhatjuk, hogy az utolsó

három sor hogyan változott meg, vizsgáljuk meg ezért most ezeket a sorokat.

(9. ábra)

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

l1 • • •
l2 • • •
l3 • • •
l4 • • •
l5 ◦ ◦ ◦
l6 ◦ ◦ ◦
l7 ◦ ◦ ◦

C1 C2 C3 C4

9. ábra

Bontsuk fel az alsó három sor alkotta részt a 9. ábra szerint függ®lege-

sen elválasztva C1, C2, C3, C4 részekre. Az utolsó három sorban található •
jeleket jelöljük ◦ jelekkel, és lássuk be, hogy azok csak így helyezkedhetnek

el, vagy pedig alkalmas σ transzformációval ilyen helyzetbe hozhatóak. C1

biztosan üres, mivel ebben az oszlopban már három • jel szerepel. Hasonló

meggondolással C2-ben már csak egy ◦ jel lehet. Feltehet®, hogy ez a jel az

utolsó sorban van, mivel ha nem, akkor is ilyen helyzetbe hozható egy, az
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els® négy sort helybenhagyó σ transzformációval. Ebben a sorban még két

◦ jelnek kell szerepelnie, és a fentebb tett megállapításunk szerint ezek csak

a 9. ábrának megfelel®en helyezkedhetnek el. A 7. sorban szerepl® jeleket

tehát meghatároztuk, azok csak a 9. ábrának megfelel®en helyezkedhetnek

el. Ezek után vizsgáljuk most meg C3 és C4 ötödik és hatodik sorát. Itt még

összesen hat jelet kell elhelyeznünk. C4-ben nem szerepelhet egymás mel-

lett két jel, mivel akkor C3-ban az egyik sorban három jelnek kéne egymás-

mellett szerepelnie, amely szintén ellentmondana vizsgálódásunk elején tett

megállapításunknak. Ugyanakkor C4-ben még oszloponként 1-1 elemnek kell

szerepelnie. Ezek az elemek vagy a 9. ábrának megfelel®en helyezkednek

el, vagy pedig alkalmas σ transzformációval, mely csak az ötödik és hatodik

sort cseréli fel, ilyen helyzetbe hozhatóak. Most már tehát csak C3 ötödik

és hatodik sorát kell vizsgálnunk. Itt még összesen négy ◦ jel szerepel. Ezek
viszont a már elhelyezett ◦ illetve • jelek és kezdeti megállapításunk mi-

att csakis a 9. ábrának megfelel®en helyezkedhetnek el. Ezzel állításunkat

beláttuk, így megfogalmazhatjuk a következ® tételt (Kárteszi [2], 1972:7):

1. Tétel. A másodrend¶ síkok izomor�zmus erejéig megegyeznek egymással.

(Vagyis lényegében véve csak egyféle másodrend¶ sík van.)

A következ® táblázat összefoglalja, hogy az eddigi eredmények alapján

mit mondhatunk el kis q értékek esetén a q-adrend¶ véges projektív síkok

létezésér®l és számáról.

q értéke q-adrend¶ véges projektív síkok száma

2 Izomor�zmus erejéig egy másodrend¶ projektív sík van.

3 Izomor�zmus erejéig egy harmadrend¶ projektív sík

van.

4 Izomor�zmus erejéig egy negyedrend¶ projektív sík

van.

5 Izomor�zmus erejéig egy ötödrend¶ projektív sík van.
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q értéke q-adrend¶ véges projektív síkok száma

6 Nem létezik hatodrend¶ projektív sík, ami következik a

Bruck-Ryser tételb®l, �mely szerint ha n ≡ 1, 2 (mod 4)

és létezik n-edrend¶ projektív sík, akkor n két

négyzetszám összege. Mivel a q = 6 nem két

négyzetszám összege, így nem létezik hatodrend¶

projektív sík.

7 Pontosan egy hetedrend¶ projektív sík létezik, amire

számítógép segítségével az 1960-as években tudtak

bizonyítást adni.

8 Pontosan egy nyolcadrend¶ projektív sík létezik, amire

számítógép segítségével az 1960-as években tudtak

bizonyítást adni.

9 Négy különböz® kilencedrend¶ projektív sík létezik: 1

testre épített (desargues-i) sík, 1 sík és annak duálisa

(transzláció és duálisa), és 1 önduális sík (Hughes-

sík). Ennek bizonyítását szintén számítógép segítségével

végezték az 1980-as években.

10 Nem létezik tizedrend¶ projektív sík, annak ellenére,

hogy ez az érték teljesíti a Bruck-Ryser-tételt. Ezt

szintén számítógép segítségével bizonyították be az

1980-as években és mindmáig az egyetlen olyan érték,

ami teljesíti a Bruck-Ryser-tételt, mégsem létezik

10-edrend¶ projektív sík.
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3. Szakköri terv a véges síkok tárgyalására

A következ® részben egyfajta tervet szeretnék ismertetni arra vonatkozóan,

hogy az eddig elhangzott részeket hogyan lehetne egy, a matematika iránt

érdekl®d® diákok csoportjának, például egy szakkör keretében elmondani.

3.1. Els® óra: A klasszikus projektív sík bevezetése

Az els® óra témáját az els® szakaszban tett megállapítások és de�níciók

adnák, a következ® módon.

1. Pontok és egyenesek illeszkedésének megtárgyalása ábrák segítségével.

(10. ábra)

10. ábra

Ennek felírásakor a leglényegesebb annak kihangsúlyozása, hogy ezek a

viszonyok egyértelm¶ek, azaz egy egyenesre vagy illeszkedik egy pont,

vagy nem illeszkedik, de ezen két eset közül az egyik, és csak az egyik

biztosan fennáll. Továbbá két pont egyértelm¶en meghatározza a rá

illeszked® egyenest, illetve két metsz® egyenesnek egy, és csak egy met-

széspontja lehet.
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2. Az általános pontnégyes fogalmának bevezetése el®tt érdemes el®bb

három pontot vizsgálni a diákokkal. Három pont esetén a pontok

vagy egy egyenesre esnek, vagy a pontpárokra illeszked® egyenesek egy

háromszöget határoznak meg (11. ábra)

11. ábra

Ezek után áttérhetünk a diákokkal négy pont vizsgálatára.

12. ábra

Négy pont esetén, ha közülük semelyik három nem esik egy egyenesre,

akkor általános pontnégyesr®l beszélünk. Majd a diákok megválaszol-

hatják a kérdést, hogy hány egyenest határoznak meg az ilyen pont-

négyesek, ha nem tudják, akkor rávezethetjük ®ket azzal a kérdés-

sel, hogy hány pont határoz meg egyértelm¶en egy egyenest. Ezek

után a diákokkal közösen megvizsgáljuk, hogy hogyan helyezkedhet el

ez a hat egyenes. Valószín¶leg a diákok maguktól is rájönnek, hogy

az egyenesek elhelyezkedését tekintve milyen három eset állhat fenn

(1. ábra). Esetleg segítségként szolgálhat a tanulók számára annak

megemlítése, hogy két egyenes csak metsz® vagy párhuzamos lehet a

síkban. Ezután a diákokkal közösen megvitatjuk, hogy a három esetet

tehát lényegében az különbözteti meg, hogy a pontok által meghatáro-
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zott egyeneseknek hány metszéspontja van. Fontos, hogy a tanulók

itt érzékeljék, hogy el®nyös lenne ezen �háromféleséget� megszüntetni,

mivel �a matematikában szeretjük az egyértelm¶ dolgokat�, illetve rá

kell, hogy jöjjenek arra, hogy a problémát az okozza, hogy párhuzamos

egyeneseknek nincs metszéspontja. Ezek után már bevezethetjük a

projektív sík fogalmát, mint megoldást a problémánkra. Könnyen el®-

fordulhat, hogy a diákok már valamennyit hallottak a projektív síkról,

természetesen nem precíz de�níció formájában, csupán például any-

nyit, hogy a párhuzamos egyenesek a végtelenben egy pontban metszik

egymást. Ha a tanulók között senki nincs, aki már hallott volna valamit

is az ideális pontokról, akkor is felvet®dhet bennük a gondolat, hogy jó

lenne, ha a párhuzamos egyeneseknek is lenne metszéspontja. Ahhoz,

hogy a diákok el tudják képzelni párhuzamos egyenesek metszéspontját,

egy az életb®l vett példával szemléltethetjük azt. Például képzeljenek

el egy elég hosszú egyenes autóutat, ennek az útnak a két széle a távol-

ban úgy látszik, mintha összeérne, holott nyilvánvalóan párhuzamosak.

Ezek után bevezethetjük ténylegesen a klasszikus projektív síkot az 1.2-

ben leírtak szerint. Ebben a részben fontos kihangsúlyozni, hogy mivel

most b®vítettük az eddig ismert Euklideszi pontok halmazát, meg kell

vizsgálnunk, hogy ezzel nem �rontottuk-e el� a halmazra eddig igaz ál-

lítást, vagyis, hogy két pontra egy és csak egy egyenes illeszkedik. Nyil-

vánvalóan csak olyan eseteket kell megvizsgálnunk, amikor az általunk

bevezetett új pontok szerepelnek az állításban. Ezen esetek tárgyalása

szintén az 1.2 részben szerepel, de esetleg a szakkör keretében ki is

hagyható, mindösszesen annyit szükséges megemlítenünk, hogy az ál-

lításunk továbbra is igaz, feltéve, hogy bevezetünk még egy ún. ideális

egyenest is.

Így eljutottunk oda, hogy a most már bevezetett projektív síkon az

egyeneseket egymáshoz viszonyított kölcsönös helyzetük alapján nem

szükséges két csoportra osztani, hiszen bármely két egyenes metszi
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egymást, ezáltal viszont az általános pontnégyes esetén sem szükséges

három esetet vizsgálnunk. Természetesen a tanulók számára mindezt

ábrával is szükséges szemléltetni. Amikor az óra végén visszatérünk a

vizsgált három esetre, akkor �berajzolhatjuk� az ábránkba a párhuzamos

egyenesek metszéspontjait is, eljutva így odáig, hogy mind a három

esetben a vizsgált hat egyenesnek 3-3 metszéspontja van.

3. Összefoglalásként pedig felírhatjuk az 1.2-ben leírt három axiómát,

mint az órai vizsgálódásaink eredményét.

3.2. Második óra: Véges síkok, a Fano-sík

A második órán a 2. szakaszban tárgyalt részeket kezdeném el megvitatni

a diákokkal, ebben a részben már több lehet®ség nyílik arra, hogy a diákok

aktívan részt vegyenek a téma megbeszélésében.

1. Az óra elején a diákokkal közösen összefoglaljuk, hogy mire jutottunk

az el®z® óra végén, majd a téma bevezetéséhez felhívjuk a �gyelmüket

arra, hogy lényegében csak az illeszkedési axiómákat használtuk fel az

eddigiek során. Mivel a diákok természetesen el®re tudják, hogy mi az

órák témája, így akár maguktól is kitalálhatják, hogy vizsgálódásaink

további tárgyához az adja az ötletet, hogy nem használtuk fel sem a

sík, sem az egyenesek végtelenségét, sem azt, hogy a síkon végtelen

sok pont illetve egyenes van. Eddigi tapasztalataim alapján, még azok

a diákok is, akik nem érdekl®dnek kimondottan a matematika iránt,

kíváncsiak egy-egy olyan kon�gurációra, ami a szokásostól eltér, tehát

pl. véges az általuk tanult végtelennel szemben.

A 13. ábra (Kiss, Sz®nyi [6], 2001:3) segítségével bevezethetjük a Fano-

síkot a diákoknak, elmagyarázva, hogy mik az így megadott véges síkon

a pontok és az egyenesek.
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13. ábra

Legyenek az ábrán szerepl® szabályos háromszög csúcsai, oldalfelez®

pontjai valamint középpontja a pontok, egyenesei pedig az oldalak, a

magasságvonalak valamint a beírt kör által megadott ponthármasok.

Ekkor felvet®dik a probléma, hogy hogyan de�niálhatnánk a pont és

egyenes illeszkedését ebben az esetben. Ezáltal rögtön alkalmunk nyílik

rá, hogy bevezessük az illeszkedéstábla fogalmát. A diákok természete-

sen maguk is mondhatnak ötleteket, hogy hogyan lehet legegyszer¶bben

�regisztrálni�, hogy véges sok pont és egyenes esetén milyen illeszkedési

viszonyok állnak fenn közöttük. A 2. ábrán szerepl® illeszkedéstáblát

a diákok segítségével együtt is kielemezhetjük, példákat felhozva, hogy

melyik pont melyik egyenesre illeszkedik a tábla alapján, illetve, hogy

hány pont és egyenes van összesen, illetve hány pontja van egy-egy

egyenesnek.

2. Ezután a diákok maguk is elkészíthetik a 13. ábrán szerepl® Fano-sík

(egy) illeszkedéstábláját.
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P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

l1 • • •
l2 • • •
l3 • • •
l4 • • •
l5 • • •
l6 • • •
l7 • • •

14. ábra

A továbbiakban pedig, a diákokkal közösen az el®z® óra végén elhang-

zott axiómákat ellen®rizném. Az axiómák teljesülését mind a 13. ábrán

mind pedig valamelyik, már felírt illeszkedéstáblán leellen®rizhetjük.

Természetesen az illeszkedéstáblán való ellen®rzése az axiómáknak ne-

hezebb, elvontabb feladat, hiszen itt a diák már csak és kizárólag szim-

bólumokat lát, amelyekhez magának kell elképzelnie, hogy valójában

egyenesekr®l és pontokról van szó. Így mindenképpen célszer¶ el®bb

a 13. ábrát kielmezni és csak utána foglalkozni az illeszkedéstáblával.

Célszer¶ azt az illeszkedéstáblát elemezni, amelyet a diákok maguk

készítettek el, mivel egyrészt így látják a közvetlen kapcsolatot a 13.

ábra és a tábla között, másrészt pedig jobban átlátják a táblázatot,

hiszen ®k maguk gondolták végig és írták le.

A harmadik axióma teljesülésének belátása kicsit nehezebb lehet a ta-

nulók számára, mint az els® kett®é. Ebben az esetben mindenképpen

fontos felhívni a diákok �gyelmét arra, hogy az axióma a �van olyan�

kifejezéssel kezd®dik, vagyis elég egyetlen valódi négyszöget találnunk.

Érdemes ekkor is el®bb a 13. ábrát megvizsgálni a diákokkal, azon

keresni négy ilyen pontot, majd megbeszélni, hogy mindez az illeszkedés-

táblán hogyan realizálódik.
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3.3. Harmadik óra: A Fano-sík további vizsgálata

A harmadik óra célja odáig eljutni, hogy mikor nevezünk két illeszkedéstáb-

lát izomorfnak, illetve heteromorfnak. Ezen az órán már csak illeszkedéstáblák-

kal dolgoznak a diákok, így valamivel nehezebb a feladatuk mint az el®z®

órákon, elvontabb gondolkodást igényel a problémák és azok megoldásának

átlátása, mint az eddigiekben.

1. Az óra elején az 1. ábra illeszkedéstábláját használva összefoglaljuk,

hogy milyen következtetésekre jutottunk az el®z® órán (axiómák, hány

pont illetve egyenes van a síkon, egy egyenesnek hány pontja van, egy

pontban hány egyenes találkozik). Itt még segítségül felrajzolhatjuk a

13. ábrát újra, de nagyon fontos, hogy a diákok átlássák, hogy a külön-

böz® axiómák és megállapítások mit jelentenek az illeszkedéstáblák ese-

tében. Tehát például, hogy lássák, hogy bármely egyenesnek három

pontja van, hiszen a táblázat bármely sorában három • jel áll.

2. A diákok nyilvánvalóan felfedezik a szabályosságot ebben a konstruk-

cióban, és felvet®dhet a kérdés, hogy hogyan lehetne a véges síkokat

még jobban jellemezni. Eléggé kézenfekv® ötlet, hogy valahogyan a

pontok illetve egyenesek számát kéne meghatározni, így bevezethetjük

a q-adrend¶ véges projektív sík de�nícióját, miután axiómarendszerün-

ket kib®vítettük a 4. axiómával. Bizonyítás nélkül szerepel az órán az

I axiómarendszer négy következménye (2.3.). A tanulók a Fano-síkot

vizsgálva maguk is kitalálhatják, hogy ezen sík hanyadrend¶, vagyis,

hogy mennyi a q értéke, illetve ellen®rizhetik, hogy ezen példa esetében

mind a négy következmény teljesül. Természetesen a tanárnak ki kell

hangsúlyoznia, hogy a következményeket nem bizonyítottuk, csupán

elfogadtuk azokat, de természetesen megemlítheti, hogy amelyik diákot

érdekli a bizonyítás, az hol tud utánanézni.

3. A következ® kérdés, hogy hány különböz® másodrend¶ véges projektív
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sík létezik. Ezt a kérdést megvitatásra bocsáthatjuk a diákok számára,

valószín¶leg nem tudnak majd ugyan megegyezésre jutni, viszont ez

jó kiindulópont lehet további vizsgálódásainkhoz. Amennyiben nem

vet®dik fel a probléma, úgy a tanárnak kell mindenképpen rávilágí-

tania, hogy els®sorban azt kéne tisztáznunk, hogy mit is nevezünk

különböz®nek ebben az esetben. Példaként szolgálhat gráfok �külön-

böz®sége�, amivel a diákok már középiskolában találkozhatnak, s®t akár

magát az izomor�a fogalmát is ismerhetik. A diákok emlékezhetnek rá,

de ha nem az sem baj, mivel egyszer¶en szemléltethet®, hogy ránézésre

különböz®nek t¶n® két gráf még lehet lényegében megegyez®. Hasonló

a helyzet az illeszkedéstáblák esetében is, amit szintén egyszer¶en szem-

léltethetünk a 13. ábra segítségével. Mindösszesen arra van szükség,

hogy miután a 13. ábrán átneveztük a pontokat, kérjük meg a diákokat,

hogy újra írják fel az ábrához tartozó illeszkedéstáblát. A két táblázat

ránézésre különböz®, de így a diákok már érzékelik, hogy lényegében

mégis ugyanarról a síkról van szó. Könnyen lehet, hogy maguktól is

rájönnek, hogy a probléma abban rejlik, hogy �összekevertük� a sorokat

és az oszlopokat. Innen már adódik, hogy valahogy a sorokat és az osz-

lopokat kéne megfelel®en rendeznünk ahhoz, hogy el tudjuk dönteni,

hogy két illeszkedéstábla ténylegesen különbözik-e egymástól.

4. El®ször a 4. és 5. ábra segítségével egy konkrét példán mutathatjuk

be a tanulóknak, hogy hogyan lehet egy, a 2.3.-ban szerepl® τ illetve

ω transzformációt egyszer¶en leírni, és természetesen alkalmazzuk is

közösen a diákokkal az adott transzformációkat az adott illeszkedéstáblá-

ra. Ezután a diákok feladata, hogy önállóan, fordított sorrendben

is végezzék el az adott transzformációkat, így maguk is láthatják a

saját szemükkel, hogy az eredmény természetesen ugyanaz, sorrendt®l

függetlenül, vagyis, hogy az adott két transzformáció Σ1-et Σ2-vé alakít-

ja. Így van értelme σω = ωσ = τ bevezetésének. Miután a diákok

látják, hogy hogyan lehet az adott transzformációkkal dolgozni, a követ-
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kez® feladatuk az lenne, hogy az általuk felírt illeszkedéstáblát vessék

össze pl. a 4. ábra táblájával és próbáljanak meg ®k megfelel® τ transz-

formációt találni, melynek segítségével az egyik a másikból megkapható.

Miután megtalálták ezt a transzformációt, akár segítséggel, akár anélkül,

levonhatjuk a következtetést, hogy mindhárom eddig vizsgált illeszkedés-

tábla lényegében megegyezik. Mindezek után, óra végén visszatérhetünk

a kérdésre, hogy mit gondolnak a tanulók, hány különböz® másodrend¶

sík van, ami már a következ® óra témája lesz.

3.4. Negyedik óra: �Másodrend¶ síkok száma�

Ennek az órának a célja, hogy a diákok segítségével belássuk, hogy izomor-

�zmus erejéig a másodrend¶ síkok megegyeznek egymással.

1. Az óra elején természetesen a diákok segítségével felelevenítjük, hogy

mir®l volt szó az el®z® órákon, a táblára segítségképpen felkerülhetnek

az axiómák illetve eddigi megállapításaink (I axiómarendszer, illetve

annak következményei). Ezután áttérhetünk a diákokkal annak megvi-

tatására, hogy léteznek-e heteromorf másodrend¶ síkok.

2. Vizsgálódásainkhoz tekintsük újra a Σ2 táblát. A diákok segítségével

el®ször azt kell belátnunk, hogy bármely másodrend¶ síkot reprezen-

táló illeszkedéstábla átalakítható az el®z® órán tanult transzformációk

segítségével úgy, hogy az els® négy sora megegyezzen Σ2 els® négy sorá-

val. A tanulók feladata az lenne, hogy például Σ1 illeszkedéstáblát

próbálják meg úgy átalakítani, hogy els® négy sora megegyezzen Σ2

els® négy sorával. El®ször önálló munkaként próbálkozhatnak az áta-

lakítással, majd közösen is megvitatjuk, hogy milyen lépéseket kell vég-

rehajtani a megoldáshoz. Fontos, hogy felhívjuk a diákok �gyelmét rá,

és érezzék, hogy ezt lényegében bármely más illeszkedéstáblával is meg
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tudjuk csinálni, persze azt nem tudhatjuk, hogy a maradék három sor-

ban hogyan változnak meg a mez®k. Ha ezt már minden diák látja,

akkor áttérhetünk a kérdéses sorok vizsgálatára.

3. A diákokkal közösen beláthatjuk (2.3. szakaszban leírtak alapján),

hogy az utolsó három sor is csak úgy nézhet ki, mint Σ2 utolsó három

sora, illetve megfelel® transzformációval ilyenné alakítható. Fontos,

hogy az I axiómarendszer illetve annak következményei a bizonyítás

során végig fel legyenek írva a táblára, segítségül a diákoknak, hiszen

ezek azok az állítások, amik meghatározzák, hogy az adott táblán hol

helyezkedhetnek el jellel töltött mez®k. A bizonyítás során még egy

plusz megállapítást kell tennünk, miszerint az illeszkedéstábla nem tar-

talmazhat a 8. ábrának megfelel®en elhelyezked® négy jellel töltött

mez®t. Erre legegyszer¶bben úgy vezethetjük rá a diákokat, hogy

amikor a bizonyításban egy olyan lépéshez érünk, ahol ezt a megál-

lapítást kell felhasználni, akkor kiemelünk színessel a táblán négy ilyen

helyzet¶ mez®t és megkérdezzük a diákokat, hogy mi lehet ezzel a négy

mez®vel a probléma. Mivel egy ilyen konstrukció mind az els®, mind

a második axiómánknak ellentmond, így várható, hogy lesz a diákok

közt olyan, aki rájön a megoldásra.

4. Miután beláttuk, hogy bármely illeszkedéstábla megfelel® transzformá-

ciókkal Σ2-vé alakítható, a diákokkal közösen levonhatjuk a következte-

tést, miszerint izomor�zmus erejéig egyetlen másodrend¶ sík van.
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4. Véges testekre épített véges síkok

4.1. Véges projektív sík Γ-táblája

Egy véges sík izomorf illeszkedéstábláinak bármelyikével reprezentálható, de

különösen nagy q esetén célszer¶ lenne egy olyan illeszkedéstáblát megadni,

amelyik könnyen áttekinthet®vé teszi az adott sík illeszkedési struktúráját.

Ehhez tekintsünk egy n × n mez®s üres táblát, ahol n = 1 + q + q2, és

osszuk fel ezt a táblát a 15. ábra (Kárteszi [2], 1972:12) szerint.

Az els® sor és els® oszlop által meghatározott szegélyt nevezzük ezentúl

küls® Γ-szegélynek. A maradék (n − 1)2 mez®b®l álló részt (q + 1)2 darab

q2 mez®b®l álló parcellákra osztjuk. A táblát sorállású és oszlopállású sá-

vokra bontjuk, melyek éppen q darab sorból illetve oszlopból állnak. Ezek

keresztez®dései adják a parcellákat. A 15. ábrán a q = 4 esetet, vagyis egy

n = 1 + q+ q2 = 21 sorból illetve oszlopból álló táblát láthatunk. Itt tehát a

küls® Γ szegélyt leválasztva 4 sorból álló sorsávokat és 4 oszlopból álló oszlop-

sávokat kaptunk, amelyek 4×4-es parcellákat eredményeztek. Ezen parcellák

tehát 42 = 16 mez®b®l állnak, számuk pedig (q + 1)2 = (4 + 1)2 = 25.

Az els® sorsáv illetve oszlopsáv által meghatározott újabb Γ alakú sze-

gélyt nevezzük közbüls® Γ-szegélynek, a második sorsáv illetve oszlopsáv által

meghatározott Γ alakú szegélyt pedig nevezzük bels® Γ-szegélynek. Ezen

három szegély együttesen egy 2q + 1 szélesség¶ teljes Γ-szegélyt ad. A teljes

Γ-szegélyt elhagyva megkapjuk a (q−1)2 parcellából álló Θ-öblöt. A bels® Γ-

szegélyb®l és a Θ-öbölb®l álló részt ΓΘ-öbölnek mondjuk. Az ilyen felosztású

üres táblát Γ-rácsozatnak nevezzük, amely az n egy 1 + q + q + (q − 1)q

felbontását adja.
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15. ábra
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A 15. ábrában már jellel töltött mez®k is vannak, így megadja a q = 4-

edrend¶ véges projektív sík egy illeszkedéstábláját. (Ez valóban az axiómák-

nak megfelel® negyedrend¶ sík egy illeszkedéstáblája, ennek ellen®rzését®l

most eltekintek.) Vizsgáljuk meg a jellel töltött mez®k elhelyezkedését ezen

az ábrán. A küls® Γ-szegélyben a bal fels® sarokban 1 + 2q = 5 jel hézagta-

lan tömörüléssel egy Γ formát hoz létre, a közbüls® Γ-szegélyben a bal fels®

parcella üres, a többiben pedig a jellel töltött mez®k sor-, illetve oszlopállású

szakaszos tömörüléssel lépcs®zetes formát rajzolnak ki. A bels® Γ-szegély

parcelláiban a jelek a f®diagonális mentén helyezkednek el. A Θ-öböl parcel-

láiról pedig elmondható, hogy mindegyikben a benne található q = 4 jel úgy

helyezkedik el, hogy a parcella minden sorában illetve minden oszlopában

csak egy • jel található. Az ily módon rendezett illeszkedéstáblát nevezzük

Γ-táblának, vagy Γ(q)-nak. A következ® kikötéseknek kell tehát eleget tennie

egy illeszkedéstáblának, hogy azt Γ(q)-nak nevezzük:

1. A küls® és közbüls® szegélyben a jelalakzat a Γ-rácsozathoz igazodik és

szakaszos-lépcs®s.

2. A bels® szegély parcelláinak jelalakzata megegyezik, mégpedig a q!-féle

diagonális bármelyike lehet.

Ily módon természetesen csak egy �formafajtát� kapunk, Γ(q) nem jelent

egyetlenegy formát, kimondhatjuk azonban a következ® tételt (Kárteszi [2],

1972:13).

2. Tétel. Véges síkot reprezentáló illeszkedéstábla alkalmas ω- és σ-transzfor-

mációkkal - tehát egy alkalmas τ -transzformációval - Γ(q)-vá rendezhet®.

A tétel bizonyítására itt most nem térek ki, ez a bizonyítás f®ként arra tá-

maszkodik, hogy véges síkot reprezentáló illeszkedéstábla nem tartalmazhat

a 8. ábra szerinti jelnégyest. Ehhez kapcsolódik Zarankiewicz problémája,

amit a következ® szakaszban tárgyalok részletesebben.
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4.2. Galois-síkok és Galois-testek

A Galois-síkok tárgyalásához el®ször is szükségünk van a test és a Galois-test

de�níciójára.

3. De�níció. A T két m¶veletes algebrai struktúrát testnek nevezzük, ha a

m¶veletek - melyeket összeadásnak és szorzásnak hívunk, jelölésükre pedig a

+ és a · jeleket használjuk - eleget tesznek az alább felsorolt tulajdonságoknak.
Bármely α, β, γ ∈ T-re:

1. α+ β = β + α (az összeadás kommutatív),

2. α+ (β + γ) = (α+ β) + γ (az összeadás asszociatív),

3. (∃0 ∈ T) : 0 + α = α (van zéróelem ∈ T),

4. (∀α ∈ T ) : (∃(−α) ∈T) : α + (−α) = 0 (minden elemnek van

ellentettje),

5. α · β = β · α (a szorzás kommutatív),

6. α · (β · γ) = (α · β) · γ (a szorzás asszociatív),

7. (∃1 ∈ T ) : 1 · α = α (létezik egységelem ∈ T),

8. (∀α( 6= 0) ∈ T ) : (∃α−1 ∈ T ) : α · α−1 = 1 (minden nemzérus

elemnek van reciproka),

9. α · (β + γ) = α · β + α · γ, (α+ β) · γ = α · γ + β · γ (a szorzás

az összeadásra nézve disztributív).

4. De�níció. Ha a test elemszáma véges, akkor véges testnek vagy Galois-

testnek nevezzük. (Kárteszi [2], 1972:20)

Példaként tekintsük a négyelem¶ Galois-testet, GF (4)-et. A test elemei

legyenek rendre a0, a1, a2, a3, m¶velettáblái pedig a következ®k:
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+ a0 a1 a2 a3

a0 0 1 2 3

a1 1 0 3 2

a2 2 3 0 1

a3 3 2 1 0

× a0 a1 a2 a3

a0 0 0 0 0

a1 0 1 2 3

a2 0 2 3 1

a3 0 3 1 2

A M

Az egyszer¶ség kedvéért a m¶velettáblákban és a kés®bbiekben a külön-

böz® testelemekre már csak az indexükkel hivatkozok. Az els® tábla, az

A-tábla az összeadási tábla, míg a második, azM -tábla, a szorzási tábla. Az

összeadás zéruseleme az a0, a szorzás egységeleme az a1. Egyszer¶en, bár

hosszadalmasan ellen®rizhet®, hogy az így értelmezett szorzás és összeadás

az összes testaxiómák követelményeinek eleget tesz.

Tekintsük most a 15. ábra illeszkedéstáblájának C10, C11, C12, C13 parcel-

láit. A • jellel töltött mez®kbe írjuk a • jel helyére az adott parcella második

indexét. Ezután helyezzük egymásra az így megváltoztatott, számozott par-

cellákat, úgy, hogy állásuk ne változzon, vagyis szuperponáljuk ®ket. Az így

kapott 4 × 4-es indextábla éppen a GF (4)-hez tartozó A-tábla. Most ΓΘ

parcellái helyett írjunk számokat a következ® módon. Az el®bb vizsgált par-

cellák helyébe írjuk rendre a második indexüket. A többi parcella helyébe

a következ® szabály szerint írunk számokat. A Crs parcellával az egyes el-

s®index¶ parcellasorban egy parcella megegyez® jelalakzatú, legyen ez a C1k

parcella, ekkor a Crs parcellát k helyettesíti. Az így kapott 4×4-es indextábla

éppen a GF (4)-hez tartozó M tábla.

Ezek után felvet®dik a kérdés, hogy vajon el® lehet-e állítani egy m¶velet-

tábláival megadott tetsz®leges GF (q)-ból egy véges sík Γ tábláját. Ter-

mészetesen igazán csak a ΓΘ rész, aminek el®állítása számunkra érdekes

lehet. Ha meg tudunk adni egy ilyen szerkesztést, akkor ez azt jelenti, hogy ha

ily módon nem is tudjuk megadni a véges síkok mindegyikét, de eljuthatunk

annyiféléhez, ahányféle Galois-test van. Azt tudjuk, hogy GF (q) esetén q
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csakis prímszámhatvány lehet, s bármely ilyen q számhoz lényegében véve

csak egyféle test tartozik. Egy megfelel® szerkesztéssel tehát eljuthatunk

anynyi véges síkhoz, ahány prímszámhatvány van. A következ® szerkesztés

ezt valóban lehet®vé teszi.

Legyen q = pr, ahol p prím. Tegyük fel, hogy GF (q) A illetveM m¶velet-

táblái rendelkezésünkre állnak, a test elemeit pedig a 0, 1, 2, . . . , q − 1 in-

dexek jelölik. Fontos, hogy a test zéruseleme éppen a 0 index¶, egységeleme

pedig éppen az 1-es index¶ testelem legyen. Az adott üres Γ-rácsozatnak

illeszkedési táblává alakítását a következ® lépések szerint végezzük:

1. A küls® és a közbüls® Γ-szegélyt a Γ-tábla de�níciója szerinti szakaszos-

lépcs®s jelalakzattal töltjük ki.

2. A ΓΘ rész parcelláit pedig az A, illetve azM m¶velettáblák segítségével

töltjük ki. A Crs parcellának azM -tábla r index¶ sora és s index¶ osz-

lopa keresztez®dési mezeje felel meg. Az M -tábla ezen mezejében álló

index legyen t. Ezután az A-táblában kikeressük a t indexet tartalmazó

mez®ket, és a Crs parcella ennek megfelel® mez®ibe • jelet teszünk.

Az ily módon el®állított illeszkedéstáblát Γ(GF (q))-val jelöljük. A kapott

illeszkedéstábla szimmetrikus, mert egyrészt a küls® és közbüls® Γ-szegély

nyilvánvalóan szimmetrikus a szerkesztési eljárás alapján, a bels® ΓΘ rész

pedig akkor és csak akkor szimmetrikus, ha az adott m¶velettáblák szim-

metrikusak, ami pedig teljsül, hiszen mindkét m¶velet kommutatív.

Természetesen bizonyítanunk kell azt is, hogy ez a szerkesztés valóban

egy olyan illeszkedéstáblához vezet, amely véges projektív síkot reprezentál.

Ehhez ellen®riznünk kell, hogy eleget tesz-e az I axiómarendszer követelmé-

nyeinek.

Az I4 axióma érvényessége könnyen ellen®rizhet®, Γ(GF (q)) els® sorában

q + 1 illeszkedési jel van.

Az I3 axióma ellen®rzéséhez tekintsük a P2, P3, Pq+2, Pq+3 oszlopokat.

Olyan hat sort kell találnunk, melynek mindegyike a négy oszlop közül kett®t-
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kett®t illeszkedési jellel ellátott mez®ben keresztez. A következ® sorok megfelel-

nek a követelménynek: l1, l2, lq+2, lq+s+2, l2q+2, l2q+s+2, ahol s+ 1 = 0.

A Γ(GF (q)) illeszkedéstábla szimmetriája miatt az I1 és I2 axiómák közül

elegend® csak az egyiket igazolni. Ennek igazolásához két tetsz®legesen

kiválasztott sorról megmutatjuk, hogy egy, és csak egy olyan oszlop van,

mely mind az egyik, mind a másik sort illeszkedési jellel ellátott mez®ben

metszi. Ennek belátásához el®ször a következ® két megállapítást tehetjük.

1. Ha a két kiválasztott sor, lr, ls, r 6= s olyan, hogy mindkett® a második

sorsáv felett fut, azaz r ≤ q + 1, s ≤ q + 1, akkor csakis a P1 oszlopról

lehet szó.

2. Ha 1 < r ≤ q + 1 és q + 1 < s ≤ 2q + 1, akkor lr az els® sorsávban,

míg ls a második sorsávban fut. Ekkor a kérdéses oszlop csakis a C0,r−2

parcellán vonulhat át, mivel lr csak az efölött a parcella feletti részben

tartalmaz • jeleket, egészen pontosan q darab • jelet. Másrészt az ls
sor áthalad ezen a parcellán, amelyben az illeszkedési jelek diagonálisan

helyezkednek el, így ls csak egy oszlophoz tartozó keresztez®dési mez®ben

tartalmaz illeszkedési jelet ezen parcellában. A keresett oszlop éppen

az ehhez a keresztez®dési mez®höz tartozó oszlop.

Most vizsgáljuk meg azt a kicsit bonyolultabb esetet, amikor mindkét sor

áthalad a ΓΘ részen. Ekkor r > 2q + 1 és s > 2q + 1. Ehhez el®ször a

következ® kérdéssel foglalkozunk.

Milyen összefüggés áll fenn az m, b, x, y között, ha tudjuk, hogy a Cmx

(m,x = 0, 1, 2, . . . , q−1) parcella b index¶ sora és y index¶ oszlopa illeszkedési

jellel ellátott mez®ben keresztezi egymást? Azt állítjuk, hogy ekkor m, b, x, y

között az y = mx − b összefüggés áll fenn. Ennek igazolásához vizsgáljuk

meg, hogy mi határozza meg a Cmx parcellát. A szerkesztési utasítás alapján

ezen parcellának az M tábla m index¶ sorának és x index¶ oszlopának közös

mezeje felel meg, ahol pedig az mx = t testelem áll. Az A táblában ez a
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t elem mindazon helyeken megtalálható, amelynek b sorindexére és y osz-

lopindexére teljesül, hogy b + y = t. Ezek szerint az adott parcellának a b

sorindex¶ és y oszlopindex¶ mez®jében akkor és csak akkor található • jel, ha
b+ y = t = mx teljesül. Ezt az összefüggést rendezve kapjuk a bizonyítandó

állítást.

Az el®z® észrevételünket felhasználva a ΓΘ részen átvonuló sorokat most

már az y = mx − b összefüggés alapján is meg tudjuk határozni. Legyen a

két sor, lr, ls kett®s indexe m, b illetve m′, b′. Ezen két sor akkor és csak akkor

tartalmaz ugyanabban az (x, y) oszlopban illeszkedési jelet, ha y = mx − b
és y = m′x− b′ is teljesül. (Ahol (x, y) az adott két sorban található • jelek
kett®s oszlopindexét jelöli.) Az egyenletrendszert az algebrában megszokott

módon oldhatjuk meg véges testek esetében is, hiszen a testaxiómák, ame-

lyekre a levezetés épül véges testekben is ugyanúgy teljesülnek. Így három

esetet kell megvizsgálnunk.

1. Ha m 6= m′ és b 6= b′, akkor x = (b′ − b)(m′ −m)−1,

y = (mb′ −m′b)(m′ −m)−1.

2. Ha m 6= m′, de b = b′, akkor x = 0, y = −b.

3. Ha m = m′, de b 6= b′, akkor nincs megfelel® (x, y) oszlop. Ez azonban

nem jelenti azt, hogy nincs a feltételeknek megfelel® oszlop, csupán azt

jelenti, hogy az adott két sort illeszkedési jelben metsz® oszlop nem

haladhat át ΓΘ részen. Ugyanakkor, mivel m = m′, ezért mindkét

sor ugyanazon a Cmx parcellán halad át. Ebben a parcellában pedig

minden sor tartalmaz illeszkedési jelet a Pm+1 oszlopban. Így ebben az

esetben is van egy, a feltételeknek megfelel® oszlop.

Összefoglalva, igazoltuk, hogy a Γ(GF (q)) illeszkedési táblával megadott

rendszer eleget tesz az I2 axiómánknak is, ezáltal pedig befejeztük annak

igazolását is, hogy az ismertetett szerkesztési eljárással bármely GF (q)-hoz

olyan Γ(GF (q)) illeszkedéstáblát rendelhetünk, mely egy q-adrend¶ véges

projektív síkot ad meg.
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4.3. A véges a�n sík

Habár az a�n sík fogalma álatlánosabb, mint az euklideszi síké, a hagyomá-

nyos tanításmód el®bb alakítja ki az euklideszi sík fogalmát és csak azután

az a�n síkét, s®t, van olyan változata is a tanításmódnak, amely el®bb a

projektív síkot vezeti be, majd ennek fogalmából származtatja az a�n sík

fogalmát. A projektív sík fogalmából eljuthatunk az a�n sík fogalmához,

ha a klasszikus projektív sík egy egyenesének összes pontját és magát az

egyenest is töröljük. Ezáltal az I2 axióma érvénytelenné válik, hiszen ha két

egyenes eredetileg a törölt pontok valamelyikén találkozott, akkor most nem-

metsz®kké váltak. A maradék sík új tulajdonságaként jelentkezik, hogy egy

pontot és egy rajta át nem men® egyenest tekintve, a ponton átmen® egye-

nesek között van egy, és pontosan egy, amely az adott egynest nem metszi.

Két egymást nem metsz® egyenest párhuzamosnak mondunk. Az eredeti pro-

jektív sík más-más egyenesét és annak pontjait törölve más-más a�n síkhoz

jutunk, azonban ezek a síkok izomorfak egymással.

Nézzünk most egy példát a�n sík ilyen módon való el®állítására a 15.

ábra segítségével. A 15. ábra által meghatározott negyedrend¶ véges projek-

tív síkból származtatunk a�n síkot a következ®képpen. Töröljük a tábla els®,

l1 sorát (egyenesét) és vele együtt a P1, P2, P3, P4, P5 oszlopokat (pontokat)

is. Jelölje a maradék táblát Γl1(4). Az így kapott alakzatot negyedrend¶ pro-

jektív síkhoz asszociált negyedrend¶ a�n síknak nevezzük. Foglaljuk most

össze, hogy milyen tulajdonságait állapíthatjuk meg az ábra alapján az így

kapott Γl1(4)-nek. Ez az a�n sík 42 = 16 pontból és 42 + 4 = 20 egyenesb®l

áll, minden egyenesnek 4 pontja van és minden ponton 5 egyenes megy át.

Az egyenesek összessége 5, négyelem¶ részhalmazra bontható úgy, hogy az

egy részhalmazhoz tartozó egyenesek és csakis azok páronként nem-metsz®k.

Bármely két pont egyetlenegy összeköt® egyenest határoz meg. Bármely

egyneshez és egy rá nem illeszked® ponthoz pontosan egy olyan egyenes tar-

tozik, amely átmegy az adott ponton és az adott egyenest nem metszi. A

P9, P10, P11 pontokat páronként összeköt® egyenesek száma három.
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A most megállapított tulajdonságok bármely Γ(q)-ból kapott Γl1(q) ese-

tén is igazak, természetesen az elemek számáról elmondottak igazodnak a q

értékéhez.

Azt is megállapíthatjuk, hogy a Γl1(4) és Γls(4) izomorf egymással. Ez

abból következik, hogy Γ(4) alkalmas sor- és oszloppermutációkkal ciklikus

táblává alakítható, illetve, hogy ciklikus transzformációval a tábla jelalakza-

tának megváltoztatása nélkül bármelyik sor az alsó sorba vihet® át.

3. Tétel (Singer tétele). A Galois-sík illeszkedéstáblája ciklikus alakra hoz-

ható. (Kárteszi[2], 1972:30)

Ezalapján elmondhatjuk, hogy az a�n sík projektív síkból való származ-

tatása mindig mintaként követheti az el®bbi, hagyományos tárgyalásmódot,

ha Galois-síkról van szó.

Vannak azonban olyan másfajta véges projektív síkok is, amelyekb®l

különböz® egyeneseket törölve nem jutunk egymással izomorf a�n síkokhoz.

Lényeges tehát, hogy az Sl jelölésben az l fels® index a síkból törölt egyenesre

utaljon.

A véges a�n síkot axiómarendszerrel is de�niálhatjuk. A q-adrend¶ a�n

síkot de�niálóA axiómarendszer a következ® négy axiómából áll (Kárteszi[2],

1972:30):

1. Két pont egyetlenegy egyenest határoz meg, melynek a két pont eleme.

(A1)

2. Egy ponthoz egyetlenegy, adott egyenessel párhuzamos egyenes illeszke-

dik. (A2)

3. Van háromszög (három pont, melyb®l kett®nél több nem illeszkedik

egy egyeneshez). (A3)

4. Van egy q számú (q > 1) pontból álló egyenes. (A4)
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Az így meghatározott axiómarendszer nyilvánvalóan összhangban van az

el®z® származtatási módszerrel. Párhuzamosnak nevezünk két egyenest, ha

minden pontjuk közös, vagy egy sem. Ekkor egy adott egyenessel párhuzamos

egyenesek egy osztályt alkotnak. Ezeket az osztályokat ideális pontoknak

nevezve az a�n síkhoz asszociált q-adrend¶ projektív sík fogalmához jutunk.

Ugyanakkor az így származtatott projektív sík egy tetsz®leges egyenesét

törölve nem biztos, hogy az eredeti a�n síkkal izomorf síkot kapunk.

4.4. A Galois-síkok és Desargues tétele

4. Tétel (Desargues tétele). Legyen hat különböz® pont egy A1A2A3 és

egy B1B2B3 valódi háromszög hat csúcspontja. Ha az A1B1, A2B2, A3B3 egye-

seknek van egy közös D pontjuk, akkor a

C1 = A2A3 ∩B2B3,

C2 = A3A1 ∩B3B1,

C3 = A1A2 ∩B1B2

metszéspontok páronként különböz®k és egy egyenesen vannak. (Kiss [5],

2007:130)

A projektív geometria fejl®désében Desargues tétele eleinte más szerepet

játszott (amíg a matematikus a projektív geometriához az euklideszi geomet-

ria közvetítésével jutott el) mint a kés®bbiekben. Eleinte mint más, egy-

szer¶bb tételekb®l levezethet® tétel volt jelen, amelyb®l további tételeket

lehet levezetni. A projektív geometria más geometriától független bevezetésé-

re irányuló törekvések megjelenésekor szerepe megváltozott. Hilbert vette

észre, hogy a projektív sík euklideszi metrikától független koordinátarendsz-

erének bevezetése a Desargues-tétel alapján megvalósítható. Ehhez szükség

van még a Desargues-tétel mellett a két egyenesen hármanként elhelyezked®

hat pontra vonatkozó Pascal-tétel érvényességére is. Hilbert azt is belátta,

hogy a Desargues-tétel a síkbeli illeszkedési axiómákból nem vezethet® le,

így vegyük fel a három illeszkedési axióma mellé negyedik axiómaként, hogy
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érvényes a Desargues-tétel is. Hilbert azt is bebizonyította, hogy a Pascal-

tétel még ebb®l a kib®vített axiómarendszerb®l sem vezethet® le. Hessenberg

azonban észrevette és be is bizonyította, hogy ha negyedik axiómaként nem

a Desargues-tétel érvényességét, hanem a Pascal-tétel teljesülését követeljük

meg, akkor az így kib®vített axiómarendszerb®l már következik a Desargues-

tétel.

Az els® modellek, melyek igazolták, hogy az illeszkedési axiómákból nem

vezethet® le a Desargues-tétel, olyan síkokból indultak ki, melyeken az egyenes

egy folytonos részhalmaz. Ilyenek például Hilbert és Moulton példái. Kés®bb

kiderült, hogy van olyan véges sík is, amelyen nem érvényes a Desargues-tétel.

Erre példa Veblen és Wedderburn modellje. Hall pedig kés®bb olyan példát is

adott, amely egy olyan végtelen sík, melyen az egyenes nem folytonos, és nem

érvényes a Desargues-tétel. A KöMaL 2007. májusi számában találhatunk

egy példát egy nem-desarguesi a�n síkra Korchmáros Gábor és Sz®nyi Tamás

cikkében.

Ezek közül most a Hilber-Moulton-féle példát szeretném ismertetni. 1902-

ben Moulton egy modell megalkotásával lényegesen leegyszer¶sítette a Hilbert

által alkalmazott módszert, mellyel bizonyította, hogy az illeszkedési axió-

mákból nem vezethet® le a Desargues-tétel. Ez a modell a következ®képpen

néz ki. (Montágh [8], 2002:33-34)

16. ábra

Tekintsük a klasszikus projektív síkot, amelyen változtassuk meg az egye-

nes értelmezését úgy, hogy az I axiómarendszer ne sérüljön. Bontsuk a síkot
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egy x-tengellyel Σ és Σ′ félsíkokra. Változtassuk meg mindazokat az egyene-

seket, amelyek az x-tengelyhez képest a Σ′ félsíkon jobbra d®lnek (c egyenes

a 16. ábrán) a következ® módon. A Σ félsíkon lev® részt megtartjuk, a Σ′ fél-

síkon lév® részt pedig olyan félegyenessel cseréljük ki, amelynek az x egyenes

állásához viszonyított irányszögére nézve a tanω = 2 tanω′ kikötés teljesül.

Az eredeti egyenes így egy, a P pontban megtört törött vonallá módosul. Ez

lesz az új �egyenes�. A többi egyenest nem változtatjuk meg. Egyszer¶en

ellen®rizhet®, hogy az így kapott új síkon teljesül az I axiómarendszer.

Ezek után vizsgáljuk meg, hogy milyen kapcsolatban áll ez a Moulton-féle

modell a Desargues-tétellel (Kárteszi [2], 1972:240).

17. ábra

Ehhez tekintsük a 17. ábrát, amin a D pontra és a d egyenesre nézve

perspektív ABC,A′B′C ′ háromszögpár alkotta Desargues-féle kon�gurációt
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láthatjuk a projektív síkon. Vegyük fel a modellünk megalkotásához szük-

séges x egyenest a d egyenesre mer®legesen, majd végezzük el a Moulton-sík

megalkotásához szükséges változtatásokat. Az ábrán szerepl® alakzat ekkor

az ABC háromszög AB oldalegyenesét leszámítva változatlan marad. A de-

formált síkon az A és B pontokat összeköt® �egyenes� a BATZ törött vonal

lesz. Ekkor tehát a Moulton-sík ABC és A′B′C ′ háromszöge a D pontra

nézve perspektív, de a megfelel® oldalak páronkénti metszéspontjai, vagyis

az X, Y, Z pontok nem esnek egy egyenesre. Nem állíthatjuk ugyanakkor,

hogy a Moulton-sík antidesargues sík lenne, mivel található rajta olyan kon-

�guráció is, melyre nézve érvényes a Desargues-tétel. Ezt könnyen láthatjuk,

ha például az egész alakzatot lefelé toljuk egészen addig, amíg az egész a Σ fél-

síkra esik, mivel így itt már teljesülni fog Desargues tétele, hiszen az eredeti

sík Moulton-síkká való deformálásakor nem változtatunk az alakzatunkon.

Ezek alapján azt a lényeges megállapítást tehetjük, hogy az I axiómarendszer

akár a Desargues-tétellel, akár a Desargues-tétel tagadásával kompatibilis.

45



5. Zarankiewicz problémája

5.1. Zarankiewicz problémája rácspontokkal

A Zarankiewicz probléma a következ®vel foglalkozik: tekintsük az n × m-

es négyzetrácsot ((i, j) : i = 1 . . . n, j = 1 . . .m alakú rácspontok), ezek közül

válasszunk ki minél többet úgy, hogy a kiválasztott pontok között ne legyen

négy olyan pont, amelyek által meghatározott téglalapok oldalai párhuzamo-

sak a koordinátatengelyekkel. A kérdés, hogy hány ilyen pontot tudunk

kiválasztani. (Bérczi, Gács, Sz®nyi [1], 2002:56)

A probléma lényegében megegyezik az eddig tárgyaltak szerint a következ®-

vel: egy n ×m-es illeszkedéstáblát vizsgálva, hány mez®be írhatunk • jelet
úgy, hogy az illeszkedéstáblán ne szerepeljen a 8. ábrának megfelel® nem

megengedett kon�guráció. Vagyis, hogy az illeszkedéstáblánk ne mondjon

ellent sem az els® sem a második axiómánknak.

Vizsgáljunk most meg néhány konkrét esetet. Feltehet®, hogy n ≤ m,

hiszen a szimmetria miatt ez nem változtat a feladaton.

1. Ha n = 1, akkor a válasz triviális, nyilvánvalóan maximum m ilyen

pont választható ki.

18. ábra

2. Ha n = 2, akkor a maximálisan kiválasztható pontok száma m + 1,

hiszen az m oszlop közül csak az egyikben választhatjuk ki mindkét

pontot, az összes többi oszlopból már csak egyet-egyet választhatunk

hozzá (19. ábra). Lényegében véve mindegy, hogy melyik oszlopból

választunk ki kett®t és melyekb®l egyet-egyet, hiszen ez a kiválasz-
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tott pontok számán nem változtat. Általánosan is elmondható, hogy a

sorokat és oszlopokat tetsz®legesen permutálhatjuk, mivel ez a kiválasz-

tott pontok vizsgált tulajdonságán nem változtat, így megoldásunkat

sem befolyásolja.

19. ábra

3. Ha n = 3, akkor már két esetet kell megvizsgálnunk, és a maximálisan

kiválasztható pontok száma m+3. Az els® eset, hogy van olyan oszlop,

amelyikb®l mindhárom pontot kiválasztjuk (20. ábra/a). Ekkor nyil-

vánvalóan a maradék oszlopok mindegyikéb®l már csak egy-egy pontot

választhatunk, különben keletkezne nem megengedett téglalap. Ekkor

a maximálisan kiválasztható pontok száma így 3+(m−1) = m+2. Ha

nincs olyan oszlop, amelyb®l mindhárom pontot kiválasztjuk, akkor ez

azt jelenti, hogy minden oszlopból legfeljebb két pontot választhatunk

(20. ábra/b). Mindemellett maximum három oszlopból választhatunk

ki két pontot, a többib®l pedig már csak egyet-egyet, mivel három

sorból
(

3
2

)
, azaz három sorpár választható ki, így ha még egy oszlop-

ból kett®t választanánk ki, akkor már keletkezne egy nem megengedett

téglalap. A 20. ábra alapján azt is kijelenthetjük, hogy három oszlop-

ból pedig valóban ki is tudunk választani két-két pontot a megengedett

módon. Ebb®l a három oszlopból így összesen 6, a maradék m− 3 osz-

lopból pedig m− 3, azaz összesen 6 + (m− 3) = m+ 3 pontot tudunk

kiválasztani.
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20. ábra (a, b)

4. Ha n = 4, akkor még több alesetet kell megvizsgálnunk. Az el®z®

gondolatmenetet követve, el®ször bontsuk két esetre a megoldást, az

alapján, hogy van-e olyan oszlop, amelyb®l mind a négy pontot kiválasz-

tottuk. Ha van ilyen oszlop, akkor csak egy ilyen lehet és az összes

többi oszlopból már csak egy-egy pontot választhatunk ki (21. ábra/a).

Ekkor tehát a maximálisan kiválasztható pontok száma 4 + (m− 1) =

m + 3. Ha nincs olyan oszlop, amelyb®l mind a négy pontot kiválasz-

tottuk volna, akkor tehát minden oszlopból legfeljebb három pontot

választhatunk. Ebben az esetben is két további alesetet kell megvizs-

gálnunk. Az els® eset, hogy van olyan oszlop amelyb®l három pontot

választunk ki (21. ábra/b). Csak egyetlen olyan oszlop lehet, amelyb®l

három pontot választunk ki, különben létrejönne egy tiltott téglalap.

A maradék oszlopok közül legfeljebb három olyan oszlop lehet, ame-

lyek mindegyikéb®l két-két pontot választottunk ki, és ez el is érhet®,

ahogy azt a 18. ábra mutatja. Ekkor tehát a kiválasztott pontok

száma legfeljebb 3 + 3 · 2 + (m− 4) = m + 5 lehet. Már csak egy ese-

tet kell megvizsgálnunk, azt, hogy hány pontot tudunk maximálisan

kiválasztani, ha minden oszlopból legfeljebb kett®t választhatunk (21.

ábra/c). Legfeljebb
(

4
2

)
= 6 olyan oszlop lehet, amelyb®l két pontot

választunk, így ha m ≥ 6, akkor a maximálisan kiválasztható pontok

száma 6 · 2 + (m− 6) = m+ 6.
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21. ábra (a, b)

21. ábra (c)

Ha m = 4 (22. ábra), akkor a maximálisan kiválasztható pontok száma

9.

22. ábra

Ha m = 5 (23. ábra), akkor a maximálisan kiválasztható pontok száma

10, akár van olyan oszlop amelyb®l három pontot választunk ki, akár

nincs, mindkét módszer ezt az eredményt adja.

23. ábra
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5.2. Zarankiewicz problémája halmazokkal

Zarankiewicz problémája halmazok segítségével is megfogalmazható. (Bér-

czi, Gács, Sz®nyi [1], 2002:58)

Válasszuk ki az 1, . . . , n halmaz néhány részhalmazát A1, A2, A3, . . . , Am-

et a következ® feltételnek megfelel®en:

• | Ai
⋂
Aj |≤ 1, ha i 6= j, i, j = 1, . . . ,m, azaz bármely két különböz®

részhalmaz metszete legfeljebb egyelem¶.

Mekkora lehet ekkor | A1 | + | A2 | + · · ·+ | Am | maximuma?

Hasonlóan ahhoz, hogy a rácspontok vizsgálatakor csak azokat az osz-

lopokat kellett megvizsgálni, amelyekb®l legalább két pontot választottunk

ki, a halmazok esetében is nyilvánvalóan csak azok a részhalmazok érdekesek

számunkra, amelyek legalább kételem¶ek. Ha valamelyik részhalmaz több-

ször is el®fordul, akkor csak egyelem¶ lehet.

5.3. Zarankiewicz problémája mátrixszal

A problémát mátrixok segítségével is megfogalmazhatjuk, a következ®

módon. (Bérczi, Gács, Sz®nyi [1], 2002:59)

Egy m × n-es mátrix minden eleme 0 vagy 1. Legfeljebb hány egyest

írhatunk a mátrixba, ha semelyik két sor és két oszlop mind a négy keresztez®-

dési mezejében nem állhat egyes?

5.3.1. Zarankiewicz problémája m = n esetén

A maximálisan beírható egyesek számának becsléséhez most tehát egy

n×n-es mátrixot vizsgálunk, melynek sorait tekintsük úgy, mint n dimenziós

vektorokat: ~a1, ~a2, ..., ~an. Megállapíthatjuk, hogy i 6= j esetén ~ai · ~aj éppen
a két sorban azonos helyen elhelyezked® egyesek számát adja. Ez a szám

50



csak 1 vagy 0 lehet, különben a mátrixban lenne két olyan sor melynek két

oszloppal vett keresztez®désében mind a négy helyen egyes áll. Mindezek

alapján felírhatjuk a következ®, (1) becslést.

• (~a1 + ~a2 + . . .+ ~an)2 =
∑n
i=1 ~ai

2 + 2
∑
i<j ~ai ~aj ≤ E + n(n− 1),

ahol E az egyesek száma a mátrixban. Jelöljük a k. oszlopban szerepl®

egyesek számát αk-val. Ekkor nyilvánvalóan E = α1 + α2 + . . . + αn és

~a1 + ~a2 + . . .+ ~an = (α1, α2, . . . , αn), így

• (~a1 + ~a2 + . . .+ ~an)(~a1 + ~a2 + . . .+ ~an) = α2
1 + α2

2 + . . .+ α2
n.

Felhasználva a számtani és négyzetes közép közti egyenl®tlenséget kapjuk:

• E2

n
= (α1+α2+...+αn)2

n
≤ α2

1 + α2
2 + . . .+ α2

n = (~a1 + ~a2 + . . .+ ~an)2 ≤
≤ E + n(n− 1);

vagyis E2 − En− n2(n− 1) ≤ 0, ahonnan kapjuk a következ®, (2) becslést:

• E ≤ n+ 2
√
n2+4n2(n−1)

2
= n

2
(1 + 2

√
4n− 3).

Ezek szerint megközelít®leg E ≤ n 2
√
n egyes lehet a mátrixunkban.

5. Tétel (Reiman). n × n-es 0-1 mátrixban legfeljebb n
2
(1+ 2
√

4n− 3) egyes

lehet, ha nincs két-két olyan sor és oszlop, amelynek keresztez®dési meze®iben

mind a négy helyen egyes áll.(Bérczi, Gács, Sz®nyi [1], 2002:60)
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Ezek után azt szeretnénk megvizsgálni, hogy mikor állhat (2) becslésünk-

ben egyenl®ség. A kérdés tehát az, hogy milyen n-re és hogyan tudjuk el-

helyezni az n × n-es mátrixban ezt az n(1+ 2√4n−3)
2

darab 1-est. El®ször is
2
√

4n− 3-nak (páratlan) egésznek kell lennie, azaz 4n − 3 = (2k + 1)2, így

n = k2 + k + 1. Másrészt tudjuk, hogy a számtani és négyzetes közép

között csak akkor áll fenn egyenl®ség, ha minden tag megegyezik, azaz α1 =

α2 = . . . = αn; valamint, hogy (1) becslésünkben egyenl®ség akkor lehet, ha

∀i 6= j : ~ai ~aj = 1. Ezen utóbbi állításnak ugyanúgy teljesülnie kell az osz-

lopokra is, a mátrixunk szimmetriatulajdonsága miatt, hiszen a sorok és osz-

lopok szerepe felcserélhet®. Összegezve a következ® 5 állítással foglalhatjuk

össze az egyenl®ség feltételeit.

1. n = k2 + k + 1

2. Minden oszlopban ugyanannyi, pontosan k + 1 darab egyes szerepel.

3. Minden sorban ugyanannyi, pontosan k + 1 darab egyes szerepel.

4. ∀i 6= j : ~ai ~aj = 1

5. Ha bi jelöli az i. oszlopvektort, akkor ∀i 6= j : ~bi~bj = 1.

5.3.2. Zarankiewicz problémája, ha m 6= n

Most vizsgáljuk meg, hogy milyen fels® becslést tudunk adni a beírható

egyesek számára, ha nem négyzetes mátrixot vizsgálunk, vagyis m 6= n.

Jelöljük di-vel az i. sorban szerepl® egyesek számát. Nyilvánvalóan i =

1, 2, . . . , n. Az egy sorban lév® egyes-párok száma pontosan
∑n
i=1

(
di

2

)
, ami

viszont legfeljebb
(
m
2

)
lehet, mert bármely két oszlophoz legfeljebb egy olyan

sor lehet, melynek az oszlopok által meghatározott mez®iben egyes áll. Ezek

alapján kapjuk:
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• ∑n
i=1 d

2
i −

∑n
i=1 di ≤ m(m− 1).

Használjuk fel most is a számtani és négyzetes közép közötti egyenl®tlenséget:

• ∑n
i=1 d

2
i ≥

(
∑n

i=1
di)

2

n
, így

• E2

n
− E ≤ m(m− 1), ahol E =

∑n
i=1 di.

Az egyenl®tlenséget rendezve kapjuk:

• E ≤ 1
2
(n+ 2

√
n2 + 4nm(m− 1)).

Természetesen, ha a kapott egyenl®tlenségbe m helyére n-et írunk, akkor

megkapjuk az n = m esetben kapott becslést. Most is elmondhatjuk, hogy

az egyenl®ség teljesüléséhez szükséges, hogy a számtani és négyzetes közép

segítségével felírt becslésnél egyenl®ség legyen, azaz a di-k mind egyenl®ek,

vagyis minden sorban ugyanannyi egyes szerepel. Másrészt
∑(

di

2

)
=
(
m
2

)
,

ha bármely két oszlophoz pontosan egy olyan sor van, amire teljesül, hogy

ebben a sorban mindkét oszloppal vett keresztez®dési mez®ben egyes áll.

5.4. Zarankiewicz problémája páros gráfokkal

A probléma páros gráfok segítségével a következ®képpen fogalmazható meg

(Kiss, Sz®nyi [6] 2001:187).

Legfeljebb hány éle lehet egy 2n csúcsú páros gráfnak, mindkét osztá-

lyában n pont van, ha nem tartalmazhat négy hosszú kört? A mátrixokkal

való szemléltetést és a gráfos megfogalmazást a következ®képpen lehet megfelel-

tetni egymásnak: a mátrix n sora a páros gráf egyik osztályában, n oszlopa
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pedig a gráf másik osztályában lév® pontoknak felel meg. Két pont között

futó él a mátrixban azt jelenti, hogy a két pontnak megfelel® sor illetve oszlop

keresztez®dési mez®jében egyes áll, ha két pont között nem fut él a gráfban,

akkor a mátrixban a megfelel® keresztez®dési mez®ben nulla áll. Ekkor a

páros gráfban egy négy hosszú kör éppen azt jelentené, hogy a mátrixban

négy darab egyes található az 5.3-ban megfogalmazott nem megengedett mó-

don, illetve így elhelyezked® négy darab egyes a mátrixban mindig egy négy

hosszú kört realizál a páros gráfban.

Az 5. (Reiman) tételben szerepl® becslés a páros gráfokkal történ® szem-

léltetés segítségével is megkapható. (Kiss, Sz®nyi [6], 2001:186.) Egyrészt

megszámoljuk egy, a fentebbi megfogalmazásban szerepl® páros gráfban az

úgynevezett cseresznyéket, vagyis az olyan élpárokat, amelyekben az éleknek

van közös csúcsa. Mivel páros gráfunk nem tartalmaz négy hosszú kört, il-

letve csak a két, egyenként n pontot tartalmazó osztály között mehet él, ha az

élpárok szabad végeinél számoljuk meg a cseresznyéket, akkor maximum 2
(
n
2

)
cseresznyét számolhatunk meg. (Ha létezne két olyan cseresznye, amelyeknél

megegyeznének a szabad élvégek pontjai, akkor létezne a gráfban négy hosszú

kör.) Másrészt megszámolhatjuk a gráfban lév® cseresznyék számát a közös

csúcs szerint is. Ha a G gráfban lév® pontok, v ∈ V (G) fokszámát deg(v)-vel

jelöljük, akkor a cseresznyék száma éppen

∑
v∈V (G)

(
deg(v)

2

)
=
∑
v∈V (G)

(deg(v)−1)(deg(v))
2

Felírhatjuk a következ® becslést:

∑
v∈V (G)

(deg(v)−1)(deg(v))
2

≤ 2
(
n
2

)
∑

v∈V (G)
(deg(v)2−deg(v))

2
≤ 2n(n−1)

2∑
v∈V (G) deg(v)2 ≤ ∑v∈V (G) deg(v) + 2n(n− 1)

Felhasználva, hogy
∑
v∈V (G) deg(v) = 2e, ahol e a gráfban lév® élek számát

jelöli, kapjuk, hogy:
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∑
v∈V (G) deg(v)2 ≤ 2e+ 2n(n− 1)

Használjuk fel a számtani és négyzetes közép közötti egyenl®tlenséget:

∑
v∈V (G)

deg(v)

2n
≤
√∑

v∈V (G)
deg(v)2

2n

( 2e
2n

)
2 ≤

∑
v∈V (G)

deg(v)2

2n

2e2

n
≤ 2e+ 2n(n− 1)

e2 − ne− n2(n− 1) ≤ 0

Vagyis megkaptuk az 5.3.1-ben szerepl® becslést.
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6. Szakköri terv Zarankiewicz problémájának

tárgyalásához

6.1. Ötödik óra: Ismerkedés a Zarankiewicz problémá-

val

A diákok már lényegében találkoztak a problémával a negyedik szakköri órán,

amikor is a másodrend¶ síkok számát vizsgáltuk, és a bizonyítás során kizár-

tuk a 8. ábrának megfelel® kon�gurációt.

1. A 5.1.-ben leírtak alapján felvázolnám a diákok számára, hogy mi is a

Zarankiewicz probléma. Ha a diákok maguktól nem ismernek rá, hogy

mi a kapcsolat az el®z® órán tárgyalt rész és eközött a probléma között,

akkor is mindenképpen felhívom rá a �gyelmüket, hiszen fontos, hogy

lássák, hogy miért is foglalkozunk ezzel a problémával.

2. Elengedhetetlen, hogy ábrával is szemléltessük a problémát, tehát, hogy

megmutassuk, mi is a nem megengedett konstrukció, és egy-két konkrét

példával szemléltessük, hogy hogyan is választhatunk ki rácspontokat.

3. A diákokkal közösen megvizsgálhatjuk ezek után az n = 1, n = 2, n = 3

eseteket. Els® lépésként akár az m-nek is adhatunk konkrét értéket, és

így konkrét példán gondolhatjuk végig, hogy hány rácspontot tudunk

maximálisan kiválasztani. Fontos, hogy a diákokat megpróbáljuk rávezet-

ni, hogy milyen logika alapján érdemes vizsgálni a különböz® lehet®sége-

ket. Konkrét esetvizsgálattal felvet®dhet, hogy pl. n = 3 esetben

érdemes külön vizsgálni, ha van olyan oszlop, amiben mindhárom rács-

pontot kiválasztjuk, illetve ha nincs ilyen. Ábrák felrajzolásával, a

különböz® esetek színessel való kiemelésével a diákok számára nem

okozhat problémát a különböz® esetek megértése. Ezek után házi fela-

datként feladnám a diákoknak házi feladatként, hogy gondolkodjanak

el az n = 4 eseten.
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6.2. Hatodik és hetedik óra: Fels® becslés Zarankiewicz

problémájára m = n esetén

1. Az óra elején a feladott házi feladat megoldását beszéljük meg. Ha van

olyan diák, akinek sikerült megoldania a feladatot, akkor ® ismerteti

azt. Elég valószín¶, hogy ha nincs is olyan diák, akinek az egész fe-

ladatot sikerült végigszámolnia, de többen eljutnak a megoldás egy

pontjáig, tehát például addig, hogy két estre bonthatjuk a feladatot

az alapján, hogy van-e olyan oszlop amelyikb®l mind a négy pontot

kiválasztjuk, vagy nincs. A diákokkal tehát lényegében közösen tudjuk

megbeszélni a megoldást.

2. Ezután ismertetném a diákokkal, hogy hogyan lehet a problémát mát-

rixok segítségével megfogalmazni. Természetesen itt szükség van néhány

új fogalom bevezetésére.

• Maga a mátrix egy speciális táblázatnak tekinthet®, ebben az eset-

ben pedig ráadásul egy m× n-es 1-0 mátrixot vizsgálunk, azaz az

m sorból és n oszlopból álló �táblázat� minden mez®jében egy

egyes vagy egy nulla áll.

• Másrészt szükségünk van rá, hogy a mátrix sorait külön-külön

vizsgáljuk, amikor is ugyanúgy számolhatunk velük, többdimenzi-

ós vektoroknak tekintve ®ket, mint két-, illetve háromdimenziós

vektorokkal. Tekintsük az ~x = (x1, x2, . . . , xn) és az

~y = (y1, y2, . . . , yn) n-dimenziós vektorokat. A következ®képpen

írhatjuk fel ezen vektorok összegét, skalárszorosát illetve skaláris

szorzatát.

� ~x+ ~y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)

� λ~x = (λx1, λx2, . . . , λxn), ahol λ tetsz®leges valós szám

� ~x~y = x1y1 + x2y2 · · ·+ xnyn
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• Természetesen konkrét példán is megmutathatjuk a most de�niált

m¶veleteket a diákoknak. Például tekintsük az ~x = (1, 3, 4, 5, 2)

illetve az ~y = (1, 1, 7, 0, 2) 5 dimenziós vektorokat, illetve legyen

λ = 2.

� ~x+ ~y = (1 + 1, 3 + 1, 4 + 7, 5 + 0, 2 + 2) = (2, 4, 11, 5, 4)

� λ~x = (2 ∗ 1, 2 ∗ 3, 2 ∗ 4, 2 ∗ 5, 2 ∗ 2) = (2, 6, 8, 10, 4)

� ~x~y = 1∗1 + 3∗1 + 4∗7 + 5∗0 + 2∗2 = 1 + 3 + 28 + 0 + 4 = 36

• Megállapíthatjuk, hogy ugyanúgy, mint a már tanult két-, illetve

háromdimenziós vektorm¶veleteknél, itt is két vektor összege, il-

letve egy vektor számszorosa szintén vektort eredményez, min-

damellett két vektor skaláris szorzata egy szám. A skaláris szorzás

két- és három-dimenzióban ismert m¶veleti azonosságai itt is érvé-

nyesek maradnak.

3. Ezek után áttérhetünk a 5.3.1.-ben tárgyalt becslés levezetésére. Most

is el®ször egy konkrét példa segítségével kezdjük el a levezetést. Legyen

például n = 5, az adott A mátrix pedig a következ®:

A =



1 1 0 1 0

0 1 1 0 0

0 0 1 0 0

1 0 1 0 1

0 1 0 0 0


Ekkor a sorok a következ® vektorokat határozzák meg:
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• ~a1 = (1, 1, 0, 1, 0)

• ~a2 = (0, 1, 1, 0, 0)

• ~a3 = (0, 0, 1, 0, 0)

• ~a4 = (1, 0, 1, 0, 1)

• ~a5 = (0, 1, 0, 0, 0)

Ha a diákok az így felírt vektorokkal maguk végzik el a szükséges

számításokat, akkor könnyebben megértik a bizonyítás néhány

fontos lépését. A diákokat 5 csoportra oszthatjuk, és mindegyik

csoportban két szorzást adunk fel feladatnak. Az egyik szorzás két

különböz® vektor skaláris szorzata, például ~a1 ~a2, a másik pedig

valamelyik vektor négyzete, például ~a1
2. Miután a diákok ezeket

kiszámolták, minden csoport nyilvánvalóan arra az eredményre

jut, hogy ha különböz® vektorokat szoroznak össze, akkor pon-

tosan az azonos helyen szerepl® egyesek számát kapják meg, ha

pedig önmagával szoroznak meg egy ilyen vektort, akkor az ered-

mény éppen az egyesek száma az adott vektor felírásában.

Ez a konkrét példa az αk bevezetésekor is segítségünkre lehet, az

A mátrix esetében például α1 = 2, α2 = 3, α3 = 3, α4 = 1, α5 = 1.

Nyilvánvalóan ezek összege megadja a mátrixban összesen szerep-

l® egyesek számát.

Hasonlóan a konkrét példánk segítségével számítsuk ki el®ször a

~a1 + ~a2 + . . . + ~an = (α1, α2, . . . , αn) összefüggést, vagyis írjuk fel

a diákok segítségével, hogy

~a1 + ~a2 + ~a3 + ~a4 + ~a5 = (1 + 0 + 0 + 1 + 0, 1 + 1 + 0 + 0 + 1,

0+1+1+1+0, 1+0+0+0+0, 0+0+0+1+0) = (2, 3, 3, 1, 1) =

(α1, α2, α3, α4, α5),

majd ezután az általános formulát.

Nyilvánvalóan az (1) becslést:

(~a1 + ~a2 + . . .+ ~an)2 =
∑n
i=1 ~ai

2 + 2
∑
i<j ~ai ~aj ≤ E + n(n− 1)

is érdemes el®ször konkrét n-re, például a már felírt n = 5-re
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felírni, és ebb®l általánosítani. A kett®s szorzatok összeszám-

lálásánál is érdemes el®ször az n = 5 esetet megvizsgálni, és ebb®l

általánosítani az n(n−1)
2

kifejezésre.

Szükség van még a számtani és négyzetes közép közötti egyen-

l®tlenség általános alakjának felírására is, azaz, hogy
a1+a2+···+an

n
≤ 2
√

a2
1+a2

2+···a2
n

n
.

4. A levezetés mindezen plusz információk ismeretében már könnyen végig-

vezethet® a diákok segítségével. Amikor megkaptuk a formulát, kiszámít-

hatjuk, hogy n = 5-re milyen fels® becslést ad a képlet. Ez az érték

12, 8. Az általunk felírt A mátrixban szerepl® egyesek száma csak 10,

így a diákok egy következ® feladata az lehet, hogy próbáljanak meg

egy olyan, a feltételeket kielégít® 5× 5-ös mátrixot felírni, amelyben a

lehet® legtöbb egyes van, ami nyilván nem lehet több, mint 12. Ilyen

mátrix például B:

B =



1 1 0 0 0

1 0 1 0 0

1 0 0 1 0

1 0 0 0 1

0 1 1 1 1


5. A diákok érdekl®dési körének illetve el®képzettségének megfelel®en, ter-

mészetesen szerepelhet a szakkörön a mátrixos becslés helyett, vagy azt

kiegészítve, a páros gráfok segítségével kapott becslés is. Illetve az is

elképzelhet®, hogy csupán érdekesség szintjén említeném meg, hogy

milyen becslést lehet adni Zarankiewicz problémájára, és csupán felvá-

zolnám, de nem számoltatnám a diákokkal végig, hogy milyen módon

lehet a megadott becslést kiszámolni.
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6.3. Nyolcadik óra: Zarankiewicz problémájának

különböz® modelljei

Ez az óra lényegében egyfajta összefoglalása a Zarankiewicz problémával

kapcsolatban elhangzottaknak. Ezen az órán arra próbálok meg rávilágítani,

hogy egy matematikai problémának számos különböz® megközelítése lehet-

séges. El®ször az elmúlt órán kapott egyenl®tlenséget vizsgálnám még tovább

a diákokkal, arra a kérdésre keresve a választ, hogy mikor állhat egyenl®ség

a kapott kifejezésben.

1. Az óra elején tehát az el®z® órákon tanultak rövid átismétlése után, az

5.3.1.-ben leírtak azon részét mondanám el, amelyek az egyenl®ség tel-

jesülésének feltételére vonatkoznak. Amennyiben szükséges, természete-

sen újra segítségül hívható az elmúlt órákon szerepl® A illetve B mátrix.

A kapott feltételek összefoglalása és felírása azért fontos, mert gyakor-

latilag rögtön rávilágít a korábbi órákon az illeszkedési táblákról, illetve

a véges projektív síkokról tanultakkal való kapcsolatra.

2. Az eddig említett megközelítések (mátrix, illeszkedési tábla, páros grá-

fok) mellett még szerepelt az órán a rácspontokkal való szemléltetése

is a problémának, ennek rövid átismétlése után megemlíteném még

a Zarankiewicz probléma halmazokkal történ® szemléltetését is. A ta-

nulók számára a legelvontabb, és legnehezebben értelmezhet® megközelí-

tés valószín¶leg ez a legutóbbi, halmazos értelmezése a problémának.

Annak megmutatása, hogy a két probléma tulajdonképpen megegyezik,

például a következ® módszerrel lehetséges. Tekintsük most a következ®

n = 5 elem¶ H halmazt: H = {a1, a2, a3, a4, a5}. Ennek akarjuk hat

részhalmazát kiválasztani. Írjuk fel a következ® 5× 6-os C mátrixot:
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C =



a1 a1 a1 a1 a1 a1

a2 a2 a2 a2 a2 a2

a3 a3 a3 a3 a3 a3

a4 a4 a4 a4 a4 a4

a5 a5 a5 a5 a5 a5


Ebben a mátrixban az oszlopok feleljenek meg a részhalmazoknak, még-

pedig úgy, hogy egy 5×6-os, 1-0 mátrixban minden olyan helyen álljon

1-es, ahol a C mátrixban ezen a helyen olyan ai áll, amely az adott

oszlophoz tartozó részhalmazban benne van, minden más helyen pedig

nulla. Legyen például az els® részhalmaz H1 = {a1, a3, a4}, a második

részhalmaz H2 = {a1, a2, a5}, a harmadik részhalmaz H3 = {a3, a5},
a negyedik részhalmaz H4 = {a1}, az ötödik részhalmaz H5 = {a3},
végül pedig a hatodik részhalmaz H6 = {a2}. Ekkor az ezen részhal-

mazokhoz tartozó 1-0 mátrix a következ® D mátrix.

D =



1 1 0 1 0 0

0 1 0 0 0 1

1 0 1 0 1 0

1 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0


.

Ezzel tehát egy egyértelm¶ megfeleltetést tudtunk adni a két megközelí-

tés között, ez természetesen tetsz®leges n és m esetén is m¶ködik. Így

összesen öt megközelítési módot vizsgáltunk meg a diákokkal Zarankie-

wicz problémájára. Házi feladatként szerepelhet például a rácspontok

segítségével vizsgált néhány speciális eset (például n = 3, 4) más mód-

szerrel történ® meggondolása.
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