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Bevezetés

Az utébbi évek biztositasi cséd elméletével kapcsolatos kutatdsai a csod idejé-
nek momentumainak a meghatdrozasara fokuszaltak. Lin és Willmot (1999, 2000)
tovébb fejlesztették Gerber és Shiu (1998) eredményeit, és olyan rekurziv eljarast
hoztak 1étre, mellyel a csod idejének momentumaira explicit kifejezések nyerhetdk,
amennyiben a csddvalészintiségre 1étezik explicit képlet. Egidio dos Reis (2000) meg-
alkotott egy rekurziés médszert a cséd idejének momentumainak a kiszamitasara a
diszkrét idejli kockazati modellekben, és ezt arra hasznélta, hogy kozelitse vele ezen
momentumokat a klasszikus folytonos ideji kockazati modellekben. Mig Picard és
Lefévre (1998) a klasszikus kockézati modellt vette alapul a kozelité megoldasok
eléallitasahoz, de diszkretizdlt karnagysag-eloszlassal. Végiil Dickson és Waters
(2002) megmutattak, hogyan hasznalhaték Lin és Willmot (2000) eredményei a cséd
idejének momentumainak kozelitésére akkor, amikor nem létezik explicit képlet a

csodvaldszintiségre.

A biztositasmatematika egyik kiemelt témakore a klasszikus kockazati model-
lek, ennek az alapjait tekintjiik at a dolgozat elsé fejezetében. A legalapvetobb
kockazati folyamat a klasszikus rizikéfolyamat, ami leirja a biztositéintézet pilla-
natnyi tokéjének idobeni alakulasat, mely a leegyszertisitett modellekben a kezdeti
tokébol, a dijbevételbol és a negativ karkifizetésbol tevédik Ossze. Az Osszetett
kockazati modellekben a karszam és a karokkal kapcsolatos kifizetések a véletlen-
tol fiiggd mennyiségek, melyek meghataroznak egy véletlen tagszamu Osszeget, az
aggregalt karkifizetés nagysagat. Megjegyezziik, hogy a dolgozatban egyszertisités
végett roviden csak karnagysagot fogunk irni, ezalatt mindig a karkifizetés nagysagat
kell érteni. Az Osszetett geometriai farokeloszlas a kockazati modellek szamos fon-
tos mennyiségének leirdsara alkalmas. A témakor egyik alapkérdése, hogy milyen
valoszintiséggel vesz fel a biztositointézet pillanatnyi tokéje negativ értéket, vagyis
mekkora a tonkremenés valészintisége. Latni fogjuk, hogy a cs6dvaldsziniiség is egy
osszetett geometriai eloszlasi valoszintiségi valtozd, a maximalis aggregdlt veszteség

farokeloszlasaként adodik.



Az Osszetett farokeloszlasra azonban altalaban nem adhato zart képlet, ezért a
masodik fejezetben az approximalasat tizzik ki célul. Azt az altalanosabb esetet
vizsgaljuk, amikor a kirszam aszimptotikusan geometrikus eloszlasi, ugyanis ekkor
az Osszetett farokeloszlas rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy aszimptotikusan
exponencialis. A Tijms-approximacié alapotlete az, hogy az aszimptotikus értéket
egy korrekcios taggal egészitjiik ki ugy, hogy az igy nyert kozelités a pontos értéket
vegye fel a 0 helyen, varhaté értéke egyezzen meg az eredeti varhaté értékkel, és
a megfeleld aszimptotikus viselkedés is megmaradjon. Altaldban a korrekcids ta-
got ugy valasztjuk, hogy a kozelités két exponencialis eloszlas kombindaciéjaként
all el6. Belatjuk, hogy eloszlasok egy nagyobb osztalyanal teljestilnek a Tijms-
approximéciéval kapcsolatban elvart tulajdonsagok, raadasul bizonyos esetekben a
kozelités a pontos értéket is visszaadja.

A harmadik fejezet téméaja a csod idejének varhatd értékének, illetve maga-
sabb momentumainak a meghatarozasa azon feltétel mellett, hogy a cséd biztosan
bekovetkezik. Ehhez bevezetjiik a nem teljes feldjitasi egyenletet, és belatjuk, hogy
a megoldasa kifejezheto a megfeleld Osszetett geometriai farokeloszlas segitségével,
illetve hogy az Osszetett geometriai farokeloszlas felirhaté egy nem teljes felijita-
si egyenlet megoldasaként. A csod idejének Laplace-transzforméltja egy Osszetett
geometriai farokeloszlas, igy kielégiti a nem teljes felijitasi egyenletet. Ezen tu-
lajdonsag felhasznalasaval vezetjiik le az altalanos formulat a cséd varhato idejére.
Végill megadjuk a tonkremenés varhato idopontjanak Tijms-approximécidjat, vala-
mint ismertetjiik a magasabb momentumaira vonatkozé altalanos formulakat is.

Specidlisan feltessziik a negyedik fejezetben, hogy a karnagysageloszlds expo-
nencialis, illetve két exponencidlis eloszlas kombinacidja. Ezen eloszlas feltevések
mellett ugyanis explicit képlet is elérheto a csodvaldszintiségre, mely az altalanos for-
mulak szerves részét képezi. Emiatt az altalanos formula leegyszeriisodik, konnyen
szamithato explicit képletté alakul. El6szor az egyszeriibb, rekurziv tton torténd
meghatarozast tekintjik at, majd bonyolultabb eszkozok segitségével érjiik el az
explicit képletet. Abban az esetben is sikeriil explicit képletet szolgaltatnunk a
varhato értékre, amikor az Osszetett farokeloszlas exponencidlisok kombinacidjaként
all elo, mely eredmény azért jelentos, mert a Tijms-approximécié is rendelkezik ezzel
a tulajdonsiggal.

Altaldban azonban a csodvaldszintiségre nem adhaté explicit képlet, hogy eb-
ben az esetben mihez kezdhetiink, azzal az 6todik fejezet foglalkozik. Az altalanos
formulakat at kell alakitanunk gy, hogy az integraldsi tartomany véges legyen,
mert ekkor alkalmazhatunk integral kozelité Osszegeket. Az improprius integralok

helyét a maximalis aggregalt veszteség momentumai veszik at, melyek egyszeriien



szamithatok a karnagysageloszlds momentumaibdl. Mivel a csédvalészintiség egy
Osszetett farokeloszlas, kozelito értékei a karnagysag eloszlasanak diszkretizalasa
utan a Panjer-rekurzio segitségével szamithatok. fgy mar minden feltétel adott
ahhoz, hogy numerikus szamitasokat végezziink a csod idejének varhaté értékére és
szorasara vonatkozoan kiilonbozo eloszlasfeltevések, és paramétervalasztasok mel-
lett. A Matlab programban megvalésitott szamitasok eredményeit a fejezet végén
tablazatok és abrak szemléltetik. Az eredmények pontossdganak ellenorzésére az

el6z6 fejezetek soran megalkotott explicit képleteket alkalmazzuk.



1. fejezet

Kockazati modellek

A kockazati modellek témakore a biztositasmatematikaban kiemelt jelentOséggel
bir. A klasszikus kockédzati modellekben a biztositéintézet pénzforgalmat egy olyan
leegyszertisitett modell segitségével irjuk le, melynek épitéegységei a biztositd alapto-
kéje, a biztositottak altal befizetett dij, és az ennek fejében a biztositottaknak
jaré karkifizetések. A biztositéintézet pillanatnyi tékéjét megadd kockazati fo-
lyamatot klasszikus rizikéfolyamatnak nevezziik. A biztositasi portfélio aggregalt
karkifizetésének nagysaga az Osszetett kockazati modellek segitségével irhato le. Az
aggregalt karnagysdag farokeloszlasa megadja, hogy milyen valészintiséggel lesz a biz-
tositasi portfolié kara egy bizonyos érték folott. Az Osszetett farokeloszlas vizsgalata
azért fontos, mert ez hatarozza meg a biztositd csédjének valdszintiségét és varhato

idejét. Jelen fejezet a [2] konyv eredményein alapszik.

1.1. Osszetett kockazati modellek

Egy biztositasi portfolio aggregalt kdranak modellezésére széles korben alkalmaz-
nak Osszetett eloszlasokat. A véletlen tagszamu osszegben a szamlalé valdszintiségi
valtozo reprezentélja a biztositasi portfolié karainak szamat, mig a fiiggetlen, azonos
eloszlasu valdszintiségi valtozok sorozata az egymast koveto karok nagysagat adja.

Legyen N szamlédlé valoszintliségi valtozo, a kovetkezo valdszintliség-eloszlassal:
n=P(N=n); n=01,2...,
és farokeloszlassal:

a, = P(N >n) Zpk, n=20,1,2.
k=n+1

A biztositasi témakorben N jeloli a kdarok vagy veszteségek szamat. Tovabba legyen

{Y1,Ys,...} fliggetlen, azonos eloszldsi, pozitiv valdsziniiségi valtozok sorozata,
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melyek fiiggetlenek N-t6l. Legyen a kozos eloszlasfiiggvény, F(y) = P(Y < y),
y > 0, ahol Y tetszéleges Yi-nek felel meg, valamint jeldlie F(y) = 1 — F(y) az
Y val6szintiségi valtozo tilélési fiiggvényét. A tovabbiakban a {p,; n =0,1,2...}
valészintiség-eloszlast karszameloszlasnak nevezziik, mig F'(y) az egyes kdrnagysagok
eloszlasdhoz tartozé eloszlasfiiggvényt jelenti.

Jelolje n = 1,23, ... esetén F*"(y) = P(Y1+---+Y, < y) az n-edik konvolicié
hatvanyhoz tartozé eloszlasfiiggvényt, F (y) = P(Y; + --- + Y, > y) pedig a
farokeloszlast. Fontos lesz a késobbiekben az X = Y] 4 --- 4+ Yy véletlen tagszamu
Osszeg, mely az aggregalt kdrnagysagot adja (N = 0 esetén legyen X = 0). Az X
ugynevezett osszetett eloszlasi valdszinliségi valtozé momentumai az alabbi képletek

alapjan szamithatok:

E<X) = anE<ZY;

N = n> = iw(im) = E(N)E(Y), (1.1)

N:n> Zian(i}/f_i_QZy;y;) =
n=0 =1

i#]

B(X?) =§pE<(iy)

= pu[nE(Y?) +n(n—1)E*(Y)] = E(N)D*(Y) + E(N*)E*(Y), (1.2)

n=0
N = n) =

E(X?) = anE<(Zy;.)
n=0 i=1
- imE(in +3) VY46 ) mn> _
n=0 i=1

i#j ik

= pa[nEY?®) +3n(n - )EY?)E(Y) + n(n—1)(n - 2)E(Y)?] =

= E(N)E(Y?) + [3E(N?) = 3E(N)|E(Y?)E(Y) +

+ [E(N?) = 3E(N?) + 2E(N)|E(Y)®. (1.3)

Jelolje az X Osszetett eloszldsi valdszintiségi valtozo eloszlasfiggvényét G(z) =
P(X < x). Kénnyen adédik, hogy

G(z) = anF*”(x), x>0, (1.4)
n=0
ahol F*O(z) = 1, és ezért a farokeloszldsra

G(x) = ipnf*n(x), x>0 (1.5)



teljesiil. Altaldban az aggregalt kdrnagysig G(x) farokeloszldsanak kiszdmitdsa a
konvolticiok jelenléte miatt nehéz feladat. Egy lehetséges megoldds X Laplace-

transzformaltjanak felhasznaldsa, melyre a

Be) = 3 B SN = ) = 3BT
n=0 n=0

=S (T = S =602 (1

=1

osszefiiggés teljesiil, ahol

az N valészintliségi valtozd generdtorfiiggvénye.
Nézziink is egy példat a G(x) farokeloszlds kiszamitdsara a Laplace-transzfor-

maltra nyert Osszefliggés segitségével. Legyen X 0Osszetett geometriai eloszlast

pn:(1_¢)¢n, 7120,1,2,...

eloszlasu N szamlélo valészintiségi valtozdval és F(y) = 1—e " y > 0 exponencialis
karnagysiag-eloszlasfiiggvénnyel. Ekkor a farokeloszlasra (1.5) alapjan

o0

Gx) =) (1-¢)¢"F"(z), #>0

n=1

adodik, és G(0) = 1 — ¢. Tovabba a Laplace-transzformaltakra felirhaték az alabbi

Osszefiiggések:

E(e™¥) = G(0) + /0 TG = 1— 6+ /O T e acy), (1.7)

E(e‘sy) = / e YdF(y) = / pe”TRYdy = p /j_ o
0 0

Mivel a geometriai eloszlas generatorfiiggvénye

1—¢
Gn(z) = 1——¢z’

(1.6) alkalmazasaval, majd egyszerii atalakitdsok végrehajtasaval a kovetkezd adodik:
- 1-¢  (1-9¢)(u+ts) s p(l —¢)
B(e¥) = - =l =1t
D o 3 M ey g ey T

Ekkor felhasznalva, hogy

p(l = 9) — ~ _ —{s+u(1-9)}y
surie il VG W



teljesiil, behelyettesitiink a fenti kifejezésbe, mellyel X Laplace-transzformaltjara a

kovetkezdt kapjuk eredménytil:
E(e*)=1-¢+ / e~ (1l — ¢)ge MmOy, (1.8)
0

Az (1.7) és (1.8) kifejezések Osszevetésével arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy

az Osszetett geometriai farokeloszlasra a
G(z) = e ni=9x (1.9)

explicit képlet adhaté exponencialis karnagysageloszlas esetén. A késébbiekben ez
az eredmény kulcsfontossagu lesz.
A klasszikus kockazati modelleken beliil megismerkedtiink az 6sszetett kockazati

modellel, igy most mar bevezethetjiik az ezen alapulé klasszikus rizikéfolyamatot.

1.2. Klasszikus rizik6folyamat

A klasszikus kockazati modellekben az egyes biztositdintézetek pillanatnyi tokéje
harom fontos elembdl tevédik Ossze: a biztositottak altal befizetett dij, a biztosi-
t6 kezdeti tokéje, valamint a kareseményekkel kapcsolatos kifizetései. A pillanatnyi
tokét, s igy az Osszkar értékét az ido6 fliggvényében fogjuk vizsgalni, ezért a karszamot
megado N valdszintiségi valtozo is az ido fiiggvénye, vagyis sztochasztikus folyamat.

A klasszikus folytonos idejli kockazati modellekben egy biztositasi portfélié karai-
nak szama, N; A paraméterii Poisson-folyamatot kovet. Az Y7, Y5, ... karnagysag-
eloszlasok pozitiv, fiiggetlen azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok, melyek N; fo-
lyamattdl is fliggetlenek. A kozos eloszlasfiggvényt jelolje H(y) = P(Y < y),
és a kozos varhato értéket E(Y) = fooo ydH (y). Legyen {S;;t > 0} az aggregalt
karfolyamat, melyre Sy = Y) + - -+ Yy, (N; = 0 esetén legyen S; = 0). Nyilvanvalé-
an az S; aggregalt karfolyamat Gsszetett Poisson-eloszlasu. Tovabba {Uy,t > 0} az
ugynevezett rizikdfolyamat, mely a pillanatnyi tokét adja meg, azaz Uy = u+ct — 5y,
ahol u > 0 a kezdeti téke, c = AE(Y)(1 4 0) az egységnyi idére sz6l6 dij, és 0 > 0 a
biztonsagi loading.

Az elkovetkezdkben bevezetjiik a témakor legfontosabb fogalmait, a csodvaldszi-
niséget és a cséd idejét. Azt az eseményt vizsgaljuk, hogy a rizikéfolyamat valamely
idopillanatban negativ értéket vesz fol, ekkor beszéliink tonkremenésrol vagy csédrol.
Az esemény valdszinliségét csodvaldszinliségnek, bekovetkezésének elsé idépontjat a

tonkremenés idejének fogjuk nevezni.
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1.3. Egyensulyi eloszlas

A kovetkezékben tesziink egy rovid kitérot, ugyanis sziikséges bevezetniink egy
fontos fogalmat, az egyensiilyi eloszlast, melyet a késobbiek soran tobbszor is segitsé-
giil hivunk majd. Ezen feliil az egyenstlyi eloszlas momentumait is meghatarozzuk.

Tegyiik fel most, hogy Y val6sziniiségi véltozé varhaté értéke, E(Y') 1étezik és

véges, azaz E(Y) = [ ydF(y) < co. Ekkor parciélis integraldssal kapjuk, hogy

Y—00

/O " ydF(y) = —yF )| + / T Fy)dy = — Tim yF(y) + / T Fy)dy.

Tovabba - -
0< yF(y) =y / IF(z) < / ©dF(z)
Yy Yy

teljesiil, és mivel E(Y) < oo, kovetkezik, hogy

o0

0 < lim yF(y) < lim zdF(z) =0,
y—>00 y—oo J,
azaz lim, ., yF(y) = 0. Igy a
B(YV) = [ Flo)dy (1.10)
0

osszefiiggés adodik, melyet a késobbiekben tobbszor is alkalmazunk majd.
Az (1.10) egyenletet elosztva E(Y )-nal [[*{F(y)/E(Y)}dy = 1 ad6dik, miszerint
fi(y) = F(y)/E(Y) egy stirliségfiiggvény. A megfeleld eloszlasfiiggvény pedig az

Fiy) =1 - Fiy) = / (F()/E(Y))dr, y >0,

melyet F(y) egyensulyi eloszlasfiiggvényének neveziink. Az egyenstlyi eloszlas n-

edik momentumat parcidlis integralassal kapjuk:

© JFly) . yFy) |® [ yTdFy)
/o YE™ = EY)|, +/o (nt DEY) (L11)
yHEy) BT

= T DEY) T s DEY)

(1.12)
Mivel . .
0< yn-i-lf(y) — yn—l—l/ dF(l’) < / l’n+1dF(£L‘)
Y Y

teljesiil, ha E(Y™) = [* 2" dF(2) < oo, akkor

0 < lim y"™F(y) < lim "M dF(z) =0
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adédik. Alkalmazva, hogy lim, ., " F(y) = 0 a kovetkezd osszefiiggést nyerjiik

n > 0 esetén:

o E(Yy"th)
"dF = 1.13
Specialisan az egyensuilyi varhaté értéket kapjuk n = 1-re:
o0 E(Y2>
dF: = . 1.14

Az elkévetkez&kben egy hasznos Osszefliggést vezetiink le F'(y) és Fi(y) kozott.
Parcidlis integrélassal y > 0 esetén azt kapjuk, hogy

/ zdF(z) = —aF (z)| +/ F(x)dr.
y Y y
Alkalmazzuk ismét, hogy E(Y) < oo esetén lim, o, 2F (z) = 0 teljesiil, ekkor
| #dF @) = yF @) + ECOF ), y=0
y

adodik, melyet atrendezve a kovetkezo Osszefliggést kapjuk eredménytil:

_ P(x —y)dF(x
Fl(y):fy ( ng)) ()7

> 0. (1.15)

Az egyensilyi eloszlas felhasznalasdra a kovetkezd alfejezetben sort keritiink,

ahol a csodvalészinliség meghatarozasaval foglalkozunk.

1.4. A csod valdszintisége

Ebben a részben azt a specialis esetet vizsgaljuk, amikor a biztositasi portfolio
karainak a szdma geometriai eloszlast kovet. Az Gsszetett geometriai eloszlas fontos
szerepet jatszik a biztositdsi alkalmazasokban, mert a portfélié maximaélis aggregalt
vesztesége a klasszikus kockazati modellekben Osszetett geometriai eloszlasi. Az
egyik alapveto kérdés a kockazati folyamatok témakorében az, hogy mi a valoszintisé-
ge annak, hogy valamely t iddpillanatban a pillanatnyi toke nagysagat megado
U, folyamat értéke negativva vélik. FEzt az idépontot a tonkremenés, avagy a
cs0d bekovetkezési idejének fogjuk nevezni. Tovabba ravilagitunk arra a fontos
osszefliggésre, miszerint a csédvaldsziniiséget éppen a maximaélis aggregdlt vesz-
teséget megado valdszintiségi valtozo farokeloszlasa adja.

Definidlja 7' = inf{t; U(t) < 0} az els6 olyan id6pontot, amikor a pillanatnyi
t6ke negativva valik, vagyis a cséd bekovetkezésének az idépontjat. Ekkor a i(u) =

P(T < oo) fiiggvény a cséd valdszintliségét adja meg u fiiggvényében. Koénnyen
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belathatd, hogy ¥ (u) egy Osszetett geometriai eloszldsi valdszintiségi valtozo farok-
eloszldsa, nevezetesen ¢(u) = P(L > u), ahol L Osszetett geometriai eloszlasu

0 1 \"
= —| —— = 1.
m=rig(1g) - n=v12 (1.16)

eloszlasu N szamléald valoszintiségi valtozdval és

Hi(y) = / H©/EY) Ly >0, (1.17)

karnagysag-eloszlasfiiggvénnyel, ahol H;(y) a H(y) fiiggvényhez tartozé egyenstilyi
eloszlasfiiggvény. Ezen eredményt a késobbi levezetéseink soran is megkapjuk majd
egy altalanosabb tétel specidlis eseteként.

A H,y(y) fuggvény biztositasi interpretaciéja az, hogy a hozza tartozé valészintisé-
gi véaltozé megadja, mekkora a kezdeti és a pillanatnyi toke kiilonbsége, vagyis a
pillanatnyi toke esésének nagysaga akkor, amikor a pillanatnyi toke el6szor a kez-
deti toke értéke ald megy. Mas szoval az eloszlasfliiggvénye az S; — ct valdszinliségi
valtozonak feltéve, hogy S; —ct > 0és S, —cx < 0,0 < o < t esetén. Az L
valészintiségi valtozot ugy értelmezhetjiik, mint a maximalis aggregdlt veszteséget,

azaz a max;>o{S; — ct} értéket, ugyanis
P(r?gaox{St cl>u)=P(3t>0:5 —ct—u>0) =1

éppen a csodvaloszintiséget adja.
Végezetiil hatarozzuk meg az L valdszinliségi valtozo momentumait. Ehhez az
(1.1), (1.2), (1.3) és (1.13) Osszefiiggéseket haszndljuk fel az alabbiak szerint:

_ E(Y?)
C20B(Y)’

B = [ vte)ds = W) [ty (1.18)

B(L*) = 2/000 p(x)dr = (1.19)

ZE(N){/OOOdeﬂl(y) — [/Oooydﬂl(y)r} +E(N2){/Oooydﬂl(y)}2 =

B 1{E(Y3) B [E(YQ)F} N 2+0{E(Y2) }2 E(Y3) N 1{E(Y2)}2’

T O\3E®Y) |2E(Y) 02 | 2E(Y) OE(Y)

T 30E(Y) | 2

E(L?) = 3/0oo v*)(z)dr = E(N) /OOO v dH, (y) + (1.20)

+ [BE(N?) —3E(N)}{/Oooy2dH1(y)}{/0wdel(y)} +

+ [E(N?) — 3E(N?) 4+ 2E(N)] { /0 N del(y)}S =
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B(YY) | {3(2+6) 3} E(Y3)E(Y?)

T AE(®Y) 02 0| 6{E(Y)}2
6+60+602 32+0) 21(EY?)\°
* { B @ 5} {QE(Y) } -

E(YY  3(EXY?)*® EXYEY?)
= W0E(Y) +Z{9E(Y)} TR P

Az elkovetkezo fejezetekben az elsédleges célunk a tonkremenés idejének becslése
lesz, amennyiben a cs6d biztosan bekovetkezik. A numerikus szamitasaink sordn
felhasznalt képletek fontos épitokovei lesznek a csodvaldszintliség és az L valoszintisé-

gi valtozé momentumai is.
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2. fejezet
Tijms-approximaciok

Az Osszetett eloszlasok bonyolultsaga miatt néhdny specialis esettél eltekintve
altaldban nem adhaté zart képlet az oOsszetett farokeloszlasra, igy a tovabbiakban
ennek az approximaélasaval foglalkozunk. A kovetkezokben attekintésre keriilé app-
roximacio alapotlete Tijms nevéhez flizodik, aki exponencidlisok kombinaciéjaval
kozelitette az Osszetett farokeloszlast. A paraméterek megvélasztasanal azon szem-
pontokat vette alapul, miszerint a kozelités legyen pontos a 0 helyen, és a varhaté
értéke egyezzen meg az eredeti varhato értékkel. Ahogy latni fogjuk, ezen appro-
ximacié nagyon jo eredményeket produkal, amikor a karszdameloszlas aszimptotiku-
san geometrikus. Ekkor az egyes karnagysdg-eloszlasok egy nagy osztalyanal a
kozelito eloszlas aszimptotikus viselkedése megegyezik az eredeti eloszlaséval. Raa-
désul bizonyos esetekben az approximacié az Osszetett farokeloszlas pontos értékeit

is reprodukalja. A fejezet a [2] konyv alapjan késziilt.

2.1. Aszimptotikusan geometrikus eset

Az Osszetett eloszlasok esetében a rekurziv, numerikus szamitasok az utébbi
idében egyre nagyobb figyelmet kapnak, ugyanakkor az aszimptotikus megkozelités
is megfelelé eredményre vezethet. Embrechts, Maejima és Teugels (1985) beldtték,
hogy amennyiben

Pn ~ Cin“@", n — o0
teljesiil, ahol C > 0, —oco < a < 00, és 0 < ¢ < 1, akkor

. Cflxoce—mv

G(x) ~ OB (Ve jarT” T — 00 (2.1)

adodik, ahol k > 0 kielégiti a



egyenletet, ha Y eloszlasfiiggvénye nem récsos. (2.2) az ugynevezett Lundberg-
illeszkedési egyenlet, mely nagy jelentoséggel bir az aszimptotikus vizsgalatok soran.

Tegytik fel, hogy a karszameloszlas, p,,n = 0,1,2,... olyan, hogy
pn ~ C10", n — 0 (2.3)

teljestil, ahol C; > 0 és 0 < ¢ < 1, azaz p,,n =0,1,2,... aszimptotikusan geomet-
rikus. Ekkor, ha k > 0 teljesiti a (2.2) szerinti Lundberg-illeszkedési egyenletet, a
(2.1) aszimptotikus formuldbdl kévetkezik, hogy ha F'(y) nem racsos, akkor

G(x) ~Ce ™™, 1 — 00 (2.4)

teljesiil, ahol
0 -1
C = C’l{/fgb/ ye”de(y)} . (2.5)
0

Mas szavakkal az Osszetett farokeloszlas aszimptotikusan exponencidlis a r illesz-
kedési egytitthatéval, mint paraméterrel.

Definidljuk a G(z) farokeloszlds Tijms-approximaciéjat az aldbbiak szerint:
Gr(r) =1 —py— C)H(x) + Ce ™, x>0, (2.6)

ahol H (z) eloszlasfiiggvény a (0, c0)-en, mely a varhaté érték eléallitasahoz sziikséges

az aldbbiak szerint:
EN)E(YY)=(1-p, — C)/ H(z)dx + = (2.7)
0 K

Az approximacié azon az Otleten alapszik, hogy az aszimptotikus formulat tovabb
fejleszthetjiik, kiegészithetjiik egy korrekcids taggal. Ezt ugy valasztjuk, hogy a
kozelités pontos legyen az x = 0 pontban, azaz egyezzen meg a G(0) = 1 — p,
értékkel, valamint az aszimptotikus értékkel z = oo esetén, vagyis Gp(z) ~ Ce™"®
teljesiiljon, ha x — oo, tovabba a kozelités varhato értéke az eredeti varhaté érték
legyen.

Analitikus vizsgalédasokhoz a H(r) = e™#® megfelel§ valasztés lehet, azaz a

(2.6) kifejezés az aldbbiak szerint médosul:
Gr(r) =(1—py—Cle ™™ + Ce ™, x>0, (2.8)

ahol a (2.7) Gsszefiiggésnek megfeleléen

u=-p,- o e - £ 29)

K

teljesiil a paraméterre.

A kovetkezo alfejezetben a mddositott geometriai eloszlas esetét vizsgdljuk.
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2.2. Moébdositott geometriai eloszlas

Az elkovetkezOkben szeretnénk az eddigi eredményeket egy specialis esetre alkal-

mazni. Amennyiben 0 < py < 1 és

pn=(1—-po)(1—¢)p" ", n=123,... (2.10)

teljesiil, ahol 0 < ¢ < 1, a {py;n = 0,1,2,...} eloszldst mddositott geometriai

eloszlasnak nevezzik. Ekkor a farokeloszlasra

Zpk— 1—po)(1—¢ ¢"Z¢’“ (1—=po)", n=0,1,2,...

k=n-+1
adodik. Ha p, moédositott geometriai eloszldsi, (2.3) egyenldséggel teljesiil, ahol
Ci = (1 —po)(1 — @)/, tovdbbd E(N) = > > ja, = (1 —po)/(1 — ¢). Ekkor a
Tijms-approximéaci6 (2.6) szerinti, és a varhat6 értékekkel kapcsolatos (2.7) feltétel

az aldbbira mddosul:

(1—p)E(Y) _
(1-9¢)

Megjegyezzik, hogy 6sszetett mdodositott geometriai eloszlas esetén, amennyiben

=(1—p,— / H(x dx—l——

a karnagysageloszlds exponencidlis,

G(z) = (1 —pyle T0O°, >0

teljesiil (Isd. [2], p. 110, 7.1.15), tehat G/(x) maga is egy exponencidlis farokeloszlas.
Ekkor a (2.4) kifejezés egyenlGséggel teljesiil minden = > 0 esetén, igy az additiv
korrekcids tag sziikségtelen, azaz C = 1 — p,. Mivel ebben az esetben F(y) =
1 — e ¥EY) 3 (2.2) egyenlet k = (1 — ¢)/E(Y) vélasztéssal teljesiil, valamint a
modositott geometriai eloszlasra, mint lattuk E(N) = (1 — pg)/(1 — ¢) adddik.
Szamunkra elsésorban a nem trivialis eset érdekes, amikor is a farokeloszlast
kozeliteni kell, mert az csak aszimptotikusan exponencialis. A kovetkezo alfejezetben
belatjuk, hogy a Tijms-approximacio egy olyan kozelitést ad, mely megtartja ezt a

tulajdonsdgot, vagyis aszimptotikusan jol viselkedik.

2.3. A Tijms-approximacié tulajdonsagai

Visszatérve az altaldnosabb esethez a kovetkezokben egy aszimptotikus ered-
ményt ismertetiink. ElGszor is sziikségiink lesz két definiciéra. Tegytik fel, hogy az
F(y) eloszlasfiiggvény abszolut folytonos, azaz létezik f(y) = F'(y) striségfiiggvé-
nye, ekkor a hazard ratat a kovetkezoképpen definialjuk:

_fy_ 4
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ahol F(y) = 1 — F(y) jeloli az Y tilélési fiiggvényét. A hazard rdta nagy értékei
vékonyabb farokeloszlast indukalnak. Ezutan eloszlasok egy osztalyat szeretnénk
definidlni. Azt mondjuk, hogy az F(y) eloszlasfiiggvény NWUC (NBUC), ha

Fi(z+y) 2 (<) Fi(y)F(z)
teljestil minden x > 0, y > 0 esetén. Most mar kimondhatjuk a tételt:

2.3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy
— p, aszimptotikusan geometrikus a (2.3) formuldnak megfelelGen, és 0 < ¢ < 1,
— anp < (Z)agp",n=1,2,3,...,
— K > 0 illeszkedési egyiitthaté teljesiti a (2.2) egyenletet,
— C a (2.5) formula szerint adott,

— H(z) abszolit folytonos eloszlasfiiggvény teljesiti a (2.7) egyenletet, és
— pu(z) = =L InH(x), melyre py(00) = limy o0 p(x) > 1/ [° H(z)dx.

Ha az F'(y) nem récsos eloszlasfiiggvény NWUC (NBUC), akkor C' < (>)1 — pg és
a (2.6) Osszefiiggés szerint adott G (z)-re teljesiil, hogy

Gr(z) ~Ce ™, 1z — 0. (2.11)

Bizonyitds. Mivel G(x) < (>) (1 — po)e ™ igazolhaté (Isd. [2], p. 95, 6.1.4 kovet-
kezmény), valamint (2.4) szerint G(z) ~ Ce™® teljesiil, ha 2 — 0o, C < (>)
1 — pg adodik. A tovabbiakban feltessziik, hogy C' # 1 — pg, valamint hogy k #
(1 —9¢)/E(Y) vagy E(N) # (1 — po)/(1 — ¢) teljesiil, ugyanis ellenkez esetben a
modositott geometriai eloszlasnal megemlitett specidlis esetet kapjuk, melyre mar
lattuk, hogy igaz a tétel allitasanak masodik fele is.

Felirhaté az alabbi Osszefiiggés, miszerint

1 1

K pm(oo)

1 g
>~ [ A
K 0
melyet (2.7) felhasznalasaval atalakitva

1 1 1 1—po—C C
- > { — E(N)E(Y) + —}
1
(

i e { 1) (- )} e
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adédik. A feltételekbdl E(N) = S a, < (2)ap 2, ¢" = (1 — po)/(1 — ¢)

kovetkezik, azaz
1 E(N)

1—¢ C1- Do
Mivel F(y) NWUC (NBUC), a definiciéra o = 0 esetén F(y) < (>) Fi(y) adédik.
Ezt felhaszndlva belathat6 az aldbbi Gsszefiiggés (Isd. Ross (1996) eredményei):

> (<)0. (2.13)

1 B > Ky - e _ f()Oo 6Hde(y) —1
S| eare <) [ eanp) - 2
. -1 11-¢
6 =) EW) T 4 RED)
% - f% > (<) 0. 21

Mivel kK = (1—¢)/E(Y) és E(N) = (1—po)/(1—¢) nem teljesiilhet egyszerre, (2.13)

és (2.14) kozil legalabb az egyik kifejezésben szigori egyenlétlenség van, amibél a
1 B(Y) 1 E(N)

S Sl E(Y — 0 2.15

(-123) e -10n) 79 (219)

Osszefiiggés kovetkezik. Mivel 1 — pg — C > (<)0 és (2.15) teljesill, a (2.12)

egyenlStlenség jobb oldala pozitiv (negativ) eléjelii kifejezések hanyadosa, igy po-
zitiv. Tehat

o
£ (00)

kovetkezik, azaz pg(oo) > k adddik. Eszerint puy(x) > k teljesill minden elég nagy

>0

x esetén, melybdl az [°(puy(x) — k) de = oo vagy ekvivalensen lim, o €™ H(z) = 0
Osszefiiggéshez jutunk. Végezetiil (2.6) alapjan lim, ., e**Gr(z) = C adédik, vagyis
belattuk, hogy (2.11) teljesiil. m

A G(x)-re ad6dé (2.6) approximacié nagyobb (kisebb), mint a (2.4) szerinti a-
szimptotikus eredmény, mivel 1 — p, — C' > (<) 0 teljesiil, és a kozelités aszimp-
totikusan jol viselkedik  — oo esetén, amennyiben F'(y) NWUC (NBUC). A mér
kordbban is megemlitett H(x) = e #* fiiggvénnyel a tétel megfelels feltételei tel-
jesiilnek. Ezzel a specialis valasztassal bizonyos feltevések mellett minden z-re re-

produkéalhaték G(x) valdi értékei, ahogy azt a kovetkezd tételben latni fogjuk.

2.3.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy p, aszimptotikusan geometrikus a (2.3) formuldnak
megfelelGen, és 0 < ¢ < 1, a k > 0 egyiitthaté teljesiti a (2.2) egyenletet, valamint
I~ yemvdF (y) < oo. Ha F(y) nem récsos, és

G(r) = Aje ™7 4 Age 2% >0 (2.16)
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teljesiil, ahol A; # 0, Ay # 0, és Ry # Ry, akkor G(z) = Gr(x), ahol Gr(z) a (2.8)

Osszefiiggés szerint adott a (2.9) szerinti p-vel.

Bizonyitds. Mivel a feltételekben kikotottiik, hogy (2.3) és (2.2) teljesiil, a (2.4)
Osszefiiggés is fennall, ekvivalensen lim, ., €"*G(z) = C, ahol C' (2.5) szerint adott.

Feltehetd, hogy Ry > R, ekkor (2.16) felhasznéldsdval azt kapjuk, hogy

lim ef2*G(z) = lim <A16_(R1_R2)x + A2> = As.

T—r00 T—00

Ekkor sziikségképpen Ry = k, ugyanis amennyiben Ry # k,

lim ef*G(z) = C lim ef2=r)®
T—00 T—00

teljestilne, ami 0, ha Ry < K, és 0o, ha Ry > K, de ez nem lehetséges. Ry = xk miatt
Ay = O, gy (2.16) 4talakul a G(z) = Aje~ ™% + Ce™"® 2 > 0 kifejezéssé. Az x =0
behelyettesitésével azt kapjuk, hogy 1 —pg = A1 + C, azaz Ay =1 —py — C. A

varhaté értékre

o l—p—C C
E(N)E(Y) = / Glz)de = — 20—~ L =
0 R1 K
adodik, ebbdl kifejezhetjiikk R;-et:
C 71
R = (- m-0fEem) - £}

miszerint (2.9) alapjan Ry = p. m

Osszegezve a fejezet legfébb eredményeit elmondhaté, hogy a Tijms-approximé-
cié produkalja a megfelel6 aszimptotikus viselkedést, mind az NWUC és NBUC
osztalyoknal. Rdadasul bizonyos specidlis esetekben az approximécié G(x) pontos

értékeit is visszaadja.
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3. fejezet

Nem teljes felujitasi egyenlet

A nem teljes felujitasi egyenlet az alkalmazott valészintiségszamitas szamos kii-
16nbo6z6 teriiletén megjelenik, példaul 1ényeges szerepet jatszik a biztositasi kockazat
elméletében is. Szamunkra azért nagy jelentéségli, mert a klasszikus kockazati mo-
dellek bizonyos fontos, a cséd idejéhez kapcsolddé mennyiségei felirhatok egy nem
teljes felujitasi egyenlet megolddsaként. Az elézd fejezetek soran mar foglalkoz-
tunk az Osszetett geometriai eloszlassal és megismerhettiik szamos hasznos tulaj-
donsédgat is. A tovabbiakban feltarjuk a kapcsolatot a nem teljes feltjitasi egyenlet
és az Osszetett geometriai eloszlas kozott, miszerint az Osszetett geometriai farok-
eloszlas tekinthetd egy nem teljes feltjitasi egyenlet megolddsaként, illetve a nem
teljes felijitasi egyenlet megoldasa kifejezhetd a megfelel6 6sszetett geometriai farok-
eloszlés segitségével. Ezen kapcsolatnak koszonhetéen a nem teljes felijitasi egyenlet
megoldasanak approximaldsdhoz alkalmazhatok azok a kozelité eredmények, melyek
az Osszetett geometriai farokeloszlasra addodtak.

A fejezet masodik részében bevezetjiik a varhaté diszkontalt biintetés fliggvényét,
melynek specialis esetei kozé tartoznak a csodvaldsziniliség, a csod idejének Laplace-
transzformaltja és a cséd bekovetkezésekori deficit momentumai. Ezutan belatjuk,
hogy a varhato diszkontalt bilintetés megkaphatd egy nem teljes feltjitasi egyen-
let megoldésaként. Megbizonyosodhatunk arrdl is, hogy a cséd idejének Laplace-
transzformaltja nem csak egy nem teljes felujitasi egyenlet megoldasa, hanem egy
Osszetett geometriai farokeloszlas is egyben. Mindezek felhasznélasaval sikeriil meg-
hataroznunk a tonkremenés varhato idépontjat feltéve, hogy a cséd biztosan beko-
vetkezik. Végezetiil a cs6d véarhaté idejének becsléséhez alkalmazzuk a Tijms-

approximaciot. Ezen fejezet a [2] konyv eredményeit dolgozza fel.
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3.1. A nem teljes feltijitasi egyenlet néhany tulaj-

donsaga

Ebben az alfejezetben a nem teljes feldjitasi egyenlet és az Osszetett geometriai
eloszlas kozotti kapcsolatra mutatunk rd. Majd ezt felhaszndlva megadjuk a nem
teljes feldjitasi egyenlet megoldasanak Tijms-approximaciojat.

Tegyiik fel, hogy 0 < ¢ < 1 teljesiil, valamint jelolje F'(y) [0,00)-en vett el-
oszlasfiiggvény ujfent az egyes kdrnagysigok eloszlasat. Az m(x) teljesiti a nem

teljes felujitasi egyenletet, amennyiben
—6 [ mle = p)iF@) +ola), 220, (3.)
0

ahol v(z) a [0, 00)-en folytonos fiiggvény. Ez az egyenlet meghatérozé szerepet tolt
be a biztositasi kockazat elméletében. Sziikségiink lesz a mar emlitett Osszetett

geometriai eloszlas G(x) eloszlasfiiggvényére, melyre az alabbi teljestil:

[e.e]

Gx) =) (1-¢)¢"F (), x>0 (3.2)

n=1

A most kovetkezo tételben kifejezziik m(z)-et a G(x) eloszlasfiiggvény segitségével.

3.1.1. Tétel. A (3.1) egyenlet m(x) megoldasa a kdvetkezo alakra hozhaté:

m(z) = ﬁ /Oxv(x —1)dG(y) + v(z). (3.3)

Bizonyitds. A geometriai eloszlds generatorfiiggvénye Gn(z) = (1 — ¢)/(1 — ¢z),
igy az (1.6) és (3.2) Osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy

1—¢

g(s) = m,

ahol
g(s):/o e *dG(z) + G(0) és f(s):/o e **dF(x)

a megfelel6 Laplace-transzforméltak. Ekkor a (3.1) egyenletbdl kiindulva kapjuk,

hogy . \a
| o= [ 1—¢(f = 1—¢/

Ezen kifejezés inverz Laplace-transzforméltja éppen (3.3).

Mivel az el6z6 fejezetek soran G(z) szamos tulajdonsagat belattuk, sokkal hasz-
nélhatébb Osszefliggésre tehetnénk szert, ha sikeriilne kifejezni m(z)-et dG(y) helyett
G(x) fiiggvényeként. A kovetkezd tétel erre vonatkozik.
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3.1.2. Tétel. Amennyiben v(x) differencidlhatd, a (3.1) egyenlet m(z) megoldédsa
a kovetkez6 alakra hozhato:

o - 2060 - o [Ge -t @9)

Bizonyitas. Parcialis integralassal adodik, hogy

| vt =ndc) = [ o =G0, ~ [ e 0wy -

m(zx) =

—(@)G(0) ~ v(0)Ga) - [ v = Gy

Mivel G(0) = ¢, a (3.3) egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy

ta) = 12 {onle) = 00)G) — [ e = Gy + o(o)

ami éppen a (3.5) kifejezéssel egyezik meg. m

A (3.1) egyenlet egy specidlis megoldédséra tehetiink szert megfelel6 v(x) vélaszta-
sa esetén. A (3.4) kifejezés és Feller (1971) eredményének felhasznélasaval belathato

az alabbi Osszefiiggés :

/meswa<x)dx:1<1_i>: 0 1-J() 3
0 s 1—of(s) 1—0f(s) §

melyet atrendezve

1—f(s)
s
adodik, melybdl inverz Laplace-transzformécioval a kévetkezd egyenlethez jutunk:

~6 [ Gl —n)ir@) +oF@). >0 (3.7)

Ismerjiik fel, hogy (3.7) éppen a (3.1) kifejezés v(x) = ¢F(x) vélasztissal, amikor is

az m(x) = G(z) a nem teljes feltijitasi egyenlet egy lehetséges megoldasat adja.

A kovetkezékben a (3.1) szerinti nem teljes felujitasi egyenlet m(z) megoldédsét
szeretnénk kozeliteni a Tijms tipusu approximdciok segitségével. Ehhez sziikségiink
lesz a mar korabban emlitett Lundberg-illeszkedési egyenletre:

/0 " eIdR(y) = glb. (3.9)

Amennyiben (3.8) fennéll és F(y) nem racsos, a (2.1) Osszefiiggésbdl kovetkezik,
hogy G(x) ~ Ce " teljesiil z — oo esetén, ahol

1-¢

€= ok [ yervdF (y)
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mivel geometriai eloszlds esetén C; =1 — ¢ és a = 0. A (2.8) Tijms-approximacio

G(x)-re ebben az esetben Gr(z), melyre
Gr(z)=(p—Cle ™™ +Ce™™, 1>0 (3.9)

teljestil, ahol (2.9) alapjan

N=(¢—C){%/Omde(y)—g}l (3.10)

K

adédik felhasznélva, hogy E(N) = ¢/(1 — ¢).
Az m(x)-re vonatkoz6 Tijms-approximéciot a kovetkez6képpen definidlhatjuk a

(3.3) egyenletnek megfeleléen:

() = ﬁ /Omv(x —y)dGr(y) + v(z), x>0, (3.11)

Derivélva a (3.9) kifejezést G/(y) = —G(y) = pld — C)e ™ 4+ kCe ¥ adddik,

melyet felhaszndlva (3.11) az aldbbi kifejezéssé modosul:

my(z) = ﬁ /x (o — CYe HE=2y(2)dz + ﬁ ’ KCe @ 2y(2)dz + v(z) =
—¢Jo — ¢ Jo
— M —p ’ 1y KO e [° Ky
=1 e /0 eMu(y)dy + . <Z56 /0 eu(y)dy +v(z), x>0.

Az elobbiekkel teljesen megegyez6 modon, parcidlis integraldst alkalmazva belathato,
hogy (3.11) a kévetkez6 alakra hozhato:

mrla) = ola) + 1L One) ~ 1 [

amikor is v(y) derivdlhaté. Ez éppen a (3.5) kifejezésnek megfeleld, amennyiben
G(x)-et Gr(x)-re, illetve G(x — y)-t Gr(z — y)-ra cserédljiik.

Gr(z —y)v'(y)dy,

Ravilagitottunk tehat az osszetett geometriai farokeloszlas és a nem teljes feliji-
tasi egyenlet kapcsolatara, melynek segitségével a kovetkezo részben kiszamitjuk a

tonkremenés idejének momentumait.

3.2. A csod ideje

Ebben az alfejezetben az eddigi eredmények keriilnek felhasznalasra a csod var-
haté idejének meghatarozasahoz. Amikor a tonkremenés idopontjarol beszéliink, azt
mindig azon feltétel mellett értjiik, hogy a csdéd véges idon beliil biztosan bekovet-
kezik. Eloszor bevezetjik a varhaté diszkontalt biintetést, majd megbizonyoso-

dunk arrol, hogy kielégiti a nem teljes feldjitasi egyenletet. Meghatdrozzuk a hozza
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tartozo megfelelé farokeloszlast, mely éppen a varhaté diszkontdlt biintetés egy
specidlis esete, a cséd idejének Laplace-transzformaltja lesz. Ezek utan kifejezziik a
Lundberg-illeszkedési egyenletet egy sokkal egyszerlibb alakban. Végiil a Laplace-
transzformalt derivaltjanak felhasznélasaval sikeriil meghataroznunk a cséd varhato
idopontjat. A nem teljes felijitasi egyenletre alkalmazott Tijms-approximécié segit-
ségével egy kozelité megoldast is szolgaltatunk a tonkremenés varhato idopontjara.
Ezen felil ismertetjiik a csod idejének magasabb momentumaira vonatkozoé for-
mulédkat is.

A tovébbiakban definidlja |Ur| a deficitet a cséd bekdvetkezésekor, ahol T a cséd
bekovetkezésének idépontja. Minket a deficit egy nemnegativ fiiggvénye, w(|Ur|)
érdekel. w(x)-re tekinthetiink gy, mint egyfajta biintetésre, amikor a deficit éppen

|Ur| = z. Ekkor legyen
() = B{e " Tuw(Un)I(T < 00))

a varhato diszkontalt biintetés, ahol u a kezdeti téke, és 6 > 0 a diszkont faktor.
m(u) egyes specidlis esetekben fontos mennyiségeket jelol. Példaul 6 = 0 és w(z)=1
esetén éppen a 1(u) csédvalészintiségre egyszertisodik, illetve a § = 0 és w(x) = a*
vélasztassal a deficit k-adik momentumat kapjuk eredményiil. A késébbiekben m(u)

segitségével fogjuk meghatarozni a cséd bekovetkezési idejének momentumait is.

A6

Y2

3.1. dbra. y(z) = A(z) és ya(x) = A+ § — cx fuggvények

Elészor is legyen ;L(S) = fooo e **dH (z) a kdrnagysag-eloszlasfiiggvény Laplace-
Stieltjes-transzforméltja, és tekintsiik az yy(z) = Mi(x) és yo(x) = X\ + 0 — cx
figgvényeket, melyek a 3.1 dbran lathaték. Ha § > 0, akkor y»(0) = A+ 4§ >
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A = y1(0). Mivel yj(z) < 0 és y/(z) > 0 teljesiil x > 0 esetén, az y;(z) = ya(z)
egyenletnek egyetlen pozitiv p = p(J) gyoke van a (0, ’\M) intervallumon, vagyis p-ra
az alabbi kifejezés teljesiil:

Ma(p) = A+ 6 — cp. (3.12)

Ha § = 0, akkor 41 (0) = y2(0) és y1(0) = —=AE(Y) > —c = y5(0) teljesiil, igy p=0 az
egyetlen nemnegativ gyok. Ezen p = p(§) mennyiség fontos szerepet jatszik a m(u)
fliggvény analizalasdaban, ahogy azt az elkovetkezokben latni fogjuk.

Gerber és Shiu (1998) megmutatték, hogy m(u) az alabbi alakra hozhaté:

=2 [Cmta—) [T e ity + oo (3.13)

= 2en / e / " w(t — y)dH(t)dy. (3.14)

A kovetkezokben errol fogjuk beldatni, hogy egy nem teljes felijitasi egyenlet. Sziiksé-

ahol

giink lesz a hatralévé élettartam 1 — H(y + t)/H(t) eloszlésfiiggvényére, valamint

az F(y) eloszlasfiiggvényre, amit a kovetkezéképpen hatédrozunk meg:

e Hy i o f e H

Fy) = 2 p—= =2 : 3.15

(v) Jo e PtH(t)dt Jo e PtH(t)dt (3.15)

tovdbbd az egyensiilyi eloszlds H|(t) = H(t)/E(Y) sﬁrﬁségfiiggvényére Vegyiik
ismét a Laplace-Stieltjes-transzformaltat, miszerint h1 fo e S'dHy(t), és de-

rivaljuk a (3.15) kifejezést. Ekkor az [~ e "' H(t)dt = ( Vhi(p) sszefiiggés fel-

hasznaldsaval a kovetkezd adddik:
H(y) — pe [* e P H (t)dt
E (Y);ll(l))

Parcialis integralassal kapjuk, hogy
/ pe T (1)dt — eV (y) — / eI AH (1),
Yy Yy

melyet behelyettesitve
e’V [ e Pt dH (t)
Flly) = —— (3.16)
E(Y )b (p)

adodik, majd ezt atrendezve az
[ enran ) = By )
y

Osszefiiggéshez jutunk. Visszatérve a (3.13) egyenlethez, és behelyettesitve a most

nyert kifejezést, m(u) fiiggvény a kévetkez6képpen médosul:

() = 22 [P ) Py + o)
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Tudjuk, hogy ¢ = AE(Y)(1 4+ 0), igy (3.13) a kovetkez6 alakra hozhato:

i / " — y)dF(y) + o(u),

ahol ~

hl 1%

)
1+6

Mivel 0 < ¢ < 1 teljesiil, sikeriilt beldtnunk, hogy m(u) kielégiti a nem teljes

(3.17)

felujitasi egyenletet. Tovabba felhasznélva a

A 1 9

c EY)1+60)  BEXY)h(p)

Osszefliggést, a v(u) fliggvényre vonatkozé (3.14)

o) = — /epy/ w(t — y)dH (t)dy. (3.18)

kifejezésre mddosul.

A tovabbiakban feltarjuk a kapcsolatot a m(u) varhaté diszkontalt biintetés és a
megfelelé G(u) farokeloszlas kozott, melyet a (3.2) képlettel definidltunk. Ezen kap-
csolat hasznunkra lesz a késébbiekben a tonkremenés idopontjanak momentumainak

a kiszamitasaban.
3.2.1. Tétel. Legyen 6 > 0 esetén
G(u) = E{e™TI(T < 0)}, (3.19)

vagyis G(u) a vérhaté diszkontalt biintetés w(z) = 1 vélasztéssal. Ekkor G(u) azon
Osszetett geometriai eloszlas farokeloszlasa, melyre

o0

Glu) =Y (1-¢)¢"F " (u),

n=1
ahol ¢ a (3.17), és F(u) a (3.16) kifejezés szerint meghatarozott. Mas széval G (u)

éppen az m(u)-hoz tartozé megfelelé farokeloszlas.

Bizonyitds. A (3.18) Osszefiiggésb6l w(z) = 1 és (3.15) felhaszndldsdval

/ ery / dH (t)dy = ¢ o H (y)dy — $F(u)

v(w) fooo e~PYH (y)dy

:f ePyH

adodik. gy (3.1) megoldésa éppen m(u) = G(u) (Isd. (3.7)). m

Specidlis esetként megemlitendd, hogy § = 0 esetén G(u) éppen a (u) =
E{I(T < o0)} csédvaldsziniiséget adja. Mivel 6 = 0 esetén p = 0, hy(0) = 1,
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valamint F'(y) = H(y)/E(Y) = H}(y) adédik, ezért ¢ = 1/(1+6) és F(y) = Hy(y)
teljestil. Tehat megkaptuk, hogy a csédvalészintiség egy Osszetett geometriai farok-

eloszlas, melyre

0 (LY 0.1.2
n: s n = s Ly 4y
=1 9\150

és a karnagysag-eloszlasfiiggvény H;(y), mely megegyezik az els6 fejezetben ismer-

tetett eredményekkel.

Ahogy azt korabban mér lathattuk, a G(u)-ra vonatkozé aszimptotikus eredmé-
nyek meghatarozasahoz sziikség van a k > 0 egytitthatora, mely kielégiti a Lundberg-
illeszkedési egyenletet, azaz

1 ~ > oy
ng(—/f):/o e™dF (y). (3.20)

A (3.20) egyenlet egyszeriibb alakban is kifejezhetd, az aldbbiakban ezt ismertetjiik.
Elészor is a (3.16) és a hy(p) = {1 — h(p)}/{pE(Y)} Osszefiiggések felhasznaldsaval

végezziik el a kovetkezo atalakitasokat:

. o [ _Syepyfyoo e P'dH (t) B
f<s>=/0 e F(y)dy—/o oy =

— P /OO —(s—p)y /OO —pt
=— e e P'dH (t)dy. (3.21)
1 —h(p) Jo y

Parcialis integralassal kapjuk, hogy

oo [ee) 1 [e.e]
/ e_(s_p)y/ e Pt dH (t)dy = / e P'dH (t) —
0 y S§—=pPJo

%© o—(s=p)y h(s) — h
- / ¢ e PIAH (y) = h(s) — hp)
o S—p p—s

)

melyet befrva a (3.21) kifejezésbe, az alabbi eredményre jutunk:

; p h(s) =h(p)
p=s 1-Mhp)

A most nyert formuldt behelyettesitve a (3.20) egyenletbe

p h(=K)—h(p) (1+6)pE(Y)

PR 1—hp) 1~ h(p)

adédik a (3.17) és a hy(p) = {1 — h(p)}/{pE(Y)} Gsszefiiggések felhasznéldsaval.
Egyszertisités utan kapjuk, hogy



melyet atrendezve
A(—=r) = Mh(p) = c(p + k)

teljesiil, és végezetiil (3.12) alkalmazasaval az aldbbi egyenletet kapjuk eredményiil,

mely tehat ekvivalens a Lundberg-illeszkedési egyenlettel:
M(—K) = A+ 0 + cr. (3.22)

Megjegyezziik, hogy (3.22) szerint —k negativ megoldésa a (3.12) egyenletnek.

Ertelmezziik most a § diszkont faktort tigy, hogy G(u) egy Laplace-transzformalt
§ paraméterrel. Ekkor vehetjilk a G(u) kifejezés § szerinti derivaltjat, melynek
felhasznalasaval megadhatjuk a tonkremenés idejének els6 momentumat, vagyis a
cs6d varhaté bekovetkezési idejét feltéve, hogy ez véges. Tovabba sziikséglink lesz

az aldbbi lemmara.

3.2.1. Lemma. A G(u) = E{e™TI(T < c0)} fiiggvény kielégiti a

G(u) = é /0“ Gu—y)7(y, p)dy + % /OO 7(z, p)dx, (3.23)

egyenletet, ahol
7(y, p) :/ e PUYAH(t). (3.24)
y

Bizonyitds. A (3.13) Osszefliggés (3.24) felhasznédldsaval a kovetkez6 alakra hozhato:

Gy =2 / Gl — y)r(y, p)dy + o(u).

C

[gy csak azt kell megmutatnunk, hogy ebben az esetben v(u) = A/c [ 7(z, p)de.
A 3.2.1 tétel kovetkeztében v(u) = ¢F(u) = ¢ [° F'(z)dx teljesiil. Ezért (3.16) és
(3.17) Osszefiiggéseket alkalmazva a kovetkezd adddik:

e’ [ZePtdH(t)  [FePUNdH(t) X

oF (@)= EV)inp)  BOO(+0) =cT@e). .

Most mar minden sziikséges eszkoz a rendelkezésiinkre all ahhoz, hogy meg-
hatarozzuk a cséd varhaté idopontjat azon feltétel mellett, hogy a tonkremenés

véges idon beliil biztosan bekovetkezik.

3.2.2. Tétel. A csod varhaté bekovetkezési ideje az alabbi képlettel adhatéo meg:

E{TI(T <o)} _ t(u)
E(T|T < o0) = P <o) = b

(3.25)
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ahol 1 (u) kielégiti a nem teljes feltjitédsi egyenletet:

Ui(u) = 1+9/ Yi(u — x)dH: (x / U(x (3.26)
és az alabbi 6sszefugges segitségével adott:
E(Y?)
o) = s [ ot oo [ots- SEduw). e

Bizonyitds. Induljunk ki a 3.2.1 lemmabdl és differencidljuk a (3.23) kifejezést §

gaéagm B /0 {%@w _ y)}T(y, )y +

(5) / Ol y)a%T(y, iy /0) [ ) a%T(y, Py, (3.28)

A (3.12) Gsszefiiggés 0 szerinti differencidlasaval AW (p(6))p'(6) = 1 — ¢p/(8) adédik,
tovabbé mivel p(0) = 0 és h/(s) = — IS zem*dH (z) teljesill, azt kapjuk, hogy

szerint:

o) =2 [ :cdH<a:>}p'<o> — AB(Y)H(0) = 1 - (0),
melyet atrendezve a
§(0) = {e— AE(V)} ' = (AB(Y)(1+0) — NE(Y)} ! = DOB(Y)}!

eredményre jutunk. Tovdbba a (3.24) kifejezésbdl kiindulva (1.15) felhasznaldsaval

azt kapjuk, hogy

8 oo _ _ oo

g, W Pllo=o = —/ (t=y)e "TVAH (t)]mo = —/ (t=y)dH(t) = —E(Y)Hi(y).
y y

Vegyiik észre, hogy 11 (u) = E{TI(T < 00)} = —%G(u)]s—0. Igy a (3.28) kifejezés

0 = 0 esetén felhasznalva, hogy 7(y, 0 f dH(t) =1 — H(y) és G(u)|s=0 = ¥ (u)

teljesiil, a kovetkezoképpen modosul

S /{ 1w — )Y (y)dy +

T L =BT W+

i /\GEl(Y) /u (B )} dy.

Tovabba atrendezéssel, majd egyszerti atalakitasok révén a fenti egyenlet a kovetkezo

alakra egyszeriisodik:

1+6/ Yn(u—y)dHh(y) +

4 E/0 (u— y)ﬁl(y)dy + P /uoo Hl(y)dy
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A (3.26) Osszefliggés mar kénnyen adddik, amennyiben sikeriil beldtnunk az

alabbit:
9/ »(y dy—/wu— YH, (y dy+/ Hi(y (3.29)

Induljunk ki a (3.7) egyenletb6l, mely 6 = 0 esetén a kovetkez6 alakra médosul:

(1+6)y /zp —z)dH,(z) + H1(y)

felhasznalva, hogy ¢ = hy(0)/(1+6) = 1/(1+6). Integraljuk a fenti kifejezést u-tél

oo-ig:
a+0) [ vty = [ [Cow- o+ [T Ty,

majd bontsuk ki az elsé tagot az integralas sorrendjének felcserélésével:

/JOO /Oyd’(y — 2)dH; (z)dy =

// U(y — x)dydH, (x //1/1 — 2)dydH, (z) =
/ U(y)dydH, (v / / U(y)dydH, (z) =

// Y(y)dydHy (x) + Hy(u /w

Helyettesitsiik vissza a most nyert kifejezést:

w+0) [ oy = [ [ v + T [ vy [T Ty

ezutan integraljuk parcialisan az elso tagot:

[ ] v dnt- )i -
— / U(y)dyH, (x /wu—xfh x)dx
— [ vy - T / oy + [ o= o)

Ezt visszahelyettesitve

+0) [ vtn= [ vty + / - oo+ [ iy

adodik, melybél mér egyenesen kovetkezik (3.29). Tehét a (3.1) egyenlet fennall,
vagyis teljestil a nem teljes felijitdsi egyenlet m(x) = (), ¢ = 1/(1 4+ 0) és
v(z) = [ (t)dt/c valasztassal.
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A megoldas a (3.5) Osszefiiggésbol kiindulva a kovetkez6 alakba irhaté:

1+9/¢d_ﬂ{/wdx} 1+9/¢ux

Ez éppen a (3.27) képletet adja mivel (1+6)/(6c) = (14 0)/{OAE(Y)(1+0)} =
1/{NE(Y)} teljesil, és [° 1 (x)da az Gsszetett geometriai eloszlds vérhatd értéke,
mely (1.14) szerint a E(YQ)/{QHE( )} kifejezéssel egyenlé. m

Megjegyezziik, hogy 1(u) konnyen szamithat6 (3.27) alapjan, amennyiben a
karnagysdgeloszlas exponencialis, hiszen ebben az esetben a csédvalészintiségre 1éte-
zik explicit képlet, melyet az elso fejezetben meg is adtunk. Tehat ebben a specialis
esetben a tonkremenés véarhaté idépontja egyszeriien meghatarozhaté. Mivel ¢ (u)
értékének kiszamitasa altalaban komplikaltabb feladat, a tovabbiakban szeretnénk

approximalni a c¢sod varhato bekovetkezési idejét.

3.2.1. Példa. Tiyms-approximdcio a cséd varhato idejére
A (3.9) Osszefiiggésnek megfelelen a tonkremenés valdszintisége az aldbbiak szerint
kozelitheto:

Yr(u) = Cre™" 4 Ce™™,

ahol .
Cl - m - O,
és (3.10) alapjan
EY? o)
"= Cl{Q@E(Y) N E} ’

ugyanis ¢/(1 — ¢) = 1/60 és (1.14) szerint [~ ydH,(y) = E(Y?)/{2E(Y)} teljesiil.
Tovébba, amennyiben a (3.25) és (3.27) sszefiiggésekben 1 (u)-t r(u)-ra cseréljik,
az alabbi approximaciot nyerjiik a cséd varhaté bekovetkezési idejére:
fo Yr(u — 2)Yp(z)de + [ Yp(z)da _ E(Y?)

ME(Y )ir(u) 20{E(Y)}*

E(T|T < o)

Kiintegralva a fenti kifejezéseket

[e.e]

Yr(x)de = / (Cre™™% + Ce™™)dx =

u

{ C(1 C - 01 —K1U C
= e (&
valamint
/ Ur(u— x)r(x)de = / (Cre~m=2) 4 Cemru=2))(Ore™™® 4 Ce™ @) dx =
0 0
:/(CQ ﬁ1u+cvce K1 (u—2x) HI+CC€HU z)— /41:1:_’_02 fﬁu>xz
0
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e
= C?ue ™" + 01 Ce " [

—RU —RkK1U —K1U —RU
e ™ e ™

= Cue™" + C,0——— — C1C e, —cao, ; — + e
- M~

K1 — KR K1 — KR R — R1

adodik, melyekbdl egyszerti algebrai atalakitasok révén a

Ci(Crut o= 25+ C(Cut - Z)e™  B(Y?)

K1—K K—K1

NE(Y)(Cre v + Cer) 2002{E(Y)P

E(TIT <o0)~
kozelitést kapjuk eredményiil. m

Végezetiil az alabbi egyszerti fels6 korlatot ismertetjik a tonkremenés varhato

idopontjara.

3.2.1. Kovetkezmény.

1 ({20EY)u—E
B(TIT < 00) < )\QE(Y){ 20E(Y) / vl dx}

Bizonyitds. Brown (1998) megmutatta, hogy az Osszetett geometriai eloszlds el-
oszlasfuggvénye NWU, azaz ¢ (u — x)i(x) < ¢ (u) teljesil. Ennek felhaszndlasaval

a 3.2.2 tételbdl mar konnyen adodik a becslés, miszerint

113 [ 5 [ Se- 25)
E<T|T<OO)_A9E}( { /w 291(5( ))}

A cs6d bekovetkezési idejének magasabb momentumai is meghatarozhaték az

el6z6eknek megfeleléen, vagyis a G (u) Laplace-transzformalt § szerinti derivéltjainak
segitségével. A momentumokra az alabbi rekurziv osszefiiggés adhato:

B{TMI(T < o)} _ ti(u)

BT <o) ==Fm gy = o)’

k=234,...,
ahol 1y (u) kielégiti a nem teljes felujitdsi egyenletet:

Ur(u) = /wku—xdﬂl /wkl de, k=2,34,...,

1+0

és az alabbi Osszefliggés segitségével adott:

Yr(u) = )\HE {/@DU T)Yp_1(z d$+/ Y1 (x)dr — /@/Jk1 dx}

(3.30)
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A fenti formula elénye, hogy explicit kifejezést szolgaltat a k-adik momentumra, igy
nem sziikséges a nem teljes feldjitasi egyenletet megoldani.

Ebben a fejezetben sikeriilt megadnunk egy a cs6éd varhaté bekovetkezési idejének
meghatarozasahoz sziikséges képletet, azonban ennek a kiszamitasa, mint lathattuk
nem minden esetben egyszerii feladat. Az elkévetkezokben el0szor megvizsgaljuk az
egyszeriibb esetet, amikor is exponencialis karnagysageloszlas esetén a cs6dvaldszi-
niiségre létezik explicit képlet. Ekkor a tonkremenés idejének momentumaira sokkal
egyszeriibb formuldkat is sikeriil 1étrehoznunk, melyek méar kénnyen szamithaték.
Ezutan ratériink arra a kérdésre, hogy mit lehet tenni altalanosabb esetben, amikor

nem létezik explicit képlet a csddvaldszintiségre.
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4. fejezet

A csod idejének striségfiggvénye
és momentumai exponencialis

karnagysageloszlas esetén

Ezen fejezet célja a tonkremenés idejének momentumainak meghatdrozasa expo-
nencialis karnagysageloszlas esetén feltéve, hogy a cséd biztosan bekovetkezik. Az
el6z6 fejezetben mar levezettiink egy altalanos formulat, azonban ennek a kiszami-
tasa nem minden esetben egyszerli. Felhasznélva, hogy a csédvaldszintiségre l1étezik
explicit kifejezés, ha a karnagysageloszlas exponencidlis vagy két exponencidlis kom-
binacidja, konnyen szamithato képletekre tehetiink szert. El6szor olyan formulakat
ismertetiink, melyek a momentumok rekurziv médon torténd kiszamitasara alkal-
masak. Ezutan a masodik részben exponencialis karnagysag-eloszlasnal hosszadal-
mas szamitasok eredményeként sikeriil el6allitanunk egy még hasznosabb explicit

képletet is.

4.1. Rekurziv kiszamitas

A tonkremenés idejének momentumaira ismertetett képletet exponencialis kér-
nagysageloszlas esetén egyszeriibb alakra hozhatjuk felhasznalva, hogy a csédvalé-
szintiségre explicit kifejezés adhato. Ebben az alfejezetben a momentumokat re-
kurziv médon hatarozzuk meg. Az els6 két momentum esetében zart alakra hozzuk
a képletet, ami ugyanezen az elven a magasabb momentumok esetében is meg-
valdsithato.

Az alfejezet masodik részében ratériink arra az esetre is, amikor a karnagysag-
eloszlas két exponencidlis eloszlas kombindaciéja. Beldtjuk, hogy ebben az esetben

az Osszetett geometriai farokeloszlas is ilyen alakd. A maéasodik fejezetben lathattuk,
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hogy a Tijms-approximécié is rendelkezik ezzel a tulajdonsidggal. A csod idejére
levezetésre keriil6 varhato érték tehat minden olyan farokeloszlasra fennall, mely
két exponencidlis kombindcidjaként {rhaté fel. Ezen alfejezet a [2] konyv, valamint

a [11] és [12] cikkek eredményeire épiil.

Exponencialis eloszlas

Az exponencidlis az egyik legegyszeriibb eloszlas, mégis széles korben hasznaljék,
éppen az egyszeriisége, valamint j6 tulajdonsdgai miatt. Legyen tehat ebben az
esetben H(y) exponencialis kirnagyséag-eloszlasfiiggvény, azaz H(y) = e . A 3.2.1
tétel szerint § = 0 esetén a G (u) farokeloszlds éppen a csédvalészintiséget adja, vala-
mint F(y) = H(y) és ¢ = 1/(1+0) teljesiil. Ekkor (1.9) alapjan a cs6dvaldszintiségre
Y(u) = Ce R adddik, ahol R = pf/(1+0) és C = 1/(1 +6). Tovabba a (3.30)
képletbol kiindulva teljes indukciéval konnyen belathatd, hogy

Y (u) = e Z@M(R]—Q‘W (4.1)

teljesiil megfeleld € konstansokkal. A kovetkezdkben egy rekurziv formuldt szar-
maztatunk ezen C; egyiitthaték meghatdrozdsdra. A (3.30) kifejezést (4.1) behe-

lyettesitése utan tagonként kiértékelve a kovetkezot kapjuk eredményiil:

/Ouw(u—a:)wk_l(a:)dm _R“ZC]k 1/ R;? dr =

k

1 o= Rigit!
e —6_ uZO]7k_1 —' ey
1+46 = (7 + 1! .
_ ~1,~Ru (RU)
— 1+9R ;C] 1,k—1 i

00 Ri+lyjo—Re

. k—1
/ Yp—1(x)de = R™! ch,k—l/ de =
u ]:0 u *

- lRuki(Zle) u)’

j=0 1=j

. k-1 / k-1 (Ru)’ .
_ —1_—Ru Val —Ru __
U)/O Vp-1(z)dr = —R"e ; (;Ci,k—1> R g€ =




Ezek utan az (Ru)?/j! tagok egyiitthatéira felhasznélva, hogy

hopa (1+60)  k(1+06)
ALO N2 cub?
%R—l L1 _ k(1+9)
)\#6 1+6 cpd

teljesiil, az e~f* kifejezéssel valé egyszertiisités utan az aldbbi egyenléségek irhatok
fel:

E

-1

— k(1+6 _
CO,k = ¥ Oi,k—b
cu@ 1=0
— k40| 1 - el
i = uf? |1+ Okt ;Ci,k—ll , J=1,200 0k,

ahol S5 = 0 6s Cog = C = 1/(1 +6). Az els6 két momentum kénnyen meg-

hatarozhato az egytitthatokra felirt rekurziv képletek segitségével:

_ 1460 1
Coa=—"7Coo= ol
— _1+0* 1 4 1
BT 146070 cup?
Ekkor v (u) kiszdmitdsa utan, miszerint
1 1

E{TI(T < o)} = eR“[ (Ru)} ,

JR— + J—
cpub  cub?
az alabbi formulat nyerjiik az els6 momentumra:

Gl I RS S DM TRY
V(u) [cud  cub?(Ru)| cub? -

Teljesen analdég modon kapjuk a méasodik momentum meghatarozasahoz sziiksé-

E(T|T < c0) =

ges képletet is. El0szor kiszamitjuk a megfelelo egytitthatokat a rekurzids osszefiig-

gés segitségével:

—~  20140) = 1 201+0)] 1 1] 20140)7
027 [Cor+Cui) = cpd | cub * cub? |  cue3
20402 1 = ]
Cip= PE [1+900,1+01,1} =
21407 101 N L] 21+0)(1420)
o oepf? |1 4+0cuf  cub®| 21204 ’
— 2(1+6)2 1 — 20+6)* 1 1 2(140)
22 = =

cuf> 1+6 - - cuf? 1+ 0cub?  Auhr’
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majd meghatérozzuk a 1 (u) fliggvényt:

BT < o)) = o[22 004 UL DCE ) (o 20D IR
Ry 2 , (1+6)(1+26 1+ 60 (Ru)?
=€ m{(l—k@) —|—( )é )(Ru)+T—( 2') :|,

melyb6l mar konnyen adédik a mésodik momentum képlete a 1 (u) kifejezéssel vals

leosztas utan:
e fu 9

m 2203

{(1 By (1 +9)él+29) (Ru) + Lo

(1+60)*(1+ 20)
6

E(T?|T < o) =

2 3

(Ru) +

Osszegezve elmondhaté, hogy exponencidlis kérnagysdgeloszlds esetén sikeriilt a
csod idejének elsd két momentumara egyszerii, konnyen szamithaté explicit képletet
szolgaltatnunk. Ez a szamitasi mddszer alkalmazhaté a magasabb momentumok
meghatarozasara is, azonban a rekurzids Osszefliggés miatt a mddszer kivitelezése
egyre nehézkesebbé valik. Még ebben a fejezetben kikiiszoboljiik ezt a problémaét,
és szert tesziink egy zart képletre is. Elotte azonban vizsgaljuk meg azt az esetet is,

amikor a karnagysag-eloszlasfiiggvény exponencialisok kombinaciéja.

Exponencialis eloszlasok kombinacidja

Két exponencidlis eloszlds kombinacidja alkalmas az Osszetett farokeloszldsok
kozelitésére, ahogy azt a Tijms-approximécioknal is lathattuk. Amennyiben a ka-
nagysageloszlas exponencialisok kombinécidja, az Osszetett geometriai farokeloszlas
is vele megegyezo alaki. Ebben az alfejezetben megnézziik, milyen képlet adhaté
a csOd idejének varhato értékére, amennyiben az Osszetett geometriai farokeloszlas
felirhaté exponencialisok kombinacidjaként.

El6szor megnézziik, hogy milyen képlet adhaté az Osszetett geometriai farokel-

oszlasra, ha a karnagysageloszlas két exponencialis eloszlas kombindcidja, azaz
Fly)=1—qe ™Y —(1—q)e ¥ y>0.

Feltehet6, hogy 11 < po. Induljunk ki a (3.6) Osszefiiggésbél, miszerint

o _ 1 _
/ e G (x)dr = 2. &
0 s 1—¢f(s)
teljesiil. Ekkor Y Laplace-transzformaltjara azt kapjuk, hogy
f(s) — / G_Sde(y) — / QMle_(uﬁ_s)y + (1 _ (])MQG_(M2+S)ydy —
0 0

M1 H2
+ (1 — ,
p1+ s ( Q)M2+S

=q
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melyet behelyettesitve a fenti kifejezésbe, majd elvégezve a sziikséges atalakitasokat

e e G e

[t =t w05
S 1 2

: 1—o{ats + (1 0% )

. q(p2 +5)+ (1 —q)(pa + 5)

(1 + 8)(p2 + 5) — dlqua(pz + 5) + (1 — @)z + 5)}

. s+ (1 —q) + pag
s +{(1 = gd)p1 + [1 = (1 — @)@]pa}s + (1 — &) papaa

adodik. A nevezében van egy masodfoku egyenlet, melynek két kiilonbozé valds

=9

gyoke van, mivel a diszkrimindnsa pozitiv:

{111 = q¢) + po[1 — (1 — )@]}* — 4 pia(1 — ) =
= {1 (1 — q®) + p2qd — pia(1 — @)} + 4pagd(1 — ¢)(u2 — 1) > 0.

Legyen a két valés gyok Ry és R,, azaz

§% 4+ {1 (1 = qo) + p2[l — (L = @)@l }s + (1 — @)papio = (s + Ry)(s + Ro)

teljesiil, valamint alkalmazzuk a U = p1(1 — q) + uaq jeldlést. Ekkor G(z) Laplace-

transzformaéltja a kovetkezo alakra egyszertisodik:

s+ W
(s+ Ry)(s+ Ry)’

o0 —
/ e G (x)dr = ¢ -
0
melyet tovabb alakitva a parcidlis tortekre bontas médszerével

o ¢ U—R Ry,—U
sz dr =
\/0 ¢ (Z')l' RQ_R1{5+R1+S+R2}

adodik. A Laplace-transzformalt egyértelmiisége miatt a

O

(U — Ry)e ™" + (Ry — V)e "], u>0
kifejezést nyerjiik a farokeloszlasra. A tovabbiakban alkalmazzuk az alabbi jelolést:
G(u) = Cre” B 4 Coe 24 4 >0, (4.2)

ahol
__ 9 __ 9
R2 — Rl R2 - Rl

A (4.2) formula a G(u) farokeloszldsra nem csak akkor allhat fenn, amikor a

4 (U —Ry), Cy (Ry — ).

karnagységeloszlas exponencialisok kombinécidja, hanem &ltalanosabb esetekben
is. Tovédbbd ha a G(u) farokeloszldsra komplikalt, vagy nem is lehetséges expli-

cit képletet adni, akkor haszndlhatjuk a Tijms-approximéciét, mely szintén a (4.2)
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kifejezésnek megfeleld alaki. A kovetkezdkben csak arra lesz sziikségiink, hogy
G(u) a (4.2) formuldnak megfelelé legyen, igy azt sem sziikséges feltenni, hogy a
karnagysageloszlas exponencidlisok kombinacidja.

Megjegyezziik, hogy ekkor az aldbbi altalanos formula igazolhat6 a vy (u) figg-
vényre:

k W
u) =) [Ajpe "+ Bj,kefR”]ﬁ-
j=0
Az Aj; és Bjy, egylitthatdk rekurzivan hatdrozhaték meg, hasonléan az elézéekben
targyalt exponencidlis esethez. Most csak ¢ (u) eléallitasara szoritkozunk, melyet a
formula és az egyiitthatok kiszamitasa nélkiil is meg tudunk hatarozni.

Mivel a 3.2.1 tétel szerint § = 0 esetén a G(u) farokeloszlds éppen a csédvaldszinii-
séget adja, ¥(u) = Cre v 4+ Che™ 2 teljesiil, és ¢ = 1/(1+6). Innentdl a levezetés
egyes részei meg is egyeznek a csod idejének Tijms-approximéacidjanal latottakkal.
A (3.27) képletet tagonként kifejtve az alabbi adédik:

/ Y(u — x)(r)dr = / Cre v + Che v 4 0y Cpe™ 2 M)z 4
0

+ C’nge_(Rl_R2)xe_R2“da: = C’fue_Rlu + C%ue_RQ“ +

—(R2—R1)x 6—(R1—R2)z

e u u
C1Cp————e 1 O Cy g Rou|
+|:12R1—R26 }O+|:12R2—R16 0
2
= Ciue” ™" + Cue " + —RQCiC}% [ firu — o= H2u]
Cl —er 02 —Rox = _ Cl —Riu 02 —Rou
/ U(x [ +R26 ) = Rle +R2€ ,

/ Y(w)de = — (Cl }?) (Cre v + Che™Fav).
2

Osszegezve a fentieket, és beszorozva az 1/{\E(Y)} = (1 + 0)/(cf) kifejezéssel,
Yy (u) figgvényre az aldbbi képlet adodik:

1
E{TI(T < )} = ;9{02 e~ 4 Cue v 4
(C1 | 200 G O\l r
R TRoR (Rl RQ)Cl T
(C, 20,0, c, G .
+ Ry, R,— R, <31 RQ>O2 }

mely a tonkremenés idépontjanak Tijms-approximaciojanal kapott eredményeknek

megfelel6. A cséd idejének varhatd értéke feltéve, hogy a cséd véges idon beliil
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biztosan bekdvetkezik, a 1 (u) csédvaldsziniiséggel vald leosztas utan azonnal adédik
a fenti képletbdl. Ezt a varhaté értéket kapjuk tehat minden olyan esetben, amikor

az Osszetett geometriai farokeloszlas el6all exponencialisok kombindcidjaként.

4.2. Explicit kiszamitas

A fejezet elsé részében olyan képletet sikeriilt eléallitanunk, mellyel rekurziv
modon hatarozhatok meg a tonkremenés idejének momentumai exponencialis kar-
nagysageloszlas esetén. Most mas oldalrél kozelitjik meg a problémat. El6szor
meghatarozzuk a csod idejének stirtiségfliiggvényét a megfelelo Laplace-transzformalt
inverzidjaval, majd ennek felhasznalasaval kifejezzilk a momentumokat. Hosszas
atalakitasokat végziink olyan mennyiségek segitségével, mint a modositott Bessel-
fiiggvény vagy a Gauss-féle hipergeometrikus sor, mig végiil sikeriil a momentumok
eloallitasara egy explicit, zart formulat nyerntink. Ezen alfejezet Drekic és Willmot
(2003) cikkének eredményeit dolgozza fel.

A cs6d idejének Laplace-transzformaltja, mint lathattuk kielégiti a nem teljes
felujitasi egyenletet, valamint el6all egy Osszetett geometriai farokeloszlas alakjaban

(Isd. 3.2.1 tétel). Mindezt képletekkel megfogalmazva:

f(6) = E{e T I(T < 00)} = ) (1 - ¢)¢"F " (x), (4.3)

n=1

ahol - - —

o Mnlo) _ Jo" e Hy)dy
146 (1+6)EY) ’

melyre p = p(d) a Lundberg-illeszkedési egyenlet egyetlen nemnegativ gyoke, vagyis

(4.4)

/\/ e dH(y) = +3d—cp (4.5)
0

teljesiil, és F (z) azon F(z) eloszlasfiiggvényhez tartozé eloszlas n-edik konvolicié

hatvanyanak farokeloszlasa, melyre

B fooo e P H(z + y)dy

 foeH(y)dy
Abban a specialis esetben, amikor a karnagysageloszlds exponencialis, vagyis

H(z) = e 1 >0, a (4.6) Osszefiiggésre F(r) = H(z) adddik, és (4.3) a kovet-

kezore egyszertisodik az (1.9) képletnek megfeleléen:

F(x)

(4.6)

f(8) = get=0, (4.7)

ahol (4.4) szerint

B fooo 6_(“+P)ydy B m

P=TOEY)  Gir 10
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Tovabbé (4.5) az aldbbiaknak megfelel6en médosul:

)\#/ 6—(u+p)ydy =\+46 — cp,
0

A
—M:A+5—cp,
[+ p

cp? = (A +6 —ep)p—op=0,
és ezen masodfoku egyenlet megolddsara

LA —cp+ (N0 —ep)? + 4dep
N 2c

p

adodik, vagy ekvivalens alakban

A8 —cu+/(A+ 8+ cu)? —4diep
p= :
2c

A kovetkez6 részben invertdljuk a (4.3) szerinti Laplace-transzforméltat, hogy

(4.8)

megkapjuk az f(t) stirliségfiiggvényt, melyre f(8) = J 7 e f(t)dt teljesiil. Ezutén
mar a tonkremenés idejének — feltéve, hogy a cséd biztosan bekdvetkezik — g(t)
strtségfiiggvénye is konnyen meghatarozhato. Invertalas utan az igynevezett modo-
sitott Bessel-fliggvény segitségével a strtségfiiggvényt olyan alakra tudjuk hozni,
melynek felhasznaldsaval végiil sikeriil explicit képleteket eldallitani a momentu-
mokra. Ezek pedig mar nem igénylik a korabbi elemek rekurzivan torténo kiszami-

tasat, mint ahogy azt az el6zo alfejezetben tapasztaltuk.

A csod idejének stirtségfiiggvénye

Miel6tt invertalndnk a (4.3) Osszefiiggés szerinti Laplace-transzformaltat, je-
gyezziik meg, hogy H(y) = e ™ esetén (4.4) és (4.5) felhasznaldséval a kovetkezd
osszefliggésre tehetiink szert:
b= Jo €dH(y) _ Atd—cp

(1+0) A1+ 0)
Mivel ebben az esetben cp = A(1 + 0) teljesiil, a (4.8) Osszefiiggést alkalmazva

1 A+0— A+0 24\
o= Jaiso +0 —cp+ /(N + 6+ cu) o | _
A(1+96) 2
A+ +cp—/(A+ 6+ cp)? —4hep
_ - (4.9)

adodik, igy ¢ explicit reprezentacidjat kapjuk ¢ fliggvényében. Miel6tt a most

nyert kifejezést behelyettesitenénk a (4.7) Osszefiiggésbe, sziikségiink lesz az aldbbi

atalakitasra: -
3 —u(l—9)x —px n x)"
f(0) = pe =9 — o=n qu +1 (Mn') . (4.10)
n=0 ’
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Most mar behelyettesithetjiik a (4.9) kifejezést a (4.10) sszefiiggésbe. Ekkor

,ux)"{)\-l—cﬂ—cu—\/()\+5+cu)2—4/\c,u}n+1 B

e~ n! 2¢cq1
e & (Z)" It
= o ; y {s—Vs*—a®} (4.11)

adodik, ahol s = A+ 0 + cu és a = 24/ Acp.
Jelolje f(t) = L7'[f(0)] az f(0) inverz Laplace-transzformaltjat, és invertaljuk
(4.11) mindkét oldalét:

e

Z 2n L7 {s = V2 =2}, (4.12)

20,u

Az inverz Laplace-transzformalt kiszamitdsdhoz Schiff (1999) formuldjat hasznaljuk

fel, igy arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy

[{3 - \/7}”“} _ O (P 1) (2v/ )" Loy (26 Aep)

(4.13)

teljestil, ahol

a v-ed rendli médositott Bessel—fuggveny. Behelyettesmve a (4.13) kifejezést a (4.12)
Osszefiiggésbe, valamint felhaszndlva ismét, hogy ¢ = A\(1 + ) /p, arra jutunk, hogy

3 (%)"e_k(w)t (n+1)(2WTF8)" Loy 20T+ 0)
2A(1+6) =~  n! t B

6_#z€_>\(2+0)t o0 (n —+ 1)( /;ie)nInJrl (2>\t\/ 1+ 9)
— Z , t>0. (4.14)
tV1+0 = n!

Mivel a csod idejének stirtiségfiiggvényére g(t) = f(t)/¢(x), a csédvaldsziniliségre

pedig ¥ (z) = e % /(1 + 0) teljesiil, ahol R = puf/(1 + 0), az osztés elvégzése utdn a

e mr >

ft) =

kovetkezot kapjuk eredményiil:

V1 & GeTrie e 2240t 2 (n+1 a1 (21 +
glty = YLH0erTe Z( () Lo ) t>0.
t —~ n!

Sikeriilt megfelel6 alakra hoznunk a csod idejének strtiségfiiggvényét, melyet
a tovdbbiakban a momentumok meghatarozasanal alkalmazunk. FEldszor az f(t)
stirtiségfiiggvény felhaszndldsaval kiszamitjuk a i, (z) fliggvényt, melybél a Gauss-
féle hipergeometrikus sort segitségiil hivva, és elvégezve a sziikséges atalakitasokat
explicit kifejezést alkotunk. A cs6dvaldszintiséggel torténd leosztas utdn a tonkre-

menés idejének momentumaira vonatkozé képlet mar azonnal adodik.
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A cs6d idejének momentumai

Legyen ismét oy (x) = E{T*I(T < 00)}, k =1,2,3,... esetén. A ¢y(z) fiiggvény

meghatédrozasahoz felhasznaljuk a (4.14) kifejezést:

_ ®© (n4+1 pr_ \" 00
_ Z ( )(M) / tk—le—)\(2+9)tln+1 (2)\75' /1 + Q)dt
0

n!

A kovetkez6kben alkalmazzuk Gradshteyn és Ryzhik (1994) eredményét, miszerint

()T +o0) }_(V—i-a,l—aij Vil 52 )
@)\ 2 2 @ 1 2
(4.15)
teljesiil, amennyiben Re(v + o) > 0, Re(a + i) > 0, és Re(aw — if) > 0. A
(4.15) osszefiiggésben F(a,b; c; z) a Gauss-féle hipergeometrikus sort jeloli, melyet

/ e ™ J, (Bt tdt =
0

a kovetkezoképpen definialunk:

“I'(a+n)l b+n)
['(c+n) n!

Fla,b;c; z) =

n:O
és J,(iz) = i"I,(z) teljesiil, ahol i = —1. Legyen a = A2+ 6), v = n + 1,
B =2Xiv/1+ 0, és 0 = k. Ekkor konnyen lathaté, hogy teljesiilnek a fenti feltételek,
igy alkalmazhatjuk a (4.15) Osszefliggést. Tehét felhaszndlva, hogy A\*(2 + 0)% —
4N2(1+ 0) = \20?

00 " (AT +0)" (0 + k)
/ e, (Bt dt = MTAVIHE) (nth) -
0 (n+ DI { W2+ 0) — 42 (1 4 6)} "
n+k+1 n—Fk+2 —4X*(1+6)
- F : in o+ 2 =
2 2 X2(2+ 0)2 — 4X2(1 + 0)
T (VIO (n+ k)
T kgRHL 0 (n+1)!
n+k+1n—-—k+2 —4(1+0)
* f( 2 3 2 ’n+27 T)

adédik. Mivel J,(Bt) = Jo1(2Xitv/1 + 0) = i" T, 1 (2M8/1 + 0), azt kapjuk, hogy

° CVIH8 (VTFO\ (n+k)
k— 1 )\2+9t]' 2 1 X . X
/0 t 1AW+ 0)dt = s < g ) (n+ 1)

n+k+1n—k+2 —4(1+0)
f( 9 ) 9 an+27T>7
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melyet felhaszndlva a ¢y (z) fiiggvényre a kovetkez6 adodik:

i S+ D)(A5)" Vivo (Vito)
CAC Z kOk+1 (4.16)
mn ! NG 0
(n+k)! n+k+1n—-—k+2 41 +0))
i T\ T2 T iR -
—nz 2O k()" — -
_ e (n+k)!(4F) - n+k+1’n k+2;n+2; 41+0))
NEGEFL 2= (nl)? 2 2 [z

A tovabbiakban a Gauss-féle hipergeometrikus sorra alkalmazunk egy egy-
szerisitést a (4.16) képletben. A kovetkezOkben hasznélatos hipergeometrikus sorra
vonatkozo Osszefiiggéseket Abramowitz és Stegun (1972) eredményei alapjén irjuk
fol. Legyen a = (n+k +1)/2, b = (n — k + 2)/2, valamint z = —4(1 + 0)/6?, és
megjegyezzik, hogy ekkor a —b+1/2 =k, és a+ b+ 1/2 = n + 2 teljesiil. Ezutan
alkalmazva az egyik ismert Osszefiiggést, majd tovabbi atalakitasokat végezve azt

kapjuk, hogy

1 n—k+2 —4(1
}_<n+k+ nok+2 o, (+9)>:

2 '~ o " 02

n+k+1

—2< ) 4(14-6)
1 1 4140 ? 1+ == -1
= —+—\/1+w Fln+k+1,kn+2 s =
2 2 02 (1+9)

1+ +1

—(n+k+1
1+1 —9+2 | )]: +k+1,kn+2; 9+2 -1
— _ _ . n n —
2 2 0 ’6+2_|_1

0

k+1 n
6 6 1
= — —_— 1, k; 2 —— 4.1
<1+9> <1+9> F(n—l—k—l— ki 4 ,1+9) (4.17)

adddik. Helyettesitsiik be a (4.17) kifejezést a (4.16) Osszefiiggésbe, ekkor azt kapjuk,
hogy

whtte=re L (n 4 k) (paw)”
() = X > (D Fn+k+1kn+2w),

n=0

ahol az w = (1460)7! jelolést alkalmaztuk. Ezutdn ismét felhasznalunk egy a Gauss-
féle hipergeometrikus sorra vonatkozd Gsszefliggést, miszerint

F(a,) wi(alil) dm

/ bl' . —
Fla+m, b6 w) ['(a" +m) dw™

wa'+m’1]:(a', Vicw)l. (4.18)

Itt és a késobbiekben is a fiiggvény 0-dik derivaltja jelentse magat a fliggvényt. Az

ad=n+2,0=k c=n+2é m=k—1 vélasztés esetén (4.18) felhasznilasaval a
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kovetkezo adddik:

F(n+ 2) n+1 dk !
F(n—i—k—i—l)w dwk—1

(’I”L+].)' n+1 dk !
- (n—i—kz)!w dwhk=1

Fn+k+1,kn+2w)= [ ”+k.7-'(n+2,k;n+2;w)}:

[w”+k]:(n +2,k;n + 2; w)} . (4.19)

Tovabbi a Gauss-féle hipergeometrikus sorra vonatkozo ismert 0sszefiiggések alapjan

felirhaté, hogy
Fn+2,kn+2w) =Fkn+2Zn+2w)=(1-w)™"

teljestil, melyet behelyettesitve a (4.19) képletbe az aldbbi kifejezést nyerjiik:

1)! dr1
f(n +k+1,kn+ 2;w) = %w (n+1) i lwnJrk(l — w)*k.

Ezt felhasznalva (4.16) a kovetkezd alakra moédosul:

ek SN (n+ 1) (pz)™ dt

(o) = —5 > w1 —w)F

n! dwk—1
n=0

w=1/(1+6)

Mo(140)F  dwhT “ n!

e JE-1 1 ) i (n+ 1)(,ua:w)”]

n=0 w=1/(1+0)

Tovabba, jegyezziik meg, hogy

teljesiil, ezért az
e~ h dk—l
M1+ )k " dwk1

Uilz) = (1 = w) R (14 )|

4.20
w=1/(1+0) ( )

képlethez jutunk.

A (4.20) kifejezésbél nyilvanvald, hogy mivel 1y felépitésében itt mér csak véges
sok elemi fliggvény vesz részt, ahhoz, hogy eljussunk egy zart képlethez mar csak a
derivéltakat kell meghatdroznunk. Ehhez definidljuk a p(w) = w*(1—w) ™" és q(w) =

el (1 4+ prw) fiiggvényeket. Ezutdn alkalmazzuk a Leibniz-szabélyt, miszerint

k b i k=
)] =3 (4) v )

mellyel azt kapjuk, hogy

Sl OYEEER WS
Up(z) = N(1+6)F . ( ) (m)q <1—+0>’ (4.21)
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ahol p™(w) és ¢ (w) jeldli p-nek és g-nak az n-edik derivaltjit az w helyen. In-

dukciéval nem nehéz belatni, hogy
¢ (w) = (p)"e" ™ (n + 1+ paw)

teljesiil. Ebbdl az

) 1 1 - T
(k1) _ oha(=g) Vo1 (i M
e g (1+6) e 70 () ( T 1570

= () (1 + ) (pa)* 17 (k —Jt A_:)

Osszefiiggésre kovetkeztethetiink, melyet behelyettesitve a (4.21) képletbe a 1y (x)
fiiggvényre az alabbi adddik:

k—1

¢<x) k -1 k—1—j . )\l‘ : 1
= k — 9 —). (.22
A fennmaradé derivaltak kiszamitasara ismét alkalmazva a Leibniz-szabdlyt, azt

kapjuk, hogy

vagyis

J k—j4+n —k—n
1+0 —\Jj—n n 146 1446

J
— (1 + ) ( g >(k+” 1)9“.
0 J]—n n

Ismét behelyettesitiink, s igy felhasznalva, hogy u/(1 + 60) = A/c teljesiil, (4.22) a

kovetkezo alakra modosul:
k—1 k 1—

R e o AR e

]:O n=0
(4.23)

mely méar a végs6 Osszefliggés 1, () fiiggvényre.

Végezetiil a (4.23) képletet elosztva a 1(z) csédvaldszintiséggel, azonnal adédik

az aldbbi explicit kifejezés a cséd idejének k-adik momentumara, k = 1,2, ... esetén:
k 1 k 1—j J
A k k -1
E(TH|T < o) (k—j+—x> 3 ( ) ( o )9’”
JZO ¢ )= N\j—n n
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A fenti eredmény egy tovabbfejlesztése az el6z6 alfejezetben ismertetett rekurziv
Osszefiiggésnek. Specidlisan az elsé két momentumra az R = pf/(1 + 6) jelolés

alkalmazasaval a kovetkezot kapjuk:

1 ANl 1z (14+60)0 phr (1+6)(Rx+0)
E(T|T SR FIFIAL —
(TIT < 00) /\( + c)@ )\6’+00 cjh? +c,u92 cjih? ’
(4.24)
1 [ \x Az 1 AT 2 2
E(T?|T M MV (2 (22| 2
<o =[5 (2w (4 0) (54 5)
1

= 20 [2(1 +6)% +4p(1 + 0)0x +2u(1 + 0)x + ,ﬁegﬂ] =

2
B 203 {(1 i 6>3 i

- ﬁ{a FOP(Re+0) + (14+0)°((2+0)0 + 21+ )R]},

(1+0)2(1 + 20)

(1+6)* (Rx)?
(Rx) + 7 51 }

mely teljesen megfelel az eloz6 alfejezetben nyert eredményeknek. Végezetiil a

méasodik momentumbdl levonva az elsé négyzetét, a varianciara a

(1+0)22(1 + 0)Rx + (2 + 0)6)]

D*(T|T < =
(T|T < o0) 2,200

(4.25)

explicit kifejezés adodik.

Az eddig levezetett képletek segitséglinkre lesznek a kovetkezo fejezetben ismer-
tetésre keriil6 numerikus szamitdsok soran, hiszen az elérhetd explicit Osszefiiggések
révén ellenorizhetjiik a kozelitd megoldasaink pontossiagat exponencidlis eloszlés

esetén.
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5. fejezet

A momentumok numerikus

szamitasa

Ebben a fejezetben a cséd idejének momentumainak meghatarozasaval, illetve
approximalasaval foglalkozunk. Megmutatjuk, hogy a masodik fejezetben ismerte-
tett eredmények alkalmasak a momentumok kozelito értékeinek eléallitasara akkor is,
amikor nem létezik explicit képlet a csédvaloszintiségre. Ehhez a meglévo képleteket
at kell alakitanunk 1gy, hogy alkalmazhassunk numerikus integraldst, valamint egy
diszkretizacios technika segitségével kozeliteniink kell a csodvaldszintiséget. Mivel
a csodvaldszinliség egy Osszetett eloszlasu valdszintiségi valtozo farokeloszlasaként
adodik, a megfelelo karnagysdgeloszlas diszkretizalasa utan a Panjer-rekurzi6 alkal-
mazasaval approximalhatd.

Eloszor altalanos esetben ismertetjiik a momentumok kiszdmitasahoz sziikséges
formuldkat, majd ezeket alkalmazzuk a gyakorlatban is exponencialis, illetve Pareto-
karnagysageloszlas feltételezése mellett. Az exponencidlis eloszlas esetével mar rész-
letesebben is foglalkoztunk az el6z6 fejezetben, igy szert tettiink explicit képletekre
is, melyek alkalmasak lesznek a momentumokra nyert kozelitések pontossaganak
ellendrzésére. Az approximéacios eljaras megvalésitasa Matlab programmal tortént.

A fejezet a [6] cikk és a [19] konyv eredményeinek felhasznélasaval irédott.

5.1. Formulak a momentumokra

A kovetkezo részben az dltalanos formulak atalakitasaval foglalkozunk. Azt sze-
retnénk elérni, hogy az integrédlasi tartomanyok minden esetben végesek legyenek,
hogy a szamitasaink sordan alkalmazhassunk numerikus integralast. Ehhez segitségiil
hivjuk a maximalis aggregalt veszteséget megadd L valdszinliségi valtozé momen-

tumait is, melyeket az atalakitasok utan az improprius integralok helyére irhatunk,
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ezek pedig mar konnyen szamithatok a karnagysageloszlas momentumaibdl.

El6szor is tegyiink néhany feltevést a kés6bbiekre vonatkozéan. Delbaen (1988)
bebizonyitotta, hogy csak akkor létezik a cs6d idejének — feltéve, hogy ez véges —
a k-adik momentuma, ha létezik az egyes karnagysagok eloszlasanak a k + 1-edik
momentuma. Ezért a tovdbbiakban feltessziik, hogy E(Y?) létezik, illetve azt is,
hogy v (z)-et ki tudjuk szdmolni az x = 0, h, 2h, ..., u pontokban, ahol u a konstans
h egész szamu tobbszorose.

A kovetkezokben a 3.2.2 tételben felirt eredményekre lesz sziikségiink. Vezessiik
be a ¥(u) = 1 — (u) jelolést, ekkor felhasznélva az (1.18) kifejezést a vy (u)

fiiggvényre vonatkozo (3.27) Osszefliggés a kovetkez6 alakra hozhato:

(u) = ME </ W(u )dz + B(L / U(x)de — B(L)(u )) =
)\QE (/wu—x z)dx + E(L /¢ )
~ o (B - [t w>w<x>dx), 51)

miszerint ¢ (u) numerikus integréalds segitségével szamithato.
A k-adik momentumokra felirt (3.30) képletet irjuk fel a kovetkezd alakban:

Yr(u) = )\GE (/ Y(u—2) 1 (z)dz+1p(u / g1 (x)dx— /wk 1 da:)du

Hasonlban az el6zoekhez ez a képlet is tartalmaz egy olyan tagot, melynél végtelen

tartomanyon kell integralni, igy nem alkalmas direkten 1 (u) és 13(u) kiszamitasara.
A tobbi tag numerikus integralas segitségével meghatarozhato, mig az improprius

integral kiszdmitdsa az aldbbiak szerint torténik (3.27) és (1.19) felhasznaldsaval:

/ooowl(“)d )\HE /(/¢“—$ ﬂf)dﬂf+/uoo¢($)dw—E(L)zb(U))du
)\GE (/ / Y(u— x)dup(x d:ic+/ /duw Ydx — ())

:AeEl( )(E(L)2+/O w(x)dr — B(L )2) WE())

Ezért 1o(u) a kovetkezd alakban irhato:

2
Valu) = NE(Y) ( sz / Pu =) (e)d ) (5:2)

Hasonléan v3(u) esetében is az improprius integral kivételével a tobbi tag numeri-

kus integrélds segitségével szamithatd. (3.30) felhasznaldsdval az alabbi Gsszefiiggés
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adodik:

/OOO Yo (u)du )\GE </ / P(u (x)dxdu +
o [ nwan - / " b / o) ).

Az aldbbiakban ezt a kifejezést szamitjuk ki tagonként (1.20) felhasznalasaval:

[ [ ot [T [ oo %
/OOO / (o) dadu = / ) / " duty (2)da = / " o (a)de =

- YED (/ / wie = ey + [ /mdw y

- /0 E<L)W(f")df") VET ( / / (z — y)dz(y)dy +

+ / / y(x —y)dx(y )dy+/ —w(y)dy—%E(L)E(L2)> —

= M)Em (%E(L)E(ﬁ) + éE(L?’))

[ [ v [ vzgna - 5005

Osszerakva az egyes tagokat 3(u)-ra a kovetkezd képletet kapjuk:

3y (w)E(L)E(L?) | ¥(u)E(L?
DIEM)E | {MEY }3_)\0E / Pl

3(u) = (x)dz. (5.3)

Megjegyezzik, hogy a fenti szamitasok kiterjeszthetok a magasabb momentu-
mokra is. Ezen a c¢sod idejének momentumaira nyert altalanos formuldk segitségével

a késObbiekben numerikus szamitasokat fogunk végezni.

5.2. Approximacié a momentumokra

Ebben a részben megemlitiink egy olyan eljarast, melynek révén kozelitheté a
csod idejének eloszlasa azon feltétel mellett, hogy a tonkremenés biztosan bekovet-
kezik. Az {U(t),t > 0} rizikéfolyamatot approximalhatjuk diffuziés folyamattal.
Legyen U(t) = u + W(t), ahol W (t) ~ N(ANE(Y)t, \E(Y?)t) teljesiil minden ¢ > 0
esetén. Egy jél ismert eredmény, hogy ha u > 0 teljesiil, az {U(t),t > 0} folyamatra
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a csod idejének eloszlasa feltéve, hogy a csdd bekovetkezik Inverz Gauss-eloszlasu

az alabbi stirtiségfiiggvénnyel:

_ u S d (u— MNE(Y)t)?
1) = \/27r)\E(Y2)t p{ 2AE(Y?)t }

(Isd. példaul Klugman, Panjer és Willmot (1998) eredményei). Ezen paraméterva-

lasztds mellett a kozelitd eloszldas momentumai alkalmasak az {U(t),t > 0} folya-
matra vonatkozé cséd idejének momentumainak, f(t) pedig a stiriiségfiiggvényének
approximalasara. fgy a varhato értékre és a szordsra u > 0 esetén a kovetkezo
adddik:

u uB(Y?)
———  D¥T|T T
ey DU <0~ Srpay

Megjegyezziik, hogy ezen approximaciék nem fiiggnek az egyes karnagysdgok

E(T|T < o) ~ (5.4)

eloszlasanak a masodikndl magasabb momentumaitél. Ez azért van, mert a ri-
zikéfolyamat diffizios folyamattal torténd approximacidja az elsé két momentum
egyezésén alapszik. A fenti formuldk elénye, hogy vilagosak és egyszeriiek. Emellett
azonban, ahogy azt a késébbiekben latni fogjuk, sokkal pontatlanabb eredményeket
szolgaltatnak az altalanos formuldkkal nyerheté kozelitéseknél.

A kovetkez6 alfejezetben az eddig megismert képletek felhasznalasaval végziink
numerikus szamitasokat, majd osszehasonlitjuk az igy nyert kozelitéseket az explicit

képletekkel szamolt pontos értékekel.

5.3. Numerikus szamitasok

Az el6z0 fejezetben a cséd momentumainak meghatarozasahoz végeztiink szami-
tasokat exponencialis karnagysageloszlas esetén. Az elsé esetben rekurziv médon
szamoltunk, a mésodik részben sikeriilt zart képletre szert tenniink. Az elsé két
momentumra felirtuk a pontos képletet, és megallapitottuk, hogy a két szamitasi
mod ugyanazon eredményre vezetett. Ebben a fejezetben altalanos esetre végeztiik
el a momentumokra nyert képletek atalakitasat tigy, hogy az integralasok mar véges
intervallumon torténjenek, igy ezekre hasznalhatunk numerikus kozelitéseket. A
kovetkezokben megvizsgaljuk, hogy exponencidlis eloszlasnal az igy nyert formulak-
kal és az el6z0 fejezetben megalkotott explicit képletekkel szamolt értékek mennyire
egyeznek, avagy milyen pontos a kozelités. Illetve a szintén ebben a fejezetben
megemlitett durvabb becsléseket is megadjuk.

A tovabbiakban a cséd bekovetkezési idejének varhaté értékét és szdérasat sze-
retnénk kozeliteni a momentumokra felirt (5.1) és (5.2) altaldnos formuldk segitségé-

vel exponencialis eloszlas esetén. Mivel az altalanos formulakat atalakitottuk ugy,
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hogy csak véges intervallumon kelljen integralnunk, elééllithatjuk az integralokat
véges kozelité osszegek segitségével egy kelloen finom felosztas alkalmazasaval. To-
vabba sziikségiink lesz az L maximalt aggregdlt veszteség momentumaira, melyek
konnyen szamithaték az (1.18), (1.19) és (1.20) képletek alapjan a kdrnagysagelosz-
las momentumaibdl. Ezek utdn mér csak a ¥ (u) csédvaldszintiség értékeket kell
eléallitanunk, approximalnunk, hogy alkalmazhassuk az dltaldanos formulakat.

A Panjer-rekurziot felhaszndlhatjuk az aggregalt kart megado Osszetett eloszlas
és a megfelel6 eloszlasfliggvény kiszamitasara, amennyiben az egyes karnagysagok

csak nemnegativ egész értékeket vehetnek fel. v(u) eloszlasfiiggvénye az

Osszetett geometriai eloszlasu valdszintiségi valtozénak, igy diszkretizdlas utan a
Panjer-rekurzié segitségével approximalhaté. Pontosabban ezt gy fogjuk meg-
valésitani, hogy a ¥(u) fiiggvényre ily médon adunk egy alsé és felsé becslést, melyek
atlagaként adodik majd a végso kozelités.

Jelolje K (z) = P(L; < x) az L; folytonos eloszldsdhoz tartozé eloszlasfiiggvényt.

Sziikségiink lesz az

osszetett eloszlasra, ahol Lq 1, La 2, . .. fiiggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi vél-

tozok K, (x) eloszlastiiggvénnyel és k, , strtségfiiggvénnyel, melyre
koz=Kx+1)—K(x) 2=0,1,2,...,

valamint az
N
Ls=> Lg,
i=1

osszetett eloszlasra, ahol Lg 1, Lga, ... fliggetlen, azonos eloszldsu valdszintiségi vél-

tozok Kg(x) eloszlasfiiggvénnyel és kg, stirliségfiiggvénnyel, melyre
kgo=K(x)—K(x—1) z=1,2,3...
Ekkor az u > 0 egészekre
Kslu) < K(u) < Kafu)

teljestil, mely konvolicié hatvanyokra is fennéll:

K" (u) < K™ (u) < K" (u).
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Mivel a ¥(0) =1/(1 +6), az (1.4) és (1.16) Osszefiiggések alapjan

G(u) = 9(0) + > P(0)¢(0)"K™ (u)
n=1
adodik, azt kapjuk, hogy

P(Lg <u) < P(L<u)<P(Ly, <u).

Legyen ¢,(u) = P(Ly < u) és ¥y(u) = P(Lg < u), miszerint az el6zé formula a

kovetkezo alakra moédosul:

V(1) < P(u) < Pa(w).
Mivel L, ; és Lg,; nemnegativ egészeken értelmezett diszkrét valészintiségi valtozdk,
ezen alsé és felso becslés mar eléallithaté Panjer-rekurzioval.

Legyenek N (a,b)-eloszlasu szamlalé valdsziniiségi valtozo és Y7, Ys, ... nemnega-
tiv, egészértékll valoszintiségi valtozok fiiggetlenek, és X =Y, +--- 4+ Yy. Jelolje N
eloszlasat py, Y; stiriségfiiggvényét { f;}52,, és X eloszlasfiiggvényét G(u) = P(X <

u), strtségfiiggvényét {g,}52,. Ekkor a Panjer-rekurzié szerint:

oo
9= pufy,
n=0
X

_ AV
ey > (a%—bg)f]gx_]

Gz
j=1
teljestil, ahol z = 1,2, 3, ... Amennyiben N geometriai eloszlasu, azaz p, = (1—q)q",
n = 0,1,2,... esetén, akkor a = ¢ és b = 0 teljesiil. fgy a Panjer-rekurzio a

kovetkezoképpen irhato fel:

go=(1-a) > (afoy = 2L

Tovabba egyszerl atalakitasokkal a G(u) eloszlasfiiggvényre is nyerhetiink egy re-

kurziv formulét:

G(U) = ng = 90 + 1 _qqfo Zz.fjgm_j —
=0

=1 j=1

=go + i) Go—j=0go+ [iG(u—7).
’ 1—qfo;Jz; 7o 1—qf0;J (=)
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Alkalmazva a Panjer-rekurziét 1, és @5 eloszlasfliggvényekre, mivel ¢ = 1/(1+6) =
¥(0) azt kapjuk, hogy

ésu=1,2,3,... esetén

T T+ 000) S ks Tulu =),

és hasonléan 14(0) = 1(0) teljesiil, mivel kgg =0 és u =1,2,3,... esetén
Gg(u) = (0) +(0) Y kg ths(u — j).
j=1

Végezetiil ezen alsé és felsé becslések tlagaként adédik a végsd kozelités a i) (u)
fiiggvényre.

A diszkretizalast ugy végeztiik el, hogy a valdszintliségi valtozok egész értékeket
vehettek fel. Ennél azonban finomabb felosztasra is alkalmazhatjuk a diszkretizacios
technikat, mellyel pontosabb kozelitésekre tehetiink szert. A Matlab programmal
elkészitett szamitasok soran a felosztasnal a pontok tavolsagat 0.001-nek vettem,
azaz ¢ (u) a0,0.001,0.002, ... pontokban szamithat6 ki. Lehetne ennél finomabb fel-
osztast is valasztani, mellyel a futas id6 novekedése mellett pontosabb eredményekre

tehetiink szert. A tovabbiakban attekintjiik a szamitdasok eredményeit.

0 =10% E(T|T < o0)

u Pontos | Kozelités Hiba | Becslés  Hiba
10,00 10,00  0,00% - -
10 100,91 100,89  0,02% | 100,00 0,90%
15 146,36 | 146,33  0,02% | 150,00 2,49%
20 191,82 | 191,77  0,03% | 200,00 4,26%
25 237,27 | 237,19  0,03% | 250,00 5,37%
30 282,73 | 28259  0,05% | 300,00 6,11%
35 328,18 | 327,96  0,07% | 350,00 6,65%
40 373,64 | 373,28  0,10% | 400,00 7,05%
45 419,09 | 418,52  0,14% | 450,00 7,38%
50 464,55 | 463,63  0,20% | 500,00 7,63%

5.1. dbra. A cs6d varhaté idejének becslése exponencidlis eloszlas esetén, 6 = 10%

Az 5.1 és 5.2 tablazatokban a cséd idejének varhato értékére és szorasara kapott

eredményeket foglaltuk Ossze exponencidlis karnagysageloszlas esetén a kiillonbozo
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paramétervalasztasok fliggvényében. Az u kezdeti toke értékét 10-t0l 50-ig valtoztat-
tuk otosével, mig a # paraméter tekintetében a 10%-os esetet vizsgaltuk meg, tovab-
bd a A =1 és u = 1 vélasztdssal éltiink. A tabldzatok masodik oszlopaiban a (4.24)
és (4.25) explicit képletekkel szamolt pontos értékeket taldljuk. Az (5.1) és (5.2)
altaldanos formulak specidlisan exponencidlis eloszlasra torténé alkalmazasaval meg-
hatarozott mennyiségeket a tablazatok harmadik oszlopai szemléltetik. Az 6todik
oszlopok tartalmazzdk az (5.4) képlettel szamolt durva becsléseket. A tédblazatokban
feltiintettiik még a megfelel6 becslésekhez tartozé relativ hibdkat is, melyek a pon-
tos és a kozelitett értékek abszolut eltérésének és a pontos érték abszolut értékének

hanyadosaiként adodnak.

0=10% D(T|T < )
u Pontos | Kozelités Hiba | Becslés  Hiba
0 45,83 45,83  0,00% - -

10 148,66 | 148,67  0,01% | 141,42 4.87%
15 179,16 | 179,19  0,02% | 173,21 3,32%
20 205,18 | 205,24  0,03% | 200,00 2,52%
25 22825 | 228,37  0,05% | 223,61 2,03%
30 249,20 | 24941  0,08% | 244,95 1,71%
35 268,51 | 268,91  0,15% | 264,58 1,46%
40 286,53 | 28723  0,24% | 282,84 1,29%
45 303,48 | 304,70  0,40% | 300,00 1,15%
50 319,53 | 321,63 0,66% | 316,23 1,03%

5.2. dbra. A cséd idejének szérdsdnak becslése exponencidlis eloszlds esetén, 0 = 10%

A eredményekbol azonnal levonhatjuk azt kovetkeztetést, miszerint a kezdeti
toke értékek novelésével a csod varhaté bekovetkezése késébbi idépontra tolodik,
valamint a cs6d idejének szoérasa is novekszik. A kozelitések pontossdga u nove-
kedésével csokkené tendenciat mutat, mivel az egyre tobb oOsszeadanddé miatt né
a hiba nagysaga. Ha egy bizonyos mértékii pontossagot szeretnénk megtartani, u
novekedésével egyre finomitanunk kell a felosztast, de ez a futds id6 novekedését
vonna maga utan. Lathatéan azonban igy is nagyon pontos kozelitésekhez jutot-
tunk, még a durva becslés is elfogadhaté eredményeket produkalt. A szamitasok
futasideje egyik esetben sem volt jelentésen hosszu.

Megjegyezziik, hogy mivel exponencialis eloszlas esetén van explicit fliggvényiink
a csodvaloszintiségre, az approximacié nem is sziikséges, hasznalhatjuk a pontos

értékeket, melyek révén jobb becsléshez juthatunk. Azért hoztunk létre mégis
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egy altalanosabb eljarast, mert ez olyan eloszlasok esetén is miikodik, amikor a
csodvalészinliség nem adhato meg explicit képlettel. Meg is vizsgaljuk azt az esetet,

amikor a karnagysag Pareto-eloszlasu.

0 =10% E(T|T < o) D(T|T < c0)
u Kozelités Becslés | Kozelités Becslés
0 15,00 - 71,94 -
10 115,55 100,00 202,53 173,21
20 203,87 200,00 271,42 244,95
30 289,13 300,00 325,98 300,00
40 372,13 400,00 373,25 346,41
50 453,04 500,00 416,29 387,30
60 531,76 600,00 456,96 424,26
70 608,02 700,00 496,72 458,26

5.3. dbra. A csdd varhaté idejének és szérdsanak becslése, Pareto-eloszlés, 6 = 10%

0 = 25% E(T|T < o0) D(T|T < )
u Kozelités Becslés | Kozelités Becslés
0 6,00 - 19,90 -
10 41,87 40,00 55,34 43,82
20 70,71 80,00 75,55 61,97
30 96,45 120,00 94,13 75,89
40 119,11 160,00 114,39 87,64
50 138,58 200,00 138,78 97,98
60 154,99 240,00 168,93 107,33
70 168,99 280,00 205,15 115,93

5.4. dbra. A cséd varhaté idejének és szérdsdnak becslése, Pareto-eloszlés, 0 = 25%

A szdmitdsaink sordan Pareto(4,3) karnagysdg-eloszlast feltételeztiink, melyre
H(y) = 1—(3/(3 + y))* teljesiil, valamint a A\ = 1 és u = 0,10,20,...,70 pa-
ramétervalasztasokkal éltiink. Az 5.3 és 5.4 tablazatok az elézdeknek megfelelGen
tartalmazzak a numerikus szamitasok eredményeit és a durva becsléseket a feltételes
varhaté értékre és szorasra vonatkozdéan. Itt mar nem allt modunkban feltiintetni
a pontos értékeket, mivel Pareto-eloszlas esetén nincs explicit képletiink. A két
tablazat kozti kiilonbséget a 6 paraméter eltéro véalasztésa okozza, az elsé tablazatnal

a biztonsigi loading 10%-ra, a masodikndl 20%-ra lett bedllitva. Megéllapithato,
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hogy magasabb biztonsagi loading esetén a csdéd varhatoan hamarabb kovetkezik be
azon feltétel mellett, hogy ez az idépont véges, illetve a feltételes szoras is csokken.

Az eddigiek soran tapasztalt Osszefliggéseket az utolsé abra foglalja Gssze.

A csid varhatd bekdvetkezesi ideje
1':”:":' 'I _I 1 1 1 1
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BOO v
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EiT| T=eoo)
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5.5. abra. A cs6d varhaté idejének abrazoldsa 6 fiiggvényében kiilonb6z6 u kezdeti

toke értékek mellett exponencialis eloszlas esetén

Az 5.5 adbran exponencialis karnagysag-eloszlasra abrazoltuk a cséd varhato
idejét a 6 biztonsagi loading értékeinek fiiggvényében 0, 10, 20, 30, 40 és 50 kez-
deti toke értékek esetén. Alacsonyabb kezdeti tOke mellett a tonkremenés varhato
idopontja kozelebb van rogzitett 6 paraméter mellett, mig a kezdeti toke novelésével
a csod idopontja tavolodik. A 6 paraméter, vagyis a biztonsagi loading értékének
emelésével a tonkremenés varhatéan korabbi idépontban kovetkezik be.

Ebben a fejezetben az volt a célunk, hogy bemutassunk egy olyan eljarast, mellyel
a cs6d idejének momentumai numerikusan kiszamithatck. Osszességében elmond-
haté, hogy sikeriilt kell6en pontos kozelitéo megoldasokat szolgédltatni a cséd idejének
varhaté értékére és szorasara kiilonbozo paramétervalasztasok mellett mind expo-

nencialis, és Pareto-karnagyséageloszlas esetén.
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()sszefoglalés

A szakdolgozat egyik kozponti fogalma az Osszetett geometriai farokeloszlas,
mely lathattuk szamos fontos mennyiség leirasara alkalmas gy, mint a csodvaldszi-
niiség vagy a csod idejének Laplace-transzformaltja. Exponencidlis kdrnagysagelosz-
las esetén sikertlt explicit kifejezést nyerniink, de altalaban nem adhaté ra zart
képlet. Ezért megismerkedtiink az aszimptotikus érték korrigalasan alapuld Tijms-
approximaciéval, mely torzitatlan becslést szolgaltat az Osszetett farokeloszldsra
aszimptotikusan geometrikus karszameloszlas esetén.

Ravilagitottunk az Osszetett geometriai farokeloszlas és a nem teljes feltjitasi
egyenlet kozti osszefiiggésekre. Ezaltal sikertilt olyan altalanos formulakat szolgaltat-
ni, melyek segitségével rekurziv médon lehet eldallitani explicit képleteket a csod
idejének momentumaira, amennyiben létezik a csodvaldszintiségre explicit kifejezés.
Exponencidlis karnagysageloszlas esetén meg is hataroztuk ezen explicit képleteket.

Megmutattuk, hogy amennyiben nem létezik explicit kifejezés a csddvaldszinii-
ségre, az altalanos formulak akkor is felhasznalhaték, méghozza kozelité megoldasok
eléallitasara. A cs6dvaloszintliség is egy Osszetett geometriai farokeloszlas, igy a
karnagysag-eloszlasanak diszkretizaldsa utan alkalmazhaté ra a Panjer-rekurzio. Egy
masik lehetséges megoldas is adhatd erre a problémara, eszerint a diszkrét ideji
modellben rekurzivan meghatarozott csodvaloszintiség értékeket kell felhasznalni a
klasszikus modell cs6dvaldszintiségeinek approximalasdhoz.

A Matlab programmal elvégzett numerikus szamitasok eredményeként kozelito
megoldasokat kaptunk a cséd idejének varhato értékére és szérasara kiilonbozo
paramétervalasztas mellett, exponencidlis és Pareto-karnagysdgeloszlas esetén. A
korabban meghatarozott explicit képletekkel ellenoriztitk a numerikusan szamolt
értékek pontossigat. Osszességében elmondhaté, hogy sikeriilt kellen pontos kozeli-

téseket nyerniink a csod idejének varhato értékére és szoraséra.
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