Eo6tvos Lorand Tudoméanyegyetem Budapesti Corvinus Egyetem

Természettudoméanyi Kar Kozgazdasagtudomanyi Kar

BUDAPESTI

CORVINUS

EGYETEM

s st

o T

Egyéni modellek a tartalékolasban

Készitette: Knodel Maté Janos
Biztositasi és Pénziigyi Matematika MSc

Aktuarius szakirany

Témavezetd: Aratd Miklos

2016. majus



Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani konzulensemnek, Araté Miklosnak a témavalasztasban
nyujtott segitségéért, valamint a szakdolgozat elkészitésében nytujtott tamogatasiért, és
szakmai tanacsaiért. Emellett szeretném megkoszonni csalddomnak, hogy tanulmanyaim
alatt mindvégig, mindenben tamogattak, és kitartottak mellettem a nehéz id&szakok-
ban is. Végiil, de nem utolsé sorban szeretném megkoszonni az Gsszes baratomnak és

csoporttarsamnak az egyetemi éveket, és a sok vidamsagot, amit egyilitt megéltiink.
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1. Bevezetés

A nem-életbiztositok szamara kardinélis kérdés, hogy a jov6ben varhato karkifizetéseiket
minél pontosabban el6re tudjak jelezni. Napjainkban ez a téma még nagyobb aktualitast
élvez, hiszen a Szolvencia II. és az IFRS 4 keretrendszerek bevezetése miatt minden
biztosité koteles egy olyan modellt kidolgozni, amely a jovébeli kotelezettségeit a lehetd
legpontosabban megragadja.

A fligg6karok tartalékolasanak téméjaban rengeteg cikk és modell sziiletett az elmult
kozel 20-25 évben, amelyek kozott vannak széles korben elterjedt, és kevésbé ismert mod-
szerek is. Ezen dolgozat célja az, hogy a hagyomanyos 6svényrdl, a klasszikus keretrend-
szerektdl eltérve egy egyéni, sztochasztikus kartartalékolasi modszeren alapul6é modellt
mutasson be.

Az irodalomban a legtobb modell aggregalt karkifizetési adatokkal dolgozik, azaz egy
szerzédéscsoport adatait vizsgalja. A két legismertebb és legelterjedtebb modszer, amely-
ben az aggregéilt adatok alapjén, karkifutasi haromszogek segitségével szamithato ki
a tartaléksziikséglet, a lanc-létra (chain-ladder, CL) modszer, valamint a Bornhuetter-
Ferguson modszer (Bornhuetter és Ferguson (1972) cikke). A lanc-létra modszernél a
jovébeni kifizetések sztochasztikus viselkedését is vizsgaltak, egy bGvebb Osszefoglalo ta-
lalhato Mack (1993) és Mack (1999) uttord cikkeiben. Az eljarasok el6nye, hogy viszony-
lag kevés feltételezés alapjan, a gyakorlatban is nagyon jo6 illeszkedést mutato becsléseket
adnak.

A fent bemutatott modellek mind aggregélt karkifizetési adatokkal dolgoznak, de jo-
gosan meriil(t) fel a kérdés: kaphatunk-e pontosabb becslést az Osszkarkifizetésekre, ha
egyéni szinten végezziik az elérejelzést? A (tobbdimenzios) statisztika 20. és 21. szazadi
rohamos fejlgdése lehetévé tette, hogy az tjonnan kidolgozott modszereket felhasznaljuk
és bevonjuk az elemzésbe, és ezéltal jobb el6rejelzést kapjunk a varhato karkifizetésekre,
tartaléksziikségletre. Emellett az informatika fejlédése is egy 16kést adhat az j tartalék-
szamitasok elterjedésének. Amikor a fenti bekezdésekben bemutatott modszerek alapjait
lefektették, akkor joval kisebb (akar semmilyen) szamitogépkapacitassal rendelkeztek a
biztositok, igy fontos volt, hogy olyan modszereket dolgozzanak ki, amelyek zart képle-
tekkel, gyorsan szamolhatoék. Manapsiag azonban ezen problémak a modern informatika
révén konnyebben athidalhatok, igy az egyéni modszereken alapuld kartartalékolasi mo-
dellek is teret nyerhetnek.

Az els6, folytonos ideji, egyéni kartartalékolasi modellek Arjas (1989) és Norberg
(1993) nevéhez fiiz6dnek. Haastrup és Arjas (1996) cikkiikben egy folytonos idejii, egyéni

modellt mutatnak be, ahol a kdrbekovetkezési intenzitast egy sztochasztikus folyamattal



jellemzik, majd ezek segitségével megadjak a fiigg6karok eloszlasat is.

A folytonos idSkeretet elhagyva diszkrét id6ben épitkezik a Pigeon et al. (2013)
cikk, amelyhez hasonl6 keretrendszerben vizsgidlom majd az &ltalam felépitett modellt is.
Pigeon et al. (2014) cikkében az el6z6 modell egy modositott valtozata talalhato, ahol
a karkifizetések helyett a bekdvetkezett karok adatai alapjan is becsiilheté az Osszkar
eloszlasa.

Dolgozatom felépitése a kovetkezs: Pigeon et al. (2013) cikke alapjan bemutatom az
altalam vizsgalt modellt, majd 6nallo, analitikus eredményeket adok a fiiggékarok varhato
értékére, az idézett cikktol eltérs tobbdimenzios eloszlast feltételezve. Ez utian bevezetem
a karfejlédési vektor eloszlasara hasznalt tobbdimenziés, eurdpai tipusi Pareto-eloszlést,
megvizsgalom ennek alapvetd tulajdonsagait, majd kimondom és bizonyitom a model-
lemhez sziikséges allitdsokat. A dolgozat méasodik felében bemutatom az elemzéshez
hasznalt adatokat, majd a maximum likelihood moédszer segitségével becslem az eloszla-
sok ismeretlen paramétereit. Végiil az onallo eredmények felhasznalasaval meghatarozom
a fiiggdkarok tartaléksziikségletét, valamint megvizsgalom a modellem illeszkedését az

adathalmazon.



2. A vizsgalt modell

Az alabbi fejezetben az altalam vizsgalt, diszkrét idGkeretd, egyéni karadatokon alapuld
sztochasztikus kartartalékolasi modellt mutatom be. Szakdolgozatom, illetve ezen fejezet
alapjaul M. Pigeon et al. (2013) cikke szolgalt, igy a jelolésekben is igyekeztem az eredeti
strukturat kévetni.

A fejezet els6 részében a hivatkozott cikk nyoman bemutatom a modellt, és annak
valtozoit, majd a masodik alfejezetben felirom a minta likelihood fiiggvényét. Ebb6l meg-
hatarozhatoak a valtozok eloszlasanak ismeretlen paraméterei. A harmadik alfejezetben
pedig 6nallo eredményként analitikus formuldkat adok a fiiggékarok tartaléksziikségleté-

nek becslésére.

2.1. A modell valtozdi, jelolések
2.1.1. A fiiggékarok tipusai

A modell diszkrét idében dolgozik, azaz a karok bekovetkezését, és tovabbi fejlgdését
diszkrét periodusokban (pl. egy éves idGtartamokban) vizsgalja. Az analizis soran a
fiiggtkarokat harom kategoriaba soroljuk: IBNR (bekovetkezett, de még be nem jelen-
tett) karok, RBNP (bejelentett kirok, amelyekre még nem tortént kifizetés) karok, illetve
RBNS (bejelentett karok, amelyekre mar tortént kifizetés, de még nem lezartak) karok.
Ha egy karra egy adott periodusban tobb kifizetés is tortént, akkor ezeket aggregalom,
mivel csak a kérkifizetéses periddusok kozt akarom vizsgalni a kumulélt kifizetés néveke-

dését.

2.1.2. Id&valtozok

A modell felépitését az egyéni karok szintjén kezdjik. Egy adott kar a kovetkezd adatokkal
irhato le: bekovetkezési id6, bejelentési késlekedés, a karkifizetések datuma és nagysaga,
illetve a lezarasi datum. Ezek szamszertsitéhez vezessiik be a kivetkezd (diszkrét) jelolé-
seket: legyen az i. periodus k. kira (ik), tovabba i = 1,..., I, ahol I a vizsgalt periodusok
szama, valamint k = 1, ..., K;, ahol K; az 7. periodusban bekovetkezett karok szama. A

karokat jellemzé diszkrét idévaltozok pedig legyenek a kovetkezbek:

e jelolje Ty az (ik) kar bejelentési késését, azaz a bekovetkezés és a bejelentés perio-

dusai kozt eltelt peridbdusok szaméat

o jelolje Qi az (ik) Kar elsd fizetési késését, azaz a bejelentés és az elsé kifizetés

periodusai kozt eltelt periddusok szadmat



e jelolje U;, azon periddusok szaméat, amelyben tortént pozitiv karkifizetés az elsd

utan

o jelolje Ny, az (ik) kar j. és j + 1. (aggregalt) karkifizetése kozt eltelt periodusok
szamat, azaz a két kifizetés kozti késlekedését j =0, ..., Uy-ra. j = Uy, + 1-re pedig

Ui +1 .
et Nij az els6

Niij jelolje a kar lezarési periodusat. Tovabba legyen Ny, := ijl i

kifizetés és a lezaras kozt eltelt periddusok szama.

A fent definidlt valtozok diszkrét eloszlastak, eloszlasuk és eloszlasfiiggvényiik rendre
[itv), fa(q; ¥0), f3(w; B), fa(n; @) és Fi(sv),F2(+540),F5(+; B),Fu(+; @).

A modell és a diszkrét valtozok jobb megértését illusztralja a kovetkezd példa. Tekint-
siink egy kart, amely 2010. méjus 13-an kovetkezett be, és 2010. janius 8-an jelentették be
a biztosito tarsasagnak. Igy a bejelentés éve (elsé periodus) 2010, a bejelentési késlekedés
tir = 0. Az elsG karkifizetés 2010. december 16-an tortént meg, igy az els6 fizetési késés
gir = 0. Ezt kdvetGen még 7 karkifizetés volt, melynek datumai: 2011. januar 19., 2011.
februar 19., 2011. oktoéber 27., 2012. aprilis 19., 2012. jalius 6., 2013. mércius 4. és 2014.
januar 22. A kart 2014. januar 30-an zartak le. Osszegezve az adott években a karokat,
az els6 kifizetés utan még 4 évben (periodusban) fizettiink ki kirt, azaz u;, = 4, valamint
minden aggregalt kifizetés kozott 1 periodus telt el, azaz njp1 = nue = Nikg = Nga = 1,

valamint az utolso kifizetés a lezdrassal megegyezd periodusban tortént, igy n;s = 0.

2.1.3. Karfejlodési folyamat

Az el6z6 alfejezetben bemutattam az adott kart jellemzd valtozokat, mig az alabbi részben
annak idgbeni fejlédését irom le. Jelolje Yig;(> 0) a j. részkifizetést a k. karra (K =
1,...,K;) az i. periodusbdl (i =1,...,I). Egy adott karra a kumulalt karkifizetést ezen
részkifizetések Gsszegeként kapjuk meg. Legyen az (ik)-dik kart a j. és a j+ 1. karkifizetési

periddusok kozt jellemzé )\yk) novekedési faktor:

)\;ik) _ Ziii Y;kr’ (1)
anﬂ Yikr
valamint a szigortan pozitiv U;, = u;, mellett az u;, + 1 hosszisagu Agi)ﬂ vektor a kdr
fejlodési mintdja:
AL = T AP a®) )
Ha az elsé kifizetést nem kovette tovabbi, azaz u;, = 0, akkor a kar fejlédési mintaja az

egy elemtd Y, vektor.



A fent bemutatott fejlédési minta hasonlit a jol ismert lanc-1étra modellnél megismert
valtozatra. Fontos azonban megemliteni egy lényeges kiilonbséget: az utobbi, klasszikus
modell azt vizsgalja a novekedési faktorokban, hogy az egyes periodusok kozott hanyszo-
rosara valtozott a kumulalt karkifizetés. Ezzel szemben a fent bemutatott karfejlédési
vektor azt ragadja meg, hogy egy wjabb részkifizetés sordn hényszorosara nétt a kumulalt
karkifizetés. Mas szavakkal, azon periodusok kozt, ahol tortént kifizetés, hanyszorosara
nétt az Osszkifizetés. Ezt nevezik payment-to-payment alapt szemléletnek.

A masik lényeges kiilonbség, hogy a sztochasztikus lanc-létra modellnél a névekedési
faktorok fiiggetlenek a multtol, s6t a kezdeti karkifizetés is fliggetlen a novekedési fakto-
roktol is. Ez a feltevés azonban a valosdgban sériilhet, igy a vizsgalat sordn érdemes egy
tobbdimenziés megkdzelitést alkalmazni a Az(fi)ﬂ vektor eloszldsara. Ehhez tekintsiik a
kovetkezs definiciot Mardia (1962) cikke alapjan:

2.1. definici6. Az (X, Xy, ..., Xy) vektor k-dimenzids Pareto-eloszldsi a = (aq, . .., ax)

elhelyezkedés és p > 0 lecsengés paraméterekkel, ha az egyiittes siriségfigguény:

pp+1)-...-(p+k—1) . 5> a0
MP(zy,29,...,01) = <H§:1 ai) {(Zf:l ai_lxl) — (k- 1)}p (3)

0 eqyébként

Az el6z6 definicioban bevezetett eloszlast mutatja be az (1} abra a = (1,1) elhelyezkedés
és p = 2 lecsengés paraméterekkel:

A fent bemutatott Affi) 1 kérfejlédési vektor egyiittes eloszlasat adeﬁnicic’)ban be-
vezetett tobbdimenzios Pareto-eloszlastnak feltétezem a modellben. Ezen eloszlas rész-
letes tulajdonsagait a[3] fejezetben targyalom. Ott megvizsgalom a peremeloszlasokat, a

feltételes eloszlést, illetve kitérek a paraméterek maximum likelihood becslésére is.

2.2. Megjegyzés. M. Pigeon et al. (2013) cikkében a tobbdimenzids Pareto-eloszlds
helyett eqy rugalmas, tébbvdltozds, ferde normdlis eloszldst alkalmaz a kdrfejlédési vektor

jellemzésére.

2.1.4. Karbejelentési és karbekovetkezési intenzitas

Az el6bbi alfejezetekben bevezetett véaltozok segitségével egy kar jellemzése mar lehet-
ségessé valt, viszont sziikséges az is, hogy becslést tudjunk adni az adott periédusban
bekovetkezett karok szaméra. Ezt az adott peridédusban kockizatban 4ll6 szerzédések
szamaval becsiiljiik: tegyiik fel, hogy az i. periodusban bekovetkezett karok szama, K;

Poisson eloszlasu ©w (i) paraméterekkel. Ttt O jel6li a Poisson-folyamat intenzitasat, w(7)

8



0.0

1. dbra. 2-dimenzids Pareto eloszlds striségfiggvénye a = (1,1) elhelyezkedés és p = 2

lecsengés paraméterekkel. Forrés: sajat abra

pedig az i. periddusban kockézatban 16v6 szerzédések szaméat. Jeloljiik ¢),.-gal az értékelés
periddusat, valamint a vizsgalatok kezd&periddusénak tekintsiik az elsé periodust. Mivel
csak a tényadatokat (azaz a bejelentett karokat) ismerjiik, igy a bekovetkezett, de még be
nem jelentett (azaz IBNR) kidrok Poisson eloszlasuak Ow(i) (1 — Fy(tf — 1;v)) paraméter-
rel. Tgy erre az idgszakra az IBNR karok varhato darabszama Qw(i) (1 — Fy(tf — 1;v)).

2.2. A likelihood fiiggvény

A karokat jellemzs, a fentiekben bemutatott valtozok (pl. bejelentési késlekedés) ismeret-
len paramétereinek meghatarozasat maximum likelihood modszerrel végzem. A likelihood
fiiggvény a vizsgalt kartipustol fiiggéen harom részre oszthato: a lezart karok, az RBNP
és az RBNS karok likelihood tagja. A tovabbiakban ¢, jeloli az értékelés id6pontjat, va-
lamint v}, az értékelés pillanataban, az elsé kifizetés utan ismert kifizetések darabszamat.

A karok értékelését mindig az értékels periodus (pl. az adott év) végén végezziik el.



Lezart karok A lezart karok (Cl) likelihood tagja a kovetkezGképpen adhatd meg:

Lo [ MP(Auy41; Qi1 pluar)

(ik)ci

: H filtis v Tie < 5 — 1) - folqun; Y Qir < 3y — ti — 1)
(ik)ci

: H fa(wir, B|Uix < 3 — qur — tir, — 1)
(ik)ci

. H I(ui, = 0)(1) + Iwip = 1) fa(nigr, @0 < Nigr < 5 — @i — tire — win) +
(ik)cn

+ I(up > 1) fa(niga, @10 < Nt < 5, — @i — tie — Wik)-

Uik j—1
: Hf4 (nikzja D0 < Nij <ti —qir —tin — (wig —j+ 1) — Znikzp> .
7j=2 p=1

A likelihood elsé tagja adja a fejlédési minta tobbdimenzios eloszlasat, mig a tobbi tag a
bejelentési, az els6 karkifizetési késlekedésre, a karkifizetéses periddusok szamara és a két
ilyen periodus kozti késlekedésre vonatkozik.

RBNS karok Az RBNS karok likelihood tagja a kovetkez6képpen adhaté meg:

RBNS : s plus
LOBNS o T MP(Aus i1 Qus 415 plufy)

(tk)RBN S

: H filti v Tie < 45— 1) - folqun; Y Qir < iy — ti — 1)

(tk)RBN S

[ - Fy-1.8)

(tk)rRBNS

' H I(ujy, = 0)(1) + I(ufy, = 1) fa(nira, @|0 < Niga <t — qur — i — wjp,) +

(tk)rRBNS

+ I(ugy, > 1) fa(nira, @10 < Nigy <5 — qa — tix — ujy,)

*

ik ]—1
: Hf4 <nz‘kj7 Q0 < Niy <t —qie — b — (uzp —J +1) — Znikp> :
p=1

j=2
RBNP karok Az RBNP karok likelihood tagja a kiovetkezéképpen adhatod meg:

LEBNE o £t v|Tie < th — 1)(1 — Fy(t, — ti — 1; 7))

2.3. A fiiggékarok tartalékdnak becslése

Miutan a likelihood fiiggvény maximalizalasabol megkaptuk a paraméterek becslését, ezek
segitségével mér tudjuk becsiilni a varhato kifizetést az IBNR, RBNP, illetve RBNS ka-

rokra. Az adott alfejezetben kartipusonként analitikus formuldkat adok az Osszkifizetés

10



varhato értékére, valamint az IBNR és RBNP karokra megadom az Gsszkifizetés méso-
dik momentumét is. Az egyszerisités végett az (ik) karindexet most elhagyom, azaz a

bemutatott tételek egy adott kart jellemeznek.

2.3. Tétel. [eqy IBNR vagy RBNP kdr elsé és mdsodik momentuma/ Jeldlje C eqy IBNR
(vagy RBNP) kdr dsszértékét, azaz

C=Yi M Ao Ay (4)

Tegyiik fel, hogy rogzitett U esetén a Ayiq kdrfejlédési vektor a[2.1. definicidban meg-
ismert tébbdimenzids Pareto-eloszldsi a = (aq,...,ayps1) elhelyezkedés és p lecsengés
paraméterekkel. Ha teljesil a p > U + 1 feltétel, akkor C vdrhato értékét az U (azaz
az elsd kifizetés utdni, kifizetéses periddusok szamdra) figgvényében a kivetkezd kifejezés

adja:

EU(C):EU{Z(U)( ar.av-p(p+ D). (p+ ) } 5

—\i)(p+U)p+U—-1)...(p+1-i)(p—1-1i)

p < U + 1 esetén a szorzat vdrhato értéke végtelen.
Ha teljesil a p > 2(U + 1) feltétel is, akkor C' mdsodik momentumdt a kévetkezd
kifejezés adja meg:

2U

. | ...k, -plp+1)...(p+U)
EU(C)_EU{;FZ(p+U)(p+U—1)--~(p+1—i><P—2—i)}’ o

ahol

fe 3y (O

s=max(0,;—U)

p < 2(U + 1) esetén pedig a szorzat mdsodik momentuma végtelen.

2.4. Megjegyzés. A valdsdgban tetszdlegesen nagy U esetén a fenti varhato érték vég-
telen lenne, igy a gyakorlati alkalmazds sordn érdemes korldtozni az U értékét annak

érdekében, hogy véges varhato értéket kapjunk.

Az RBNS karoknal azt is figyelembe kell venniink, hogy a fejl6dési minta egy ré-
szét mar megfigyeltiik. Tegyiik fel, hogy mar 0 < m(< U + 1) periédusban tortént
kifizetés az adott karra (beleértve az elsg kifizetést is). Jelolje A a mar megfigyelt ki-
fizetések halmazat, B a hatralévs kifizetésekét, azaz Aa = [Y1 A ... Apq]? és

Ag=[\n ... M|l igy A=[Aa Ag]".
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2.5. Tétel. [eqy RBNS kdr elsé és mdsodik momentumal Jelolje C eqy RBNS kdr dssz-
értékét, azaz
C=Y " M-da-- Ay (8)

C értéke az ismert kifizetések mellett:
[C|AA:£A]:yl'61'--"£m—1')\m'-~')\U7 (9)

Ekkor, ha a A4y kdrfejlddési vektor a[2.1. definicidban megismert t6bbdimenzids Pareto-
eloszlisi a = (ay,...,ayy1) és p paraméterekkel, akkor C feltételes vdrhatd értékét és

feltételes mdsodik momentumdt (a Aa-ra nézve) a kivetkezd kifejezések adjik:

E(C|AAZEA):y1€1 """ gm—lE{)\m/\U}:

=yl Ay
B S R e ) B L) By ORI
P ’ (p+U)...(p+m—1) @i PHmM—1—14)"
(10)

ahol az af;l paraméterek a kovetkezd rekurziv képletbol kaphatoak meg minden 1 <1 < m-
dik lépésre:

N+ D4 ]
= al, aholi=1+1....m ¢és
3,0 / iwl—-1 ) )

Ay

/
Al a1

= +
N+ D N+ Dy

U+1
Dii=dy, Y —+cC
-1 = G TG

Cl Cl—l €s

i=l+1 Qi1—1
tovdbbd az ajy = a;, Co = —U, Dy =0 és N\g = Yy értékek a kezdd paraméterek, valamint
a G; egyitthatok a kévetkezd maodszerrel kaphatoak meg minden i =0, ..., U —m indezre:
1. Vegyik az A = (ZT”“, cee Z/U“> halmaz dsszes U —m — 1 elemi részhalmazdt. Ha
m—+2 U+1

az A halmaz tres, akkor legyen G; = 1.
2. Szamitsuk ki minden egyes részhalmazon belil az elemek szorzatdt.
3. A kapott szorzatokat 0sszegezziik, és jeloljik az igy kapott egyiitthatot G;-vel.

2.6. Megjegyzés. Az RBNS kdrok vdrhato dsszkifizetését leiro formula elég bonyolult,
mivel ki kell szamitani hozzd a rekurziv a, paramétereket, illetve az analitikusan nem szd-
molhato G; egyiitthatokat. Ez jelentds mértékben megneheziti a gyakorlatban ezen kdrtipus
osszkifizetésének vdrhato érték szamitdsdat. Az RBNS kdrok mdsodik momentumdt leiro

képletek még dsszetettebbek lennének, igy azokra nem térek ki.
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A fiiggkarok Osszkifizetését leiro allitasok bizonyitésai a [3] fejezetben talalhatoak.
Ott egy altalanos, k-dimenzids Pareto-eloszlasra hatdrozom meg a koordinatak szorza-
tanak feltételes, illetve feltétel nélkiili varhatd értékét és masodik momentumat. Az ott
kapott eredményeket alkalmazva k = U + 1 esetre megkapjuk az allitdsokban szerepld
képleteket. A tétel bizonyitasdhoz lasd a 3.10] és a [3.13] allitasokat, a [2.5] tétel
bizonyitasdhoz pedig a [3.15] allitast.

A kovetkez tétel egyfajta Osszegzés: az el6zd tételekben bemutattam kartipusonként
az egy karra varhato Osszkifizetést. Ennek segitségével pedig az 6sszes karra vonatkozo

osszkarkifizetés az alabbiak szerint szamithato:

2.7. Tétel (becslés az IBNR, RBNP és RBNS karok Osszkifizetésére). Jelilje T
a kdrokra az adathalmazbdl megfigyelt informdcidt. Igy a @ fejezetben ismertetett mo-
dellben az IBNR, RBNP és RBNS kdrok vdrhato értékét a kivetkezdképpen kapjuk meg:

Az IBNR kdrok vdarhato értéke:

E[IBNR|Z] = E(Krsnr) - Ev (Ciang) (11)

ahol az IBNR kdrok vdrhaté darabszama (E (Kpng)) a Poisson-eloszldsbol kaphatd meyg,
valamint a teljes kdrkifizetés eqy IBNR kdrra (Cipng) a . tétel alapjan szamolhato.
Az RBNP kdrok vdarhaté értéke:

ERBNP|Z] = krpnp - Ev (Crenp), (12)

ahol az RBNP kdrok vdrhaté darabszdma (krpnyp) adott, valamint a teljes kdrkifizetés
egy RBNP kdrra (Crpnp) a[2.9 tétel alapjin szdmolhatd.
Az RBNS kdrok vdrhato értéeke:

E[RBNS|I] = Y Ky (CulA} =£5) (13)

(ik)rRBNS

ahol a szumma végigfut az RBNS kdrokon, és egy adott RBNS kdr teljes vdarhato kifizetése
(a mdr ismert AN = 0% FKifizetések alapjdn) a. tétel alapjdn szdmolhato.
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3. Tobbdimenzios Pareto-eloszlas

A kérnagysagok, kiilonosen az extrém nagy karok eloszlasanak vizsgalatara kiilonosen jol
hasznalhatéak a Pareto-tipusi eloszlasok, mivel a tapasztalatok szerint gyakran nagyon
jO illeszkedést mutatnak. Ennek oka, hogy a farokvaldsziniiség csak polinomialis lecsen-
gési, nem pedig exponencidlis (mint példaul a gamma eloszlasnél), igy Pareto-eloszlas
esetén a nagy karok bekovetkezésének valosziniisége nagyobb, mint exponenciélis farok-
valoszintiségi eloszlasok esetén.

Ezek alapjan jogosan meriilt fel az igény, hogy ezen eloszlastipusnak is sziilessenek
tobbdimenzids altalanositasai. Az egyik legismertebb éaltalanositas Mardia (1962) cikkeé-
ben talalhaté: az 1-es tipusi, tobbdimenziés Pareto-eloszlas az eurépai tipust Pareto-
eloszlas altalanositdasa, melynek peremeloszlasai 1-dimenzids Pareto-eloszlasok. A 2-es
tipust, tébbdimenzios Pareto-eloszlast pedig mint a tobbdimenziés Gamma-eloszlas egy
specialis esetét mutatja be.

Emellett talalkozhatunk mas altalanositasokkal is: Rootzén és Tajvidi (2006) cikkében
egy, az extrém érték elmélethez kapcsolodo valtozat szerepel, mig Asimit (2009) cikkében
egy tobbvaltozos, pozitiv ferdeségi Pareto-eloszlas talalhato.

Ebben a fejezetben Mardia (1962) cikkében bevezetett 1-es tipusi eurdpai (2, illetve k-
dimenzios) Pareto-eloszlast mutatom be, majd ennek tulajdonsagait vizsgalom. Célom az,
hogy ezen eloszlas tulajdonsagainak feltérképezése utan a vizsgalt modellben a karfejlédési
vektort modellezzem, meghatarozzam a varhato osszkarkifizetést, majd ennek segitségével

meghatarozzam a sziikséges tartalékképzés mértékét.

3.1. Kétdimenzios Pareto-eloszlas

3.1. definici6é. Az X wvaldszinidségi vdltozé eurdpai tipust Pareto-eloszlasa (a,p) para-

méterekkel (p > 0), ha a sdriséqgfigguény:

p
m’;ﬂl z>a>0

0 eqyébként

Ezen eloszlds vdrhato értéke és variancidja az aldabbi képletekkel adhato meg:

E(X) = hap>1

a’p
(p—1)2*p—2)

A kovetkezSkben tekintsiik ezen eloszlasnak egy kétdimenzios altalanositasat:

D*(X) = hap>2
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Pareto eloszlas ek, exponencialis elos=zlas: malyva
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2. dbra. Azonos vdrhato értékd Pareto-eloszlds és exponencidlis eloszlds lecsengése.

Forrés: sajat abra
3.2. definici6. Az (X,Y) vektor 2-dimenzids Pareto-eloszlasi ((a,b),p) paraméterekkel
(p > 0), ha az egyiittes striségfigguény:

fz,y) = pp+ 1)<ab)p+l/[(b$ +ay — ab)p+2]

xr>a>0,y>b>0
0

(15)
eqyébként

Erdemes megvizsgalni a fenti definiciobol kovetkezé néhany egyszert tulajdonsagot.
Peremeloszlasok: A [3.2] definicioban definialt eloszlas marginalis eloszlasai 1 dimenzios

Pareto-eloszlasok, azaz X és Y egydimenzios, europai Pareto eloszlasuak (a,p) és (b, p)
paraméterekel.
Feltételes eloszlasok: A [3.2ldefinicioban definialt eloszlasnal X feltételes eloszlasa Y-ra

nézve szintén 1-dimenziés Pareto-eloszlas, a feltételes stirtiségfiiggvény:

Faly) — J B+ DM@/ + ay = abp)

r>a>0,y>b>0
0

(16)
egyébként
Igy a feltételes varhato érték és variancia:

Y
E(X|Y)=a+ 2

DA(X|Y) = ‘22}(; <_p$plz) (17)
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3.2. Tobbdimenziés Pareto-eloszlas

A definiciéban szerepls 2-dimenzids stirtiségfiiggvényt irhatjuk a kovetkezé alakban
is:

p(p+1)
T r>a>0,y>0>0
fa,y) = { T ’ (18)

0 egyébként

Ennek mintéjara Mardia (1962) nyoman a k-dimenzios altalanositas:

3.3. definici6. Az (Xy, Xo, ..., Xi) vektor k-dimenzids Pareto-eloszlisi a = (aq, . . ., a)

elhelyezkedés és p > 0 lecsengés paraméterekkel, ha az egyiittes siriségfigguény:

N-...- k—1
p(p+1) (p+ ) 5> a >0

flr,za,.. . 2p) = <Hf=1 ai) {(Zf:l a;1$i> — (k- 1)}1’”‘3 (19)

0 eqyébként

3.2.1. Peremeloszlas

A fent definiadlt k-dimenzios vektor valtozd peremeloszlasai szintén 1-dimenzios Pareto-

eloszlasok (a;, p) paraméterekkel.

Bizonyitds. A bizonyitast rekurziv modon végzem el: els§ lépésben beldtom, hogy a
k — 1 dimenzi6s peremeloszlas k — 1 dimenzios Pareto-eloszlas (ay,...,ax_1,p) paramé-
terekkel. Ezt az eljarast folytatva megkaphato, hogy az 1-dimenzios peremeloszlasok
Pareto-eloszlast kovetnek (a;, p) paraméterekkel.

Nézziik a k — 1 dimenziés peremeloszlast:

r +1)-...-(p+k—1
flo, . ) = / ] plp )k 1(p ) 7 daw =
Tp=ay (Hi:l ai) {(Zi:l a; %) — (k- 1)}
_ pp+1)-...-(p+k—1) _
k ko1 prk=l —1
L —qa; x| — (k=1 —(p+k—-1))a;
(M o) {(Shaaie) = k=D (< k=)o’ |
B plp+1)-...-(p+k—2)
B k-1 k-1 1 prk=17
(L) (o) -2
azaz valoban egy k — 1 dimenziés, (ay,...,ax_1,p) paraméterd Pareto-eloszlast kaptunk.

[]
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3.2.2. Feltételes eloszlas

A k dimenzits Pareto-eloszlastt X vektor feltételes eloszlasa az elsé [ koordinatara nézve
egy k — | dimenziés, modositott Pareto-eloszlés lesz. Miel6tt ratérnék a levezetésre,

bevezetem az emlitett modositott Pareto-eloszlast:

3.4. definici6é. Az (Xq,...,X}) vektor k-dimenzids, modositott Pareto-eloszlasi a =
(ay,...,ax) elhelyezkedés, p > 0 lecsengés és a’ = (a},...,a},) > a mddosité paraméte-

rekkel, valamint Cy, eltoldssal, ha a siridségfiigguény a kovetkezd alaki:

plp+1)-...-(p+k—1)
. o ey Ty >a; >0
flzy,2e,. .. %) = <Hi:1 ai) {(Zi:l a_z) + Ck} (20)
0 eqyébként,
valamint a teljesil az [ -+ [ f(z1,...,25) =1 feltétel.
Tr1=aj Tp=af

3.5. Megjegyzés. A k-dimenzios, mdodositott Pareto-eloszlds specidlis eseteként megkap-
haté a[3.3-ban definidlt k-dimenzids Pareto eloszlds a elhelyezkedés, p lecsengés és a’ = a

mddositd paraméterekkel, valamint C, = —(k — 1) eltoldssal.

Ezek utan pedig kovetkezzen a feltételes eloszlést leird allitas, mely 6nallé eredmény:

3.6. Allitas. Legyen X = (X1,..., X}) k-dimenzids Pareto-eloszldsi vektor a = (ay, . . ., ay)
elhelyezkedés és p > 0 lecsengés paraméterekkel, valamint O < m < k tetszdleges. Ekkor
(X1, ..., Xy) feltételes eloszlasa (X, ..., X,,)-re nézve eqy k—m dimenzids, modositott
Pareto-eloszlds a = (amy1, - - -, ax) elhelyezkedés, p+m lecsengés és a’ = (ay,4 1.m» - - - > Q)
modositd paraméterekkel, valamint C,, eltoldssal, ahol a modosito paraméterek és az el-

tolds a kovetkezd rekurziv képletbdl kaphatoak meg minden 1 <1 < m-dik lépésre:

/ Il—i_Dl—l /

g =—F—0y 1 ,eholi=1+1,...,m ¢és

Q1

Cl == + . Cl—l és

k
a/,
/ (3
Dy =ayy, § — + (i1
- Qi1
i=l+1 b

tovdbbd aj, = a;, Co = —(k — 1) és Dy = 0.
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Bizonyitds. A bizonyitast teljes indukcioval végzem. Els6 lépésként vizsgaljuk meg az

allitast [ = 1-re, azaz irjuk fel (Xo,..., Xj) feltételes eloszlasat Xi-re nézve:

f($2,-..7xk|l'1) = f(l‘l) = ' ﬁ =

(p+T)-...-(p+k:—1)
k

(alel)‘(’f—l) 11 ai) (alel)wk { (Zz’fjl ai1$¢> G l)}p+k

21:9+1)-...-(p+k—1)

o) (o a) 1]

A fentiekbdl latszik, hogy (Xo,..., X)) feltételes eloszlasa Xi-re nézve egy k — 1 di-

pt+k

menzios modositott Pareto-eloszlas a’ = (%ag, cee %ak) modositd és p 4+ 1 lecsengés

ai

paraméterekkel és C; = (1 — (k- 1)93_1) eltolassal. Igy [ = 1-re igaz az allitas.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy az allitas igaz 0 < [ — 1 < k-ra. A képletek egy-
szerlisitése végett az aj, , helyett ebben a lépésben az a; jelolést alkalmazom. Azaz
az indukcios feltétel szerint (X, ..., X}) feltételes eloszlasa (X, ..., X;_1)-re nézve egy
k — (I — 1) dimenzios, modositott Pareto-eloszlas a, modositd paraméterekkel és C;_q

eltolassal, azaz a feltételes siirtségfiiggvény:

p+l-=1)-...-(p+k—1) (1)
ko koox ptk
(1) (2 7) + )
A kovetkezd 1épésben belatom, hogy az éllitas igaz [-re is, azaz kiszamolom (X1, ..., X})

feltételes eloszlasat (X, ..., X;)-re nézve. (21))-b6l konnyen kiszdmolhat6, hogy X; mar-
ginélis striségfiiggvénye a kovetkezd alaki:

— _ Np+i—1
Fx (@l (21, .. ) = pti—1 _(p+1—1)(ap)

p+l p+l
/ x K a; (xl + -Dl—l)
a; a_i + Z o + Ol—l

i=l+1
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Ezt felhasznalva az indukcios lépésben a kivetkezd feltételes eloszlas:

(p+1=1)...(p+h—1)

_ ko k. {711 o p+k
f(xl+17---,$k|$1,...,l‘l) = f(zl’ ,$k|($1, » Ll 1)) _ ( z—laz){( 1—10‘7,, Ji);r 1 1} _
f(o|(z, ... 22) (p+l—1)a)?
(x+D;_1)PH!

p+l-Dp+l) .. (ptk-1) GE%JYH
(HLNQ{<ZLNT%O+CQ&m%@+l—m@4

_ p+0)...(p+k—-1)

a pH k / k —1 p+k
<w1+Dl_1> Hi=l+1 a; { (Zi:l a; :B,) + Ol—l}

p+l)...(p+k-1)

a —(k=) K / a) p+k ptk
L l Z;
((mz—l—Dll) izll_!rl a/i) (IH'Dl—l) { <§ a_;) + Cl—l

i=l

p+0)-...-(p+k—1)

i +D, k +D, a’ P
(11 =p=rap) {(Sespa ) + o

141 =
p+0)...(p+k—1)

k k
z;+D;_ z;+D;_ _ T a
(i:ll_-[i-l( l afl 1 &;)) {<_Z: ( l afl 1a;> 1xi> * xH‘Dll—l - Jfl+[l)l—1Cl*1
p+0)...(p+k—1)

k D k IS p+k’
(, [] (2 a;>> {( 2(—)) . cl}
1=+ 1=+

o S e (22)
"Ton+D  m+D_, !

ahol

A kapott formula alapjan (Xq,..., Xy) feltételes eloszlasa (X, ..., X;)-re nézve egy
k — 1 dimenzios, modositott Pareto-eloszlds (aii1,. .., ax) elhelyezkedés, (aj, ;.. ., a})
modositd és p + | lecsengés paraméterekkel, valamint a —ben definialt C; eltolassal.

Azaz az indukcios 1épés igaz [-re is, igy az allitas helyes. O]

3.7. Megjegyzés. A fenti dllitdsnak van eqy fontos kivetkezménye, melyre a|3.15. dlli-

tas bizonyitasdandl hivatkozni fogok:

Y B rc.=1 (23)

s=m+1 S

Ez az egyenlet nagyon kénnyen beldthato abbol, hogy a feltételes striségfigguény is siri-

ségfiigguény, azaz integrdlja a k —m dimenzds térben 1. Az ai,, = a; egyszerisitd jeldlést
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haszndlva:

[e.e] (e e}

1 — (p+m)-...-(p+k—1) _ 1
o T k k p+k - k p+m
Tpp1=0mi1  Th=0k ( IT a;) { Y o+ Cm} < Y L+ Cm)
i=m—+1 i=m+1 ¢ s=m+1 °

Innen mdr adodik a keresett egyenlet.

3.2.3. Paraméter becslés

A paraméterek maximum likelihood becslésénél iigyelni kell arra, hogy nem feltétlen
azonos hosszusagu vektorok a megfigyelések. Azaz van olyan eset, amikor csak egy kar-
kifizetés tortént, mig mas alkalommal kettd, stb., igy a tébbdimenzios Pareto-eloszlasa

karfejlodési vektoraink kiilonb6z6 hossziasagtuak. A kdvetkezs allitas onallo eredmény.

3.8. Allitas. Tegyiik fel, hogy van N; darab megfigyelésiink, ahol j wvdltozds a tobbdi-

menzids Pareto-eloszldsi (Xij,Xéj, o ,le.j) vektor, ahol l; = 1,...,N;. Emellett j =

1,...,J, azaz mazimdlisan J dimenzidji megfigyeléseink vannak, valamint legyen N =
J

> N; az dsszes adat szdma. Ekkor d; = rr%in ij a mazimum likelihood becslés a parameé-

j=1 i

terekre, ha kielégiti a kivetkezd egyenldtlenség rendszert:

L lj

x .
E:a —G-D<(P+i-DE s (24)
i#v % v
J 1 1 J l'
N; | = 1 - —(—-1 25
Su (e - Sa (S 0on) @
7j=1 Jj=11;=1
minden l; = 1,..., N; vektorra és v =1,...,j koordindldra, ahol j =1,...,J.

Bizonyitds. Felirva a likelihood fiiggvényt:

J

L(za, .. HH pp+1)-...-(p+j—1) ' (26)

P ([ten) {(SEort) -6

Nézziik elgszor a p szerinti optimumot! (26)-bol a loglikelihood fiiggvény:

E(a:l,...,wn):Zi(logp+log(p+1)+...—i—log(p—l—j—1))—
s ([T ) -3+ 3 o (22 - - )
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Ennek p szerinti optimumahoz tekintsiik a p szerinti els6rendii parcialis derivaltat:

0b(zy,. .. 10) & 11 1
0= b)) NS (22— )
% SN (=+ ot T

o p p+l1
J N J l
33w ()
j=11;=1 i=1
Innen mar adodik a egyenlet:
J J N; J l;
1 1 1 x;
N; | =+ = +..+—)= lo - —(-1

Az egyenlet bal oldala szigortian pozitiv, és a jobb oldala is szigoruan pozitiv, mivel

lv
x”

;. > a;, igy a logaritmus belsejében 1-nél nagyobb szamok allnak, azaz nemnegativ

szamokat adunk Gssze. Az egyenlet jobb oldala konstans, mig a bal oldal p szigorian
monoton csokkend fiiggvénye, igy az egyenletnek csak 1 megoldasa van. Tovabba kénnyen
latszik, hogy a parciélis derivalt p-nek szigoriian monoton cstkkend fiiggvénye, igy valoban
maximumot talaltunk.

A kovetkezGkben tekintsiik, hogy milyen a; becslések esetén tudjuk maximalizalni a
likelihood fiiggvényt. Mivel a; < ij minden ¢ = 1,...,5 koordinatara és az Osszes
lehetséges [; vektorra, igy a; < min ij—nek teljesiilnie kell.

Tegyiik fel, hogy kiszamitottuk az & = (min X!', ... min Xf}) becslés vektort a ko-
ordinatakra. Tekintsiink a v. koordindtara egy mésik becslést: 0 < b, < a, < Xf) Az
el6z6 feltétel miatt I € (0,1), melyre b, = r - a,. A kovetkez6kben vizsgaljuk meg azt,
hogy milyen r (azaz milyen b,) esetén tudjuk novelni a likelihood fiiggvény értékét. Ehhez

tekintsiink egy altalanos tagot, ahol a, helyébe b,-t helyettesitiink:

_ pp+1)-...-(p+j—1

(Hm>m{<2%§+%>—u—1%
1#v 17V

A javitas sziikséges feltétele, hogy

Ly

plp+1)-...-(p+j—1)

3 . pt+j
[Ma )i (S2+2 ) - (G-1)
i#v 1V

A fenti egyenl&tlenséget dtrendezve:

P - p¥i P -~ pri
i#v 1#v
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l .
Legyen Cf = 3" @ (7 — 1), ezt behelyettesitve:

a;
lj p+J lj p+J
~ ) T ) i
av{cgj+%} >bv{cf;+—”}
Qy by

i#£v
Az egyenlet mindkét oldalat b2/ -nel szorozva:

bv p+J .
Gy {ngb,, + xi{A—} > by, {Clib, + 25}

Gy

. N
Cib, + zir o by,
b +at [ T
Mivel p + j > 0, igy gond nélkiil I#j—dik hatvanyra emelhetjiik mindkét oldalt:

l; l;
Cib, +xir 1
—l- P > rprt+j
Cv]bv + xvj

[smét keresztbe szorozva:
l --L 11— i I
Cibyr vti +agr v >CJb, +x
Az egyenl6tlenségbe b, = a, - r-t helyettesitve:
ClY Gy r' "7 4+ 2l 5 > O Gy + 2l
QT xdr Ay T+ T

Legyen k(j) =1 — ij az r kitev6je. Az egyszertiség kedvéért a tovabbiakban ezt k-val

jelolom. Igy az utolsé egyenlétlenség:
Cl Gy r® + alirk > CY G, r 4 2l
ch a, (rk —-r) > xl (1- Tk)
Azaz a javitashoz sziikséges feltétel:

Qy 1—rk

(27)

l; k _
o rh—r

F—r >0, mivel 7 < 1és k <1, igy

Az atosztasnél a relécios jel nem fordul meg, hiszen r
rh >
Osszefoglalva a kapott eredményt: ha 3r € (0,1), amelyre teljesiil, akkor a

b, < a, becslés javit a likelihood fiiggvényen. Més szavakkal, ha Vr € (0,1)-re (27) nem

k

- L 4 _ T ,
teljesiil, azaz C’J“T’;, < ikf akkor nem tudunk javitani az a, becslésen.

)
r
Ty
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Ehhez vizsgaljuk meg egyenl6tlenség jobb oldalat, azaz elemezziik a

_1—7"’~C

rk —r

9(r)
fiiggvényt monotonitas, illetve korlatossidg szempontjabol. Felirva a derivaltfiiggvényt:

—k”l”k_l (Tk o 7“) o (1 o ’f’k) (lﬂ’k . 1) —k?"2k_1 + k?“k o k?’k_l 14+ erk—l o Tk

/i) = Tt - o -
_ (k—1)rk —krk=1 41
—;

g'(r) szamlalojara adhato egy r-t6l fiiggetlen becslés, ehhez tekintsiik a szamlalo (mint r

fiiggvénye) derivaltjat:

—i(k —)rF — k" L= k(k = D)t — k(k = 1)t =
11 r—1
k k

Mivel 0 < k <1és0 <r <1, igy ez a derivalt nagyobb egyenld mint 0, azaz a szamlalo
(mint r fliggvénye) monoton névekvd. fgy maximuméat a jobb oldali végpontban, azaz
r = 1-ben éri el, ahol értéke 0.

Azaz a becslés alapjan ¢/'(r) < 0, igy ¢g(r) monoton csékkend. S6t, ha r < 1, akkor
teljesiil a szigoru egyenlGtlenség is, igy ¢(r) szigortan monoton csokkens r-ben (r €

(0,1)). Ezt az észrevételt felhasznalva szamitsuk ki a hatarértéket a végpontokban:

lim g(r) = lim =" =

fim g(r) = limy 7 =+
. R e L Y G —k k 1—1% .
L P s T T

Az eredmények alapjan g(r) alulrél korlatos, a legjobb korlat pedig p + j — 1. Ennek
segitségével a (27) egyenlétlenségben megfogalmazott észrevételt tjrafogalmazhatjuk: ha

C’ij% < p+j —1igaz, azaz ha teljesiil a

v

L L

Y- -)<p+i-D

. a; v

i#v
egyenlGtlenség minden [; vektorra, és ezeknek minden ¢ = 1,...,j koordinatdjara, akkor
nincs az @ = (ay, ..., ay) vektornal jobb becslés az a = (aq, .. .,a ) paraméterekre. [
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3.9. Megjegyzés. A (@ allitdasat vizsgdljuk meg a j = 1 és j = 2 dimenziok esetében.
7 = l-re az egyenldtlenség rendszer a kovetkezd alakot olti:

l l’l

x

0-(1-1) < (p+1-1)5 =po,
ami nyilvdn teljesil, mivel p, a, illetve &' is pozitiv minden | vektorra. Igy nincs az
a = min X"'-nél jobb becslés. Ez ésszhangban van az eqydimenzids Pareto-eloszldsra ismert
mazrmum likelihood becsléssel.

7 = 2-re az eqyenldtlenség rendszer a kovetkezd alakot olta:

{ l
)

—<(p+1)—=
aq (05}
l 7
2 < (p+1=
(05} aq

Ezt mdr nem feltétlen elégiti ki az a = (min 2}, min mg) becslés, elképzelhetd, hogy adott

p értékre taldlunk ennél jobbat.

3.2.4. A tartalékok meghatarozasahoz sziikséges allitasok

Ahhoz, hogy a [2| fejezetben bemutatott modellt azon feltétel mellett vizsgaljuk, hogy
al2.1.3 fejezetben bemutatott karfejlédési minta tobbdimenzios Pareto-eloszlast, sziikség
van néhany allitas kimondasara. Az alabbi alfejezetben taldlhaté allitasok mind 6nallo
eredmények. Koziilikk az elsé egy IBNR (és RBNP) kar varhato értékének kiszamolasahoz
nyujt segitséget:

3.10. Allitas. Tegyiik fel, hogy az X = (X1, Xy, ..., X)) vektor tobbdimenzids Pareto-
eloszlisi a = (ay, ..., ax) €s p paraméterekkel. Ekkor p > k feltétel mellett a koordindtdk
szorzatanak vdrhato értéke a kovetkezdképpen kaphato meg:

(k=1 aaplpt D). (prk—1) 1
E(Xl'XT'“'X’“)_Z( 0 )(p+k—1)(P+k—2)...(p+1—i) p—1—i

1=

(28)
Bizonyitds. A varhato érték definiciojabol:

]E(XlXQXk): / / / l'l'.1'2'...'$k'f(l'1,x2,...,l'k)dxk...dxlz

Tr1=al r2=a2 Tp=ag
o0

_OOOO... Ty Ty ... Tp - pp+1)...(p+k—1) o an
14 () (St -0

(e ele o] [e.9]

B Ty To xy plp+1)...(p+Ek-1)
ai az ag {(Zizl a_:> - (k_ 1)}
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Az integral kiszdmitasahoz alkalmazzuk a t; = 7 helyettesitést. Igy a Jacobi-determinans

|J|=ai-as-... ap ést; € (1,00). A helyettesités utan a kovetkez6 alakban irhato
fel:
7 ). (p+k—1
a1~...-ak//---/tl-tg-...-tk- p(p: ).+ 13+kdtk...dt1
t1=1t2=1 tp=1 {(Zz:l tz) - (k - 1)}

A kés6bbiekben tekintsiik a konstansok nélkiili k-valtozos integralt:

// /t t t ! dt dt
/ 1ola oty {t1+t2+...+tk—(k—1)}p+k koo-diy

A k-valtozos integral kiszamitasdhoz elGszor végezziik el a ) szerinti integralast:

r 1
tr dtk:
/ (ty +ty+ ...+t — (k—1))P**

t=1
_ th o0
- [(—(p+/€—1))(t1—|—t2+,.,_|_tk_(k_l))p+k—1]tk1
_/ : _dt, —
bee1 (—(p+k—=1))(t1 +to+ ...+t — (k—1))PF!
_ 1
B <p+/€—1)(t1+t2+...+tk_1-|—1_(k_1>>p+k—1 -
1 N —
_ (p-f-/f—1)(p+k—2)(t1+t2+,,,+tk_(k_l))p+k;_2]tk1—
1
= (p+k—1)(th+to+ ...+t — (k—2)P"! +
1

+ -
(p+hk—D(p+k—2)(t1+ta+...+tyq — (k—2)P"?
Lathato, hogy a kovetkezs lépésben az els6 lépésben elvégzett integralhoz hasonlé ala-
ki integralokkal lesz dolgunk, azaz megfigyelhets egy rekurziv formula a t&bbi véltozd
szerinti egyszeres integralok elvégzésére. Ehhez vezessiik be a kovetkezé jelolést:
1

(p+k—Dp+k—=2)...p+k—n)t1+to+...+tp;— (k—j—1)PF"
(30)

Az n-es als6 index azt mutatja, hogy hany darab szorzétag jott be a hatvany elé az els6

I =

n

lépéstdl kezdve (illetve a hatvanykitevs hogyan valtozott ezzel parhuzamosan). A j felss
index pedig azt mutatja, hogy az integralasi lépések soran a hatvanyalapban hany darab

t; valtozo esett ki a lépések soran, azaz hany darab egyszeres integralt végeztiink mar el.
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(o]
A rekurziv formula megalkotasdhoz szamitsuk ki f tr_ J[ dty—;-t. Mivel az integ-
tp—j=1

ralas soran a konstans szorzok kivihetGek az intergal elé, igy jeloljiik C-vel I kontans

tagjait, azaz C = (p+k—1)(p+k—2)...(p+ k —n). Ennek felhasznalasaval

o0 o0

1
C /t4 dty_; =
/ i T IOt bttt — (k=g — )P

tk,jzl tk—jzl

[e.9]

tk:—j
[C(—(p—l— kE—n—1))(t+t2+... + ity — (k—j— 1))p+k—n—1]

tk,jzl
o0

1
_ / C(—(p+k—n—1))(t1+t2+—|—tk_]_<k_j_1))P+kfnfl

tk*]::l

dtk,j =

1
C’(p+k—n—1)(t1+t2++tk_]_1)+1_(k_]_1))p+k—n71
1

Clp+hk—n—Dp+k—n—2)(th+ta+...+tp;—(k—j—1)FH 2
_ 1 N

C(p“i“ k— (7’L+ 1)) (tl +to+ ... +tk—(j+1) — (k» _ (] + 1) _ 1))P+k*(n+1)

1

i . pt+k—(n+2)

Clp+k—(n+D)p+k—n+2)(t+tat...+tp gy — (k—7—2)

=L+ L5 (31)

o0

tp_ ;=1

Az el6z6 jeldléssel az elsd integraltag:

i tk 1 1
dty, =1} +1 32
_/t1+ R .

Ennek felhasznalaséval kapjuk a 2 valtozos integralt:

oo

tk_1~tk / 1 1
dtydty_y = [ tey- (I} +1}) dty_
//t1+ ot — (k- )Pt o (o I2) dfiey

tp—1=11tx=1 t_1=1

A rekurzios egyenlet felhasznalasaval az integral tagjai:

_1'111 dtk_1:]22+lg, és

\8

-1 [21 dtp—1 = [3? + 127 igy

tp—1=1
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Ly 2 2 2 2
dtpdty_1 =15+ 15+ 15+ 1
/ / (t1 + . +tk—(k—1))p+k S 2 o

te_1=11=1

=3 +23+ 1

Tovabb folytatva a gondolatmenetet:

lp—2 - tp—1 -t
dtpdty_idty_s =
/ / / T P

tp—o=1tp_1=1t=1

- / b (B4 20 4 I2) Aty = I+ 12+ 213 + 1) + 2 4 12 =

tp—2=1

=I5+ 3I; + 313+ I} (33)

Az eljaras folytathato a 4,5,... valtozos integral kiszamitasara is, de mar itt is kirajzolodik
a binomidlis egyiitthatos struktira, amelynek pontos megfogalmazasat a kovetkezé lemma

adja:

3.11. Lemma. Az el6zd jelolésekkel, N =0...(k —2)-re

N+1
{775 ST 2 <N+1) N+1
dtp ... dt,_ny = 1 34
/ /t1+ e — (k1) v =2 i Nan (34)

=0

tp—n=1 tp=1

Bizonyitds. A bizonyitast teljes indukcioval végzem. A lemma allitisa N = O-ra (32)
miatt igaz. Tegylink fel, hogy N-re igaz az &llitas, azaz

N+1
then ...tk (N+1) N+1
dty, ... dt_ :E IyT
/ / t1+ +tk—(]{7—1))p+k g hoN - 1 N1+

tr_n=1 te=1 =0
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Vizsgaljuk meg, hogy N + 1-re is igaz-e az allitas (feltéve, hogy N +1 < k — 2).

o0 o0 o0

theN - .. - Ty
/ / '“/(t1+...+tk—(k:—1))p+k dtg ... dtg_ndltp_(nvy1) =

e (N+1)=1tk—N=1 tr=1

o0 N+1
N+1
= / te (i) Y ( . )fz]vvihi dtr-(v41) =
1=0

?

the—(n+1)=1
N+1 *°
N+1
=2 ( ; ) / te—(v1) * AN 1 dhr-ven) =
=0 tk—(nv+1)=1

]

N+1 N+1 N+2
NA+T\ onpo N+2 N+1Y\ nio N+1Y nio
= Z ( i ) (INj-_2+i + ]Ni3+i) - Z . ]Nj-_2+i + Z i—1 IN12+1' -
i=0

=0 =1
N+1 N+2
N+1 N +1 N +2
st {3+ (Y7 e i - 3 (V)
i=1 1=0

Az utolso 1épésben a binomialis egyiitthatokra vonatkozé ismert 6sszefiiggést hasznaltam.
O

Az integralasi lépések elvégzése soran a nevezGben eltiinik egy valtozo, azaz k — 1 lépés
utan a nevezGben csak egy valtozo, a t;, marad. Azaz N = k — 1 esetén mar csak egy
hatvanyfiiggvény integraljat kell kiszamitani, nincs sziikség parcialis integralasra. Igy a
keresett integral:

o0

/7 ]o hoter ol dty, ... dtsdt;, =
(b bo oty — (k—1)tr

t1=1t2=1 tr=1

% k—1 k—1 o0
k—1 3 k—1
0

i=0 i= T

—1 > t
i >/<p+k_1)(p+k’—2>...(p—|—k:—(k—1+i))(t1)p+k—(k—1+i)

t1=

dtl ==

<.
I I
o

—

o
|
—_

) : el
i Jp+k=Dp+k=2).. (p+1-0) [—(p—1-0 ], _,

:f‘(k—w 1
—\ i Jp+k-Dp+k-2)...(p+1-i)p—1-1i)

Az elvégzett 1épések soran végig kihasznaltam a p > k feltételt, hiszen igy minden imp-

romprius integral konvergens volt.
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Osszerakva a kapott eredményeket, a keresett varhato érték a kovetekezd zart formu-

laval adhato meg:

E
—_

E(X:-Xs-... X)) =

%

(k—l) aj...ax-plp+1)...(p+k—1)
i Jip+Ek-—1)p+k—2)...(p+1—i)(p—1—1)

Il
=)

]

3.12. Megjegyzés. Az eldzd dllitasban k = 1 esetén a (p+k—1)(p+k—2)...(p+1—1)
szorzat értéke alatt 1-et értek. Ezzel a jeloléssel visszakapjuk az 1-dimenzids Pareto-
eloszldas vdrhato értékeét.

Tovabba fontosnak tartottam, hogy az elézd dllitasban kapott formula helyességét szd-
mitogép segitségével ellendrizzem k = 2,3 esetén. A Wolfram Mathematica szimbolikus
programcsomag seqitségével kiszamitottam a vdrhato értéket, és a kapott eredmények meg-

egyeztek a formulabol kiszamolhato értékekkel.

A véarhato kadrnagysag mellett fontos informéciot rejt magaban az osszkarkifizetés szo-
rasa is, amelynek meghatirozésa nehezebb feladat. A kovetkezd allitas a szorzat masodik

momentuméat adja meg, ennek segitségével mar konnyen szamolhato a szorasnégyzet is.

3.13. Allitas. Tegyiik fel, hogy az X = (X1, Xy, ..., X)) vektor tobbdimenzids Pareto-
eloszldsi a = (ai,...,ax) €s p paraméterekkel. Ekkor p > 2k esetben a koordindtdk

szorzatanak mdsodik momentuma a kévetkezéképpen kaphato meg:

2k—2

E«Xij.”Q&f)zi:E(

ahol

ai...ai-plp+1)...(p+k—1) 1
p+k—Dp+k—2)...(p+1—i)(p—2—1)

, (35)

fe S () 2

s=max(0,i—(k—1))
Bizonyitds. A bizonyitas a a[3.10] allitds bizonyitasanak analogiaja, induljunk ki a kere-

sett varhato érték definiciojabol:

E((Xl-XQ-...-Xk)z): / / wl-ay .. xn e f(wy,me, .. o) dog . day =

r1=ai T=aj

_ ”.mﬁ.g.“,x% pp+1)...(p+k—1) e
14 () {0

SN 00 £ I N Q2 RS A
a? a3 a? {(Zk x_) e 1)}p+k
a1 as ay =1 a;
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Az integral kiszdmitasahoz alkalmazzuk a t; = 7 helyettesitést. Igy a Jacobi-determinans
|J|=ay-as-...-a; ést; € (1,00). A helyettesités utan (37) a kovetkezs alakban irhato
fel:

ag.....az/ /.../tg.tg.....tg. pptl). k=D 4 (ss)
f Ptk
t1=1t2=1 tr=1 {(Zi:l tl) - (k - ]‘)}

A késébbiekben tekintsiik a konstansok nélkiili k-valtozos integralt:

1
215 dty ... dt 39
/ / / {t1+t2+ At — (k= 1) ‘ ! (39)

t1=1t2=1 tr

A cél itt is egy rekurziv formula megalkotésa, ezért legyen ismételten:
1

I = :
(p—i—k;—1)(p+k:—2)...(p+k—n)(t1—l—tg—i—...—i—tk,j—(k—j—l))p+k_n

valamint szamitsuk ki f ti_ ;1) dtp_j;-t, ahol j = 1,...,k — 1. Mivel az integralas
tp—;=1
soran a konstans szorzok kivihetSek az intergél elé, igy jeldljiik C-vel I7 kontans tagjait,

azaz C = (p+k—1)(p+k—2)...(p+k —n). Ennek felhasznélasaval:

oo o0

1
I7 dty—; = /tZ, dty—; =
/ k=g ke ij(tl—i-tQ—'——|—tk,]—<k—j—1))p+kin i

tp_j;=1 tp_;=1

_ ey B
C (—(p th—n—1)(ty+tot ... +tpy— (k—j—1))F ! _—
Uy
. +k—n—1 dtk*j =
: IC p+k—n—1))(t1+t2+...+tk,]’—(k—j—l))p
k—j=
—_— 1 S
Clp+k—n—1)(th+to4...+tpjq)+1—(k—j—1)PF "t
- 2 - .
C@+k—n—D@+k—n—%@ﬁ¢yh“+mﬁ—%—j—DVMWQtmﬂ
2 dty_;
) Clprh—n—Dptk—n—2) i+ttt — (k=L
k— ]—
= I + 200 v 20 (40)

Az integralasi lépések rekurziv elvégzése soran a nevezdében eltiinik egy valtozo, azaz k—1
lépés utan mar csak egy valtozo, t;, marad, és egy hatvanyfiiggvényt kell kiintegralni. Igy
a cél egy olyan formula megalkotésa, amely j = 1,..., k—1-re megadja az integraltagokat

azok egyiitthatoival egyiitt.
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2[3/1;1\212
RN RN RN

2l 11, 21y 21, 11, 2Is 2I; 113 214

o0

A rekurzio alapjan lathato, hogy minden [ ¢7_,I) dt,_; alaki integral elvégzése

utan 3 tag, azaz 3 utdd keletkezik. Tekintsiiktk;fz)llyamat "abrajat" egy grafként, ahogy
az 4bra is mutatja: a fa gyokere I, azaz —ben keresett integral, a j. szinten pedig
a J. l1épés utan a rekurzié alapjan kapott integraltagok taldlhatoak, a hozzajuk tartozo
egylitthatoval egyiitt. A fa egy k— 1 mélységii, teljes 3-adfokt (masnéven trinomialis) fa,
mivel a k — 1. lépés utan csak hatvanyfiiggvények integraljat kell kiszdmolnunk, valamint
minden sziilének 3 gyereke van.

A j. szinten a kivetkezé alaki integraltagok fordulnak els: 1, [;4q, ..., I3; (a jelolések
egyszertisitése végett elhagyom a fels§ indexet). Fontos észrevétel, hogy ezen a szinten
osszesen 37 csics van, de csak 25 + 1 darab kiilonb6z6 indexi tag, igy némely indext tag
tObbszor, kiillonboz6 egyiitthatoval szerepel. A végss cél tehat a k — 1. szinten minden
n==k—1,...,3(k— 1) indexre meghatarozni az egyiitthatok tsszegét.

A kérdés megvalaszolasahoz vezessiik be a kovetkezd jelolésrendszert: legyen minden
cstcs kozépss gyereke 1l-es, jobb oldali gyereke 2-es, valamint bal oldali gyereke 3-as
szamu. Fzek a kodok adjik meg, hogy a sziil§ indexéhez képest mennyivel nagyobb a
gyerek indexe, valamint a sziil6 egytlitthatojat mivel kell megszorozni, hogy megkapjuk az
adott gyerek egyiitthatojat: 1l-es esetében 1-gyel, 2-es esetében 2-vel, mig 3-as esetében
szintén 2-vel.

Mivel teljes trinomidlis faval dolgozunk, igy a j. szinten minden cstcs indexe és egyiitt-
hatoja megadhato egy j hosszuisagu, csak az (1,2, 3) szamokat tartalmazo listaval, aminek
m. eleme a cstcs m. szinten 1év6 Gsének kodja (m = j esetén az adott csics kodja). Jeldlje
s a 3-asok, t a 2-esek, mig j — s — t az l-esek szdmat a kodban, feltéve, hogy s € [0, j]
ést €[0,j— s]. Igy minden j. szinten 16v6 csiics indexe a lista elemeinek Gsszege (azaz a
gyokérhez képest hannyal noveltiik az indexet), forméalisan: 3s+2t+(j—s—t) = 2s+t+7.
Az adott cstcs egylitthatoja pedig 251 lesz, mivel a gyokér egylitthatojat (azaz 1-et) s+t
alkalommal szoroztuk 2-vel és j —t — s alkalommal 1-gyel.

A kodrendszer szemléltetéséhez tekintsiik példaként a 2. szint 2. elemét, Iy-et. Itt
Jj = 2, azaz 2 hossztsagu listat keresiink. Ennek elsG eleme 3 (az elsG szinten 16v§ Gs,
I3 k6dja), masodik eleme pedig 1 (I, a vizsgalt csics kodja). A kédban s = 1 db 3-as,

= 0 db 2-es szerepel, azaz keresett index 3+ 1 = 4, a keresett szorzotag pedig 2170 = 2.
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Mivel nekiink a fa legalso szintjén kell 0sszegezniink, ezért tekintsiik egy L mélységt,
teljes trinomidlis fa leveleit, és az ezeket leird L hosszisagu kédokat. Az s darab 3-
ast, t darab 2-est tartalmazo listdk szama (?) (Lt_s), ezen kodolasi levelek indexe 2s +
t + L, egyiitthatoja 2°T". Mivel az indexek az [L,3L] tartoményban helyezkednek el,
ezért minden z = 2s +t € [0,2L]-re meg kell hataroznunk az egyiitthatok Osszegét.
Ehhez tekintsiik az L. szinten 1év§ Osszes egylitthatd Osszegét, majd rendezziik at tgy a

szummakat, hogy z = 2s + t szerint menjen az 6sszegzés:

..,ZL; : (j;) (L ¢ S) 2 (41)

Alkalmazva a z = 2s + t helyettesitést, t = z — 2s és z € [2s, L + s]:

22 () E

s=0 z=2s

Itt még sziikség van a szummadk sorrendjének felcserélésére, hogy a megfelel§ alakot
kapjuk. Ehhez tekintsiink két esetet: ha z = 0...L, akkor s = 0. .. L%J, tovabba ha

z=L+1...2L, akkor s = z — L... L%J Osszefoglalva s = max(0,z — L). .. ng, és

ennek segitségével a szummacsere utan (42)):

oy () 3

2=0 s=max(0,2—L)

azaz tetszlleges z € [0,2L]-re a z + L indexi integraltag egyiitthatoja:

S ()

s=max(0,z2—L)

Mivel az altalunk vizsgalt fa k£ — 1 mélységi, igy a fenti eredményt alkalmazva kapjuk a
keresett F; egyiitthatokat:

N GO S w

s=max(0,i—(k—1))

Utolso 1épésként pedig ki kell szamitani a megmaradt, egyvaltozds hatvanytiiggvények

integaljat:
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// / Hoth ...t dty, ... dtydt, =
{t + o+ .+tk—(k:—1)}p+k B TR

t1=1ta=1 te=1
2k—2 2k—2
/t2 ZF k= 11+Zdt1_ZF /t2 Il dty =
t1=1 t1=1
2k—2

t
- _ dt, =
Z / p+k—Dp+k—2).. (pt+k—(k—1+0))(t)pre G150

=1

1 1 >
:;Fi(erk:—1)(P+k—2)...(p+1—i) [—(p—Q—i)tf_Q_i t1:1:
2k—2 1
:;Fi(p—l-k—1)(p+k—2)...(p+1—i)(p—Q—i)

Az elvégzett 1épések soran végig kihasznaltam a k > 2p feltételt, hiszen igy minden
improprius integral konvergens volt.
Osszerakva a kapott eredményeket, a keresett varhato érték a kovetekezd zart formu-

laval adhato meg:

ZF' ai...ai-plp+1)...(p+k—1)

E((X) Xp-...- Xp)?) = pHk—Dp+k-2) . (p+t1l—i)(p—2—1i

]

3.14. Megjegyzés. Az eldzd dllitdsban k = 1 esetén a (p+k—1)(p+k—2)...(p+1—1)
szorzat értéke alatt 1-et értek. Ezzel a jeloléssel visszakapjuk az 1-dimenzids Pareto-
eloszldas mdasodik momentumadt.

Tovabba fontosnak tartottam, hogy az eldzd dllitasban kapott formula helyességét ismét
ellendrizzem szdmitdgép segitségével k = 2,3 esetén. Szintén a Wolfram Mathematica
szimbolikus programcsomag segitségével kiszamitottam a mdsodik momentumokat, és a

kapott eredmények itt is megegyeztek a formuldbol kiszdmolhato értékekkel.

Az el6z6 két allitasban kiszamitottam a koordinatédk szorzatanak varhato értékét, illetve
méasodik momentumat, amely az IBNR (illetve RBNP) karok tartaléksziikségletét adja
meg. Az RBNS kérok esetében viszont a karfejlédési vektor egy része mar ismert, igy az
Osszkarkifizetést az ismert koordinatak fiiggvényében kell megadni. A kovetkezd allitas

ebben nytjt segitséget:
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3.15. Allitas. Tegyiik fel, hogy az X = (X1, Xy, ..., X},) vektor tobbdimenzids Pareto-
eloszlisi a = (ay, ..., ay) ésp paraméterekkel. Ekkor a p > k—m feltétel teljesiilése esetén
az utolsé k — m koordindta szorzatanak feltételes vdrhato értéke az elsd m koordindtdra

nézve a kovetkezdképpen kaphato meg:

E(Xpi1 o Xl (X1s e, X)) =

k—m—1 /

B Z G”amH;m...a;ﬁm-(p—|—m)...(p—|-k—1)(amH N 1 )
' (p+k—=1)...(p+m—1) U1 P+m—i—1))"

1=0

(46)

ahol az d/,, modosito paraméterek a allitasban leirtak alapjan szamithatoak, vala-

mint a G; egyiitthatok a kovetkez§ eljaras alapjan kaphatoak meg:

L. Vegyiik az A = (7, ..., 7*2) halmaz sszes k —m — 1 — i elemti részhalmazat.
k m+2;m

Ha az A halmaz ﬁfgs, akkor G; = 1.

2. Ha A nem fiires, akkor szamitsuk ki minden egyes részhalmazon beliil az elemek

szorzatat.
3. A kapott szorzatokat Osszegezziik, és jeldljiik az igy kapott egyiitthatot Gj-vel.

Bizonyitds. A bizonyitas a [3.10] allitas bizonyitasanak analogidja. A allitasban
belatottak miatt a feltételes eloszlas egy k& — m dimenzidés modositott Pareto-eloszlas
a = (ami1,---,a;) elhelyezkedés, p + m lecsengés és a’ = (a5, 1. - - - » Ap,) MOdOSItO

paraméterekkel, valamint Cy,, eltolassal. Az a;,,, = a; egyszer(sits jelolést alkalmazva a

feltételes stirtiségfiiggvény a kovetkezd alakban irhato fel:

p+m)...(p+k—1)

k k p+k
(11 a)( 2 5+c)
i=m+1 i=m+1 °

Ennek felhasznalasaval a feltételes varhato érték:

f(@met, gl . ) =

E(Xm+1 .. XkKle s ,Xm)) =

(e o] [e.o]

= / / Tog1 T f(Tmaty - Tplxy, oo o) dog .o ATy =

Tm4+1=0m+1 Tp=ak
o0 o0

B Tma1---Tg(p+m)...(p+k—1)
= . . . -
am+1 ag ( H a;) ( Z a;_lmi —I—Cm)
t=m-+1 1=m-+1
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Alkalmazzuk a t; = % helyettesitést minden 7 > m-re, ekkor t; € (%,00) és a Jacobi-
determinans |J| =a;, | -al, ... a, értéke miatt a integral a kovetkez6 alakban
irhato fel:

, , tmi1---te(p+m)...(p+k—1)
; v
tm+1=Z;m7+1 tk:afk ( Z tl—FCm)

i=m+1

dtk “e. dtm+1

Tekintsiik most is a konstansok nélkiili, & — m dimenziés integralt:

tonit - -t
- o dty Aty
tm+1::;rn+1 tk:% Z t’L + Cm
m+1 k i=m-+1

A fenti integral a [3.10] allitads bizonyitasanak mintajara, rekurziv médon szamithaté ki.
Ehhez vezessiik be a kovetkezd jelolést:

I = 1

n

& pt+k—n
(p—i—k:—l)...(p—i—k—n)(tm+1+...—0—tk_j+ > g—f+0m>
s=k—j+1 °

Egy altaldnos tag integralasa utan belathato a kovetkezd rekurzios formula:

o

77 o J 7i+1 Jj+1
/ tk‘—J]ndtk?—J 7 In+1 + In+27
. Af—j
tkfj:a/ =
k—j

A allitas bizonyitasdnak mintajara itt is egy faszerkezet segitségével lehet megha-
tarozni az egyes szinteken az egyiitthatok Osszegét. Mivel itt minden tagnak két utodja

lesz, igy egy binomidlis faval kell dolgoznunk. Jeldlje r4_; = %—t, igy a keresett fa:
k—j

]/0\]
AN

Te—1le I3  1pqls Iy

A fa gyokerében Iy, azaz a keresett & — m dimenzios integrél helyezkedik el. Minden

| ti—;I2dt,_; alakt integralas utan két utod keletkezik, igy egy teljes binomidlis
tp—j=Tk—j

fat kapunk.
A tovabbiakban vizsgaljunk egy L mélységi fat. A j. szinten a kivetkez6 integraltagok
fordulnak el6: I;, 111, ..., Iz, igy a cél az, hogy az als6 szinten meghatarozzam az ezekhez

tartozo egyiitthatok Osszegét.
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Vezessiik be a kovetkezd jeldléstrendszert: legyen minden csics bal oldali gyermeke
1-es, mig a jobb oldali gyermeke 2-es szamua. Ezek a kédok adjak meg, hogy a sziil§
indexéhez képest mennyivel nagyobb a gyerek indexe, valamint a sziil§ egyiitthatojat
mivel kell megszorozni, hogy megkapjuk az adott gyerek egyiitthatojat: 1-es esetében
Tr—j+1-gyel, mig 2-es esetében 1-gyel.

Mivel teljes binomidlis faval dolgozunk, igy a j. szinten minden csics indexe és egyiitt-
hatoja megadhato egy j hosszisagu, csak az (1,2) szamokat tartalmazo listaval, aminek
m. eleme a csiics m. szinten 1év§ egyiitthatojanak kodja. Jeldlje s a 2-esek szamat a
kodban, L — s pedig az l-esek szamat a kodban, feltéve hogy s € [0, L]. Igy minden
J. szinten 1év6 csics indexe a lista elemeinek Gsszege. A csics egyiitthat6ja nehezebben
hatarozhat6 meg, mivel a kiilonb6z6 szinteken kiilonbo6z6 ry_j-vel szorzodott az addigi
egylitthato. Példaul a bemutatott fa 3. szintjén az egyik I3-as tag egyiitthatoja rp_1 - 1,
mig a masiké 1 - r,_5. Azonban a kodbol kiolvashatd, hogy az L — s indexd tagok s
alkalommal szorzédtak meg valamilyen r;,_;-vel az 6rokl6dés sordn, igy az egyiitthatojuk
megkaphato, ha 6sszeszorozzuk a kdédban a 2-es indexd tagokhoz tartozo6 ry_j;-ket. Azaz
tekintsiik a cstucs kodjaban azokat az elemeket, amik értéke 2, legyen ennek indexe m;.
Ekkor az ehhez tartozo egyiitthato értéke ry_,,,. A cstcs egyiitthatoja pedig ezen r4_,,,-k
szorzataként szamolhato.

Osszefoglalva, a fa L. szintjén az adott s = 0, ..., L indexhez tartozo egyiitthatok a

kovetkezd modszerrel hatarozhatok meg:

1. Vegyiik az (1, ..., rx_r+1) halmaz 6sszes L — s elemii részhalmazat. Ha ez a halmaz

iires, akkor legyen G4 = 1.

2. Ha a fenti halmaz nem iires, akkor szdmitsuk ki minden egyes részhalmazon beliil

az elemek szorzatat.
3. A kapott szorzatokat Osszegezziik, és jeloljiik az igy kapott egyiitthatot Gg-sel.

A fenti eljaras segitségével megkaphaté minden keresett egyiitthato egy L mélységi
faban. Mivel az altalam vizsgalt fa k—m—1 mélység(, igy az eredményeket L = k—m—1-

re alkalmazva kimondhat6 a kovetkezd lemma:

3.16. Lemma. A fent: jeldlésekkel:

00 00 k—m—1
1
v [ty ot 7 Atk dlpio = Z Gi-Ii-n 1,
%[2 Py (tmgr + .-+t + Cn)P i=0
Ot o aj,
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A rekurzi6 befejezd lépéseként a fenti lemma eredményét alkalmazva kapjuk, hogy:

bt - oo

(tmst + -+ b+ Cp)PH* -

k—m—1

tm+1 Z Gi Iyt =
=0

1 o

G / tm+1f;]::;f:11+i dtpy1 =

Tekintsiik a szumma egy tagjat a G; egyiitthato nélkiil!

o0

tm—l—l
i prmt1—i dtpyr =
et pHE= D) Gbm 10 (tnt 354G
m+1 s=m+2 °
o tm—i—l .
B L p+m—i
(p+k—1)...(p+m—1i) (tm+1+ >, g—f+Cm)
s=m+2 ° Am+1
U1
1
a k p+m—i dtmt1 =
b1 St L (p—|—/€— 1)...(p+m—i) (tm+1—|— Z %—l—cm)
“mt1 s=m+2 °
Am41
_ alm+1
B k p+m7i+
prh=D =i (3 5+0)
s=m+1 °
1
+ k p+m—i—1
p+k—=1...(p+m—i)p+m—i—1) ( > Z—f—FC’m)
s=m+1 °
k
Végiil pedig kihasznalva a megjegyzésben megéllapitottakat, azaz ), % +C,, =1,
s=m+1 °
a rekurzio befejezs lépésébdl a szumma egy tagja:
o~ 1

m—+1

(p+k:—1)...(p+m—z')+(p—l—k:—1)...(p+m—i)(p+m—z'—1)

. 1 (am+1 1 >
S pt+k-1)...(p+tm—-i)\d,, p+tm—i—1
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A bizonyitas soran végig kihasznaltam a p > k—m feltételt, hiszen igy minden improprius
integral konvergens volt.
Végiil dsszerakva a kapott eredményeket, a keresett varhaté érték a kovetkezd alakot

olti:

E(Xpi1 oo Xel(X1s e, X)) =

k—m—
Y Gy Bt ) o k) (am+1+ ! )
=0 z (p+k_1)<p+m_2) a;’n—l—l p+m—Z—1

]

3.17. Megjegyzés. A . dllitast m = 0-ra alkalmazva (azaz a k-dimenzids kiinduld
vektort nézve, feltétel nélkil) visszakapjuk a . dllitds eredményeit. Ez egyrészt aj, =
a; miatt teljesil, mdsrészt a G; egyitthaték meghatdrozdsindl a k — 1 elemd, csupa 1-
est tartalmazo halmaz részhalmazait kell venniink, az i elemid részhalmazok szima (kz_.l),
az ebben lévd elemek szorzata pedig 1. Ezeket az értékeket szorzat vdrhato értékének
formuldajaba ((@ egyenlet) helyettesitve konnyen ldthatd, hogy a feltétel nélkili vektorra
kapott eredményhez ((28) egyenlet) jutunk.

A feltételes varhato érték masodik momentumanak meghatarozasa analitikusan nehezebb
feladat, illetve még bonyolultabb képleteket és eljarasokat eredményezne, igy arra nem

térek ki.
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4. Az adatok jellemzése

Az el6z6 fejezetekben bemutattam a modellt, valamint a vizsgilatok sordn hasznalt
Pareto-eloszlast, és annak tulajdonsagait. A kovetkezd fejezetekben pedig megvizsgalom
a bemutatott elméleti keretrendszer gyakorlatban valo alkalmazasat, illetve a modellem
illeszkedését valos karadatokon.

Az elemzéshez egy biztosité nem-életbiztositasi adatait hasznélom fel. A szamolas egy-
szertisitése miatt minden kifizetést elosztottam 100.000-rel (ez csak az a; paraméter, azaz
az els6 kifizetés nagysagrendjén valtoztat, a tobbi paraméter becslését nem befolyasolja),
illetve a tartalékok is 100.000 Ft-szorosai az eredményeknek. Az elérheté adathalmaz 11
év karkifizetéseit mutatja be, ahol a kdrok az 1. és a 6. év kozt kovetkeztek be, és koziiliik
mindegyiket lezartdk a 11. év végén.

Az el6rejelzéshez, illetve a fiiggékarok tartalékanak becsléséhez az eredeti adathalmaz-
bol csak azokat a karokat tekintettem, amelyeknek a bejelentési periodusa nem késébbi
a 6. évnél. Emellett egy karra az adott évbe esé kifizetéseket aggregaltam, igy a kar
fejlodése soran ténylegesen a kifizetési periodusok kozti novekedést vizsgalom. Tovab-
bi egyszeriisitésként az elemzésbdl kihagytam azokat a karokat, amelyekre volt negativ
kifizetés.

Ilyen modon a vizsgalt adathalmaz 36599 kéart tartalmaz, amelyek koziil 29688 darab
lezart, 6639 darab RBNP (még nem tortént kifizetés) és 272 darab RBNS (volt mar
részkifizetés, de még nem zartuk le) allapoti. A bejelentett karokra legfeljebb 3 kifizetést
rogzitettek: 29749 olyan kar van, ahol csak egy kifizetés tortént, 210 olyan, ahol pontosan
kettd, mig 1 olyan, ahol van harmadik kifizetés is. Igy a modellben a karkifizetések szamat
3-ban maximalizalom, azaz az elsé kifizetés mellett maximum 2 névekedési faktor lehet.

Az els6 kifizetésekrsl (Y7), illetve a novekedési faktorokrol (Aq, A2) egy rovid leird
statisztikat ad az alabbi tablazat:

Valtozo6 | Atlag Széoras | Minimum | Maximum | Megf. szAma
Y) 1.218722 | 1.062091 | 1.000592 | 109.688789 29960
A1 2.239029 | 1.477195 | 1.120636 19.844485 211
A2 1.497919 — 1.497919 1.497919 1

1. tablazat. Az elsd kdrkifizetés és a novekedési faktorok jellemzése. Forras: sajat

szamitas

Sziikségesnek tartom kiemelni, hogy a harmadik karkifizetésre csak egy adatom van,

igy a paraméter becslések soran ez nagy bizonytalansigot okozhat.

39



A mintaban az atlagos karnagysagot és ennek szoérasat csak a lezart karokra érdemes
meghatarozni, mivel ezeknél all rendelkézésre a teljes fejlédési minta. Az egy karra tortént
osszkifizetés atlagértéke 1.235138, mig szorasa 2.042792. Ezen utobbi adat elég nagy (az

atlaghoz viszonyitva), és ez azt sejteti, hogy a kifizetések eloszlasa vastag farku.
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5. Paraméterbecslés

A vizsgélat soran a kovetkezd cél, hogy a karadatokat jellemzs, a[2.1] fejezetben bemuta-
tott valtozok eloszlasainak ismeretlen paramétereit meghatarozzam. Ezt maximum like-
lihood moédszerrel végzem el, a fejezetben leirt likelihood fiiggvényt maximalizilom,
tagonként. Az optimalizalads soran az R programcsomagot hasznalom. A vizsgalathoz
hasznalt program forraskodja, illetve a nyers adatok a http://bit.1ly/23PJQqZ linken

érhetSek el.

5.1. A kéarfejlédési vektor paramétereinek becslése

Elsé 1épésként az elemzés soran alkalmazott, a definicioban bemutatott tébbdimen-
zi6s Pareto eloszlas ismeretlen a elhelyezkedésvektor, illetve p lecsengés paramétereinek
becslését hatarozom meg. Ezt a 3] fejezetben bemutatott maximum likelihood becslés
eljaras (a[3.8 Allitas) segitségével hajtom végre.

El6szor meghatarozom az elhelyezkedés vektor paramétereit, amely a mintidban az
adott koordindtara az adatok minimuma. Azaz a; adja meg a legkisebb ismert elsé
kifizetést, a, a legkisebb ismert elsé novekedési faktort, mig as a legkisebb masodik né-
vekedési faktort. Ezek rendre: a; = 1.000592, a, = 1.120636 és a3 = 1.497919. A kapott
becsléseket a p paraméter meghatarozasara kapott, numerikusan megoldhaté egyenletbe
( egyenlet) helyettesitve a lecsengés paraméter becslésére p = 6.738437 adodik.

Kovetkez6 1épésként meg kell vizsgéalni, hogy a kapott a és p paraméter becslések
optimaélisak-e, azaz kielégitik-e az —ben leirt egyenlGtlenség-rendszert. A behelyet-
tesitések utdn azt kaptam, hogy minden feltétel teljesiilt, azaz nem tudunk javitani a
likelihood fiiggvény ezen tagjan. Mas szavakkal, a kezd6 1épésben kapott paraméter becs-
lések optimalisak.

A p-re kapott eredmény a modellbeli analitikus eredmények szempontjabol jonak
mondhato, hiszen maximalisan 3 kifizetést feltételezve, teljesiilnek a p > U + 1 és
p > 2(U + 1) feltételek (U + 1 a karfejlédési vektor dimenzioja), igy az adatokra il-
lesztett tobbvéltozos Pareto-eloszlas véges varhato értekd, illetve véges szorasi. Erdemes
megemliteni azt is, hogy a p viszonylag magas értéke gyors lecsengésii eloszlasra utal. Ezt

a megfigyelést alatamasztja a3l abra is, amely az els§ kifizetések hisztogramjat mutatja.

5.2. Az id6valtozok paramétereinek becslése

Masodik lépésként a[2.1.2] fejezetben bemutatott valtozok ismeretlen paramétereit becsii-

16m meg a mintabol. A likelihood fiiggvényt szintén tagonként maximalizdlom: minden
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3. bra. Az elsd kifizetések hisztogramgja. Forras: sajat abra

valtozora diszkrét eloszlasokat hasznalok, majd ezek paramétereinek valtoztatasaval opti-
malizadlom az adott likelihood-tagot. Az adatokra legjobban illeszked6 eloszlast az Akaike,

illetve a Bayesi informacios kritériumok alapjan hatarozom meg.

5.1. Megjegyzés. A vizsgdlatok sordn az R programcsomag beépitett fiigguényeivel dol-
gozom. A haszndlt diszkrét eloszldsok eloszldsfligguénye csak a negativ binomidlis elosz-
lasndl tér el a klasszikus alaktdl. A programban szerepld valdszindség eloszlds az (r,p)

paraméterd negativ binomidlis eloszldsra:

f(z) = %ﬂ' (1-p)",

aholz =0,1,... és 0 < p < 1. Az eloszlds vdrhatd értéke pedig @.

5.2.1. Bejelentési késés

A bejelentési késés mind a 36599 bejelentett kirnal rendelkézésre all, és értéke 0 és 5 kozott
mozog (mivel a 6. periédus végén végzem az értékelést). A késést megado T valtozo Fi(t)
eloszlasara geometriai, Poisson, binomialis, illetve negativ binomidlis eloszlast illesztve,

az informacios kritériumok értékei az alabbi tablazatban lathatoak:
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Geometriai | Poisson | Binomialis | Neg. Binom.
AIC 75856.9 74828 - 74549.92
BIC 75865.41 74836.51 - 74566.93

2. tablazat. Az informdcids kritériumok értékei a bejelentési késére a kiilonb6zd diszrét

eloszldsok esetén. Forras: sajat szamités

A binomialis eloszlasra az optimizalas nem konvergalt, igy a maradék 3 eloszlastipus
kozil mindkét informéaciés kritérium alapjan a negativ binomialis eloszlés illeszkedik a
legjobban, melynek paraméterei rp = 4.4993076 és pr = 0.8855756.

Az eloszlas varhatd értéke 0.5965587, ami azt jelzi, hogy varhatéan a karok nagy
részét 0 vagy 1 periddus késlekedéssel jelentik be, tehat a kir bekovetkezése utan rovid a

bejelentési késlekedés. A valasztott negativ binomiélis eloszlast szemlélteti a [4l abra.
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Bejelentési késlekedes

4. dbra. A bejelentési késés becsiilt eloszldsa. Forras: sajat abra

5.2.2. Els6 fizetési késés

A mintaban 29960 olyan kar szerepel, amire méar ismert az értékelés pillanatdban az elsé
kifizetés (az RBNP karokra ezek még nem &llnak rendelkezésre), és ezen késés értékei 0

és b kozott mozognak. A késést megado @ valtozd Fy(t) eloszlaséra geometriai, Poisson,
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binomidlis, illetve negativ binomialis eloszlast illesztve, az informécios kritériumok értékei

az alabbi tablazatban lathatoak:

Geometriai | Poisson | Binomialis | Neg. Binom.
AIC - 138456.8 | 151596.7 -
BIC - 138465.1 | 151613.3 -

3. tablazat. Az informdcids kritériumok értékei az elsd fizetési késére a kiillonbozd diszrét

eloszlasok esetén. Forras: sajat szamités

Az optimalizalds sordn csak a binomidlis, illetve a Poisson-eloszlésra konvergélt a
maximumkeres6 eljaras. A tablazat eredményei azt mutatjak, hogy az els6 kifizetési
késés Poisson-eloszlast kovet A = 1.703278 paraméterrel, igy varhato értéke 1.703278.
Igy elmondhaté, hogy varhatéan a bejelentést kovets elsé vagy masodik periddusban

megtorténik az elsd kifizetés.

5.2.3. Kifizetések szama az elsd kifizetés utan

A mintaban csak 211 darab olyan kifizetés szerepel, ahol az elsé kifizetést kovette tovabbi
is, igy viszonylag kis minta all rendelkezésre ezen valoszintiségi valtozo eloszldsdnak becs-
lésére. Ezen U valtozo Fj(-) eloszlaséra geometriai, Poisson, binomialis, illetve negativ
binomiélis eloszlast illesztve, az informacios kritériumok értékei az alabbi tabldzatban
lathatoak:

Geometriai | Poisson | Binomialis | Neg. Binom.
AIC 4955.352 4959.006 - 4956.725
BIC 4963.659 4967.314 - 4973.34

4. tablazat. Az informdcids kritériumok értékei az elsd fizetési utdni kifizetések

darabszamdra a kilonbozd diszrét eloszldsok esetén. Forras: sajat szamitas

Az optimalizalas sordn a binomialis eloszlasra nem konvergalt a maximumkeresd elja-
ras, igy csak a maradék 3 eloszlasra hataroztam meg az informécios kritériumok értékeit.
A tablazat eredményei azt mutatjik, hogy az elsd kifizetés utani kifizetések darabsza-
ma geometriai eloszlast kovet, melynek paramétere py = 0.9838264, és varhatd értéke
0.01643952. A kiilonb6z6 eloszlasokra kapott informécios kritérium értékek azonban nem
térnek el szignifikinsan. A geometriai eloszlas paraméterei az mutatjak, hogy nagy va-
loszintiséggel az elsd kifizetést mar nem kovetik tovabbiak, ami Osszhangban van azzal,

hogy a mintaban 29749 karra volt csak egy kifizetés, mig 211 darabra legalabb kettd.
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5.2.4. Kifizetési késlekedések

A mintdban maximum 3 kifizetéses karok voltak, igy az elsd kifizetés utani elsd, illet-
ve masodik kifizetés késésére adhatd csak becslés. 211 megfigyelés taldlhatéo a masodik
kifizetés (V1) késésére, mig 1 megfigyelés a harmadik kifizetés (Vo) késésének becslésére.

Fontos kiemelni, hogy amig a tobbi idévaltozo (bejelentési késés, elss fizetési késés,
valamint az elsé kifizetés utani tobbi kifizetés darabszama) nemnegativ, egész értékii
valoszintségi valtozo (azaz 0 is lehet az értéke), addig az els§ utani kifizetések késése
pozitiv, egész értéki valosziniségi valtozo (azaz 0 nem lehet az értéke). Emiatt a likelihood
fliggvény maximalizalasa soran az késések eltolt fliggvényére, azaz N; — 1-re illesztem az
eloszlasokat (ez mar nemnegativ valtozo), ahol i = 1, 2.

A masodik késés eltolt eloszlasara geometriai, Poisson, binomidlis, illetve negativ bi-

nomialis eloszlast illesztve az informéaciés kritérium értékek adodnak:

Geometriai | Poisson | Binomialis | Neg. Binom.
AIC 448.5755 438.2267 - 438.1363
BIC 456.8741 446.5253 - 446.4349

5. tablazat. Az informdcids kritériumok értékeir a mdsodik fizetési késésre a kilonbozd

diszrét eloszlasok esetén. Forras: sajat szamitas

Az optimalizalas sordn a binomialis eloszlasra nem konvergalt a maximumkeresé elja-
ras, igy csak a maradék 3 eloszlasra hataroztam meg az informécios kritériumok értékeit.
A tablazat eredményei azt mutatjik, hogy kis kiilénbséggel ugyan, de a negativ binomialis
eloszlas illeszkedik a legjobban. Ennek paraméterei r = 17.870478 és p = 0.966587, ezek
alapjan a varhaté értéke pedig 0.6177471. Igy az els6 kifizetés utani els6 kifizetés varhato
késése 0.6177471 + 1 = 1.6177471, ami azt mutatja, hogy varhatoan az els6 kifizetést
kovets 1-2 periodusban megtorténik a kovetkezd is (ha van tobb kifizetés).

A harmadik késésre csak egy megfigyelésem van, igy arra nem érdemes eloszlast illesz-
teni. Ennek konkrét értéke Ny = 2. Nagyobb minta esetén ennek eloszlasara is illeszthets

lenne egy becslés.

5.3. A karbekovetkezési intenzitas becslése

A kérokat jellemzG valtozok ismeretlen paramétereinek becslése utdn sziikséges, hogy
megbecsiiljiik az IBNR karok varhato darabszamat is. A [2.1.4] fejezetben leirtak szerint
az IBNR karok darabszama Poisson-eloszlast kovet Ow(i) (1 — Fy(tf — 1)) paraméterrel.
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A vizsgéalatok soran sajnos az allomany mérete, és a kockdzatban allo6 szerzédések
szama nem allt a rendelkezésemre, csak a karadatok. Igy az IBNR karok becslését nem
tudom elvégezni a Poisson-eloszlas alapjan. Ehelyett a lanc-létra moédszert hasznalom a

még be nem jelentett karok darabszamanak becslésére, amelyre 6315.201 adodik.
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6. A fiiggékarok tartalékdnak becslése, 6sszehasonlitas

Az alabbi fejezetben az [fl fejezetben kapott, becsiilt paraméterek segitségével és a [2.3]
fejezetben bemutatott analitikus eredmények felhasznalasaval megbecsiilom a fliggékarok
tartaléksziikségletét. A kapott eredményeket Osszevetem a lanc-létra modszer altal be-
csiilt tartalékokkal, valamint a ténykarkifizetéssel. Ezek alapjan vizsgdlom a modellem

jOsagat és illeszkedését az adatokra, és ahol lehet, az eltéréseket megmagyarazom.

6.1. A fiiggdkarok tartalékdnak becslése

Az IBNR és RBNP karok tartaléksziikségletének becsléséhez két adatra van sziikségiink:
egy karkifizetés varhato értéke, valamint a karok (varhato) darabszama. Egy karkifizetés
varhato értékét a [2.31 tétel alapjan kaphatjuk meg, felhasznélva, hogy az U valtozo
geometriai eloszlasi. A becsiilt paraméterek behelyettesitése utan a keresett vathato
érték 1.181. Ez némileg alatta marad lezart karok atlaganak (1.235), de az eltérés csak
5% koriili.

Az IBNR karok varhato darabszama az el6z6 fejezet alapjan 6315.201, mig az RBNP
karok ismert darabszdma 6639. Ezek alapjan az IBNR karok tartaléksziikséglete 7458.253,
mig az RBNP karoké 7843.197.

Az RBNS kérokra a fejlédési minta egy része mar ismert, igy csak a tobbi, ismeretlen
kifizetés varhato értékére kell tartalékolnunk. Ezen tipusnal minden egyes karra megbe-
csiilom a varhato Osszkifizetést a 2.5 tétel alapjan, majd ezekbdl a tartaléksziikségletet
az adott karra. Végiil a kapott eredményeket Gsszeadom.

A mintaban Osszesen 272 darab RBNS kar szerepelt, ezek koziil 268-ra volt csak egy
ismert kifizetés, mig 4 darabra két ismert kifizetés. Minden karra az egyéni paraméterek és
egyiitthatok kiszamitasa utan az RBNS karok varhato Gssztartalék sziikségletére 333.764
adodott.

Igy a modellben a fiiggskarok teljes tartaléksziikséglete 15635.21.

6.2. Tényadatok és becslés lanc-létra médszerrel

A rendelkezésemre 4ll6 adatokban olyan karok szerepeltek, amelyek az 1. és a 6. év kozott
kovetkeztek be, de az 1. és a 11. év kozott jelentettek be a biztositod tarsasagnak. Igy a
kifizetések egy teljes karkifutasi négyzetet alkottak, amelyet a[6] tablazat foglal dssze. Az
ebben lathato adatok kumulélt karkifizetéseket tartalmaznak, a félkovér értékek mutatjak

a még nem ismert kifizetéseket.
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0 1 2 3 4 5
1143.747 | 5372.256 | 6881.659 | 7722.883 8288.413 8933.527
615.515 | 3609.088 | 5477.649 6169.22 6785.449 7155.399

396.59 4528.703 | 6484.631 | 7528.212 | 8225.146 | 8845.121
916.06 5128.805 7806.32 | 8942.934 | 9942.753 | 10332.818
546.209 | 5345.121 | 7710.437 | 9286.894 | 11461.247 | 11954.056
832.193 | 5534.142 | 8290.022 | 9328.821 | 10064.728 | 10485.066

Sy | O Wl [ W | DN | =

6. tablazat. A ténykdrkifizetések a bejelentési év és a bejelentési késés szerint

Ezekbdl a vizsgalat soran csak azokat vettem figyelembe, amelyeknek a karbejelentési
peribdusa nem nagyobb 6-nal. Ezaltal egy fels§ karkifutasi haromszoget kaptam, amely
a modellem tényadataiként szolgalt.

A rendelkezésre 4ll6 haromszoghdl a lanc-1étra modszer segitségével is kiszamitottam
a fiiggskarok tartaléksziikségletét, ezt foglalja Gssze a [7] tablazat. A felkover értékek

adjak meg a becsiilt kumulélt karkifizetéseket a bejelentési késés fliiggvényében.

0 1 2 3 4 5
1143.747 | 5372.256 | 6881.659 | 7722.883 | 8288.413 8933.527
615.515 | 3609.088 | 5477.649 6169.22 6785.449 | 7313.582
396.59 | 4528.703 | 6484.631 | 7528.212 | 8168.614 | 8804.404

916.06 | 5128.805 | 7806.32 | 8873.614 | 9628.465 | 10377.88
546.209 | 5345.121 | 7642.577 | 8687.483 | 9426.501 | 10160.196
832.193 | 5516.48 | 7887.591 | 8965.996 | 9728.706 | 10485.922

S| O x| W [N =

7. tablazat. A ldnc-létra mddszer dltal becsiilt kumuldlt karkifizetési haromszdg. Forrés:

sajat szamités

A tablazatokbol kiszamolhatd, hogy a tény tartaléksziikséglet 20475.165 lenne, mig a
lanc-létra modszer altal becsiilt érték, 18844.689 némileg alatta marad ennek (az eltérés

kb. 8% a tényadatokhoz viszonyitva).

6.3. Osszehasonlitas, az eltérések magyarazata

Az altalam vizsgalt modellben az 6ssztartalék sziikséglet (az IBNR, RBNP és RBNS karok
tartalékanak Osszegzése utan) 15635.21 adodott, mig a lanc-1étra modszer altal becsiilt
érték 18844.689, a tényadatokbol kiolvasott tartalék pedig 20475.165 lenne. Léathato,
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hogy a modell altal becsiilt érték alatta marad mind a lanc-létra becslésnek, mind a
tény eredményeknek. Az eltérés a tényadatoktol 24% koriili, mig a lanc-létra modszer
eltérésre 8% koriili. Ezért sziikségesnek latom, hogy megvizsgaljam az eltérések okat,
illetve a modellem josagat.

A legnagyobb eltérést az okozza, hogy az RBNP statuszia karok (azaz 6. év végéig
bejelentett, de kifizetés nélkiili kdrok) atlagkifizetése (1.86) szignifikinsan, kb. 1.5-szer
nagyobb a lezart karok atlagkifizetésénél (1.235). Mivel a modellemben a "kifizetési" pa-
raméterek becslését dontéen a lezart karok hataroztak meg, igy az egy karra vart atlag-
kifizetés (1.181) is ezekhez igazodik. Mivel ez az eltérés minden RBNP karra jelentkezik,
igy Osszességében a tényadatoktol valo eltérés jelentGs részét magyarazza ez a jelenség.

Az eltéréshez hozzatesz még az IBNR karok tartalékdnak becslése is. Ezen karok
darabszama a tényadatok alapjan 6533 volt, mig a lanc-létra modszerrel becsiilt érték
6315.201. Az IBNR karok becsiilt tartaléksziikséglete 7458.253, mig a tényadatokban
ezen kifizetések Osszértéke 7596.04 volt. Lathato, hogy az IBNR kirok darabszamat
alulbecsiili a modszer, viszont tartaléksziikségletiikre nem volt szignifikins eltérés.

Az RBNS karoknal is van eltérés a becsiilt és a tényeredmények kozt. Az RBNS karok
becsiilt tartaléksziikségletére 333.764 adodott, mig a tényleges tartaléksziikséglet 523.538
lett volna. Tehat a modellem alulbecsiilte az Gsszkarkifizetést, a ténylegestdl valo eltérés
ardnyaiban nagy, viszont nincs szignifikins hatasa az Gssztartalékra.

Az eredmények bizonytalansagahoz hozzajarul még a paraméterbecslések hibaja is.
Az egynél tobb kifizetésii karokbol az Osszes ismert karhoz viszonyitva kevés adat all

rendelkezésre, igy ez rontja a becslés pontossagat.
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7. Osszegzés, tovabbi vizsgalati lehet&ségek

A szakdolgozatomban bemutattam egy lehetséges, diszkrét ideji tartalékolasi modellt.
A |2l fejezetben Pigeon et al. (2013) altal vizsgalt keretrendszert kiindulasként hasznél-
va, lefirtam a vizsgalt modellt, annak valtozoit, valamint analitikus eredményeket adtam
a varhato Osszkarkifizetés becslésére. A 3| fejezetben Mardia (1962) nyoman bemutat-
tam a k-dimenzios Pareto-eloszlast, melyet a karfejlédési vektor eloszlasanél hasznéltam.
Réviden megvizsgaltam ennek tulajdonsigait, majd a fiiggGkarok tartaléksziikségletének
becsléséhez 1j, 6nallé eredményeket elérve mondtam ki és bizonyitottam 3 allitdst. Az
utolsd 3 fejezetben pedig egy biztosité nem-életbiztositasi adataira illesztettem a mo-
dellem, valamint kiszamitottam a tartaléksziikségletet. Az eredményeket Gsszevetettem
mind a tényadatokkal, mind a lanc-létra modszer altal becsiilt értékekkel, az észlelt elté-
rések okat pedig megvizsgaltam.

Osszességében megallapithato, hogy a modellem alulbecsiilte a tartaléksziikségletet,
az eltérés mértéke 24% koriili, ennél jobb eredményt ad a lanc-létra modszer, amelynek
hib4ja csak 8% (ez is negativ iranyban értends). Igy a modellem a vizsgalt adathalmazon
nem adott jo eredményt. Sajnos az elemzéshez nem tudtam mas karstatisztikat szerezni,
azonban elképzelhet§, hogy mas tipusi adatokon sokkal pontosabb becslés kaphato a
fiigg&karok tartaléksziikségletére.

A modellem legfébb elényeként, és egyben legf6bb hatranyaként annak részletességét
emelném ki. Azaltal, hogy egyéni szinten vizsgaljuk a bekdvetkezett karokat, és azok
fejlédését, egy sokkal részletesebb és pontosabb képet kaphatunk azok idébeni alakulésa-
rol, illetve dsszkifizetésiikrsl. Igy lehetéség nyilik arra, hogy a tartaléksziikségletre jobb
becslést adjunk, mint egy aggregalt adatokkal dolgozé modell. Mas részrél viszont meg
kell emliteni, hogy a részletesség, a viszonylag sok paraméter becslés rengeteg apré hibat
von maga utan, amely pontatlanabba teheti az eredményeket.

A modellemben a paraméterek becslésébdl is szarmazik hiba, hiszen ezeket az eddig
ismert adatok, f6ként a lezart kirok alapjan végeztem el. Egy érdekes képet kaphatnék
akkor, ha a becsiilt paraméterekbdl (karkifizetési vektor, illetve idévaltozok) karokat szi-
mulalnék, majd Osszevetném, hogy a kapott véletlen minta eloszldsa mennyire hasonlit
a tényadatok eloszlasara. Ennek el6feltétele az, hogy tudjunk tébbdimenziés Pareto-
eloszlasu véletlen vektorokat generalni, de ez az eszkoztar jelenleg nem all rendelkezésem-
re. Igy ennek fejlesztése egy kiaknazatlan lehetség a modellemben.

Az RBNP karokra tapasztalt eltérés okan egy masik hidnyossag is felmeriilt: a modell
érzékeny a mintan beliili részmintdk eloszlasdnak egyenetlenségére. Ennek oka lehet a

karkifizetések id6beni valtozéasa is (egy megfigyelhets trend alapjan), de akar naptari
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hatasok is allhatnak a hattérben. Ezek vizsgilata, illetve figyelembe vétele is tovabbi
lehetGségeket rejt a modellemben.

Végiil pedig érdemes lehet azt is megvizsgalni, hogy a tobbdimenziés Pareto-eloszlas
helyett mas tobbvaltozos eloszlast hasznélva pontosabb illeszkedést, illetve pontosabb
becslést kaphatunk-e az adatok alapjan. Ehhez azonban sziikség lenne mas eloszlésok
részletes vizsgalatara, illetve az Osszkarkifizetést leird tételek kimondéasara is.

Osszességében gy vélem, az egyéni modszereken alapulod tartalékolds nagy jove el6tt
all, hiszen az ilyen jellegi modellek alapjan pontosabb becslést adhatunk a fiiggékarok
tartaléksziikségletére, mint a klasszikus modszerek altal adott értékek. Habér a vizsgalt
adathalmazra nem illeszkedett jol a modell, méas karstatisztikdk vizsgalata és a fent emli-
tett modszerek fejlesztése révén egy pontosabb, jobban illeszked el6rejelzést alkothatok

meg a jovGben.
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