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1. fejezet

Bevezetés

Véletlen mennyiségek egymasra gyakorolt hatésa sziikségszerien vizsgaland6 dolog a
hétkoznapi életben, legyen akéir szé orvosi diagnosztikai modellezésrél, ahol tiinet-
egylittesek el6forduldsara kovetkeztethetiink a feltart strukturakbol, vagy gazdasagi
folyamatok egymasra gyakorolt hatasarol, ahol koznapi szinten érezhets véltozasokat
eredményez egy jobban megismert kapcsolat két vizsgalt adatsor kozott. Ennek a
feladatnak megoldasara szamos jo és kevésbé jo eszkoz all rendelkezésiinkre, melyek
elényokkel és hatranyokkal is egyarant rendelkeznek. Sok klasszikus modszer és vizs-
gélat alapul a klasszikus Pearson-féle korrelacion, ami a leggyakrabban hasznalt Gssze-
fliggségi mérdszam, nyilvanvald hatranyai ellenére, taldn épp azért, mert az alkalmas
alternativakkal szemben konnyen alkalmazhato6 és jol szamolhato. A tobb dimenzioban
hasznalt klasszikusnak tekinthet6 modszerek esetében is sokszor csak igen specidlis
esetekben tudunk jo tulajdonsagokrol beszélni.

A Székely Gabor nevéhez kothetd tavolsagkorrelacio athidal egy igen fontos prob-
lémét, a fliggetlenség jo karakterizalasat. Mig példéul a klasszikus korrelacio esetében
kozismert, hogy 0 értéket vesz fel akir erGsen Osszefiiggs véltozok esetében is, hiszen
csak linearis kapcsolatot mér, a tavolsagkorrelaciéo mindenféle kapcsolatot leir, és ezaltal
alkalmas eszkozt ad a fliggetlenség jo kezelésére és az OsszefiiggGség mérésére. Ezen kiviil
gyakorlati szempontbol szinte mindenféle fiiggetlenséget hasznalé problémara atfogo
eszkozt ad olyan értelemben, hogy barmilyen dimenzidéban definidlhaté mérdszamrol
van sz6, amely alkalmazhatosagat nem korlatozza adott esetben a megfigyelések szama
sem, ellentétben néhany klasszikus eszkozzel.

A tovabbiakban Székely, Rizzo és Bakirov|23] nyoméan elGszor attekintjiik a ta-
volsagkorrelacio alapotletét, azaz altalanosabban a tavolsdgon alapuld Gsszefiiggsségi
mérészamokat, melyek lényege, hogy valdszintiségi valtozok egyiittes karakterisztikus
fiiggvényének és marginalis karakterisztikus fiiggvényeik szorzatdnak valamilyen érte-
lemben vett tavolsagat mérik, igy hasznélva ki, hogy ez a tavolsag pontosan a fiig-
getlenség esetén lesz 0. Az altalanosabb kép utan definialjuk a tévolsagkovarianciat és
-korrelaciot, specidlisan megvalasztva a metrikat. Ezek utan a gyakorlati alkalmazasok-

hoz definialjuk a tapasztalati megfeleldit a konstrualt mérgszamoknak. A tapasztalati



és elméleti tavolsagkorrelacid praktikus elénye, hogy strukturdajaban teljesen analog a
klasszikus pearsoni korrelacioval, igy konnyen attekinthetd néhany, szintén az el6zével
analog tulajdonsaguk. Ezek utan igazoljuk a tapasztalati tavolsagkorrelacié definicio-
janak jogossagat és néhany tulajdonsagat, ami szintén a gyakorlati alkalmazhatosagat
igazolja.

A kovetkezd fejezetben ratériink a fiiggetlenség jo karakterizacidja altal indokolt
statisztikai eszkoztar felépitésére, attekintve a tapasztalati tavolsagkovariancia jo tulaj-
donségait, példaul gyenge konvergenciajat egy normalisokbol &ll6 kvadratikus alakhoz,
majd ezek segitségével probat konstrualunk a fiiggetlenség tesztelésére. Tovabbi tulaj-
Ezek utéan a szorasanalizis egy tavolsdgalapon torténd alternativajat vizsgéaljuk meg,
valamint réviden kitériink a definialt eszkozok torzitasara.

Ezt kovetGen tovabbi alternativakat és altalanositasi lehetGségeket tekintiink &t a
tavolsagkorrelaciora Bakirov|1| alapjan, megvaltoztatva a normat és igy a tavolsagot,
amellyel a tavolsagkorrelacio definiciojahoz jutottunk, majd Székely és Rizzo|20] alap-
jan tekintve egy folyamatalapt megkozelitést a fliggetlenségre, majd latjuk, hogy véges
szOrasu esetben ez a mas megkozelités pontosan visszaadja a tavolsagkorrelaciot. Ezek
utan tovabb altaldnositjuk a definidltakat, megadva az Osszefiiggségi mérGszamok egy
paraméteres osztalyat, téve ezt tgy, hogy a tavolsdgkoncepcié paraméteres alakjabol
nem csak a téavolsagkorrelaciot eredményezs specidlis esetet tekintjiik, majd kiter-
jesztjiik euklideszi terekrdl tetszdleges véges dimenzios normalt terekre, majd pedig
Hilbert-terekre a mérdszamot Kosorok|9] nyomén, tapasztalva, hogy altalanos esetben
Hilbert-tereken sajnos nem tudjuk a fliggetlenséget tgy karakterizalni, mint eredetileg.
Ezek utan attekintiink még roviden par kiterjesztési vagy javitéasi lehetGséget, legvégiil
pedig roviden osszehasonlitjuk Rényi Alfréd|16| Osszefiigg@ségi mérdszamokra adott

kovetelményeivel a kapottakat, hangsulyt fektetve a normalis eloszlasok esetére.



2. fejezet

Tavolsagkorrelacio

2.1. Tavolsag alapu osszefiiggéségi mérdszamok

2.1.1. Jelolések és definiciok

Olyan mérészamot szeretnénk definialni, amely esetén a klasszikus Pearson-féle kor-
relacioval ellentétben a 0 értékbdl kovetkeztethetiink a fiiggetlenségre, ehhez az elsé
lépés a tavolsag alapu Osszefiiggdségi mérgszamok definialdsa. Ehhez tekintsiik el&szor
a kovetkezdGket:

A tovabbiakban legyenek p és ¢ pozitiv egészek mellett X € RP és YV € R¢
valoszintiségi vektorvaltozok, tovabbéa ezen valtozok karakterisztikus fiiggvényeit és
egyiittes karakterisztikus fiiggvényiiket jelolje rendre fx, fy és fxy! Az u és v vektorok
skaléris szorzatat jelélje (u, v)! A komplex értékd g fiiggvényre legyen |g|? = gg, ahol g
a g fliggvény komplex konjugaltjat jeloli! Az RP téren az euklideszi normét jelolje most
|z|,, ahol x € RP!

2.1. definici6. Tetsz6leges v RP x R? téren értelmezett komplex fliggvényre legyen az

RPT2 térbeli fliggvények stlyozott Lo terén a || - ||, norma a kévetkezo:

o)l = [ )Pl v)dude 2.1)

ahol w(u,v) egy tetszdleges pozitiv stlyfiiggvény, amelyre létezik az integral.
Ennek a norméanak a segitségével definidlunk most egy Gsszefliggdségi mérdszamot:

2.2. definici6é. Legyen olyan w sulyfiiggvény mellett, ahol a megfelel§ integrél létezik
VAX,Ysw) = || fxy (u,v) = fx(u) fr ()]}, = (2.2)
= [ () = I )Pl o) duds, 23)

és teljesen hasonléan legyen

V(X w) = VX, X;w) = / |fx.x(u,v) — fx(u)fx (v)[Pw(u, v)dudv (2.4)

R2p



2.1. Tavolsag alapt dsszefiiggdségi mérdszamok

Analog modon a klasszikus korrelaciohoz, a fenti definicié alapjan definidlhatunk

egy R, tavolsag alapu korrelaciot az

B V(X,Y;w)
VX))

alakban. Lathato a definiciobol, hogy V*(X,Y;w) = 0 akkor és csak akkor, ha X
és Y fiiggetlenek.

Rw(X7 Y) (2.5)

2.1.2. A sulyfiiggvény megvalasztasa

A 2.2 definiciéval eljutottunk egy olyan mérészamig, ami lathatoéan jol karakterizalja
a fliggetlenséget, de felmeriil vele a kérdés, hogyan valasszuk meg a w sulyfiiggvényt.
Az R, mérGszamrol szeretnénk, ha skélainvarians lenne abban az értelemben, hogy
tetszbleges pozitiv € szam mellett (X,Y) és (¢ X, eY) valoszintségivaltozo-parokra ne
valtozzon az értéke. Mivel tovabbra is az egyik cél a fliggetlenség jo karakterizalasa,
ésszerd kovetelmény, hogy R, legyen pozitiv Osszefiiggs valdszintiségi valtozok esetén.
Tovabbi szempontokat is attekintiink a késébbiekben Rényi Alfréd[16] alapjan.
Belathato véges szorast X és Y mellett a karakterisztikus fiiggvények Taylor-

sorfejtésébdl, hogy integralhaté w sulyfliggvény mellett

V2(eX,eYsw)

li—{% V2 (EX  w)V2(eY s w) = p’(X,Y), (2.6)

ahol p a klasszikus Pearson-féle korrelacio, tehat integralhato sulyfliggvény és ossze-
fiiggd X és Y mellett is tetszolegesen kozel lehet nullahoz R, (X,Y") értéke.

Egy Székely, Rizzo és Bakirov|23] altal definialt sulyfiiggvény segitségével azonban
elérhetd a fent emlitett skalainvariancia tetszéleges esetben és a pozitivitas Osszefliggs

esetekben. Ehhez elgszor tekintsiik a kovetkezd lemmaét [21] alapjan:

2.3. lemma. 0 < a < 2 mellett Vx € R?

/ %ﬂ:’@du — Cd, )|z, 2.7)
ahol
272 (1 — /2)
Cld ) = @t a)/2) (28)

ahol I'(+) a gamma-fiigguény.

Az integrdlok a 0-an és co-ben a

lim (2.9)
€20 JRd\{eB+e—1Bc}

értelemben tekintenddek, ahol B az R-beli origd kézépponti egységgomb, BC pedig

a komplementere.



2.1. Tavolsag alapt dsszefiiggdségi mérdszamok

Bizonyitas. Legyen

dzy...d
A:/ A — (2.10)
Ri-1 (1 +23423+...4+22) 2

Ekkor [13] alapjan

/2 [T
/ f@2)de = 2T / LR (2.11)
x2<r2 F(?) 0
ahol 2% < r? valojaban az 23 + 23 + ... + 22 < r? tartoméanyt jeloli,
| e =B - (2.12)
———dr ==z a,p—a), :
o (x+2) b
ahol |argz| < m és 0 < Re(a) < Re(p) és B(a,b) = Fgf():fl;()b) a béta-fiiggvény,
tovabba
/ 2 sin" bodr = I, (2.13)
0

c s

* () cos &&
*~sin® brde = —————= 2.14
/0 %" sin® brdx TS (2.14)
a megfelels feltételek mellett, lasd [6] 319.15.
Ezekkel
d—1 —1
2 00 d—2d 2w T atl
A - 7Td_21 / & aj«ka = - d+a 2 ); (215)
L) Jo (1+22)%° I(59)
tovabba

d * 1 —cosax *sinx
o (/0 o x) a /0 oz (2.16)

ac1 VTL(1 — /2)
e (2.17)

ezekkel pedig

1 — cos 2

PGE dz = (2.18)

C(d,a)—A-/_oo

2r'7 () 2y/AT(1—a/2) _ 2n2T(1- %)
d ' -

() a0l (2H) 20T (4Ee)

(2.19)

Vegyiik most 2.3 lemma legegyszeriibb esetét, azaz amikor o = 1 mellett

[(1/2) = v/, gy



2.2. Tavolsagkorrelacio

(1+d)/2
ca=Cd1)= — 2.20
Ekkor legyen a silyfiiggvény eszerint
w(u,v) = (cpcq\u@*p]v@*q)_l. (2.21)
Jelolje az index nélkiili || - || norma a 2.1 definiciobeli norméat a 2.21 salyfiiggvénnyel,

és analog modon V?(X,Y) a 2.2 definicioban leirt mérészamot ugyanezzel a sulyfiigg-
vénnyel!

| fx v (u,v)— fx(u) fy (v)||* végességére elégséges feltétel, hogy F|X|, és E|Y|, véges
legyen:

P (w0) — fulu [ G0N _ p @) (@ — )| < 222)

< B[N — fe ()] B[ — fr(0)] = (2.23)
= (1= IfxP) Q=0  (2.24)

Ha E(|X|, + |Y|,) < oo, akkor

/ [ Frer (w,0) = fulu) fyr ) (epeqluly P[] 7) ™ dudv < (2.25)
Rp+aq
1— 2 1 — 2
g/ —’f’i&” du/ —'f‘ﬁ)' dv = (2.26)
rRe  Cplulp” Re  Cqlvlg?
1 - X - X 1 - Y -Y'
_E / COS<“’1+p  iul - E / COS@’M ) (2.27)
Rp Cplulp Re Cqlvly
= E|X - X'|,ElY =Y'|, < o0, (2.28)

ahol X és X' fiiggetlenek és azonos eloszlasnak, és ugyanigy Y és Y/ is.
Ez a megadott sulyfiiggvény tehéat alkalmas arra, hogy Osszefiigg@ségi mérdszamot
definialjunk vele.

2.2. Tavolsagkorrelacio

2.2.1. Definicidok

A 2.21 sulyfiiggvénnyel szamolt tavolsidg alapt mérdszamokat definialja Székely, Rizzo

és Bakirov|[23] a kovetkezd modon:

2.4. definicié. Az X és Y véges varhatoértéki valoszintségi vektorvaltozok tavolsag-

kovariancijan azt a nemnegativ V(X,Y") szamot értjiik, amelyre



2.2. Tavolsagkorrelacio

VAX,Y) = | fxy (u,0) = fx(u)fy ()] = (2.29)
1 | fxy (u,v) — fm(u)fY(U)|2
- /IR N o dudv. (2.30)

Teljesen hasonloan a klasszikus kovarianca esetéhez, itt is definialhato a szorasnégy-

sz 2

VHX) = VX, X) = || fxx (u,0) = fx(w) fx (o) (2.31)

2.5. definici6. Az X és'Y véges varhatoértéki valoszintiségi vektorvéaltozok tavolsag-

korrelaciojan azt a nemnegativ R(X,Y’) szamot értjiik, amelyre

S VEOVA(Y) > 0
R*(X,Y) = VHX)VEY) (2.32)
0, V2(X)V2(Y) = 0.

Lathato az analogia a klasszikus Pearson-féle korrelacié definicioja, és a Székely-féle
téavolsagkorrelacio definicidja kozott. A 2.4 és 2.5 definicidkbeli mennyiségeket az angol

nyelvi terminolégia alapjan jeloljiik réviden rendre a dCov, dVar és dCor jelolésekkel!

2.2.2. Tapasztalati tavolsagkorrelacio
Motivacié és definicio

tesztekhez sziikséges definialni tapasztalati tavolsagkovarianciat és -korrelaciot. Ezek
felépitéséhez kézenfekvs Otlet a tapasztalati karakterisztikus fiiggvényeket felhasznélni.
A tovabbiakban legyen (X,Y) = {(Xy,Yx) : k= 1...n)} egy n elemi véletlen minta
az X € RP és Y € R? valoszintiségi vektorvaltozok egyiittes eloszlasabol. Ekkor a

tapasztalati karakterisztikus fliggvény

£y, 0) = % S explifu, Xi) + (o, Vi), (2.33)

k=1

a marginalis tapasztalati karakterisztikus fiiggvények pedig
1 n
v(u)=— (u, X 2.34
AR = 3 3 explitu Xil) (234

() = % S expliv, Vi) (2.35)

Ezekkel a mennyiségekkel természetes lenne a tapasztalati tavolsdgkovariancia de-

finialasara a || f¥ y (u,v) — f%(u) f3(v)| mennyiséget hasznélni. Ezzel szemben Székely,

9



2.2. Tavolsagkorrelacio

Rizzo és Bakirov|23| definiciéi a megfelel6 mennyiségekre a kévetkezok:
Legyen k,l =1,...,n esetén

[ |Xk — Xl|p7 (236)

1 n
ag. = E Z agk, (237)
=1
1 n
a; = E Z agt, (238)
k=1

1 n
a.=— > aw, (2.39)

k,l=1
Akl = Akl — C_Lk. — C_L.l — (_l.., (240)

és teljesen hasonloéan definialjuk a by, by., by, b.., By mennyiségeket!

2.6. definici6é. A tapasztalati tévolsdgkovariancia az a nemnegativ V,(X,Y) szam,

amelyre

1
VaXY) == > AuBu, (2.41)
k=1
és hasonldan
1 n
VIX)=VIXX)=— > A} (2.42)
k=1

2.7. definici6é. A tapasztalati tavolsagkorrelaci6 az a nemnegativ R, (X,Y) szam,

amelyre
XY 2 (X)V2(Y) > 0
Ri(X,Y):{ VVEEVE(Y) AEV(¥) >0, (2.43)
0, Vi(X)Vi(Y) =0,
Tulajdonsagok

A definicié motivaciojat alapvetGen nehéz latni, de az alabbi tétel megerdsiti jogossagat:
2.8. tétel. Ha (X,Y) egy n-elemd minta (X,Y) egyiittes eloszldsdbol, akkor
ViXY) = (| fiy (u0) = fi () f (o) (2.44)

Bizonyitas. (Vazlat)

A bizonyitas lényege, hogy a Hf)”(’y(u, v) — fe(u)fi(v)
segitségével kifejezi. A tapasztalati tavolsagkorrelacioval a cél fiiggetlenség tesztelésére

|? integralt a 2.3 lemma

10



2.2. Tavolsagkorrelacio

alkalmas statisztikai proba konstruéalasa, ehhez a bizonyitas kozben kapott lényeges

koztes eredmény, hogy a fenti normanégyzet a kovetkezs alakban felirhato:

175 v (0) = fR () fF@)IP = S+ S = 255, (2.45)
ahol

1 n
S1= 5 > X = Xilo|Yi — Yil,. (2.46)

k,l=1

1 « 1 «
Sy = n2 Z | Xk — Xl|pﬁ Z Vi — Yl|q7 (2.47)
k=1 k=1
1 n n

S5 =— DD X — XilplYe — Yol (2.48)

k=1 Il,m=1

Ezek utan algebrai atalakitasokkal belathato, hogy VA(X,Y) = S + Sy — 253.
A teljes bizonyitast lasd[23] O

c sz

korlati elényei vannak. A természetszertien adodéd oOtlettel szemben a szamitési id6
bizonyos tesztelések esetén akar 98%-os idémegtakaritast is eredményezhet Székely és

Rizzo|20] tapasztalatai szerint.
2.10. tétel. Ha E|X|, < o0 és E|Y|, < oo, akkor majdnem mindeniitt

lim V,(X,Y) = V(X,Y). (2.49)

n—o0

Bizonyitas. Legyen

n

fn(u, U) = l Z €i<u7Xk)+i<v,Yk> _
k=1 — p

ezzel V2 = [|&, (u,v) |2

&nlu,v) = %ZUkV — %Z Uk% > W, (2.51)

ahol Uy = exp{i(u, Xi)} — fx(u) és Vi = exp{i(v, Yi)} — fy (v).

Tetszbleges § > 0 szam esetén legyen

e i) (2.50)

S

D(0) = {(u,v) : 6 < |ul, <1/6,0 < |v|, <1/}, (2.52)

V2, = /D s, (2.53)

11



2.2. Tavolsagkorrelacio

ahol
dw = (cpcq]u|;+p|v|;+q)_ldudv. (2.54)

Tetsz6leges rogzitett § pozitiv szam esetén w(u,v) korlatos a D(d) tartoméanyon,
tehat V2 s kombinécioja korlatos valoszindségi valtozok von Mises-féle V-statisztikainak
(lasd [18],[24]). Tetszbleges 6 > 0 esetén a von Mises-féle V-statisztikédkra vonatkozo

nagy szamok erds torvénye szerint majdnem mindeniitt

n—oo

lim Vﬁ,a = V2,5 = / |fxy(u,v) — fX(U)fY(U)|2dW- (2.55)
D(6)

Vfw definiciojabol latszik, hogy & — 0 esetén V2-hez tart. Ekkor még azt kell

belatnunk, hogy majdnem mindeniitt

lim sup lim sup [V? ; — V2| = 0. (2.56)
0—0 n—00
Tetsz6leges pozitiv § esetén

|ﬁﬁ—Wﬂs/| mm“mmw+/ 6, 0) 2ot
ulp<d

lulp>1/8

/ 16 (u, )P + / 60 (11, 0) 2o (2.57)
[v]g<d

[v]g>1/6
Ekkor
1 & Iem 1 &
V==Y GVi-=-> U—> Vi (2.58)
n k=1 n k=1 n k=1
miatt
1 & ’ N L
en(u, ) <2/=> UWVE| +2|= ) U= > Vil < (2.59)
"= M= e
4 i
<= D> UP= D) IV (2.60)
n k=1 n k=

Ekkor a 2.57 jobb oldaldnak elsé tagjara

4 & U.l?2du 1 Vi 2dv
/|MMWM§Z/ “Mpz/’k (2.61)
|ulp<d n | n R

ulp<d Cp|u|p a Cqu

Vil =1+ | fy(0)]? — Y0 fy-(v) — e HY%) £y (v), ezt az integralba helyettesitve

|Vie|*dv :
= 2By |V, — Y| = E[Y = Y'| < 2(|Vi| + E|Y]). (2.62)
R

a Cq’“|1+q

Itt By az Y eloszlasa szerinti varhato érték, Y’ pedig az Y-tol fiiggetlen, vele azonos

eloszlast valoszintségi valtozo. A z = (zq,...,2,) € RP vektorra legyen

B 1 — cos(z) 3
Gly) = /| e (2.63)
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2.2. Tavolsagkorrelacio

Ezzel a masik integralra

U |?du , ,
[ B amx -~ xiax - X19) - BIX - XI60x - X < (2600
\

ulp<d CP|U’p

< 2Ex|X; — X|G(|IX) — X[5).  (2.65)

Ezeket behelyettesitve az integrélra vonatkozo felsé becslésbe
[ letwoPa <2 Z Vil + EY)) - ZEXm ~ X|G(1Xe — X16) (2.66)
Julp<d

Ekkor

lim sup / €alu,v)Pdw < 2-4- (EIY] + EIY]) -2 E(X, — Xa|)G(X, — Xalo)
lulp<é

n—oo

(2.67)

a nagy szamok erds torvénye szerint majdnem mindeniitt, ekkor viszont alkalmaz-

hatjuk ra a Lebesgue-tételt, mivel G(y) értékkészletének c, felss korlatja, és

leli% Gly) = (2.68)
igy majdnem mindeniitt
lim sup lim sup/ €0 (u, v) [*dw = 0. (2.69)
6—0 n—oo lulp<é

Mivel |Uy|* <4 és 2377 |Up* < 4, a 2.57 jobb oldalénak mésodik tagjara

iy Uy [2du 1 Vi 2do
2
/|u|p>1/5 |€n(U,U>| dw S n Z/ +pn Z/}R 1+q S (270)

ulp>1/6 Cp‘u|p Cq|”’q
‘VdeU
< 16/ / < (2.71)
lulp>1/ Cp\UIp plulyn Z ra Cqlv|g ™
< 166= Z Yi| + E|Y)), (2.72)
k 1

és az el6z6hoz hasonloan igy
lim sup lim sup/ &0 (u,v)[Pdw = 0 (2.73)
60—0 n—oo lulp>1/8

Ekkor teljesen hasonléan a 2.57 maradék két tagjara végigszamolhatd ugyanez.
Ekkor tehat

lim lim V25 =V? (2.74)
0—0n—o0
és
lim sup limsup [V ; — V2| = 0, (2.75)
0—0 n—r00
tehat a tételt belattuk.
O
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2.2. Tavolsagkorrelacio

A tételbsl pedig egyszert meggondolassal adodik a kdvetkezs:
2.11. kévetkezmény. Ha E|X|, < 0o és E|Y|, < oo, akkor majdnem mindenditt

lim R3(X,Y) = R*(X,Y). (2.76)

n—oo

Az alabbi tételben Osszefoglalunk néhany, a definiciobél nem feltétlentil vildgos

tulajdonsagot a tapasztalati mennyiségekrsl:
2.12. tétel. A tapasztalati mennyiségekre
1. V,(X,Y)>0
2. 0<R,(X,Y)<1
3. Vo (X) = 0 akkor és csak akkor, ha minden megfigyelés a mintdban egyenld

4. HoR,(X,Y) =1, akkor létezik olyan a vektor, b nem nulla valds szam és eqy C
ortogondlis mdtriz, hogy Y = a + bXC.

Bizonyitas. 1. Ha V,(X) = 0, akkor A, = 0 minden k és [ esetén, igy

Akk =ar — Q. — Q. — Q.. = 0 (277)
ap. = A = &, (2.78)
2
hasonl6éan
a..
a. =a; = 5 (2.79)
fgy
0= Akl =ap — Q. — a4 — a.. = Ay = |Xk — Xl|p, (280)
tehat k,lzl,...,n ’Xk:_Xl’p:O:}Xl =...=X,.

A masik irany nyilvanvalo.
2. teljesen hasonlo a 2.13 tétel R-re vonatkoz6 hasonl6é pontjanak bizonyitdsahoz.
3. A 2.8 tételbdl nyilvanvalo.

4. HaR,(X,Y) = 1, akkor a definiciobdl lathato, hogy X és Y majdnem mindeniitt
hasonléak abban az értelemben, hogy valamilyen € # 0 szamra X és €Y izomet-
rikusak. Ekkor az X és Y altal kifeszitett linearis alterek dimenziéi majdnem
mindeniitt egyenlGek. Feltehetjiik, hogy X és Y ugyanabban az euklideszi térben
vannak, és RP-t feszitik ki. Ha R, (X,Y) = 1, akkor

RAX,Y) = XY (2.81)

VVRX)VY)
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2.2. Tavolsagkorrelacio

miatt
Va(X,Y) = VVEIX)VR(Y) (2.82)
1 < R B
= > AuBu = 2 > A > B (2.83)
k=1 k=1 k=1

Viszont a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenlGtlenség szerint
n 2 n n
( Z Alekl> < Z A Z By, (2.84)
kl=1 ki=1  kl=1

tehat a 2.82 egyenlség csak akkor teljesiilhet, ha Ay, = ¢- By valamilyen ¢ szamra.
Tegyiik fel most, hogy |¢| = 1, ekkor valamilyen dy, d; konstansok mellett minden

k.l esetén

| Xy — Xilp = |Ye = Yilg + di + d, (2.85)

és a k = [ esetbdl kapjuk, hogy di = 0 minden k-ra.
Mivel a két minta izometrikus, Y megkaphato X-bdl eltolas, forgatés és tiikkrozés
utan, igy Y = a + bXC valamilyen a vektor, b = ¢ szam és C ortogonéalis matrix
mellett. Ha |c| # 1 és ¢ # 0,akkor ugyanezt a meggondolast alkalmazva cX-re és
Y-ra az allitast belattuk.

OJ

2.2.3. Tulajdonsagok

Az alabbi tételben attekintjiik a dCov, dCor és dVar mennyiségek néhany tulajdon-
sdgat. A definiciokbol és eddigi tulajdonsidgokbdl jol lathato analogia a Pearson-féle

korrelacioval az alabbi tételbdl is megfigyelhetd.
2.13. tétel. Az X € RP ¢ésY € RY véges varhatoértéki valosziniségi vektorvaltozokra

1. 0 <R(X,Y) <1 ésR =0 akkor és csak akkor, ha X ésY figgetlenek.

2. Minden a; € RP, ay € RY vektorra, by, by szamra és C; € RP, Cy € RY ortonormdlt

matrixra
V(ay + bC1 X, ag 4 byCoY) = 1/|bibe|V(X,Y). (2.86)
3. Ha (X1,Y1) vektorvdltozo figgetlen (Xo,Ys) vektorvdltozdtol, akkor
V(X1 + X0, Y1+ Y2) <V(X1, Y1) + V(Xs,Y2). (2.87)

FEgyenldség akkor és csak akkor dll fenn, ha Xy €s Y] is konstans vagy Xo és Yy
is konstans vagy X1, Xo, Y1, Yo fiiggetlenek.
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2.2. Tavolsagkorrelacio

4. HoV(X) =0, akkor X = E(X) majdnem mindeniitt.

5. Minden a € RP vektorra, b szamra és C' € RP ortonormdlt mdtrixra
V(a+bCX) = [b|V(X). (2.88)

6. Ha X ésY figgetlenek, akkor

VX +Y) < VX)+ V(). (2.89)

Egyenldség akkor €s csak akkor dll fenn, ha X vagy Y konstans.

Bizonyitas. 1. A fiiggetlenségre Vonatkozc’) allitas a definiciobdl nyilvanvalo. Le-
gyen U = %) — fr(u) és V = e/®Y) — f3(v)! Ekkor

|y (u,0) = fx () fy (0)[* = [E(UV)]? < (E(U[|V])* < (2.90)

< E(UPIVE) =1~ [fx (@)1~ |fr(@)*). (2.91)

Ezt behelyettesitve a dCor definicidjaba

| v = fxp@Pds < [ 10 =15 @P)1 - 0 P

Rp+aq
(2.92)
tehat 0 < R(X, Y) <1.
2. Az allitas a definiciobol nyilvanvalo.
3.

V(X1 + X0, Y14+ Y,) = (2.93)
[f x4 x4 (0, 0) = Fxiexe (W) friave (V) = (2.94)
= ||fX1,Y1(U7U)fX2,Y2(u7U) - le(u)fX2( )le( )fY2( )” < (295)
< HfX1,Y1 (u7 U) (fX27Y2 (u> U) fX2( )fY2< )) H_'_ (296>
+H.fX2 (u)fYQ (U) (fXLYl (U,’U) - fX1 fY1 )” < (297)
< ||fX2,Y2(uvv) - fX2(u)fY2(U>H + Hle,Yl (U,U) le( )le( )H = (298)
V(XL V) £ V(XaYs)  (2.99)

Ha X; és Yiis konstans vagy X, és Y5 is konstans vagy X, Xo, Y7, Y fliggetlenek,
akkor lathatoan egyenlgséget kapunk mindkét egyenlGtlenségnél.

Ha az egyenlGség fennall, tegyiik fel, hogy X; és Y; sem konstans egyidejiileg
és X5 és Y; sem konstans egyidejiileg! Ekkor a masodik egyenlGtlenségben csak
akkor kaphatunk egyenl@séget, ha X; és Y; fliggetlenek és X, és Y5 is fliggetlenek,
tovabba a feltételeink szerint (X7,Y7) és (X, Ys) fiiggetlenek, ezzel pontosan az
allitast kaptuk.
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2.3. Statisztikai modszerek tavolsagalapon

4. Ha V(X) = 0, akkor

20y _ [ fxx (u,0) — fx(u) fx (0)? _
VI(X) = /RPXRP TR dudv = 0, (2.100)
azaz Vu, vt fxx(uv) = fx(u+v) = fx(u)fx(v), tehat fx(u) = et

valamilyen ¢ € RP konstans vektorral, tehat X vektorvaltozé konstans majdnem

mindentitt.
5. Az allitas a definiciobdél nyilvanvalo.

6. Alkalmazzuk a dCov-ra vonatkozo hasonlo allitast X = X, =Y, é8Y = Xy =Y,
mellett, ekkor pontosan ezt az allitast kapjuk.
O

2.3. Statisztikai modszerek tavolsagalapon

Az alabbi fejezetben attekintiink néhany lehetdséget, hogyan lehet a tévolsdgalapon

definialt mennyiségeket statisztikai vizsgalatokra hasznalni.

2.3.1. Fuggetlenségvizsgalat dCov hasznalataval

Ebben a fejezetben fiiggetlenségvizsgélatra a korabban definidlt tapasztalati tévol-
sagkovariancia tulajdonsagait kihasznalva szeretnénk jo probastatisztikat és probat
definialni. Ehhez a kérdéses mennyiségaszimptotikus tulajdonsagairdl tekintsiik at a

lehetGségeket!

Legyen ( egy nulla varhato értékd komplex Gauss-folyamat az

R(t, 1) = (fx(u— o) — fx(u) fx(uo)) (fy (v —v0) = fy(v) fy(v0)) (2.101)

kovarianciafiiggvénnyel, ahol t = (u,v) és tg = (ug,v9) RP x Ri-beli vektorok. A
fliggetlenségvizsgalat probastatisztikajaként %—t szeretnénk hasznélni, ahol So-t a 2.8

tétel bizonyitasvazlatdban definialtuk a 2.47 pontban. Els6ként lassunk egy tételt n))?

Tz 2z

2.14. tétel. Hao X € RP ésY € R? vektorvdltozok figgetlenek, és E(|X|,+|Y|,) < oo,
akkor

Vi 3 ll¢(u, ). (2.102)
Bizonyitas. Legyen (,(t) az empirikus folyamat, azaz
Galt) = Gulu, v) = Vn&u(u, v) = Vn(fxy (u,v) = fi (W) f7(v) (2.103)
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2.3. Statisztikai modszerek tavolsagalapon

A fiiggetlenség miatt E((,(t)) =0 és

— n-—1

E(Ga(t)Cn(to)) =

- R(t, 1) (2.104)

u = ug mellett pedig

n—1

ElG@OF = ——1 = [/x@) (1 = [ ()F). (2.105)

Tekintsiik most a kovetkezd {Q,,(9)} valoszintiségivaltozo-sorozatot a § nemnegativ
szam mellett! Rogzitett ¢ > 0 mellett legyen {Dg}7_; a 2.10 tétel bizonyitasaban
definialt 2.52-beli D(J) tartomany egy N-elemt particioja legfeljebb e atmérGji mér-

heté halmazokra! Legyen

N(e)
@Qn(0) = Z/ [ (2.106)
k=17 Dk
Rogzitett M > 0 mellett legyen

B(e) = sup E|Kn(t>|2 - Kn<t0)|2

t,to

, (2.107)

max{|ul, [uol, [v], [vo|} < M

Jlu — ug|? 4+ |v —vo|? < &2

Ekkor lim._,03(¢) = 0 minden roégzitett pozitiv M mellett, és rogzitett 6 > 0 esetén

E

/ Ga(B)Pdw — Qu(6)
D(6)

<86 [ G0Fd =0 (2.108)

Tovabba a 2.10 tétel bizonyitasdban szerepls fels6 becslésekhez teljesen hasonlo

modon

‘/ !Cn(t)|2dw—/ |Ga (1) dew| < (2.109)

D Rp+a
S/ Kn(u,v)|2dw—|—/ |Cn (0, v) [Pdew+ (2.110)

lulp<é [ulp>1/8
+/ |Cn(u,v)|2dw+/ | (1, v) | Pdw. (2.111)

Jolg <8 lolg>1/5

és
E / |Cn(u,v)|2dw+/ |G, v)Pdw | < (2.112)
Julp< fulp>1/6
—1

< LT (BIX) — Xo|G(IX) — Xa|6) + w,0) E|Y; — Ya|d —rss0 0, (2.113)

ahol w, egy csak p-t6l fiiggs konstans, és ugyanigy

E

|G (u, v)|Pdw + |G (u, v) Pdw | — 0. (2.114)
[v]q< [vlg>1/5 00
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2.3. Statisztikai modszerek tavolsagalapon

Hasonl6 egyenlétlenségek igazak a

N(e)
) = 2dw .
Q) Z/D | (2.115)

valoszintdségi valtozora is. Ekkor minden 6 > 0 esetén a centrélis hatéareloszlas-
tétel szerint @, (0) eloszlasban tart (Q(d)-hoz n — oo esetén, E|Q,(5) — (| < 0 és
E|Q(0) — ¢| <9, ezekbdl pedig

Vi = [Gall® 5 1I¢(u,v) (2.116)
U

2.15. kovetkezmény. Ha X € RP ésY € RY vektorvdltozok fiiggetlenek, akkor

nV? p
n 2.117
ahol
Q2" N2, (2.118)
j=1

ahol Z; fiiggetlen standard normdlisok, a \; konstansokat pedig (X,Y) eloszldsa
hatdrozza meg, és hogy E(Q) = 1.

2.16. kovetkezmény. Ha X € RP ésY € RY vektorvdltozok dsszefiiggdek, akkor

nV? p
R (2.119)
Bizonyitas. A 2.10 tétel szerint
VX, Y) ™ VX, Y), (2.120)
n—oo

és az Osszefiiggdség miatt V2 > 0, igy

nV? — oo (2.121)

n—00

sztochasztikusan, S5 pedig egy szamhoz tart a nagy szamok erds torvénye szerint

majdnem mindeniitt, igy

V?
ns; 5 (2.122)
O
nV2

Tehat a probank olyan, hogy magas = értékek esetén elutasitjuk a fiiggetlenség
hipotézisét. Ennek a probanak a konkretizalédsat és az elérhetd szignifikanciaszintet irja

le a kovetkezs tétel:
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2.3. Statisztikai modszerek tavolsagalapon

2.17. tétel. Legyen T(X,Y,a,n) az a préba, ami elutasitja a fiiggetlenség hipotézisét
nV2(X,Y)
S
esetén, ahol ® a standard normdlis eloszldsfigguény. Jeldlje a(X,Y,n) a préba el-
érhetd szignifikanciaszintjét! Ha E(|X|, + |Y|,) < 00, akkor V0 < o < 0.215 esetén

> (0711 — a/2))’ (2.123)

1. lim, o (X, Y, n) <«
2. supx y{lim, o a(X,Y,n) : V(X,Y) =0} = .

A bizonyitashoz el6szor tekintsiik at Székely és Bakirov|19] nyomén a kovetkezdket!
A 2.118-hoz hasonloan egy X ~ N(0, R) n-dimenzios valdszintiségi vektorvaltozo és
tetszdleges A € R™™ matrix esetén @, = (X, AX) kvadratikus alak elgéllithato

Qn=>Y NZ} (2.124)
j=1

alakban, ahol \; az Rz (A + AT)Rz /2 matrix sajatértékei. Legyen A pozitfv szemi-
definit, igy Vj > 1); > 0. Ugyanigy

Q=>_NZ:. (2.125)
j=1
Legyen
I,(x) = inf n < 2.126
(=) {QnZOIE(Qn)Zl}(Q ) ( )
és

I(z) = inf <), 2.127
) {Q20|E<Q):1}(Q_ ) ( )

Legyen x2 egy n szabadsagi fokt x? eloszlast valoszintiségi valtozo, ekkor jeldlje z(d)
a P(d'x3 <) és P((d+1)"'x7,, <x) eloszlasfiiggvények gorbéinek metszéspontjat
minden d pozitiv egészre, és legyen x(0) = oo! Ekkor x(d) egyértelmi és d-ben monoton

csokkenve tart 1-hez. Székely és Bakirov[19| alapjan

2.18. tétel.

€s
P(d™ '3 <z), Vzelz(d),x(d-1));d=1,2,...,
I(z) = ¢ 0, Vo < 1, (2.129)
0.5, xr=1.
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2.19. megjegyzés. Székely és Bakirov[19] belattak tovabba, hogy ha
pi= PG > o) = P((d+ 1) > a), (2.130)
akkor Vz(d) <z <x(d—1): P(Q >z) <p4
Ekkor a 2.17 tétel bizonyitasa:

Bizonyitas. 1. A 2.18 tétel specialis eseteként x(1) = 1.536397 . .. érték mellett az
el6z6 megjegyzés alapjan p; = 0.2151549. .. értékkel Va (1) < =z < z(0) = oo :
P(Q > ) <0.215, azaz a () kvadratikus alakra £(Q) = 1 mellett V0 < o < 0.215

P[Q > (d(1 - a/2))2} <a (2.131)

2. Fiiggetlen X és Y indikatorokra a centralis hatareloszlas-tétellel /nR,(X,Y)
aszimptotikusan normaélis, mivel ebben az esetben a dCor megegyezik a klasszikus
pearsoni korrelacié abszolutértékével, ekkor tehat @ egyetlen tagbol all, Q = Z2,

és igy elértiik az « felsd korlatot.
O

Szimulaciés eredmények

Székely, Rizzo és Bakirov[23] Monte Carlo szimuléciokon keresztiil 6sszehasonlitottak
a Wilks-lambda|26] és két Puri és Sen|[14] féle likelihood-hényados probak erejét és az
itt leirt tavolsagkovariancia alapu fliggetlenségvizsgalat erejét kiilonbozd példédkon p =
q = 5 esetekben. A szimuléciok szerint X és Y marginalis standard normalis eloszlasa
esetén a tavolsagkovariancias teszt ereje kozel van az ebben az esetben optimélis Wilks-
lambda likelihood-hédnyados proba erejéhez, marginalis t-eloszlasok esetén is hasonléan
jol teljesit, és lényegesen kisebb elséfajihiba-valoszintiségekkel mint a Wilks-lambda
proba.

X standard tobbvéltozos normalis esetben, Yj; = Xjjer; mellett, ahol g, fiiggetlen
standard normélisok, és X-tdl is fiiggetlenek, a Puri és Sen féle probak ereje a min-
taelemszam novelésével nem novekedik, a tavolsagkovariancias proba lényegesen e-
résebbnek bizonyult, mint a likelihood-hanyados probék. Yy, = log(X ,fj) esetén a
helyzet teljesen hasonlo, azaz mig a dCov-proba szimulacioéi elég nagy erét jeleznek, a
likelihood-hanyados probéak ereje mégesak nem is névekszik a mintaelemszam névelése
mellett. Levonhato6 tehat a kovetkeztetés, hogy a konstrualt proba nemlinearis kapcso-
latok esetén lehet lényegesen erdsebb, mint a klasszikus likelihood-hanyados probak,

tobbvaltozos normaélis esetben pedig elég kozel lehet a kérdéses probakhoz.

2.20. megjegyzés. A fent emlitett jo tulajdonsagokhoz nem feltétleniil sziikséges
pontosan ezt a probat hasznalni. Bakirov, Rizzo és Székely[1] 2006-ban konstrualtak
egy alapjaiban teljesen megegyezs, am a normabeli integraldshoz mas sulyfiiggvényt
hasznalé mérészamot, amellyel hasonlo vizsgalati sikereket értek el. A megfelels suly-

fliggvényre és normara a 2.4 fejezetben pontosabban kitériink.
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2.3.2. Szoérasanalizis kiterjesztése

Tavolsagalaptt mérészamokat hasznalhatunk a klasszikus szorésanalizis modszereinek
kiterjesztésére Rizzo és Székely|[17] nyomén. Az itt definialt proba a klasszikus modsze-
rekkel ellentétben nem csak a mintaelemszamnal kisebb dimenzidékban alkalmazhato,
valamint nem fiigg a mintak eloszlasatol sem, tovabbé a hibak szoérasarol valdo homoszke-
daszticitasi feltételt sem sziiskéges feltenniink. A klasszikus és tébbvaltozos szorasana-
lizisben adott K darab populacionk, ezekre vizsgaljuk a varhato értékeik egyenlGségét,

azaz nullhipotézisiink

HO Do == UK, (2132)
ellenhipotézisiink
Hy : 35#k  p;# g, (2.133)
ahol p;,7 =1,..., K a populaciok varhato értékei vagy tobbvaltozos esetben varha-
toérték-vektorai, azaz
11171,...,‘%'17“1 ~ N(lul,O'Q) (2134)
X219+ L2ng ™~ N(/,LQ, 0'2) (2135)
(2.136)
Tr1s oo T ~ N (i, 0%), (2.137)
(2.138)
és
C L "Z =1 K (2.139)
Tr; = — Ty = 1,..., .
n; = 7

ng

S|

T =

K
i=1

Ekkor a klasszikus ANOVA esetén a teljes szorodast felbontjuk a kovetkezé modon:

> i(xi,j —z)’=> i(xi,j — )2+ Z ny(@; — 7). (2.141)

i=1 j=1 i=1 j=1

1

j=

Itt a jobb oldal els6 tagjat az angol nyelvii terminologianak megfelelGen jeloljiik
SS E-vel, a masodikat SST-vel!

Rizzo és Székely kiterjesztik a klasszikus, akir tobbvéltozos szérésanalizist egy
altalanosabb hipotézis vizsgélatara a teljes szorodas egy maés, tavolsagon alapul6 felbon-
tas bevezetésével. Legyen most a mintank K darab RP-beli fiiggetlen minta rendre az

F1,ldots, F eloszlasfiiggvényekkel megadott eloszlasokboél. Legyen most a nullhipotézis

HQ . F1 = FK, (2142)
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az ellenhipotézis pedig
Hy : A1<j<k<K:F;#F,. (2.143)

A klasszikus ANOVA esetén a minték eloszlasairol feltettiik a normalitast, most
F; eloszlasfiiggvényekre semmilyen megkotést nem tesziink. A modszer 1ényege, hogy a
teljes szorodést a klasszikus modszerben szerepls négyzetes eltérésekkel analog téavol-
sagkomponensekre (DISCO az angol nyelvii terminologiabol) bontjuk, amik alkalmasak
lesznek 2.142 nullhipotézis tesztelésére. A tavolsagok most a mintaelemek kozti eukli-
deszi tavolsdgokon alapulnak, pontosabban azok hatvanyain, ahol az o hatvanykitevs
a (0,2] intervallumbol valoé. Az o = 2 esetben visszakapjuk a klasszikus ANOVA
felbontasat, a tobbi esetben pedig az altalanosabb nullhipotézisre konzisztens staisztikai

probéat kapunk az ANOVA probastatisztikajaval analog eszkozzel.

2.21. definici6. Legyen A = {ay,...,a,,} és B ={by,...,b,,} mintédkra a d, tavolsag

ning

d.(A, B) = 29u(A, B) — gu(A, A) — g.(B, B)], 2.144
(A, B) n1+n2[9( ) = galA, A) — go(B, B)] ( )
ahol
1 ny no
o(A, B) = a; — b;|* 2.145
9a(A, B) nm;;! il ( )

Az o = 2 esetben egydimenzids esetben a dy tavolsag pontosan a szorast adja vissza,

és ha az el6z6 mintak atlagait rendre a-val és b-vel jeldljiik,

dy(A, B) =2 SST = 2[ny(a — ¢)* + na(b — ¢)?], (2.146)

nla—f—nzl;
ni+ng

A d, tavolsdgon alapuld statisztika, ami a szorasanalizisbeli SST-t helyettesiti,

ahol ¢ =

stlyozott Osszege a szorasoknak. Definialjuk a mintak kozotti szorodast a kovetkezs-

képpen:
2.22. definici6. Legyenek Aq,..., Ak rendre nq,...,ng elemd, p-dimenziés minték,
N =" n;! Ekkor legyen kiegyensilyozott, azaz n; = ny = ... = ng esetben
1
Vo =Va(A,..., Ax) = D dal(4,Ap), (2.147)
1<j<k<K

kiegyensilyozatlan esetben pedig

n; + ng

Va:Va(Alj...,AK): Z 2N

1<j<k<K

>da(Aj,Ak), (2.148)

2.23. megjegyzés. K =2,p=1,a = 2 esetben V, = SST.
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Legyen a teljes szorodés

N
To=Tu(Av, . Ak) = S0a(A, A), (2.149)

ahol A az 6sszevont minta, a mintan beliili szérodas pedig
K
Wa =Wa(A, ..., Ax) = Z ?ﬂga(Aj,Aj) (2.150)

J=1

Legyenek X és X' fiiggetlen azonos eloszlasuak és Y és Y’ is fiiggetlen azonos

eloszlasuak, amelyek X-tdl is fiiggetlenek.

2.24. definicié. Legyen « olyan szam, amelyre F|X|*+ E|Y|* < 0o, ekkor definialjuk
a az (X, Y) tavolsagot X és Y kozott az alabbi modon:

£(X,Y) =2E|X —Y|" — E|X — X'|*— E|Y —Y'|°. (2.151)
Ekkor Rizzo és Székely[17] nyoman a kovetkezd tételt mondhatjuk ki:

2.25. tétel. Tegyiik fel, hogy X és X' RP-beli fiiggetlen azonos eloszldsi valdsziniségi
vektorvdltozok F eloszlasfligguénnyel, Y és Y’ RP-beli fiiggetlen azonos eloszldsi vald-
szintségi vektorvdltozok G eloszlasfigguénnyel és X és 'Y figgetlenek. Ha o € (0, 2]
olyan, hogy E|X|* + E|Y|* < oo, akkor

1. e(X,Y) >0.
2. Ho 0 < o <2, akkor e(X,Y) =0 akkor és csak akkor, ha X =PY.
3. Ha oo =2, akkor e(X,Y) = 0 akkor és csak akkor, ha E(X) = E(Y).
2.26. kovetkezmény. K > 2 és a € (0,2] esetén a kivetkezok igazak:
1. Vo(Ay,..., Ag) > 0.
2. Ho0 < a < 2, akkor Vo, (A, ..., Ax) = 0 akkor és csak akkor, ha Ay = ... = Ak.

3. Vo(Ay, ..., Ax) = 0 akkor és csak akkor, ha A;,i =1,..., K ugyanolyan vdrhato

értékiek.

Bizonyitas. Legyen A; = {a1,...,a,,} é& B; = {b1,...,b, }! Legyenek X és X'
fiiggetlenek és egyenletesek A;-n, hasonléan Y és Y’ fiiggetlenek és egyenletesek Ay-n!
Ekkor

EIX = Y|" = ga(A;, Ap), (2.152)
EIX — X'|* = ga(Aj, 45), (2.153)
ElY =Y'|* = ga(Ax, Ab), (2.154)

(2.155)
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és
ning

—L = e (X,)Y)=d, (A;: A). 2.1
nj+nk€a( ) ) Oc( Jo k) ( 56)

Ekkor alkalmazva erre az esetre 2.25 tételt, K = 2 esetben megkapjuk a kdvetkez-
mény elsG két allitdsat, innen teljes indukcioval K > 2-re is igaz. A 2.25 tétel harmadik
pontjabol pedig kovetkezik a harmadik kovetkezmény.

O

A fenti tulajdonsagokbol itt is lathatd analdgia a klasszikus modszerekkel, igy a
fenti jo tulajdonsagokkal rendelkezé tagokra vald felbontas jogossaga is egyre jobban
latszik. A felbontas létezésérsl Rizzo és Székely[17] a kovetkezs tételt bizonyitotték,

amely létjogosultsagot ad a kiterjesztett esetre valdo moédszernek.

2.27. tétel. K > 2 esetén
To(Ay, ... Ak) = Vo (Ar, .o Ak) + Wa(Ay, ..o Ak). (2.157)

2.28. megjegyzés. p = 1 esetben a korabban latottak és az el6z8 tétel szerint a = 2
mellett Ty, = Vo+Wy = SST+SSE, azaz megegyezik a klasszikus ANOVA modszerbeli

felbontassal.

Tegyiik fel mostantol, hogy Ay, ..., Agx rendre ny,...,ng elemid fiiggetlen véletlen
mintak az X1, ..., Xi valtozok eloszlasaibol! Az ANOVA-beli szérasalapi felbontashoz
hasonléan V,, és W, becslései E|X; — X}|*nak, g.(A;, A;) is becslése ennek, de nem
torzitatlan, a torzitatlansagot a klasszikus esethez hasonloan az —4=g,(A;, A;) becs-
léssel érhetjiik el. A kiterjesztett 2.142 nullhipotézis mellett '

B, = S LB, - X (2.158)

N-K
E(Wa) = —5—E|X; - Xj|". (2.159)

Ahogy a klasszikus ANOVA esetében a probastatisztikdnk

SST/(K —1)
F = 2.1
SSE/(N — K)’ (2.160)
teljesen analog modon itt most legyen
Vo (K — 1)
Fop=—"7"—"+—""-. 2.161
"= W (N~ K) (2161)

Speciélisan tudjuk, hogy 2.132 nullhipotézis mellett F' ~ F(K — 1, N — K), de
altalanossagban F,, nem lesz F-eloszlasi. Viszont F|, is nemnegativ, és nagy értékeire
elvetjiik a 2.142 nullhipotézist. Erre a korabbiakhoz hasonl6 hatareloszlas-tulajdonsago-
kat frhatunk fel. TetszSleges a € (0,2) esetén a 2.142 nullhipotézis mellett d,(A;, A;)
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tart egy 2.118 alaka kvadratikus alakhoz, ezért a nullhipotézis mellett V, /(K — 1)
eloszlasban tart egy ilyen kvadratikus alakhoz, tovabba a nagy szamok torvénye szerint
W, /(N — K) sztochasztikusan tart egy konstans szamhoz. Ekkor tehat pontosan ugyan-
gy, mint korabban % a 2.14 tétel kovetkezményében,

Vo/(K—1) b

Fy= 2Q, (2.162)

- Wo/(N - K)

ahol ) pontosan olyan, mint 2.118 pontban. Ez alapjan a DISCO prébara is pon-
tosan ugyanolyan allitast mondhatunk ki Székely és Bakirov|19] nyomén, mint a dCov
alapu fliggetlenségvizsgalat esetén, tehat a DISCO proba elutasitja a 2.142 nullhipoté-
zist, ha F, az ( értékhez tartozo jobb oldali kritikus tartomanyba esik, amelyet ismét
V0 < 5 <0.215, E(Q) =1

P> (®'(1-5))7°) <8 (2.163)

alapjan hatarozhatunk meg.
A kiterjesztett problémara adott téavolsagalapi modszer tovabbi elénye a konzisz-
tencia, amelyet pontosabban az alabbi tételben lat be Rizzo és Székely[17]:

2.29. tétel. Ha 0 < a < 2, a kiterjesztett nullhipotézisre vonatkozo DISCO préba

konzisztens a véges szordsu probdak korében.
2.30. megjegyzés. Az o = 2 esetben nem kapunk konzisztens probét.

2.31. megjegyzés. Akkor is hasznalhatd a fenti elv, ha akir az els6 momentumok
sem léteznek. Tetszbleges eloszlasra, amelynek létezik e-momentuma valamely ¢ > 0

szamra, a 0 < a < £ vélasztas elégséges a konzisztencidhoz, mivel E|X — Y[** < co.

A probahoz felmeriils természetes kérdés, hogyan is kellene megvéalasztani az «
paramétert. A legegyszeriibb valasztdas o = 1 eset, mivel egyrészt ez az alkalmas
intervallum kozepe, masrészt egyvaltozos esetben o = 1 mellett g, linearizalhato, és igy
az egyébkeént fennallo O(N?) szamitasigényt O(N (log N))-re lehet csokkenteni. Vastag
farku eloszlasok esetén az adatokon alapuld kicsi v értéket lehet valasztani. Példaul ha
X Pareto-eloszlast, azaz striiségfiiggvénye az x helyen

ko*

f(l') = ﬁ,i[) > 0, (2164)

akkor X véges els6 momentuma csak k£ > 1 esetén létezik, a masodik momentum
pedig csak k£ > 2 mellett. Ebben az esetben a megfelel§ Pareto-modell kivalasztasa
kozben a k paraméter maximum likelihood becslésével hatarozhatd meg a megfelels o
érték, amelyre X< véges szorasu Pareto.

Vastag farku stabil eloszlasok esetén o < 1 valasztéas lehet indokolt.
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Szimulaciés eredmények

A t6bbszempont szorasanalizis (MANOVA) esetére a modszer hasonloan kiterjeszthe-
t6 (lasd [17]). Rizzo és Székely Monte Carlo szimulaciokon keresztiil hasonlitotta Ossze
a tavolsagalapi proba tapasztalhato erejét a Pillai[12] és Wilks[25] féle paraméteres
MANOVA probékkal, = 1 paraméter mellett. A proba nagyobb erét mutat, és er6ben
nagyobb névekedést a dimenzi6 novelésével 4 szabadsagi foku t-eloszlas esetén, mint az
emlitett MANOVA modszerek, tovabbé lényeges kiilonbség, hogy mig a szorasanalitikus
tesztek csak akkor miikodnek, ha a dimenzié nem nagyobb a megfigyelések szamanél,
a DISCO teszt tetszéleges dimenzidoban alkalmazhato. A konstrualt proba marginalis
gamma eloszlasok esetén is jobban teljesit, mint a MANOVA modszerek, és hasonléan

szerepel a dimenzi6 novelésével is.

2.3.3. Torzitatlansag

A definialt Gsszefliggdségi mérdszam sajnos nem torzitatlan, és a torzitds néhet is a
dimenzi6 fiiggvényében (lasd [4]). Ennek tiikrében definidlandé a tévolsagkorrelacio
torzitatlan becslése. Lathato, hogy E(V2(X,Y)) = L ((n — 2)V*(X,Y) + E|X —
X'[,E|Y —Y'|,), ez alapjan definialhatjuk a kovetkezsket:

2.32. definici6. A korrigalt tapasztalati tavolsagkovariancia legyen az a nemnegativ

Un(X,Y) szam, amelyre

2

(n—1)(n—2)

UX(X,Y) = [VZ(X,Y) _ 1] n >3 (2.165)

n —

2.33. definici6. A korrigalt tapasztalati tavolsagkorrelacio az a nemnegativ C,, (X, Y)

szam, amelyre n > 3 esetén

Uy (X.Y) U2(X,X)U2(Y,Y) #0
C’Z(X7Y) _ \/UT%(X,X)U,%(Y,Y)7 n( ’ ) n( ’ ) # (2166)
0, U2(X, X)U2(Y,Y) =0

n = 1,2 esetén legyen C,, =1

Ekkor a fentiekre kimondhat6 2.14 tételhez hasonl6 hatareloszlastétel, pontosabban

annak kovetkezményeképpen lathato, hogy

TLV2(X Y) n D o0 )
S n— 1] njoo; i(Z; ); (2.167)

nU? n?
S2 N (n— 1)(71—2)

ahol Z; pontosan olyan, mint 2.118 kvadratikus alakban. Ezzel pedig méar torzitatlan

becslésként lehet szamolni.
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2.4. Tovabbi lehet6ségek és kiterjesztések

A kovetkez§ fejezetben attekintjiik a tavolsdgkorrelacié néhany altalanositasi lehetdsé-
gét és néhany egyéb modszert akar a tavolsagkorrelacié tulajdonsagainak javitésara,

akar mas megkozelitésére a korrelacio javitasdnak és a fliggetlenség karakterizalasanak.

2.4.1. Mas sulyfiiggvény valasztasa

A 2.1.2 fejezetben targyalt silyfiiggvény valasztasat a 2.3 lemma indokolta, viszont
egyaltalan nem tudunk olyat mondani, hogy ez lenne az egyetlen j6 vagy esetleg a
legjobb valasztas. Az alabbiakban attekintiink egy korabbi eredményt egy lehetséges
salyfiiggvényre, ami szintén jo tulajdonsidgokkal rendelkezik.

A 2.1 definicioban megadott normaban a silyfiiggvényt nem feltétleniil kell tehéat a

2.21 pontban megadottként valasztanunk, legyen most a norma sulyfiiggvénye q(u, v),
ahol

_l4ptq
2

q(u,v) = (|uly +[v[7) (2.168)

Ekkor definialjuk az Z(X,Y") osszefiigg@ségi mérdszamot hasonldan a tavolsagkova-

rianciahoz, azaz

_ xy(uv) = fx () fyr ()l
V(1 = fx@)]?) @ = [fr(0)) ]

Ezen kiviil definidljuk 2.2.2 fejezethez hasonléan a tapasztalati mennyiségeket is:

I(X,Y) = Ry(X,Y) (2.169)

Legyen Z = (X,Y), Z; = (X;,Y;), 7 =1,...,n egy minta Z eloszlasabol, és legyen
Zy = (X1, Yir). Tegyiik fel, hogy X és Y nem azonosan nullak, és egyik sem konstans

majdnem mindeniitt! Ekkor legyen

1 n
= > Zi = Zulpra, (2.170)
k=1
1 n n
S > D%k = Zijlps (2.171)
kl=1i,j=1
1 n
r=—5 > Xk~ Xy, (2.172)
=
1 n
y=—> Y-V, (2.173)
k,l=1
~ 1 n n
S > D N2 = Zijlora (2.174)
k=1 i,j=1

és ezekkel legyen

27 — o, —
A el ey (2.175)
r+y—=z
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Ezekre a kovetkezd tulajdonsagokat bizonyitja Bakirov, Rizzo és Székely [1], hason-
l6an a korabbiakhoz:

2.34. tétel. 1. Ha E(|X|, +|Y],) < o0, akkor majdnem mindenditt

lim 7, = 7. (2.176)

n— o0
2.0<Z,<1

3. p=q =1 esetben, ha X ésY csak két értéket vesznek fel, akkor I megegyezik a

klasszikus korreldcid abszolutértékével.
4. I akkor és csak akkor, ha X és'Y fiiggetlenek.

5. T =1 akkor és csak akkor, ha létezik eqy A véletlen halmaz és a,b,c,d konstans

vektorok, amelyekre X = a+bxa ésY = c+dyxa, ahol xa az A halmaz indikdtora.

6. Ha X ésY figgetlenek és E(|X|, +|Y],) < oo, akkor

lim nZ22Q, (2.177)

n—oo

ahol Q itt is a 2.118 pontbeli alaki, és E(Q) = 1.

Néhany tulajdonsag nyilvanvalo a definiciokbol és a tavolsagalapt mérészamokrol
latott korabbi tulajdonsidgokbol, a tobbit a tapasztalati tavolsagkovariancidra vonat-
koz6 tételekhez egészen hasonléan lehet belatni. Fontos koztes eredmény, hogy Z,

c stz

pasztalati karakterisztikus fiiggvényekre.

2.35. kovetkezmény. A \/nZ, prébastatisztika konzisztens probdt hatdroz meg a fiig-

getlenség vizsgalatdra.

A fiiggetlenségvizsgalatra pedig hasonlét allithatunk,mint a tavolsagkorrelacio ese-

tében, azaz

2.36. tétel. Minden 0 < a < 0.215 paraméter esetén annak a probdnak, amelyel

utasitja a figgetlenség hipotézisét

VT, > @*1(1 . %) (2.178)

esetén, az elérhetd szignifikanciaszintje o.

A tétel bizonyitasa pontosan ugyanugy elvégezhets, mint 2.17 tétel esetén.
Szimulacios vizsgalatokkal lathato(lasd [1]), hogy ez a fajta téavolsagalapt mérdszam
hasonl6 jo tulajdonsagokkal bir,mint a tavolsagkorrelacio, ugyanis tobbvaltozos norma-

lis esetben szintén kozel lesz a Wilks-lambda teszthez, valamint sok esetben nagyobb
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er6t ér el, mint a klasszikus probak. A tavolsidgkorrelaciohoz hasonléan tetszéleges
dimenzidéban alkalmazhat6, amit nem korldtoz a megfigyelések szama, mint mas eset-
ben, és teljesen konzisztens probat ad.

Mint lathattuk, ezzel a sulyfiiggvénnyel is elég jo tulajdonsagt Osszefiiggfségi mé-
részamot definidlhatunk tavolsagalapon, amely sok gyakorlati esetben jobban teljesit,
mint a klasszikus modszerek, bar mint lattuk, nem rendelkezik a tavolsagkorrelaciohoz
hasonlo, a pearsoni korrelacioval teljesen analdg felépitéssel, és lényegesen bonyolultab-
ban kiszamithato probastatisztikat eredményez fiiggetlenségvizsgalat esetén, de példaul
szintén rendelkezik a 2.1.2 fejezet elején emlitett skalainvarianciaval és egyéb jo tulaj-

donsagokkal.

2.37. megjegyzés. Z,-nek hasznéalhato olyan valtozata is, amely invarians X és Y
affin transzformécioira, ha Z,, definicivjaba X, és Y, helyett rendre a S)_(l/ ’X i €8 S;l/ QYk
mennyiségeket helyettesitjiik, ahol Sy és Sy rendre a mintdk kovarianciamatrixai. Az
igy kapott mennyiségre a tételekben leirt tulajdonsigok analog moédon fennallnak, mivel

lényegében ez szintén egy altalanosan tekinthets tavolsagalapt mérdszam a

_1+p+tg
2

(155 %ul? + 18y 0 [2) (2.179)

sulyfiiggvénnyel.

2.4.2. Brown-kovariancia

2.38. definicid. Legyen X egy valds valoszintiségi valtozd Fx eloszlasfiiggvénnyel,
{(U(t) }+er pedig egy tole fliggetlen valosértékii sztochasztikus folyamat! Ekkor az X

U-ra centralt valtozata

Xy = U(X) - / T U@ AP () = U(X) — EUX)|U), (2.180)

—00

ahol a feltételes varhato érték létezik.
2.39. megjegyzés. Ha Id az identitas, azaz t € R : Id(t) = t, akkor X;y = X — EX.
Legyen W egydimenziés Wiener-folyamat 0 varhato értékkel és
|s| + [t| — |s — t| = 2min(s,t), t,s>0 (2.181)

kovarianciafiiggvénnyel. Ez a fiiggvény a standard Wiener kovarianciafiiggvényének
kétszerese, ami a kés6bbi szamitasokat konnyiti meg.

A klasszikus Pearson-féle kovariancia négyzete

E%[(X — EX)(Y —EY)] = E[(X — EX)(X' — EX')(Y — EY)(Y' — EY")]. (2.182)

cz 2z

Székely és Rizzo|20| nyoméan. Elészor tekintsiink egy masik specialis esetet!

30



2.4. 'Tovabbi lehetdségek és kiterjesztések

2.40. definici6. Legyenek X és Y valos valoszintségi valtozok! Ekkor a W(X,Y)

Brown-kovariancian vagy Wiener-kovariancian azt a nemnegativ szamot értjiik, amelyre
W2(X,Y) = Covg (X, Y) = E[Xw X{y Y Yii], (2.183)

ahol W és W' 0 varhato értéki és 2.181 kovarianciafiiggvényt Wiener-folyamatok,
és (W, W) fiiggetlen (X, X", Y,Y")-t6l.

2.41. megjegyzés. Amennyiben W Wiener-folyamat helyett a definiciéban az Id

identitas folyamatot hasznéljuk, akkor
Coviy(X,Y) = E[X1aX Y10 Y]y = Cov*(X,Y), (2.184)
azaz visszakapjuk a klasszikus kovariancia négyzetét.

Az itt definialt kovarianciarél lathato, hogy két valos valoszintségi valtozo kozott
minden lehetséges kapcsolat mérésére alkalmas, ellentétben a kizarolag a linearis kap-
csolatokat jol karakterizalo klasszikus modszerrel. A fenti definiciot tetszéleges dimen-

zi6ju sztochasztikus mezdkre altalanosithatjuk a kovetkezé modon:

2.42. definicid. Legyenek X € RP és Y € R? valoszintiségi vektorvaltozok, U egy
sztochasztikus mez6 RP-n, amely fiiggetlen X-t6l, V' egy sztochasztikus mezé R%-n,
amely fiiggetlen Y-t6l! Ekkor X és Y (U, V)-kovariancidja az a nemnegativ szam,

amelyre
Covp(X,Y) = E[Xy XYy Yy, (2.185)
ahol a varhato érték létezik és véges.

Ezzel tehat specialisan visszakapjuk a klasszikus definiciot is, és a Brown-kovarian-
ciat is a megfelels tereken értelmezett fiiggetlen folyamatok segitségével.

Teljesen hasonléan értelmezhetiink itt is szordsnégyzet-analég mennyiséget
W(X) =W(X, X) =Couw(X,X) =Vary(X) (2.186)
modon. Ezzel pedig definidlhatunk a korrelacionak megfelel§ mérészamot:

2.43. definici6. Legyen az X és Y valtozok Brown-korrelécidja az a nemnegativ szam,

amelyre
Corw(X,Y) = VWEWE)’ (2.187)

A definialt mennyiségekrsl a kovetkezGket mondhatjuk tovabbra is Székely és Rizzo

[20] alapjan:
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2.44. tétel. Ha X € R? ésY € RY valdszintségi vektorvdltozokra E(|X[2+|Y]?) < oo,
W és W' fiiggetlen, rendre RP és R2-beli, a megfeleld dimenzicbeli euklideszi normdkban
megadott 2.181 pontbeli kovarianciafiigguvényi és 0 vdrhatoértékd Wiener-folyamatok,

akkor E[Xw X{,Yw: Y{y] nemnegativ, véges, és

WA(X,Y) = B[ XwX{, Y Y] = (2.188)
E|X = X',y =Y'|,+ BE|X = X"|,|Y = Y'|,— (2.189)
—E|X = X'|,[Y =Y"|, = E|X = X"],]Y =Y, (2.190)

ahol (X,Y), (X" Y") és (X", Y") fiiggetlenek.
Ezzel a tétellel pedig belathatjuk a kovetkezé 1ényeges tételt:
2.45. tétel. Ha X € R? ésY € RY wektorvdltozokra E(|X|2 + |Y|2) < oo, akkor
W(X,Y)=V(X,Y). (2.191)

Bizonyitas. A Brown-kovariancia és a dCov is nemnegativ, igy elegendd a négyzeteik
egyenlGségét megmutatni. V2 kifejezéséhez hasznaljuk a 2.3 lemmat! Ekkor az integral-

alak szamlalojaban
Elcos{u, X — X') cos(v,Y —Y")] (2.192)

alakt tagokat kapunk. Ekkor

cosucosv =1 — (1 —cosu) — (1 —cosv) + (1 — cosu)(1 — cosv) (2.193)
azonossag szerint atirva a varhatoértékbeli koszinuszok szorzatat, a kapott tényezsk
alakja
1— X - XN Y —-Y’
E/ |1 = cosu, H)H ffs<“’ N dudv — (2.194)
Rr+a Julp™ |v]g
1— X - X 1 Yy -Y’
_E / [ Cos<u,Jrl >]du . / [1 cos(v, - N (2.195)
Ry Julp Ra |v[g
= c,c Bl X — X'|,E|lY = Y/|, (2.196)
Tehat a megfelels tagokat véve egyszeriisités utan
VEX,Y)=EX -X'|,IY -Y'|,+ E|X - X"|,|Y = Y'|,— (2.197)
“EIX = XY = Y], EIX = X"|,)Y = Y|, (2.198)
ami pontosan a 2.44 tételbeli alakja W?(X,Y)-nak. O

Tehat véges szoras esetén a Brown-kovariancia megegyezik a tavolsdgkovarianciaval,
igy a definialt (U, V)-kovariancia altalanositasa a tavolsdgkovariancidnak is ilyen ér-
telemben. Specidlis esetként kaphatjuk tehat ebbdl Wiener-folyamatok vélasztasaval,
valamint p = ¢ = 1 mellett és identitasfolyamatok mellett megkaphatjuk a klasszikus

Pearson-féle kovariancia abszolutértékeét.
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2.4.3. Mas paraméter valasztasa

A tavolsagkovariancia definialasanél a 2.3 lemma alapjan valasztottunk sulyfiiggvényt,
azt is abban a specialis esetben hasznalva, amikor o = 1. A kapott eredményeket
altalanosithatjuk ezaltal oly modon, hogy nem kotjiik meg ennek az o paraméternek
az értékét, ezzel meghatarozva a tavolsagalapu Osszefiiggfségi mérdszamok egy para-

méteres csalddjat. Tekintsiik tehat a kovetkezd definicidkat:

2.46. definicié. E(|X|[) + [Y]7) < oo esetén az X és Y valdszintiségi vektorvaltozok

a-tavolsagkovarianciajan azt a nemnegativ V(X,Y') szamot értjik, amelyre

VEXY) = [y 0) = @i @2 = (2199
= 1 | fxy (u,v) = folu) fy (0) 7 e
- C(p,a)C(q, ) /Rpﬂ |u’g+p‘v|?+q dudv. (2.200)

Teljesen hasonloan a klasszikus kovarianca esetéhez, itt is definialhato a szorasnégy-

sz 2

VAD(X) = VAN(X, X) = || fex (u,v) = fx(u) fx (0)I[2 (2.201)

2.47. definici6é. E(|X|[; + |Y][]) < oo esetén az X és Y valoszintiségi vektorvaltozok

a-tavolsagkorrelaciojan azt a nemnegativ R(X,Y) szamot értjiik, amelyre

V(@) (X,Y) V2A>a) (X P2@) (V) > ()
R (X, Y):{ VYR (X)V2(Y)] () &) (2.202)

0, VA (X)VHI(Y) = 0.

Ezekre a mennyiségekre analég modon definidlhatoak a tapasztalati mennyiségek
is, egyszertien az euklideszi norma helyett mindeniitt annak « kitev6ji hatvanyat véve,
azaz ay = | Xy — Xyl és by = |Yi — V1|7 mellett teljesen hasonloan 2.6 felépitéséhez.
Erre az altaldnositott mérdszamra a tulajdonsagok jelentds részét is hasonldéan tudjuk
altalanositani a || - || norma || - ||, normara cserélésével, a € (0,2) mellett. Tehat 2.10

és 2.14 tételekhez hasonldan, az el6z6 jelolésekkel analog moédon

2.48. tétel. Ha E|X|5 < oo és E|Y| < oo, akkor majdnem mindeniitt
lim V9(X,Y) = V(X Y). (2.203)

n—oo

2.49. tétel. Ha X € RP és Y € RY vektorvdltozok fiiggetlenek, és 0 < a < 2 mellett
E(IX|5 +[Y]3) < oo, akkor

nV2@ e, 0)]2. (2.204)
n—oo
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Ezeken kiviil pedig 0 < a < 2, E(|X|5 + [Y[¢) < oo esetben a konzisztencia is
megmarad. Az o = 2 esetben, ha p = ¢ = 1, akkor R? = |p| és VP = 2|64y, ahol 64,
a Cov(X,Y) maximum-likelihood becslése.

Ugyanezt az altalanositast megkaphatjuk a 2.4.2 fejezetben leirt Brown-kovariancia
kiterjesztéseként is, az ugynevezett Hurst-indexszel val6 paraméterezéssel. Ha vesziink

egy frakcionalt Wiener-folyamatot, azaz egy 0 varhatoértékid Gauss-folyamatot a

EWg(w)Wi(v)) = %(IUFH + o = Ju — ™) (2.205)

kovarianciafiiggvénnyel, akkor a H € (0,1) indexet nevezziik Hurst-indexnek. Erre

a folyamatra H = % esetén visszakapjuk a standard Wiener-folyamatot, H > %

esetén olyan folyamatot kapunk, amelyre a névekmények pozitivan korrelaltak, H <

% esetén pedig a novekmények negativan korrelaltak. Ezt hasznalva most a Brown-
kovarianciat definial6 d-dimenzios Wiener-folyamat, azaz sztochasztikus mezé esetén

legyen a kovarianciafiiggvény u,v € R? mellett
E(Wi(w)Wi(v)) = [u" + o — |u—v*". (2.206)

Ilyen modon ha (W, W) és (X, X', Y,Y’) fiiggetlenek, akkor 0 < H, H* < 1 és
E(|X |7 + [Y]377) < oo mellett a korrabiakhoz hasonloan

Cova,gpwg (X,Y) = (2.207)
2H 2H* 2H 2H*
EIX - X'PH)Y =Y + BE|IX - XMy — Y21 — (2.208)
2H 2H* 2H 2H*
—EIX - X'PH)Y - Y2 — E|X - X"y - Y2 (2.209)

Ebbdl lathato, hogy 2H és 2H* teljesen analog az o szerepével.

2.4.4. Kiterjesztés tetszSleges normalt terekre és Hilbert-terekre

A tavolsagkorrelacio definiciojaban most nem a sulyfliggvényt vagy annak paramé-
terezését valtoztatjuk meg, hanem az euklideszi normak helyett altalanosabb esetet
véve kiterjesztjiilk a definiciot Hilbert-terekre a véges dimenzios euklideszi terekrdl
Kosorok|9] nyoméan. Legyen teljesen analog modon a 2.8 tétel bizonyitasvazlatdban

szerepls Sy, S, S3 definicidival X és Y valvaltozokra, amelyek most tetszéleges normélt

terekbdl valok, rendre a || - ||x és || - ||y normékkal,
1
Ti=o5 D 1K= XillxllVi = Yilly, (2.210)
kl=1n
1 1
T= s 2 X=Xl 5 3 IV =Yilly, (2.211)
=t Lyt
] e —
Ty=-5> > 1% XulxllYi = Yoy, (221
k=11lm=1
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és ezekkel legyen V,,(X,Y) = T1 + T» — 273, valamint legyen

T = E([| X1 — Xallx[[Y1 = Yally), (2.213)
Too = B(||X1 — Xallx) E(|Y1 - Yally), (2.214)
Ty = E([ X1 — Xa|x[[Y1 — Y3[ly), (2.215)

és Vo(X,Y) = Tho + Tog — 2730, valamint V,,(X) = V,(X, X) és VH(X) = Vo (X, X)!
Ezekkel definialjuk R, és R, mennyiségeket analég modon a korrelécios definicidkhoz.

Ekkor természetesen adddik a kovetkezs:

2.50. lemma. Ha E(|| X||% + ||Y]|{) < oo, akkor

Va(X,Y) 5 (X, Y), (2.216)
Vo (X) 5 Vo(X). (2.217)
(2.218)

A tavolsagkorrelacid tulajdonsagait is szeretnénk megérizni értelemszertien a ki-
terjesztéssel, viszont azokat véges dimenzioban lattuk, euklideszi normékkal. Most
cseréljiik ki az euklideszi normékat ||z][4, = VT Az és ||y||lp, = /y? By normakra,
ahol A € RP*P é¢s B € R?7*? szimmetrikus pozitiv definit méatrixok. Az ezekkel a
normékkal kapott mennyiségeket jeloljiik ~ jellel, azaz T}, Ts, . . .| Ekkor ezekre a kovet-
kez6ket mondhatjuk:

2.51. lemma. Legyen A és B szimmetrikus és pozitiv definit! Ekkor

1. V(X,Y) és Vo(X,Y) nemnegativak

2. Vo(X,Y) < A/ V(X)Vi(Y) és Vo(X,Y) < 1/ Vo(X)Vp(Y)
3. R, =0 akkor és csak akkor, ha az X-b6l vagy Y -bdl szdrmazé minta konstans

4. RO(X, Y') = 0 akkor és csak akkor, ha X ésY figgetlenek

5. Vo(X,Y) =0 akkor és csak akkor, ha Vo(X,Y) = 0.

Bizonyitas. Legyen U = A2X és V = BzY, ekkor Ul, = | X|lap s [V = 1Y B
Ekkor a tapasztalati tavolsdgkovariancia tulajdonsagai alapjan, ha U-ra és V-re alkal-
mazzuk a korabbiakat, az els6 négy pont teljesiil. Az utolso allitasban pedig mivel Az
és B2 pozitiv definitek, U és V pontsan akkor fiiggetlen, ha X és Y fliggetlen, az allitas
igaz. 0

A tévolsagkorrelaciot és tulajdonsagait tugy szeretnénk Kkiterjeszteni, hogy véges
dimenzios euklideszi terek sorozataival approximalhaté Hilbert-tereket vesziink. Tegyiik
fel, hogy X egy valoszintségi valtozo a Hx Hilbert-térben, amelyen a skalaris szorzatot

jelolje (-, ) x, a megfelel6 norméat pedig || - || x!

35



2.4. 'Tovabbi lehetdségek és kiterjesztések

2.52. definicié. Az X valoszintségi valtozd végesen approximalhato, ha létezik
{Xm}m>1 € Hx (2.219)

sorozat, hogy létezik M,, : Hx — RP™ lineéris leképezés, amelyre p,, monton nové

és M M, szimmetrikus és pozitiv definit RP"-en, amelyre
X = My (Uy) (2.220)
valamilyen euklideszi altérbdl szarmazo U, valoszintiségivaltozo-sorozatra ugy, hogy
EHX@——Xﬂﬁmj&O. (2.221)

Feltehetjiik az altalanossag megszoritasa nélkiil, hogy M M,, az identités. Ekkor

a kovetkezdket mondhatjuk:

2.53. lemma. Legyen X ésY wvégesen approximdlhato valdsziniségi vdltozo valamilye
Hilbert-térben! Ekkor

1. Vo(X,Y) és Vo(X,Y) nemnegativak

2. Va(X,Y) < TRX)V(Y) és Vo(X,Y) < /T (X)Vol(Y)

Bizonyitas. Legyen X, és Y, a két végesen approximald sorozat, azaz E|X,, —
X% =moe 0 és E||Y,, — Y||3 =100 0. Ekkor Vo(X,,, Yy) — Vo(X,Y), tehat mivel
a kozelits sorozatokra igazak az allitasok a korabbiak szerint, Vo(X,Y) > 0. Teljesen
ugyanigy lathatd a Vj-ra vonatkozo6 tobbi allités is.

Legyen egy (X;,Y;) n-elemd mintank! Ekkor létezik {(Xim, Yim)}iz1, n sorozat,
hogy

S (EBIX: = Xl + EY: = Yiul}) = 0 (2.222)
i=1
a végesen approximalhatosag miatt. Tekintsiik V,,(X,Y") helyett V]\(,m) (X,Y)-t, ahol
a megfigyeléseket az m-edik kozelitéssel helyettesitjiik! Ekkor mivel a varhatoértékbeli

konvergenciabol kévetkezik a sztochasztikus,

V(X Y) 5 Vi(X,Y), (2.223)
m—r0o0
és a kozelits sorozattal igazak az allitasok, igy V,,(X,Y)-ra is igaz a lemma. U

A kiterjesztés akkor lenne igazan jo, ha a fiiggetlenség jo karakterizicidja is meg-
maradna a bévebb terekre. Hilbert terekre sajnos csak speciélis esetben tudjuk ezt

mondani, de az alabbi lemma altalanosan is igaz.

2.54. lemma. Legyen X ésY walosziniségi vdltozok végesen approrimdlhato Hilbert-
terekben! Ekkor ha Ro(X,Y) > 0, akkor X ésY dsszefiggdek.
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Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt, hogy a feltételek teljesiilnek, de X és Y fiiggetlenek!
Ekkor a végesen approximalhatosag miatt létezik (X, Y,) sorozat ugy, hogy X, és Yy,
fiiggetlenek, E|| X, — X||% =m0 0 ¢és E||Y,, — Y3 =120 0. Ekkor Ry(X,,,Y,) =0
és Ro(Xom, Yim) = Ro(Xn,Yy,) miatt ellentmondésra jutottunk. O

Ezen tul viszont egyelre nem latjuk, hogy a kiterjesztett tavolsdgkovariancia akkor
és csak akkor lehet 0, ha X és Y fiiggetlenek. Specialis esetben viszont mondhatunk

valamit errdl az esetrsl Kosorok|9] példaja nyoméan.

2.55. definici6. Legyenek X és Y végesen approximalhatoé Hilbert-terekbdl vett va-
l6szintiségi valtozok. Legyen M : Hx — Hyx és N : Hy — Hy linearis leképezések,
amelyekre M*M és N*N is a megfelel§ identitéas, és M X = X1 + Xy, NY =Y; + Y,
ahol7=1,2 X, € Hg?,Y; € Hi(/i), és Hg? és Hl(/i) rendre véges dimenzios alterei H x-
nek és Hy-nak, valamint X, és Y fiiggetlenek és (X7, Y))-tdl is fiiggetlenek! Ekkor azt
mondjuk, hogy X és Y legfeljebb végesen OsszefiiggGek.

2.56. lemma. Legyenek X és'Y legfeljebb végesen dsszefliggd valdsziniségi vdltozok!
Ekkor Ro(X,Y) > 0 és az egyenldtlenség akkor és csak akkor szigori, ha X és'Y

osszefiliggdek.

Az altalanos esetre valoé megfontolasokhoz Lyons|10] kiterjesztésén keresztiil jutha-
tunk el, el6szor tetszbleges metrikus terekre belatva az altalanositas jo tulajdonsagait.
Legyen ehhez el6szor (X, d) metrikus tér, amelyen jelolje M(X) a véges Borel-mér-
tékeket, és M;(X) ebben a valoszintiségi mértékek halmazat! Ekkor p € M(X) els6
momentuma véges, ha valamely y € X mellett [, d(o, z)d|p|(z) < oo teljesiil. Ha p és

1/ els6 momentuma véges, akkor
[ el ) o) < . (2.220)
/ d(z, 2') || (2)d] | () < oo. (2.225)
Ekkor legyen

a,(z) = /d(x, ' )dp(x), (2.226)
D(p) = /d(x, o) dp? (z, 2. (2.227)

Ekkor ezek 1éteznek és végesek, ha p els6 momentuma véges, és igy legyen ekkor
dy(z,2") =d(z,2") — a,(z) — a,(z) + D(w). (2.228)

Ekkor ha tetszéleges metrikus térben p valészintiségi mértéknek véges az els6 mo-
mentuma, azaz d(z,2') € L*(u x p), akkor d,(z,2') € L*(p x p).
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Legyen most (V,d) egy masik metrikus tér, és legyen 0 € M;(X x }) olyan
valoszintdségi mérték, amely X'-beli i és YV-beli v marginalisai véges els§ momentumuak!
Ekkor az altalanositast a fenti mennyiségekkel elvégezhetjiik 1ényegében tgy, mint a
tapasztalati mennyiségeknél definialtak folytonos és altalanositott esetei, igy épitve fel

az analdgiat a tavolsdgkorrelacioval.

2.57. definicid.
deov(t) = [ (), o/,1/))d6" (.. 0'.11), (2.229)
ahol
0o ((z,9), (2',y") = du(z,2")d (y,9). (2.230)

2.58. megjegyzés. Lathato a definiciobol, hogy az L2-beliség miatt dcov(6) létezik,
tovabba az is, hogy ha 6 valoszintiségi mérték a marginalisok szorzata, akkor deov(0) =

0, a megfordités viszont altaldban nem igaz.

2.59. megjegyzés. A fenti definicié euklideszi terekkel és a definidlt tavolsagfogal-
makkal pontosan a 2.4 definiciébeli dCov négyzetét adja.

2.60. megjegyzés. Ha az X és Y valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasa 6, akkor
legyen jelolésben deov(X,Y') = dcov(6), és ekkor lathato, hogy deov(0) felirhato a

E((d(X, X') = au(X) = au(X") + D(w)(d(Y,Y") — ay(Y) — a,(Y') + D(v))) (2.231)

alakban.

Ekkor |dcov(X,Y)| < \/dcov(X, X)dcov(Y,Y) < D(u)D(v), és deov(X,X) =
D(p) akkor és csak akkor, ha u legfeljebb két pontra koncentralt mérték, igy hasonléan
a véges dimenzi6s euklideszi terekhez, itt is tudunk korrelacibhoz hasonlé mérgszamot
deifnialni. Ehhez hasonléan mas, korabbi tulajdonsigok is kiterjednek az igy altalano-

sitott mennyiségre Lyons[10]| nyoman.

2.61. tétel. 1. Ha dcov(X, X) = 0, akkor X eloszlasa egyetlen pontra koncentrdlt

meérték

2. Ha p és v nem csak egy pontra koncentrdltak és

|dcov(X,Y)| = v/dcov(X, X )dcov(Y,Y), (2.232)

akkor a ¢ > 0 szdmra létezik f : (X) — (Y) folytonos leképezés, hogy minden

x,x'-ra a p tartdjabol

d(a,a') = cd(f(z), f(a')), (2.233)
y = f() (2.234)

0-majdnem minden (x,y)-ra.
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Ezen kiviil szeretnénk az altalanositott esetben is fiiggetlenségvizsgalati probéat
konstruélni, ehhez Lyons a hatéareloszlasokra vonatkozo tételeket is kiterjeszti metrikus
terekre, példaul 2.10 tétel analogidjara. A tovabbiakban feltételezziik, hogy p és v nem

egy pontra koncentralt mértékek.

2.62. tétel. Legyenek X, Y, 6 mint eddig, €és legyen 6, a tapasztalati eloszldsa az
elsd n mintdanak eqy fiiggetlen azonos 0-eloszlasi sorozatbol! Ekkor dcov(0,,) — dcov(0)

majdnem mindenditt.

Hasonléan kiterjeszthets a 2.14 tétel is.

2.63. tétel. Legyenek a \; szamok a kéovetkezd leképezés multiplicitdassal vett sajdatér-
téken:

L*(0) > F v ((9579) — /59((1’,y)(1”,y’))F(fE’w’)d@(I’,y’))- (2.235)
Ekkor a fiiggetlenség hipotézise mellett

n - deov(6,) 2 Z NZ2, (2.236)

ahol az euklideszi térhez hasonloan Z; fiiggetlen azonos standard normdlisok, és

A = D) D(v).

2.64. kovetkezmény. Legyenek i, és v, a 0, margindlisai! Ekkor a fiiggetlenség hi-
potézise mellett
n - deov(6,,) D SN ZE
D(pn)D(vy) — D(u)D(v)’
ahol a jobb oldal vdrhato értéke 1. Ha dcov(6) # 0, akkor a bal oldal 00-hez tart

majdnem mindeniitt.

(2.237)

Tovabbra is az a kérdés maradt nyitott, mikor lesz igaz, hogy dcov(f) = 0 esetbdl
kovetkezik 0 = pu x v. Ezt az esetet az el6z6 tételek sem fedik le. Lyons megmutatta,
hogy tgynevezett erdsen negativ tipust metrikus terek esetében sosem all el6 az az

eset, hogy dcov(0) = 0 és 6 # pu x v, méas esetekben viszont igen.

2.65. definici6. Legyen n > 1 mellett xq,...,2, € X és ay,...,a, € R, ahol > «; =
0. Ekkor azt mondjuk, hogy (X, d) metrikus tér negativ tipusi, ha

Z CkiOéjd<£L'i,ij) S 0. (2238)

B,j<n

2.66. megjegyzés. Legyen K az az n x n-es tavolsagmatrix, amelyre K; ; = d(x;, x;)!
Ekkor a negativ tipusra vonatkozé egyenltlenség pontosan azt jelenti, hogy K felté-

telesen negativ szemidefinit. Ekkor ha P az R"-r6l valo merdleges vetités a konstans
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vektorok ortogondlis kiegészits alterére, akkor K = PK P az a matrix, amelyre K, ; =
d,, (s, 7;), ahol y, az xy, ..., z, tapasztalati eloszldsa. Ekkor K is negativ szemidefinit.

Ha X és Y negativ tipusi metrikus terek d-vel, és a vonatkozo tavolsdgmatrixaik
rendre K és L, akkor

0<tr(KL)=tr(v —KV-LV-Lv —K) =n” - dcov(6,) (2.239)

Legyen most pu1, s € M (X) két véges els6 momentumi mérték! Ekkor ezek véges
tartoju valoszintiségi mértékekkel valo kozelitésekor beldthatod, hogy ha X negativ
tipusi, akkor

2.67. definici6. Az (X, d) metrikus tér erésen negativ tipusu, ha negativ tipusa, és a

2.240 egyenlGtlenségben csak akkor all fenn egyenlGség, ha iy = po.

A tetszGleges metrikus térre valo kiterjesztésen tul szeretnénk a definiciokat és
tulajdonsagaikat Hilbert-terekre is kiterjeszteni, ezt a meglévs terek és metrikdk beé-
gyazasaval érjiik el. Az altalanossag megszoritasa nélkiil tekinthetiink most csak valos
Hilbert-tereket. Belathato, hogy X akkor és csak akkor negativ tipusid, ha létezik H
Hilbert-tér és ¢ : X — H leképezés, hogy Vr, 2’ € X d(x,2') = ||¢p(x)—¢(2')||?, tovabba
tudjuk, hogy H szeparabilis, ha X az. Lyons példaként emliti az ilyen bedgyazasokra a
Riesz-, Fourier-, Brown- és Crofton-beagyazast, ahol az elsé kettével példaul belathato
R™ negativ tipustusaga, és a Fourier-beagyazas a 2.3 lemma szerinti tavolsagot adja majd
euklideszi terek esetében, a Brown-beagyazas pedig hasonléan az euklideszi terekben a
Brown-kovariancia esetét. Két tetszéleges o1, ¢ : (X, d%) — H izometrikus beagyazast
ekvivalensnek tekinthetiink, ha létezik g : H; — H, izometria, amellyel ¢ = g o ¢,
ahol H; a ¢; leképezés képterének lezartja.

Tekintslink most egy ilyen ¢ bedgyazast! Ekkor legyen

Boinr [ ola)duta), (2.241)

ahol p € M(X) mértéknek véges az els6 momentuma! Ekkor ha X és ) negativ
tipust metrikus terek a ¢ és ¢ beagyazasokkal, akkor jelolésben legyen ezek tenzor-
szorzata (z,y) — ¢(x) @ Y(y), X x Y — H ® H. Ekkor ezekkel a kovetkezok lathatok
be, tovabbra is Lyons|10] alapjan:

2.68. lemma. Legyen (X, d) negativ tipusi a ¢ bedgyazdssal! Ekkor (X,d) akkor és
csak akkor erdsen negativ tipusi, ha [, injektiv M, (X) véges elsé momentumi részhal-

mazdn.

2.69. lemma. Legyenek (X,d), (Y, d) negativ tipusi metrikus terek a ¢ és ) bedgyazd-
sokkal, és legyenek 0 € My(X xY) margindlisai a véges elsé momentumaii p € M(X) és
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2.4. 'Tovabbi lehetdségek és kiterjesztések

v € My(Y) mértékek! Ekkor 8o (d®1)" elsé momentuma véges, igy Besy(0) értelmes,
€s

deov(6) = 4]|Bss (0 — 1 x 1) (2.242)

2.70. megjegyzés. Ha X és ) euklideszi terek, akkor Fourier-beagyazasokkal pon-
tosan a dCov négyzetét kapjuk, Brown-beagyazasokkal pedig a Brown-kovarianciaét,
tehéat belathatd a 2.69 lemmaval, hogy a tavolsdgkovariancia és a Brown-kovariancia
megegyezik. FEz annyival tébb a korabbiaknal, hogy mig az eddigi vonatkozd 2.45
tételben a szorasnégyzet végességét is feltettiik, az itt latottak szerint a varhato értékek

végessége is elégséges.

2.71. lemma. Legyenek (X,d), (), d) negativ tipusi metrikus terek a ¢ és b bedgya-
zdsokkal, és By és By legyenek injektivek rendre az X €és Y véges elsd momentumi
mértékein! Ekkor Bygy injektiv lesz X x Y véges elsd momentumi mértékeinek halma-

zan.

2.72. lemma. Legyen (X,d) erdsen negativ tipusi metrikus tér. Ekkor létezik ¢ bed-

gyazds ugy, hogy By injektiv az M(X) véges elsé momentumi részhalmazdn.

2.73. megjegyzés. A 2.71 és 2.72 lemmakban nem tessziik fel, hogy a valdszintiségi

mértékeken legyenek injektivek a leképezések, csak a véges els6 momentumot.

Ekkor a 2.69, 2.71 és 2.72 lemmé&k kovetkezményeként belathatoak az altalanositésra

vonatkozo6 fontos tételek a fiiggetlenség jo karakterizalaséra.

2.74. tétel. Legyenek (X,d), (V,d) erdsen negativ tipusi metrikus terek, tovibbd a
0 € My(X xY) margindlisai legyenek véges elsé momentumaiak! Ekkor ha dcov(f) = 0,

akkor 6 a margindlisok szorzata.

Ezzel a fliggetlenséget jol karakterizaltuk erésen negativ tipusi metrikus terekre, és
a kiterjesztett hatareloszlas-tételekkel az euklideszi esetekhez analég modon konzisztens
probat is adhatunk, teljesen megegyez6en dCov esetével. Nem erdsen negativ tipust

terekben viszont nem tudunk ilyet mondani, s6t, az alabbi tétel ennél erésebbet is allit:

2.75. tétel. 1. Ha (X,d) nem negativ tipusi, akkor tetszdleges legaldbb két pontot
tartalmazo Y esetén létezik 0 € My(X,)), amelynek margindlisai véges elsd

momentumiak, hogy dcov(0) < 0.

2. Ha (X,d) nem erdsen negativ tipusi, akkor tetszdleges legaldbb két pontot tartal-
mazd Y esetén létezik 0 € My(X,Y), amelynek margindlisai véges elsd momen-

tumaak, hogy dcov(f) =0 és 0 nem a szorzatmérték.
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Ezen tulmenden Hilbert-terek esetében is szeretnénk valamit mondani. Lathato,
hogy euklideszi terek esetében teljesiilnek az erds negativ tipikussag feltételei, ha csak
a véges tartoju mértékeken tekintiink mindent, és ugyanigy igaz ez Hilbert-terekre is.

Teljesen altalanos esetben Lyons|10] a kévetkezs lényeges tételt bizonyitja:

2.76. tétel. Minden szepardbilis Hilbert-tér erdsen negativ tipusi.

2.77. megjegyzés. Nem szeparabilis Hilbert-terek akkor és csak akkor lesznek erGsen
negativ tipusiiak, ha dimenzi6juk nullmértékid abban az értelemben, hogy az egyetlen
olyan Borel-mérték, amely egy legfeljebb ilyen dimenzidju tér minden pontjahoz a 0

értéket rendeli, az az azonosan nulla mérték (lasd [11]).

Ezzel tehat kiterjesztettiik a téavolsagkovarianciat Hilbert-terek esetére, és kozben
enyhitettiink a Brow-kovariancidval valé egyenl@ség feltételein is. Fontos megjegyezni
még, hogy a tulajdonsagok csak erésen negativ tipusii metrikus tereken miikodnek jol,
de ha ez nem &ll fenn, a metrika modositaséaval elérhets, pontosabban belathato az,
hogy ha (X, d) negativ tipustt metrikus tér, de nem erésen, akkor r € (0,1) mellett

(X,d") erésen negativ tipusu.

2.4.5. Egyéb lehet6ségek
Fiiggetlenités a peremeloszlasoktol

Rémillard[15] szerint a tavolsdgkovariancianak két lényeges gyengesége van, a véges
varhato érték feltétele és az, hogy az Osszefiiggség fiige a peremeloszlasoktol. Ennek
athidalasara javasolja folytonos peremeloszlasok esetén, hogy az egyes valtozokat elosz-
lasfiiggvényeikbe helyettesitve kapott egyenletes eloszlasi valtozokat vizsgaljuk, azaz
ha

UD = Fyooy(XDY),i=1,...,p, (2.243)

VO =FoY9),i=1,...,4q, (2.244)

U=UW,. ... u"), v =W _ v, (2.245)

akkor X és Y akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha U és V' azok, valamint dCov(U, V)

csak az U és V kapcsolatat jellemzs kopulatol fiigg. Az igy atalakitott modszerre a
tapasztalati mennyiségek definialhatoak gy, hogy a mintaelemeket a normélt rangjuk-
kal helyettesitjiik, és ekkor belathato rajuk a 2.14 tételhez hasonlo allités.

Id8sorelemzés

A téavolsagkovarianciat idésorelemzésben is egyszeriien alkalmazhatjuk, definidlva egy

c sz

get, és itt is kimondhato gyenge konvergencia, ha végesek a varhato értékek, és a hibak

eloszlasa fehér zajt ad.
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Affin transzformaciok

A Bakirov|[1]| altal definialt statisztikara vonatkozo 2.37 megjegyzéshez hasonloan a
tavolsdgkorrelacionak is definialhatjuk az affin transzformaciokra invarians valtozatat.
Helyettesitsiik R,, definiciojaba X, és Y} helyett rendre a S)_(l/ .4 p €s S;l/ QYk mennyi-
ségeket helyettesitjiik, ahol Sy és Sy az X és Y mintak kovarianciamétrixai. Ekkor
ugyanugy itt is igazak a korabbi tételek és allitasok, egyszeriien ez egy 1j tavolsagalaptu

Osszefliggdségi mérdszam a
(cpcql SY Puly ™ + 18y o[+ (2.246)

salyfiiggvénnyel.

2.5. A tavolsagkorrelaci6 és Rényi kovetelményei

A megfeleld sulyfiiggvény kivalasztasanal felmeriilt, hogy olyan mérdszamot szeretnénk,
amely skalainvarians és Osszefiiggs esetben pozitiv. Egy Osszefiiggfségi mérdszam tu-
lajdonsagaira tovabbi kézenfekv$ szempontok is adédhatnak, amit szeretnénk meg-
kovetelni. Természetesen mas felhasznalasi szempontok alapjan nem minden esetben
ugyanazok az elvarasaink adodnak, és igy altalanosan sem nagyon lehet meghatarozni,
mik azok a tulajdonsagok, amiket mindenképp szeretnénk egy ilyen mérészamtol.

Rényi[16] meghatarozott hét kvetelményt, amik természetesen nehezen tekinthetSk
kizaré oknak egy mérGszam esetében, de valojaban mind eléggé ésszerd és természetes
elvaras egy jol hasznéalhatod eszkoztol.

Legyen ¢ és n két valoszintiségi valtozo, amelyek koziil egyik sem konstans majdnem
mindeniitt, és jelolje Osszefiiggdségiik mérdszamat §(&,n)! Ekkor Rényi kovetelményei

a kovetkez§k:

A) §(&,n) legyen definidlva minden olyan &, n valoszintiségivaltozo-parra, amelyek nem
1 valoszintiséggel konstansok

B) 0(&,m) = 0(n,§), azaz legyen szimmetrikus

C) 0<d(¢,n) <1

D)

E)

d(&,n) = 0 akkor és csak akkor, ha & és 7 fiiggetlenek

d(&,m) = 1, ha £ és n kozott erds Osszefiiggés van, példaul ha & = g(n) vagy n = f(&)
teljestil, ahol f(x) és g(x) Borel-mérhetd fiiggvények
F) Ha az f(x) és g(x) Borel-mérhetd R — R bijekciok, akkor o(f(£),g(n)) = 0(&,n)
G) Ha & és n egyiittes eloszlasa normaélis, akkor legyen §(&,n) = |p(&,n)].

2.78. megjegyzés. Az E) jeli feltétel esetében felmeriilhet, hogy miért nem kovetel-
jik meg, hogy legyen §(&,n) = 1 akkor és csak akkor, ha fennall az erés Gsszefliggés.

Ezt a lehetGséget Rényi elvetette, mivel tilsagosan korlatozo erejiinek talélta.
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Lathato, hogy a tavolsagkorrelaciéo nem felel meg minden kévetelménynek, hiszen
példaul nincs minden valoszintiségivaltozo-parra értelmezve, mivel csak véges varhato
értéki esetben definialt. Ennek ellenére mégis alkalmazhatobb, mint egyes alternativak,
amelyek esetleg megfelelnek. Bickel és Xu(2| is felvetették az Gsszehasonlitasat a Ge-
belein|7] altal bevezetett és altalanosan Rényi|16] altal karakterizalt maximalkorrelaci-
oval, amely teljesiti mind a hét kovetelményt, és Breiman és Friedman|3| véltakozo
feltételes varhato érték algoritmusanak segitségével szimuléciokban Gssze is hason-
litottak. Igaz, hogy bar a maximalkorrelacié is elég jol teljesit szimulacidkban, és
megfelel a kovetelményeknek, de sok esetben sokkal bonyolultabban vagy éppen sehogy
sem szamolhato. A tavolsagkorrelacio ezzel szemben egy praktikus szempontokbdl is
kénnyen alkalmazhato6 eszkozt ad, rdadasul sok tovabbi jo tulajdonsaggal is rendelkezik,
mint lattuk.

A tulajdonsagok koziil a G) jeld, utolso6 pont esetében is lathato, hogy a tavolsag-
korrelacio nem teljesiti, viszont tudunk Székely és Rizzo[23] nyoman elég jo kapcsolatot

teremteni a korrelaciéval.

2.79. tétel. Legyen X ésY két standard normdalis eloszldsu valdsziniiségi vdltozo, és
legyen p(X,Y) = p! Ekkor

1RXY) < o
2 __ parcsin p+4/1—p2—parcsin £ —4/4—p2+1
2 RAX,Y) = o il Y
. RX)Y) 1. RX)Y) 1 ~
3. infpu == = lim, 0 =5 = s —val 0.89066

Bizonyitas. Legyen

F(p) Z/_Oo /_Oo LESAUL) ;2£§(u)fy(v)|2dudv, (2.247)

ekkor ezzel, mivel most p = ¢ = 1,

vx,y) = 20 _ Fl) (2.248)

(2.249)
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Ekkor ezzel

| —“2+“2—puv _u? —ﬁ|2
(& 2 — e 2e 2
F(p) = . 37 dudv = (2.250)
1
_ —uZ—p? —puv —2puv o
_/RQe (1—2e " e )Wdudv— (2.251)
2t em 20— 2 L1 B
= /R2€ 2.7 (—puv) u%zdudv = (2.252)
22 e 228 — 2 , 1
= I g — k dudv = 2.253
/RQe — (2k)! (=puv) wre? ( )
— 2% -2 2(k—1) —u2—v? 2(k—1)
=p Z oh] p : e (uv) dudv | . (2.254)
1 . 2

Ezzel tehat F(p) = p?G(p), ahol G p-ban monoton névs, mivel nemnegativ tagok
Osszege, és igy G(p) < G(1), tehat
G(p)

R*(X,Y) = p2m < p? (2.255)

ezzel az elsd allitast belattuk.

F(0) = F'(0) = 0 miatt F(p) = [ [ F"(z)dzdz A mésdik derivalt pedig

2
2 2 1
F'"(z) = d /}R2 e T (1 =27 + e ") ——dudv = 4V (z) — ZV(E), (2.256)

dz? u2v?

V(z) :/ eV T2y dy = (2.257)
R2

e

Ezzel pedig

F@):/j/j(\/%— 2i£>dzdx: (2.258)

p
= 47r/ arcsin(z) — arcsin (g)dx = (2.259)
0
=dm(parcsinp + /1 — p? — parcsing —V4-p*+1) (2.260)

Ekkor behelyettesitve %—be megkapjuk a maéasodik allitast, és ebbdl kovetkezik,

F
hogy

lim G(p) = (2.261)

1pl—0 2(1+ T —/3)2
0

Lathatjuk tehat, hogy bar normélis egyiittes eloszlas mellett nem egyezik meg a

tavolsagkorrelacio és a klasszikus korreléacio értéke, R(X,Y') a p fiiggvényeként felirhato.
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3. fejezet

Osszefoglalas

A fentiekben bevezetett mérdszamrol lattuk, hogy jol altalanositja a korrelécios e-
gyiitthatot, és tetsz6leges dimenzidban értelmezhetd, valamint mindenféle kapcsolatot
mér, és igy jol karakterizalja valdszintiségi vektorvaltozok fliggetlenségét, mikozben
megtartja a klasszikus korrelacional megismert felépitést annak minden jo tulajdonsa-
gaval. A definialt tapasztalati valtozatok megegyeznek a tapasztalati karakterisztikus
nsig
ratikus alakhoz valé konvergencidja és a tapasztalati mennyiségeknek az elviekhez

statisztika normalis kvad-

fiiggvényekkel felirt természetes lehetGséggel. A definialt

vald konvergenciaja alkalmassa teszi a definidltakat egy jo fiiggetlenségvizsgalati proba
konstrualasara, s6t valojaban egy teljes paraméteres mérészamosztalyra lattuk ezt. A
kapott proba raadésul konzisztens, valamint elérheté szignifikanciaszintjérél is pontos
tételt lehet kimondani. Attekintettiink néhany javitasi lehetGséget, és ezaltal lattuk,
hogy lehet skdlainvarians, affin transzformaciokra invarians mérészamot meghatarozni,
ami tetszoleges dimenzidban értelmezhets, és erre meg tudtuk hatarozni az akar tor-
zitatlan becslést is add statisztikainkat, amelyekkel jo teszteket végezhetiink. A téa-
volsédgkorrelacié talan nem felel meg minden mérgszamokkal szemben tdmasztott ko-
vetelménynek hianytalanul, de nagy részének igen, és ezeken kiviil tovabbi hasznos
tulajdonsaggal bir, raadasul a gyakorlatba is egyszert eszkozokkel atiiltethets, gyorsan

kiszamithato eszkoz az Osszefliggdségi struktirak vizsgélataban.
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