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1. Bevezetd

Szakdolgozatom téméja a parhuzamos szuperszamitoégépek processzorainak minél
jobb kihasznalasara vonatkozé algoritmusok bemutatasa és elemzése. Parhuzamos szu-
perszamitogeép alatt olyan rendszert értiink, amelyben tobb processzor all 6sszekottetés-
ben: a processzorok egy-egy részhalmaza tud egyszerre egyiitt egy feladaton dolgozni,
mikozben mas részhalmazok mas feladatot oldanak meg parhuzamosan. Ezeknek a
processzor-rendszereknek sokféle architekturajat el lehet képzelni: ebben a szakdolgo-
zatban olyan rendszert feltételeziink, ahol a processzorok sorban egymaéas mellett he-
lyezkednek el: a szomszédos gépek allnak 6sszekottetésen egymassal, igy ezek tudnak
egyiitt egy feladaton dolgozni. Azt is feltessziik, hogy egy-egy processzor egyszerre csak
egy feladattal tud foglalkozni (azaz nincs olyan, hogy egy feladat pl. fél processzort
vesz igénybe). A feladatokat fiiggetlennek fogjuk tekinteni: nincsenek olyan kritériu-
maink, hogy bizonyos feladatok elvégzéséhez sziikség van arra, hogy mas feladatokat
maéar kordbban elvégezziink.

Az 1. abran lathat6 egy példa: egy hat processzorbol allo rendszer egy adott pillanat-
ban, ahol az elsé hdrom processzor egyiitt dolgozik egy feladaton, a negyedik egyediil

egy masikon, az 6todik és a hatodik pedig egyiitt egy harmadikon.

1. abra. Parhuzamos feladatmegoldas

Azt, hogy mit tekintiink optimélisnak, tobbféle célfiiggvény alapjan is definialhat-
juk. Leggyakoribb cél, hogy minimalizaljuk a legkésébb befejez6dé6 feladat befejezési
idejét, azaz azt, hogy mikorra késziiliink el az egész munkaval. Ha nem jelezziik kii-
16n, hogy mas célfiiggvényrsl van sz6, akkor optimalitas alatt az ezzel a célfiiggvénnyel

definialtat fogjuk érteni. Egy masik lehetfség, hogy elére megadunk egy hataridét,



ameddig be kellene fejezni a feladatokat, és a cél az, hogy a hataridé utan a processzo-
rok minél kevesebb munkat végezzenek Gsszesen.

A szuperszamitogépekre vald hatékony beosztassal foglalkozo kérdéseknek hérom
kiilonb6z6 csoportjat kiilonboztethetjiik meg aszerint, hogy milyen modon kell donte-

niink arrél, hogy egy feladatot hdny processzoron szeretnénk megoldani.

1. Rdgzitett méretd feladatok: Adott, hogy egy-egy feladat hany processzoron mennyi
ideig fut, nekiink csak azt kell eldonteniink, hogy melyik feladatot melyik megha-
tarozott szami processzoron, és mikor futtassuk. Ezt a feladatot elképzelhetjiik a
kovetkezs modon: adottak téglalapjaink (ezek a feladatok), amelyeknek magas-
saga megfelel az altala hasznalt processzorok szaménak, szélessége pedig a futési
idejének. Adott egy valamilyen magassagi savunk (a magassaga annak felel meg,
hogy héany processzorunk van Gsszesen.) A feladat az, hogy a téglalapokat minél
optimalisabban bepakoljuk egy adott kezdési id6ponttol kezde a savba. A 2. ab-
ran lathato erre a feladatra egy példa: 4 feladatot szeretnénk futtatni egy harom

processzorbol allo rendszeren.

2. abra. Rogzitett méretd feladatok optimalis iitemezése

2. Moldable eset:A szakdolgozat legnagyobb részében ezzel az esettel fogunk fog-
lalkozni. Itt nem adjuk meg elére, hogy egy-egy feladatot hany processzoron
futtatjuk, hanem megadunk egy tablazatot, amelyben az szerepel, hogy egy-egy

feladat megoldasa mennyi ideig tart annak fiiggvényében, hogy hany processzort

4



hasznal. A kovetkezd két természetes monotonitési feltételezéssel éliink:

A feladatok elvégzése sziikséges idd a haszndlt processzorok szamdnak fligguényé-
ben monoton csékken.

Az egy-eqy feladat elvégzéséhez sziikséges munka (futdsi idd szorozva a processzo-

rok szamdval) a haszndlt processzorok szamdnak fiigguényében monoton nd

A mésodik feltételezésiink abbol fakad, hogy ha megosztunk egy feladatot tobb
processzor kozott, akkor azoknak el kell végezniiik ugyanannyi szamitast 6sszesen,
mintha csak kevesebb processzort hasznalnénk, viszont egymas kozott tobbet kell

kommunikalniuk.

Ezt a feladatot a kovetkezd modon képzelhetjiik el: most egy-egy feladathoz
tobb téglalap is tartozik, (amelyeknek magassaga a felhasznalt processzorok sza-
mat, szélessége az elvégzési id6t jelenti tovabbra is), ezek koziil kell egyet-egyet
kivalasztanunk, és behelyezniink a kivalasztottakat a savba. (Ez a téglalapos in-
terpretacié azért is nagyon kényelmes, mert az egyes feladatokhoz tartozé6 munka
megfelel a téglalap teriiletének, azaz a masodik monotonitéasi kritérium megfelel
annak, hogy minél magasabb egy téglalap, annal nagyobb a teriilete.)

A 3. abran erre a tipusra latunk egy példat: 3 feladatot szeretnénk futtatni egy

3 processzorbol allo rendszeren.

3. Malleable eset: Ebben az esetben az egy feladat altal hasznalt feladatok szamat
id6 kozben valtoztathatjuk (pl. egy darabig egy processzort haszmalunk, aztan
felszabadul egy méasik processzor, agyhogy kettén futtatjuk, végiil megint vissza-
tériink arra, hogy csak egy processzort hasznalunk a megoldasahoz). Egy ilyen
tipusi beosztasra latunk példat a 4. abran. Ezzel a feladattal a dolgozatban nem

foglalkozunk.

Ezek a feladatok mind NP-teljes feladatok (a PARTICIO feladatot vissza lehet

vezetni arra a feladatra, amikor a feladatokat 1-1 processzoron futtathatjuk, és két



— g W

=n|

3. abra. Optimalis litemezés moldable esetben

4. 4bra. Mallaeble beosztas

processzorra szeretnénk beosztani 6ket. (PARTICIO feladat: egész szamok egy halma-
zarol kell eldonteni, hogy ketté lehet-e Gket osztani tigy, hogy a két részhalmazban 1é6vé
szamok Osszege megegyezzen. Ez egy NP-teljes-feladat). Ezért aztan az ilyen jellegii
feladatoknal csak az lehet a célunk, hogy minél hatékonyabb és minél jobb approximé-

cios algoritmusokat talaljunk.

A szakdolgozat a kiovetkezd modon fog felépiilni: a 2. fejezetben bemutatunk egy
2,5-approximacios algoritmust a rogzitett feladatok esetére, majd ezt az eredményt
felhasznalva bemutatunk egy 2,5-approximécios algoritmust a moldable-esetre. A 3.
fejezetben egy olyan 2-approximécios algoritmust ismertetiink, amely nem hasznal
visszavezetést a rogzitett méretii feladatokra (azaz nem kiiloniil el az a fazis, ami-

kor dontiink a feladatok processzorszamarol, és az, amikor behelyezziik Sket a séavba).



Az itt szerepld 7. allitas bizonyitasa 6nallo eredmény. A 4. fejezetben bemutatunk egy
duél-approximacios szemléletet felhasznalé megoldasi modot, ami 1,5-approximéciot
ad. Ezt az algoritmust impletaltuk: az 5. fejezetben bemutatjuk a tesztelés eredmé-
nyeit. A 6. fejezetben megvizsgaljuk azt a specialis esetet, ha minden feladat egyforma.
A 7. fejezetben foglalkozunk a hatéridé utani munka minimalizélasara vonatkozo op-
timalizalassal, ebben a fejezetben 6néll6 eredmények szerepelnek. A 8. fejezetben

osszefoglaljuk az eredményeket, és megemlitiink néhany nyitott kérdést.

1.1. jelolések

n: feladatok szama

m: processzorok szama

p: (p1,p2, .-, Pn): az i. koordinata azt jeloli, hogy az i. feladatot hany processzorral
végeztetjiik

ti(j): az i. feladat futasi ideje j processzoron

w;(j): az i. feladat j processzoron vald futdsa esetén fennall6 munka: ¢;(7)j

7i(d): minimum ennyi processzor kell ahhoz, hogy az i. feladat d idén beliil befejezsd-
jon.

CoPt - befejezési id6 egy optimalis beosztés esetén

C% _: befejezési id6 az algoritmus altal adott beosztas esetén

mazx*

2 wilpi) w,fl(pi) ,maxt;(p;))

w(p) := max(
w 1= min, w(p)

h(p): egy adott p processzorszamkiosztas esetén a legtovabb tarto feladat futési ideje



2. A moldable eset megoldasa rogzitett feladatok ese-

tére vald visszavezetéssel

2.1. 2,5-approximéacios algoritmus rogzitett mérei feladatok ese-
tén
Vizsgélodasunkat kezdjiik elGszor a rogzitett mérett feladatok esetével. Adott n
feladatunk, és m processzorunk. Minden feladathoz adott egy p; processzorszam és egy
t;id6. Tegyiik fel, hogy létezik olyan beosztas, amire a befejezési id6 d. Bemutatunk egy
olyan O(nlogn) futésideji algoritmust [7], ami olyan beosztéast talal, ahol a befejezési

id6 (jeloljiik C%9 -gal) < 2,5d.

max

Az algoritmus a kovetkezd:

1. Kivalogatjuk azokat a feladatokat, amikre p; > . Fzeket a feladatokat egymas

utan behelyezziik.
2. t; szerinti csokkend sorrendbe rendezziik a feladatokat.

3. Ebben a sorrendben egymaés folé (azaz egymassal parhuzamosan futtatva) be-
helyeziink annyi feladatot, amennyit tudunk (mivel itt mar minden feladatra
pi < %, ezért ebben a lépésben legalabb két feladatot helyeziink el parhuzamo-

san).

4. Kialakitunk két % processzorbol allo polcot (ha m pératlan, akkot a "fél" pro-
cesszorokat kitoroljiik). Mindig abba a polcba helyeziink egy réteget, amelyikben
épp kevesebb ideig tart a munka. A feladatok nem loghatnak at egyik polcbol
a masikba, vagyis az egy 1épésben behelyezett feladatokhoz rendelt processzorok

Osszege < %

Ezen algoritmus miikodésére latunk egy példat az 5. dbran.
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5. abra. Az algoritmus 1épései

A 2. lépésben n feladatot sorba kell rendezniink, ennek iddigénye: O(nlogn).
Ez dominélja a egész algoritmus futésidejét. (Hiszen az algoritmus tobbi részének

futasideje csak O(n).)
1. Tétel. Az algoritmus 2,5-approzimdcios.

Biz.Vezessiik be a kovetkezd (6. abran szerepld) jeloléseket: jelolje A; azon feladatok
Ossztertiletét, amelyeket az 1. 1épésben helyeztiink be, A, az ezutan kovetkezd réteg also
térfélbe esd részét, Az pedig a maradék teriiletet. Jelolje hy az els6 fazisban bepakolt
feladatok Osszidejét, hs a masodik réteghen elGszor bepakolt feladat futasi idejét, dy
pedig a mésodik rétegben a két térfél kozott atlogo feladat, vagy ha ilyen nincs, akkor
a fels6 térfél legalso feladaténak futasidejét. Jeloljik az As teriiletét add feladatok

Osszidejét D-vel, és a két polc befejezési idejének kiilonbségét e-vel.

6. abra. Az 1. Tétel bizonyitdsaban hasznalt jeldlések

Az lesz a modszeriink, hogy C%9 _ot az Osszteriilet segitségével becsiiljiik felil,

amelyet pedig feliilrél becsiil CPt : ebbdl fogjuk levezetni a tételben szerepls becslést.

max*®



2049 = 2h) +hy+D +e

maxr

Az els6 tagot konnyen tudjuk becsiilni:

ha

|3

<A

oy <
1. Allitas. D < %4 4 ¢,

Biz.Jeloljiik a negyedik 1épésben bepakolt rétegek futasi idejét sorra do, ds, ... di-val.
Minden egyes rétegnél a kovetkezs (7. abran szerepld) jeloléseket vezetjiik be: a;: a
feladatok Osszteriilete, b;: Az adott rétegben iiresen maradd processzorokon a réteg
kezdési id6pontjatol kezd6ds d;. 1 hosszu teriilet, ¢;: az adott polcrészben fennmarado
teriilet. (Ezeket a definiciokat terjessziik ki értelemszertien ¢ = 1-re is.) Az utolso, k.

rétegbhen b, legyen fiires.

d_(i+1]

7. abra.

Igy As =" a;. Jeldljiik >_ bi-t B-vel és 3 ¢-t C-vel.

Vildgos, hogy D% = Az + B+ C. B-t és C-t kell tehat feliilrél becsiilniink. Figyel-
juk meg, hogy b; < a;41, mivel az (i + 1)-edik réteg elsé feladatanak processzorszama
nagyobb, mint ahény processzort lefed a b; teriilet (kiilonben befért volna az i. rétegbe

a feladat), a hosszuk pedig megegyezik. Mivel b, = 0, igy kovetkezik, hogy A3 > B.
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Kovetkezik C becslése: ¢; legnagyobb szélessége d; — d; 1, kivéve ¢,-t, ahol d,,. Azaz

¢ S % Z?:_ll(dz - di—|—1) + dn — d12m

Ag+Az+ 4™
m

Ezekbdl D < 2 , vagyis D < 4% +d; O

A hi-re és D-re kapott becsléseinket felhasznalva kapjuk, hogy

200l8, <28 4 hy+ 2 4 dy +e

max

A lem < Ay, azaz % < 2d; egyenlGtlenséget felhasznalva:

2008 < gAtdetAs 4 p, 4o —

%M—nal nem lehet kisebb C9P .

max-*

2099 < ACPt 4 hy+ e —d

max max

Ha a negyedik fazisban volt olyan pillanat, amikor a fels§ térfélen tovabb tartott a
munka, mint az alséban, akkor teljesiil, hogy e < dy, hiszen nincs d;-nél hosszabb réteg.

Azaz ekkor 2099 < 40Pt 4+ hy. hy < CP  igy megkaptuk a kivant C%9 < 2 5C°Pt

mar — max max? maxr max

becslést.
Ha pedig egyszer sem volt olyan pillanat, amikor a felsG térfélen tovabb tartott a
munka, mint az als6ban, akkor az azt jelenti, hogy az Gsszes feladatot sikeriilt hy + ho

id6 alatt befejezniink. hy < CP és hy < O szintén, mivel az els6 fazisban berakott

max? max

feladatokat nem tudjuk kozos processzorokon futtatni. Azaz ebben az esetben C%9_ <

QCopt n

max-*

Valojaban a kovetkezd erdsebb [5]-ben szerepld allités is kijon a bizonyitasbol:

2. Allitas. C% < 2,5max(zmwi,maxti)

max

2.2. Rogzitett méreti feladatok pakolasara vald visszavezetés

A moldable probléma megoldaséara egy kézenfekvés otlet lehet az, hogy két fazisban

oldjuk meg a problémat: elGszor rogzitsiik, hogy melyik feladathoz hany processzort
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rendeliink, majd utédna a mar rogzitett méretd feladatokat pakoljuk be minél hatéko-
nyabban. Ezt a modszert alkalmazzak a [5]-ben szerepld, alabb bemutatott algoritmus-
ban. Egy adott processzorszdam-kiosztas esetén jeloljiik p-rel azt a vektort, amelynek
1. koordinatdja megadja, hogy az i. feladatot hany processzoron futtatjuk.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

h(p) : a leghosszabb ideig tarto feladat futasi ideje
w(p) = max( =2 h(p))

w := min, w(p)

Az vilagos, hogy C%! > w Ha ismernénk, hogy melyik D processzorszam-kiosztésra
minimalizalodik az w(p), akkor erre a p-re alkalmazhatnank a rogzitett méretii felada-
tok bepakolasara szolo el6z6 algoritmust: a 2. allitas szerint errél tudjuk, hogy olyan
beosztast talal, amelynek a befejezési ideje < 2, 5w, és igy a moldable probléméra is

talalnank egy 2,5-approximéacios algoritmust. Azaz meg kell talalnunk w(p) minimum-

helyét.

minw(p) = min, max(wy h(p)) =

(Ziefeladatok(p(i)ti(p(i))) | h(p) S 7_)7 7_)

min,cg max(min, -

A teriiletek monotonitasa alapjan:

Hlinp(Ziefeladatoiipu)ti(p(l))) | h(p) S 7_) — Z")/Z(T)tl("}/’L(T)) — W(T)
Azaz
min w(p) = min,cg max(W(7),7) .

Ezt a minimalizéacios feladatot fogjuk megoldani binaris kereséssel. Ehhez a kdvetkezs

allitasokat kell belatnunk:
1. 37, hogy 3(4,j) : t;(j) =T és minmax, (W (7),7) = max(W(7),T).
2. Ha (W(r) > 1), akkor 37 > 7, hogy min, max(W (7),7) = max(W(7),7).
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3. Ha (W (r) < 1), akkor 37 < 7, hogy min, max(W (7), 7) = max(W(7),T).
3. Allitas. 37, hogy 3(i,§) : t;(j) = 7 és min max(W (1), 7) = max(W (7),7)

Biz.Az vilagos, hogy felvétetik valahol a min, max(W (7), 7), mert elég a [0, max;(t;(1))]
intervallumon keresniink, ahol két folytonos fiiggvény maximumanak minimuma felvé-
tetik. Tegyiik fel, hogy a 7 helyen felvétetik a minimum. Ekkor a 7 = max;t;(7;(7))

helyen is felvétetik a minimum, és ekkor 3(7,j) : ¢;(j) =7. O
4. Allitas. Ha (W(7) > 7), akkor 37 > 7, hogy min, max(W (1), 7) = max(W (7),7).

Biz.Tegyiik fel, hogy 37" < 7 és 7/-nél felvétetik a minimum. A teriiletek mono-
tonitasa kovetkeztében ekkor W(r) < W(7'). Azaz 7 < 7 < W(r) < W(7r'), igy
max(7, W(r")) = W(r') > W(r) = max (7, W(7)), igy 7-nal is felvétetik a minimum.

O
5. Allitas. Ha (W (1) < 7), akkor 37 < 7, hogy min max(W (1), 7) = max(W (7),7)

Az allitast pont ugyanigy bizonyithatjuk, mint az el6z6t.

A binaris keresés O(log mn) id6t vesz igénybe, de el6tte még névekvs sorrendbe kell
rendezniink a lehetséges 7, azaz a t;(j) értékeket, amit O(mnlogn) ids alatt tehetiink
meg.

Azaz talaltunk egy 2,5-approximéacios algoritmust O(mnlogn) futéasi idével.
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3. Kis és nagy feladatok szétvalasztasan alapulo al-
goritmus

Bar a rogzitett méreti feladatokra csak 2,5-approximacios algoritmust ismeriink, a
moldabe-esetre 1éteznek jobban kozelits algoritmusok is. Ebben a fejezetben bemuta-
tunk egy |2]-ben szerepls 2-kozelits algoritmust, aminek a lényege az lesz, hogy minden
lépésben meghatarozunk egy 7 értéket és ezen érték fiiggvényében szétvalasztjuk a fel-
adatokat kicsikre és nagyokra: (az lesz kis feladat, ami 1 processzoron is befejezédik
ezen értéknél roviebb id6 alatt.) A kis feladatokat és a nagy feladatokat két fazisban
kiilon processzorokon az aldbbiakban részletezett mohdé modon oldjuk meg. Binaris
kereséssel megkeressiik, hogy melyik 7 értékre a legjobb ez a moh6é médon elért ered-
mény.

Jeloljiik adott 7-ra a kis feladatok befejezédési idejét CE

o (T)-val.

Az algoritmus egy fazisa adott 7-val:
1. Kettébontjuk a feladatokat: i € K(7), ha t;(1) <7, és¢ € N(7), ha t;(1) > 7.

2. Beosztjuk a nagy feladatokat: minden nagy feladat kiilén processzorra kerii: ~;(7)
darabra, a kezdsidépontjuk 0. Ha >~ v;(7) > m, akkor itt leallunk, és CX (7)-

max

nek oo értéket adunk. Kiilonben m — > ~;(7)-t jeloljiik k-val.

3. A kis feladatokat a maradék k processzorra osztjuk be, méghozza tugy, hogy
minden kis feladatot 1 processzorra tesziink. Ezt a kévetkezé modon valdsitjuk
meg: csokkend sorrendbe tessziik a feladatokat ¢;(1) szerint. ElGszor az els§ k
feladatot helyezziik el a k processzoron (mindegyikre egyet-egyet), majd mindig
arra a processzorra tessziik a soron kovetkezd elemet, amelyiken a legrovidebb

ideig futnak éppen a feladtok. Ha k = 0, és van kis feladat, akkor CX

max

(1) = oc.

A 7-hoz tartozo befejezési id6: Ca(7) = max(CE (), maxen t;i(7:(7)).

Célunk tehat egy olyan 7-t talalni, amire C,,,(7) minimalis. Erdemes megint

megfigyelniink, hogy elég 7-t a t;(j) értékek kozott keresni hasonldé megfontolasbol
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mint az el6z6 algoritmusban. Azaz

Crnaz(T) = max(r,CE (7)),

max

Jeloljiik a lehetséges t;(j) értékek halmazat X-szel.

Két dolgot kell tenniink: egyrészt meg kell mutatnunk, hogy hogy tudunk megta-
lalni egy olyan 7-t, ahol ez a minimum felvétetik. Masrészt be kell bizonyitanunk, hogy

Cmax (?) S OOpt

max

2. Tétel. C0.(T) < 2092

max

Biz.Adjunk egy also korlatot C% -ral Jeloljiikk a 7 értékkel futtatott algoritmussal
kapott legrévidebb ideig futé nagy feladat futéasi idejét Iy (7)-val, és a kis feladatok
altal legrovidebb ideig hasznalt processzor leallasi idejét Ik (7)-val. Legyen I(7) :=
min(In(7), k(7)) (Azaz minden processzor legalabb [(7) ideig fut.) (Ha k < 1, akkor

Ik (1) legyen végtelen). O

6. Allitas. Tetszdeges T esetén (1) < CP

max*

Biz.Az algoritmus egy olyan beosztast adott, amelyben minden processzor legaldbb
I[(7) ideig fut. Azaz, ahhoz, hogy talaljunk egy olyan beosztast, ami kevesebb, mint
(1) id6 alatt befejez6dik, csokkenteniink kell az 6sszmunkat. De ez lehetetlen, mert sem
a nagy feladatokat nem tehetjiik kevesebb processzorra, mert akkor nem fejez§dnének
be (1) id6 alatt, sem a kicsiket, mivel azokat az algoritmus méar eredetileg is csak
egy-egy processzorra tette. O

Azaz ahhoz, hogy bebizonyitsuk a tételt, elég, ha mutatunk olyan 7-t, amelyre
Cinaa(T) < 20(7).
Jeloljitk 7*-gal a kovetkezs értéket: max{r |t € X} és Cpaz(7) = min C00(7)}

1. eset: T* esetén az algoritmus olyan beosztdst ad, hogy létezik olyan processzor

(ennek indexét jeloljik y-nal), amin 1-nél tobb kis feladat fut, és amelyen a befejezési
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1d0 = Copaz(T)

Az alabbi allitast latjuk be:
7. Allitas. Cpa (1) < 20(7%).

Biz.Egyrészt Cp . (7%) < 2l (7%): vizsgaljuk azt a pillanatot, amikor behelyeztiik az

utolso feladatot az y. processzorra. Ha lenne olyan processzor, amire kis feladatokat

Cmaac

2(7*), akkor az y. pro-

pakolhatunk, és ahol a feladatok befejezési ideje kisebb, mint

cesszor utolso feladatat ide pakoltuk volna. (Hiszen a feladatokat csdkkend sorrendben

Cmaac (T*) _

pakoljuk be, igyhogy az y. processzor utolso el6tti feladata nem fejez6dhet be =<3

nél korabban.)
Masrészt be kell bizonyitanunk, hogy Chna.(7%) < 20 (7).

Vezessiik be a kovetkezs jelolést: 7% a legkisebb olyan szam, amelyre teljesiil, hogy
e X, s 7% > 7

7* definicioja miatt Cpae(7*) < Crge(79). O
8. Allitas. O (7®) = 7

Biz.Vizsgaljuk meg, hogy mi a kiilonbség a K(7*) - N(7*) és a K(7%9)-N(79) fel-
osztasok kozott! Azok a feladatok, amik 1 processzoron 7% ideig tartanak, N(7*)-ba
és K(7%)-ba tartoznak. A tobbi feladat vagy mindkett&ben kicsi, vagy mindkett&ben
nagy. Jeloljiik azon feladatok szamét, amelyek atkeriilnek a nagyok halmazabol a kicsi-
kébe, z-vell A K(79) feladatainak beosztasahoz rendelkezésre allo processzorok szama
legalabb 2z-vel tobb, mint a K (7*) feladataihoz rendelkezésre allo processzorok szama
(7*) csak

(hiszen a nagy feladatok mindig legalabb 2 processzorra keriilnek.) Igy CK

max

tgy lehet kisebb CE (7%)-nal, ha CE, (7%) = 7@ (mivel annal nem adhat rosszabb
eredményt az algoritmus, ha az eredetileg is kis feladatokat ugyanigy helyezziik el, mint
T* esetében, és az Gjonnan atkeriilt feladatokat egy-egy processzorra tessziik (azokra
a processzorokra, amikre kordbban tettiik Sket, amikor nagy feladatok voltak)). Ha

pedig Cx,. (%) < CF

max

(7*), akkor mivel Ciuup(7*) < Chaz(7%), kovetkezik, hogy

Crnae (%) =7%. O
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Tehat a 7. allitdshoz annyit kell még bebizonyitanunk, hogy 7% < 2[5 (7*). Ehhez

még az alabbi allitasra lesz sziikségiink:

9. Allitas. Ha azi. feladat p; > 1 processzoron ti(pi) ideig tart, akkor p;_1 processzo-

ron legfeljebb 2t;(p;) ideig tart.

Biz.
A teriiletek monotonitasa kovetkeztében p;t;(p;) > (p; — 1)t;(p; — 1), amibdl ¢;(p; —

1) < SPoti(ps), vagyis ti(p; — 1)) < 2t(pi) O

- Pi—

Legyen a 7* esetén legrovidebb ideig futé nagy feladat indexe u. A teriiletek mo-
notonitasa alapjan tudjuk, hogy t,(v,(7*)) > % Tegyiik fel, hogy t,(7.(7")) < ?.
Ekkor a 8. allitas alapjan t,(7,(7*) — 1) < 7. Masrészt t,(v.(7*) — 1) > 7. Ez
viszont 7% definicioja alapjan ellentmondas. Vagy is adodik, hogy 79 < 2Iy(7%), igy
Crnaz(T*) < Craw(7®). Ezzel bebizonyitottuk a 7. allitast. O

2. eset: T* esetén az algoritmus olyan beosztdst ad, hogy nem létezik olyan pro-

cesszor, amin 1-nél tobb kis feladat fut, és amelyen a befejezési idG = Clyap(TF)

10. Allitas. A 2. esetben Cpa,(7") = 7*

Biz.Ha valamelyik nagy feladat éri el C,q.(7)-t, akkor adodik az &llitas. Ha pedig
az 1. kis feladat hossza Ci,q,.(7"), akkor 7 < Ce0(7%) = t;(1) < 7. O Vezessiik be a

kovetkezs jelolést: 7€ legyen az a legnagyobb szam, melyre 7€ € X, és 7° < 7*.

11. Allitas. Cpa () < 20(7°)

Biz.Azt tudjuk, hogy Cpue(79) > Chuae(7%). Ez csak ugy teljesiilhet, ha C)e0(7°) =

C’r[?fax(,]—e)7 mivel 78 < 7% = Cmaz(T*).

Az el6z6 esetben belattuk, hogy CX

e (T7) < 2l (7%). Ez a bizonyitas nem hasznalt ki

7*-rol semmit: ugyanigy igaz CX, (79) < 25 (79) is. Igy Chaa(77) < 205 (79).

max
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Az allitashoz sziikséges méasik egyenlStlenség: Cha(7*) = 7° < 2In(7°). Ez ugyanugy
bizonyithatd, mint az el6z8 esetben a 7% < 2Iy(7*) egyenlStlenség. O

[5]-ben mutatnak egy példat arra, hogy az algoritmus altal szamolt Ci,q.(7%) és
CoPt aranya tetszolegesen megkozelitheti a 2-t: legyen n darab feladatunk, és 2n — 1
darab processzorunk. A feladatok legyenek egyformak: ¢;(j) = 1/jVi. Ekkor ha 7-t
kisebbnek valasztjuk 1-nél, akkor minden feladat nagy lesz, és minden feladat legalabb
2 processzorra kertil. Azaz nem lesz elég processzorunk, vagyis a befejezési id6 végte-
len. Ezek szerint az algoritmus 7-t 1-nek valasztja. Ekkor minden feladat kicsi lesz,

és mindegyik 1-1 (kiilénb6z6) processzorra fog keriilni. Azaz az algoritmus altal talalt

befejezési id6: 1. Az optimalis megoldas pedig az lenne, ha minden feladatot 2n — 1

n
2n—1

processzorra tennénk. Ekkor a befejezési id6:

Hogyan talalunk egy 7-t, ahol C),4.(7) minimuma felvétetik?

Megint binaris kereséssel szeretnénk keresni, amihez az alabbi allitasokra lesz sziik-

séglink:

12. Allitas. Ha egy adott T-hoz 3 (i,7) : t;(j) = 7, azaz a befejezési idd felvétetik

olyan processzoron, amin eqy feladat fut, akkor 3 T < 7, amire felvétetik az optimum.

Biz.Mivel Cy,0.(7) = max(r, CE, (), ezért ha 3 (i,7) : t;(j) = 7, akkor C\a(7) = 7.

max

Ha pedig 7 > 7, akkor Cp,00(7) > 7 > 7 = Chrau (7). O

13. Allitas. Ha egy adott T esetén a befejezési idd felvétetik olyan processzoron, ame-

lyen tobb feladat is fut, akkor 3 7 > 7, amare felvétetik az optimum.

Biz.Ha csokkentjiik 7-t, akkor ami eddig kis feladat volt, az az is marad, és a Kkis
feladatok rendelkezésére 4ll6 processzorok szama sem néhet, azaz C5 (1) < C5 (7).

OEzen allitasok alapjan binaris kereséssel megkereshetjiik az optimalis 7-t. Az el6z6

algoritmushoz hasonléan ez az algoritmus is O(mnlogn) id6t vesz igénybe.
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4. Kétpolcos algoritmus

4.1. Dual-approximéacios szemlélet

Ebben a fejezetben egy (1,5 + ¢€)-approximécios algoritmust mutatunk be, amely
dual-approximacion alapul. Miel6tt erre az aloritmusra ratérnénk ebben a fejezetben
eldszor bemutatunk egy duél-approximacios algoritmust [3| egy a moldable-esetnél joval
egyszertibb feladatra.

Legyen most n feladatunk és m processzorunk. A feladatok most csak 1 processzo-
ron futtathatok, az i. feladat 1 processzoron val6 futési ideje ¢;. Célunk, hogy olyan
beosztast talaljunk, amelynek a befejezési ideje minél kisebb. Ennek a feladatnak az
optimalis megoldasa is NP-nehéz, mert a PARTICIO feladat erre is visszavezethetd.
Ezért megelégsziink egy (1 + §)-kozelits algoritmussal valamilyen adott d-ra.

Ezt a feladatot megfeleltethetjiik a kdvetkezs egydimenzios ladapakolasi feladatnak:
adott n targyunk, ¢; méretekkel, valamint adottak azonos méretii ladaink. A célunk az,
hogy minél kevesebb ladaba bepakoljuk a feladatokat. (Néhany feladat akkor pakolhatd
be egyiitt egy ladaba, ha azok Osszsilya nem haladja meg a lada méretét.)

A megfeleltetés a kovetkezs: ha a processzoros feladat megoldhaté d idén beliil,
akkor a ladapakolasi feladat megoldhat6 m darab d-méretd ladaval.

Mit értiink a ladapakolasi feladat esetébe dual-approximécion? Képzeljlink el egy
olyan helyzetet, amikor a ladak mérete nem teljesen fix, kicsit kiloghatunk, de a cél-
fiiggvény értékét szeretnénk pontosan eltalalni: (példéaul gondolhatunk egy véllalatra,
ahol a dolgozok valamekkora tilterhelése megengedett, de fontos, hogy a lehets leg-
kevesebb szamu alkalmazottat kelljen alkalmazni.) A célunk a kovetkezs: tegytik fel,
hogy megoldhaté a ladapakolési feladat m darab ladaval. Olyan elrendezést szeret-
nénk talalni, ahol csak m darab ladat hasznalunk, viszont megengdjiik, hogy a ladaban
talalhato targyak sszmérete a lada méretének (1 + €)-szorosa legyen.

Vilagos, hogy ha ilyen algoritmus van, akkor binéris kereséssel tudunk keresni

(1 4 6)-kozelits algoritmust a processzoros feladatra: d kezd6 minimalis értékének
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valasszuk a max(maxt;, thl) értéket. Kezdd maximélis értéknek pedig valaszthat-
juk ennek a kétszeresét, ugyanis egy [2]-ban bizonyitott allitas szerint a processzoros
feladat optimalis megoldasédnak befejezési ideje nem haladhatja meg ezt az értéket.)
Adott d értékre megoldjuk az e-dual-approximacios feladatot d-méretd laddkkal. Ha
m ladaba be tudunk pakolni, akkor ezek szerint (1 4 €)d id6 alatt megoldhat6 a pro-
cesszoros feladat, igy most legyen az 0j d MT"”'", és dq.-ot pedig valtoztassuk erre a
d-re, amivel ezt a feladatot elvégeztiik. Ha pedig a ladapakolési feladatot nem tudjuk
m ladaval megoldani, vagy valamilyen més okbol kideriil, hogy d id6 alatt biztosan
nem lehet megoldani a processzoros feladatot, akkor d,,;,-t valtoztassuk d-re és legyen
az j d := M%.

Hogyan oldjuk meg tehat az e-dual-approximécios feladatot? Az alabbi megfigyelést
érdemes tenniink:

Tegyiik fel, hogy az ed-nél nagyobb feladatokhoz talaltunk e-duél-approximacios
megoldast maximum m darab processzorral. Az ed-nél nem nagyobb feladatokat pa-
koljuk be mohon: tetszdéleges sorrendbe allitva kezdjiik ket bepakolni: barmelyik olyan

ladaba tehetjiik az éppen soron kovetkezét, amelyikben a targyak osszmérete nem ha-

ladja meg d-t. Ha nincs ilyen lada, akkor nyissunk 1j ladat.

14. Allitas. Ha ezzel a mohd algoritmussal sikeril minden feladatot bepakolnunk ma-
ximum m lddaba, akkor taldltunk eqy e-dudl-approximdcios megolddst a lddapakoldsi
feladatra mazimum m ldddval. Ha pedig m-nél tobb ldddra van sziikség, abbol az kdvet-

kezik, hogy a processzoros feladat nem oldhato meg d i1dd alatt.

Biz.Az allitas elso fele trividis: a kis feladatok bepakolasa utan is teljesiilni fog, hogy
minden ladaban az dsszméret < (1 + €)d. Az allitas masodik fele abbol fakad, hogy ha
egy kis feladatot miatt meg kell nyitnunk egy m + 1. 1adat, az azt jelenti, hogy m lada
mindegyikében legalabb d 6sszméret talalhatd. Azaz % > d, és ebbdl kovetkezik,
hogy a processzoros feladat nem oldhaté meg d idén beliil. a

Most mar csak azt a feladatot kell megoldanunk, hogy az ed-nél nagyobb targyakat
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bepakoljuk m darab (14 €)d-méretii ladaba. Ezt a feladatot dinamikus programozassal

fogjuk megoldani.

Bontsuk fel az (ed, d] intervallumot s = | 5 | részre: (ed = Iy, 1o, (I, 3], ... (L, lss1].
Vezessiik be az 27/ s-hosszti vektorokat: ennek i. koordinatédja jeldlje azt, hogy a j.
ladaban hany datab olyan targy van, amelynek mérete az (;, ;1] intervallumba esik.
Egy ladapakolas akkor lesz megengedett, ha ), xz l; < d Vj, hiszen egy laddba nem
kertilhet EJ -nal tobb targy, azaz, ha ), a:f [; <1V, akkor a targyak 6sszmérete egyik

ladaban sem fogja meghaladni (1 + €)d-t.

Jeloljik y(by, be, ..., bs)-sel a megengedett megoldashoz sziikséges ladak minimalis
szamat abban az esetben, ha b; darab targy mérete esik az (I;, l;1 1] intervallumba. Ekkor
a kdovetkez6 modon tudjuk alkalmazni a dinamikus programozést: aszerint valasztunk

szét eseteket, hogy az elsé ladaba melyik intervallumbol hany feladatot tesziink:
y(by, by, ..., bs) = 1+ min(y(by — x1,bs — 23, ....,0, —2L) Dl < d)

A dinamikus programozashoz n® értéket kell kiszdmolnunk. Egy érték kiszami-

tasdhoz pedig EJS értéket kell Osszehasonlitanunk. Tehat az algoritmus futésideje

o(zlEly,

4.2. A kétpolcos algoritmus bemutatasa

Ratériink a moldable feladat megoldasara. Tegyiik fel, hogy tudjuk, hogy az optima-
lis beosztas nem tart tovabb, mint d. A kétpolcos algoritmusban [6] az el6z6 fejezetben
bemutatott dual-approximéciés algoritmushoz hasonléan most egy olyan beosztést fo-
gunk keresni, ahol pontosan m darab processzort hasznalhatunk, viszont megengedjiik,
hogy a processzorok d-nél tovabb dolgozzanak: olyan megoldast fogunk keresni, ahol
a feladatok befejezési ideje legfeljebb 1,5d. Ezt ugy képzeljiik el, hogy kialakitunk két

polcot, az nagy d-hossz, a kicsi g—hosszﬁ. Azokat a feladatokat, amiket nem sikertil
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bepakolnunk a nagy polcba, a kis polcban fogjuk elhelyeni. Az algoritmus abban is
hasonlit az el6z6 algoritmushoz, hogy a kis feladatokat elGszor nem veszi szamitésba,
csak utolag pakolja be Sket. Az algoritmus O(nm) id6 alatt talal egy 1,5d id6 alatt
befejez6dd beosztast.
Természetesen a gyakorlatban nem ismerjiik C% -ot, ezért az el6z6 algoritmushoz ha-
sonl6an binaris keresést végziink: egy adott d-vel végrehajtjuk az algoritmust, és meg-
nézzik, hogy sikeriilt-e m processzorra bepakolni a feladatokat. Ha nem, akkor felfelé
lépilink d-vel, ha igen, akkor lefelé.

Tegyiik fel, hogy d id6 alatt meg lehet oldani a feladatokat.Az algoritmus a kovet-

kez6 4 1épésben talél egy 1, 5d alatt befejezdd6 megoldést:

1. Kivalogatjuk azokat a feladatokat, amik 1 processzoron is legfeljebb g id6 alatt
elkésziilnek. Ezeket neveziik kicsi feladatoknak: veliik az algoritmus soran nem

fogunk foglalkozni egészen az utolséd 1épésig.

2. Keszitiink két polcot: az els pole d-hosszuséag lesz, a méasik polc d/2-hosszusagu.
Ebbe a két polcba szeretnénk bepakolni a feladatokat. Elsé korben, ha az . fel-
adatrol gy dontiink, hogy az elsé polcra tessziik, akkor ott a lehetd legkevesebb
processzorra: ;(d) darabra helyezziik el. Ha a masodikra tessziik, akkor pedig
vi(d/2) processzorra keriil. Egyel6re csak arra fogunk figyelni, hogy az elsg polc-
ban ne hasznaljunk t6bb, mint p processzort, a masik polc esetleg tiltelitett lesz:
ezt majd a 3. 1épésben fogjuk kijavitani. Ezen a kritériumon beliil viszont azt
a szétosztéast fogjuk vélasztani, ahol az 6sszmunka a lehetd legkisebb. Ennek a

szétosztasnak a megtaldlasahoz egy hatizsakfeladatot fogunk megoldani:

min - ;% (d)ti(i(d)) + 32(1 — 23)7i(d/2)ti(7i(d/2))
>z(d) <p

re0,1

A 8. abran lathatunk egy olyan beosztast, amit ebben a lépésben kapunk.
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8. abra. A hatizsék feladat megoldasa utani allapot

3. Atalakitjuk a polcrendszert. Most mar 3 részleg lesz: mg darab processzorbol
képeziink egy harmadik polcot, ennek a hossza 3/2d lesz. A maradék processzo-

rokon pedig fenntartjuk az eredeti két polcot. (Kezdetben m3=0.)
Addig végezziik a kovetkez6 3 miiveletet, amig lehetséges.

A) Ha talalunk egy feladatot az els6 polcban, ami t6bb, mint 1 processzoron fut,
és nem tart tovabb, mint 3/4d, akkor eggyel kevesebb processzoron futtatjuk, és

betessziik a 3. polcba.

B) Ha talalunk két feladatot, amelyeket 1-1 processzoron futtatunk, és egyik sem
tart tovabb, mint 3/4d, akkor betesziik Sket egymas mellé egy processzorra a 3.

polcba.

C) Ha az els6 polcban k darab iires processzor van, és a masodik polcban ta-
lalunk egy i. feladatot, amelyre 7;(3/2d) < k, akkor azt elhelyezziik ~;(3/2d)
processzoron, és annak fliggvényében, hogy igy d id6 alatt befejezédik-e vagy

sem, betessziik az els§ vagy a harmadik polcba.

Figyeljiik meg, hogy a 3. polcban minden processzor legalabb d ideig dolgozik.
Be fogjuk bizonyitani, hogy a 3. lépés végére olyan beosztast kapunk, ahol a
maéasodik polcban 1évé feladatok nem hasznalnak tobb processzort, mint m — ms.

A 9. abran lathato egy olyan beosztas, amelyet ezutan a lépés utan kapunk.
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9. abra. A 3. 1épés utani allapot

4. A kis feladatokat is elhelyezziik a polcokon: az a masodik polchan minden fel-
adatot kitolunk ugy, hogy pontosan 3/2d-nél végzédjon. Az els§ polcon 1évs
feladatok végpontja és a masodik polcon 1évs feladatok kezdGpontja kozotti te-
riilletekre tessziik be a kis feladatokat: a kis feladatokat tetszéleges sorrendbe
allitjuk, és mindig arra a processzorra tesziink be egy feladatot, ahol éppen a

legnagyobb a hely. A 4. lépés uténi allapotot a 10. dbran szemléltetjiik.

(1

10. abra. A kis feladatok bepakolasa utani allapot

A kovetkezd kérdéseket kell megvalaszolnunk:
1. Miért fogjuk tudni elhelyezni az Osszes kis feladatot a negyedik 1épésben?

2. Hogyan valositjuk meg O(nm) id6 alatt a hatizsédk-feladat megoldéasat?
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3. Miért lehet mindig megtenni az A) lépést? (Azaz nem lehet-e, hogy tul hosszu

lesz egy feladat a harmadik polcon?)
4. Mennyi ideig tart a harmadik 1épés?

5. Miért jutunk el a 3. lépés végére egy olyan allapotba, ahol m — mg > my?
15. Allitas. A kis feladatokat el tudjuk helyezni a 4. lépésben.

Biz.Figyeljiik meg, hogy milyen optimélis célfiiggvényértéket talalhattunk a hatizsak-
feladat megoldasa utan! Jeloljiik a hatizsak-feladat optimaélis célfiiggvényértékét w-vel,

a kisfeladatok egy processzoron vald végzésével kapott 0sszmunkat pedig W-sel.
16. Allitas. v < md — W,

Biz.

Feltettiik, hogy d id6 alatt el lehet végezni a feladatokat. Vegylink egy ilyen beosz-
tast. Itt a kis feladatok Gsszmunkaja legalabb W,. Azaz a tobbi feladat 6sszmunkaja
legfeljebb md — W,. Eszerint a beosztas szerint konstrualjunk egy szétosztast a két
polcba. Azokat a feladatokat, amik itt hosszabbak, mint 1/2d tegyiik az els§ polcha
(ezek koziil nem lehetett kettd egy processzoron, igy a polcos beosztasban is be fognak
férni az els6 polcba). A maradék feladatokat pedig tegyiik a masodik polcba. Az igy ka-
pott 6sszmunka csak csokkenhetett, azaz a hatizsakfeladatnak létezik olyan megoldésa,
ahol a célfiiggvényérték legfeljebb md — W.

O

Lathato, hogy a harmadik lépésben az Osszmunka értéke csak csokkenhet, mivel
nincs olyan feladat, ami tobb processzorra keriil, mint eredetileg.

Ezek utan mar egyszertien adodik, hogy be tudjuk pakolni a kis feladatokat: akkor
torténhetne csak baj, ha mar minden polcon kevesebb, mint d/2 iires hely lenne, és
még maradna bepakolandé feladat. Ez azt jelenti, hogy ekkor méar a polcokon 1évé

Osszmunka nagyobb, mint md. Masrészt az el6z6 allitas szerint, miel6tt megkezdtiik
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a kisfeladatok bepakolasat, a polcokon lévé Osszmunka kisebb volt, mint md — Wi,
igy mivel még most még nem pakoltunk be minden kis feladatot, a polcokon 1évé
Osszmunka kisebb, mint md. Ezzel ellentmondasra jutottunk, azaz a kis feladatok

bepakolédsa mindenképpen sikertil. a
17. Allitas. A hdtizsdk-feladat megoldhats O(nm) idon beliil.

Biz.Képezziik a kovetkezd, a hatizsik-feladat dontéseit dbrézolo iranyitott grafot: a
csucsok azt fogjék jelenteni, hogy az aktuélis allapotban hény processzort hasznalunk
méar a nagy polcban. Az élek pedig azt jelentik, hogy mennyi munkat jelent, ha az illetd
feladatot a nagy, illetve a kis polcba tessziik be. (A 11. abran egy ilyen Gtprocesszoros
rendszerhez tartozo grafot latunk.)

Ha egy dontéssel olyan allapotba jutnank, hogy mar tobb, mint p processzort fel-

déntés azn. feladatrc’nl5 roc
déntés a 2. feladatrdl .

diintés az 1. feladatrdl Zproc

wid*ty(c))

4 proc

1 proc
Wi 23™(d/2)

1 proc 3 proc
W)™ty

Yyl 2yl 2)
e tiy(d))

Yl )i 2)

0 proc

11. abra. A hatizsédk-feladat dontéseit abrazolo graf

hasznalnank a nagy polcban, akkor azt nem jelenitjiik meg a grafban. Azaz egy olyan

aciklikus iranyitott grafot kapunk, amelyben kevesebb, mint 2nm él van. Egy aciklikus
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iranyitott grafban a legrévidebb utat O(e) id6ben meg lehet talalni. Azaz a hatizsak-

feladatot meg tudjuk oldani O(nm) idgben. O

18. Allitas. Az A) lépésben olyan feladat keriil a 3. polcba, amelynek befejési ideje

3
< 3d.

Biz.A 8. allitas szerint, ha egy feladat révidebb, mint %Td, akkor egy processzorral

kevesebben futtatva révidebb, mint %d. O
19. Allitas. A 3. lépésben O(n) ideig tart.

Biz.Az vilagos, hogy az A), B), C) miiveleteket Osszesen kevesebb, mint 2n-szer vé-
gezhetjiik el, hiszen, ha az els§ polcban volt egy feladat, és azon valtoztatunk, akkor
ezzel a harmadik polcba keriil, ahol mar nem valtoztatunk a feladatokon. Ha pedig egy
feladat a masodik polcban van, akkor azon maximum kétszer valtoztatunk: egyszer,
amikor betessziik az els6 polcba, és egyszer, amikor onnan is athelyezzik. O

Jeldljiik a mésodik polcban hasznélt processzorok szaméat mo-vel!
3. Tétel. Ha az A), B), C) lépések kizil egyik sem hajthato végre, akkor my < m—mg

Biz.

Tegyiik fel, hogy az A), B), C) lépések koziil egyik sem hajthato végre, és mégis
my > m — ms. Ugy fogunk ellentmondasra jutni, hogy ki fog deriilni, hogy ebbdl az
kovetkezne, hogy ebben a pillanatban a feladatok 6sszmunkaja nagyobb, mint md—W.

Jeloljiik az elsd, méasodik és harmadk polcon 1évé feladatok Gsszmunkajat rendre

Wy, Wy és Wi-mal!

20. Allitas. Ha az A), B), C) lépések koziil eqyik sem hajthatd végre, és ma > m—ms,

akkor Wy > 4(m —mz + 1)

Biz.
Egy feladat a méasodik polcban legalabb d/4 ideig kell, hogy tartson, mivel egy

processzoron legalabb d/2 ideig tart (kiilonben kis feladat lenne), ha pedig nem egy
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processzoron futna egy d/4-nél révidebb program, akkor eggyel kevesebbre is tehettiik
volna, hiszen, akkor is d/2-nél révidebb id6 alatt futna. Ebbdl, és a mg > m — mg

egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy Wy > %(m —mg+1).

21. Allitas. Ha az A), B), O) lépésck koziil egyik sem hajthaté végre, akkor W, >

3/4d(m — ms — q).

Biz.

Ha sem az A), sem a B) mtiveletek nem hajthatok végre, akkor maximum egy olyan
processzor lehet, ami nem f{ires, és a rajta 1évé feladat nem tart hosszabb ideig, mint
3/4d. Ha nincs ilyen processzor, akkor automatikusan adodik az allités.

Tegyiik fel, hogy van egy ilyen i. feladat.
22. Allitas. Nem lehet, hogy ez az egyetlen feladat az elsé polcon.

Biz.Jeloljiik az els polcban 1év§ {ires processzorok szamét g-val! 1. eset: ¢=0

Ekkor m—mg = 1, és teljesiilnek az alabbi egyenl6tlenségek. Wy > g és Wy > g (mi-
vel a méasodik polcban legalabb két processzort hasznalunk). Wi+Wy > d = (m—mg)d.
Ez nem lehet, mivel W < md igy Wi + Wy =W — W3 < (m — mg)d.

2. eset: ¢>0 A masodik polcon 1év6 egyik feladat sem tehetS at az elsé polcbeli
ires polcokra. Ha csak egy feladat van a méasodik polcban, arra felirhato a Wy > %dq
egyenlGtlenség, hiszen ez a feladat g processzoron %d—nél hosszabb ideig futna, azaz g
processzoron a munkaja nagyobb lenne, mint %dq, most pedig ¢g-nal tobb pocesszoron
fut a masodik polcban. Az els6 polcban csak 1 processzor dologozik, azaz ¢ = m—ms3—
1. Tgy (m —mg)d > Wy + Wy > ¢4 3dg = d/2 + 3d(m — my — 1) = 22=78)=27 Epbsl
pedig kévetkezik, hogy p—ms3 > (3(p—mg3) —2), azaz m—mg < 1. Ez ellentmondasban

van azzal, hogy feltettiik, hogy ¢ > 0. O
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Tehat kell lennie legalabb még egy feladatnak az els§ polcban. Tudjuk, hogy az 1.
feladatot nem lehetett utana tenni, azaz a kettejiik futasi idejének Gsszege nagyobb,
mint 3d/2. Az i. feladat csak 1 processzoron fut, azaz elmondhatd, hogy a nemiires
processzorokon 16v6 futési idsk atlaga legalabb 3/4d, amibdl kovetkezik az allitas. O

Most méar ratérhetiink a tétel bizonyitasara: az eddigi lemmak alapjan Wy + Wy >

d(m —mz + 1) + 3/4d(p — ms — q). Ha ¢ = 0, akkor készen vagyunk, mert akkor
Wi+ Wa > 4(m —mz + 1) 4 3/4d(m — m3) > (m — ms)d, ami lehetetlen.
Vizsgéljuk most a g > 0 esetet:

Egyfelsl
Wy < (m —mg)d — Wy < (m —mg)d — 3/4d(m — m3 — q) = 1/4(m — mg3)d + 3/4qd

Masteldl adunk Wo-re egy alsod becslést is. Jelolje a mésodik polcban talédlhato feladatok
szamat k! Hasznaljuk azt a becslést, ami abbol kévetkezik, hogy egyik feladat sem

pakolhat6 at az elsé polcba az iires polcokra:
Wy > /{:q%d!

A két Wy-re vonatkozo egyenlStlenségbdl: (m — mg) + 3¢ > 6¢k, azaz (m — mg) >

6gk — 3q, amibdl
m —mg > 3q(2k — 1)

Felirhatunk egy mésik als6 becslést is Ws-re: hasznélhatjuk als6 becslésként azt a
munkat, amit akkor kapnank, ha eggyel kevesebb processzoron futtatnank a feladato-

kat.

Wo > 3 ((vi(d/2) — 1)4 | az i. feladat a masodik polcban van) =

(3 (7i(9) | az i. feladat a masodik polcban van) — k)4 > (m —ms + 1 — k)4

Ebbdl és a Wy < 1/4(m — ms)d + 3/4qd egyenlStlenségbdl: (m — ms) + 3¢ > 2(m —

ms+ 1 — k) azaz
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m —mg < 3q + 2k — 2,

A két m —mg-ra adott becslés alapjan: 3¢(2k —1) < 3¢+ 2k — 2, azaz 3¢(2k —2) <
2k — 2, tehat 2(3¢ — 1)(k — 1) < 0, ami nem lehet, mivel £ > 0 és ¢ > 0. Azaz a

feltevésiink hamis.

4. Tétel. A kétpolcos algoritmus (1,5 + €)-approximdcids megolddst ad a moldable

titemezési problémdra.

Biz.Binaris kereséssel megkeressiik e-pontossaggal azt a minimélis d-t, amire az algo-
ritmus be tudja pakolni a feladatokat (ezt jeloljik dyg-gal). Ezt a kévetkezé modon
tessziik meg: vilagos, hogy ha a d kisebb, mint 2/3 > ¢;(1), akkor nem lehet bepakolni
a feladatokat a két polcba. Ha pedig d = > t;(p), akkor mar a nagyobbik polcba is be
tudjuk pakolni a feladatokat (mindegyiket p processzorra tessziik). E két érték kozott
binaris kereséssel kereshetjiik d, -t pontossaggal. Az aktualis d-vel megoldjuk a hati-
zsékfeladatot. Ellendrizziik, hogy egyaltalan van-e megoldésa a hatizsakfeladatnak, és
ha van, akkor az 6sszmunka nem haladja-e meg dm — Ws-t (ez kell ahhoz, hogy a kis
feladatokat be tudjuk pakolni). Ha nincs megoldas, vagy tul nagy az 6sszmunka, akkor
folfelé mozditjuk d-t. Ha pedig tovabb tudunk haladni, akkor megnézziik, hogy az
atcsoportositasok utan sikeriil-e a masodik polcba bepakolni a feladatokat. Ha marad
ki feladat, akkor megint felfelé mozditjuk d-t, ha pedig sikeriilt bepakolni 6ket, akkor

lefelé. O
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5. Az algoritmus tesztelése

A kétpolcos algoritmust a fent bemutatott binaris kereséssel implementéltuk (e =
0,1). Azzal a természetes modositassal éltiink, hogy az algoritmus végén a masodik
polcban talalhato feladatokat elére toljuk, amennyire lehet.

Az algoritmus implementalasa utan lehetdségiink nyilt az eredmények tesztelésére.
Arra a kérdésre szeretnénk valaszt kapni, hogy az algoritmus altal adott befejezési
id6 mennyire kozeliti meg az optimélis befejezési id6t. Erre kérdésre persze nem tu-
dunk pontos vélaszt adni, mivel nem ismerjiik az optimalis befejezési id6t. Becsiilni
tudjuk az aranyt a kovetkezs modon: dy, — € egy also becslés C! -ra, hiszen azért ezt

a d-t valasztotta az algoritmus, mert ha néala e-nal kisebbnek valasztotta a nagyobbik

polc méretét, akkor mar nem tudta beiitemezni a feladatokat a két polcba. Megvizsgal-

al al
hatjuk tehat, hogy hogyan viselkedik a C;ng” arany, és ez egy fels6 becslést ad g?—,éz-ra
alg mazx

az € hibatagtol eltekintve.

Az 2 < m <5 eseteket vizsgaltuk a feladatok kiilonb6z6 szama mellett. Egy adott
(m,n) parra 50 kisérletet végeztiink el. A feladatok méretét ugy generaltuk, hogy
ti(1)-et egyenletes eloszlas szerint sorsoltuk, majd t;(j)-t olyan hatérok kozott sorsol-
tuk egyenletes eloszlas szerint, amik a monotonitasi feltételek teljesiilését garantaljak
a t;(k) k < j feladatokkal szemben. Minden vizsgalt (m,n) parra az 50 kisérletben ka-

pott Zz‘—llgm arany atlagat jegyeztiik fel. A tesztelés eredményei a fiiggelékben talalhatoak.
alg

n

A kapott eredmények (12. abra) alapjan azt latjuk, hogy amig m > %, addig a

alg
Cmaz

alg

arany a feladatok szamanak novelésével monoton névé tendenciat mutat, majd
onnantol kezdve, hogy m = 7, monoton csokkendt.

Felmeriil a kérdés, hogy tudunk-e olyan feladatosztalyt mutatni, amelyekre nem ez
a tendencia figyelhetd meg. A vélasz igen: ha minden feladatot egyforméanak valasztuk,

oj,fg, arany viselkedésében valamiféle periodicitas figyelheté meg (13. abra).
g9

akkor az
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12.

2 processzor 3 processzor
1,25 13 *
12 _ 128 T S
g g
S 115 = 12 ¥ =
z - = <
UI * + . ~ +
1,08 - 11
1 : : : : : 1,08 ' ' ' ' '
2 4 5 o 10 12 a 2 4 -] g 10 12
feladatok szama feladatok szama
4 processzor 5 processzor
1,35 1,35
* o9 -+
1,3
13 vy N
=2 » = 125 " &
Fi1zs - -4 o P P
= + = 1.2
E 12 2 E
s . S 145
w . < +
115 n 11 +
1 ' ' 1,05 ' ' '
5 10 15 ] 5 10 15 20
feladatok szama feladatok szama
. g . L . L ,
dbra. Zmax arany a feladatok szamanak fiiggvényében 2,3,4 és 5 processzor mellett
atg
3 processzor 4 processzor
14 1.4
. . ; . " =
1,2 S * 1,2 + *
= 1 * * s o 2 1 — +
= =
< 08 = 08
g 05 05
= =
o' 04 o 04
0,2 0.2
i ' ' ' ' ] ' ' ' ' '
4 B 8 10 12 ] 2 4 B 8 10 12
feladatok szama feladatok szama

13. abra. C”Zl“—;m”’ arany egyforma feladatok esetén
alg

Ezt a viselkedést meg is tudjuk konnyen indokolni. Az indoklast a p = 4 esetre

mutatjuk be. Az e hibatagtol eltekintiink.

n = 2: az algoritmus dg,-ot to-nek valasztja, és mindkét feladatot 2 processzoron
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futtatja, igy duy = Copy.

n = 3: két eset lehetséges: lehetséges, hogy az algoritmus dgg-ot ¢1-nek valasztja
(pl. t1 =10, ty = 8, t3 = %, ty = 4: itt ha d = 10 — ¢, akkor a nagy polcba bekertil
két feladat két processzoron, a kis polcba pedig egy feladadat négy processzoron, de
ezek Osszmunkija 4 -8+ 4 -4 > 4(10 — €), vagyis dgy, > 10 —€). A feladatok lehetnek
olyanok is (pl. t; = 10, t5 = 6, t3 = 4, t4 = 3), hogy du, < t;. Ilyenkor biztos, hogy a
nagy polcban a feladatok %dalg—nal nem hosszabbak, ugyanis ekkor a harom feladaton

végzett Osszmunka meghaladnd 4d,,-ot. Igy ilyenkor a 14. abran lathaté beosztést

kapjuk.

14. dbra. Egyforma feladatok, n =3, m =4, duy <t

n = 4: az algoritmus dy,-ot t;-nek vélasztja, és minden feladatot 1 processzoron

futtat, igy dey = Con.

n = 5: most t; < dy4. Aszerint, hogy ¢, > %dalg vagy t; < %dalg a 15. 4brén lathato

kétféle beosztast kaphatjuk. (Lathato, hogy mindkét beosztasban a Cdg"—llgf arany nagy
alg

lehet.)

15. abra. Egyforma feladatok, n =3, m =4, dyy, <t
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n = 6: ahhoz hogy a hatizsakfeladat megoldasa utan az Osszteriiletek mérete ne

haladja meg 4d,4-ot, 4t1 + 2 - 2ty < 4dyg-nek kell teljesiilnie. Azaz dgy > ¢ + to.

al
dalg = t1 + t2 viszont meg is felel. Ekkor ¢; < %dalg teljestil. Azaz Cd’:—lg;” = tffrlh

%

16. dbra. Egyforma feladatok esete, n =6, m = 4

n = T: az el6z6 esethez hasonld, csak most az algoritmus még nagyobb, 2¢;-hez

2t

9. 1 . cdg ..
kozeli dyg-ot talal, igy = e kicsi.

n=8: dyg = 2t; = Ol

max

n > 8 dgg > 2t;, azaz minden feladat kicsi, igy a 17. &bran lathaté modon

torténik a beosztas. Igy, ha n = 4k, akkor dyg = C9%, ha pedig n = 4k + [, akkor

opt

Crtle _ (k1)

_ 4
dolg = kt1 + 7t1, azaz foe = bt Ty

17. abra. Egyforma feladatok esete, n =9, n = 10
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6. Egyforma feladatok

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy az az eset, amikor minden feladat egyforma, telje-
sen mashogyan viselkedik, mint az altalanos eset. Felmeriil a kérdés, hogy mennyivel
kénnyebb a feladat ezzel a megkotéssel, azaz tudunk-e gyorsabb és hatékonyabb algo-
ritmust erre az esetre, mint a kétpolcos algoritmus. Mutatunk két példat arra, amikor
a kétpolcos algoritmus altal adott befejezési id6 nagyban eltér az optimalistol: A 18.
abran lathaté a példdban n > m, és az algoritmus %"-szor rosszabb eredményt ad az
optimalisnal. 3 feladatot szeretnénk 2 processzorra beosztani, t(1) = 2¢(2). Az algorit-
mus a binaris kereséssel a d = 3t(1)-et talalja meg (ez a legkisebb olyan érték, amire
a hatizsak-feladat altal adott beosztasban az Gsszmunka < dm). Utana elhelyez két
feladatot a nagy polcba, a harmadikat pedig 2 processzoron a kis polcba. Ezek utan a

két 1 processzoron 1évé feladatot egymas utan teszi (hiszen ¢(1) < 323¢(1)), a harmadik

feladatot pedig atteszi az iires processzorra.

algoritmuzs altal adott heosTtas optimalis heosrias

k(1) d o2

mo=2,n=3111= 242

18. abra. A feladatok egyformak, n > m, a kétpolcos algoritmus célfiigvényértéke
%—szor rosszabb az optimumnél.

A 19. abran lathato példaban pedig m > n, és az algoritmus 3/2-szer rosszabb
eredményt ad, mint az optimalis: itt ¢(1) = 2¢(2) = 3¢(3). Az algoritmus binaris kere-

séssel a dq, = t(2) értéket talalja meg.

[1]-ben mutatnak egy algoritmust, ami az egyforma feladatok esetére konstans id6-

ben talal egy olyan beosztast, ami az n > m esetben g—approximéciés, egyébként
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az algoritmus altal taldlt beosztas optimalis beosztas

m=3n=3111=212)=313)

19. abra. A feladatok egyformak, m > n, a kétpolcos algoritmus célfiigvényértéke
3_szor rosszabb az optimumnal.

3
g—aproximéciés. Ez az algoritmus egy ugynevezett PPS (phase-by-phase) beosztast fog
adni, ami a kovetkez6t jelenti: a feladatokat fazisokba csoportositjuk, ahol az egy fazi-
son beliil szerepld feladatok kezdési ideGpontja megegyezik. Egy fazis nem kezdédhet
hamarabb, mint ahol az el6tte kezd6ds végzédik. A 20. abran lathatunk egy ilyen

PPS beosztast.

20. 4bra. PPS-beosztas

Az lesz a célunk, hogy ezek kozott a PPS-beosztésok kozott taldljunk egy optima-

lisat.

23. Allitas. Az egyforma feladatoknak létezik olyan optimdlis PPS-beosztdsa, ahol egy

fdzison belil minden feladat ugyanannyi processzoron fut.

Biz.Tekintsiink egy optiméalis PPS-beosztast. Minden fazison beliil tekintsiik azt a

feladatot, amelyik a legkevesebb processzorra van beosztva. Minden mas feladatot
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osszunk be annyi processzorra, amennyi processzorra ez a feladat van beosztva. A
fazisok hossza nem valtozik, azaz a befejezési id6 sem, igy taladltunk egy optimélis

megoldast, ahol egy fazison beliil minden feladat ugyanannyi processzoron fut. a
24. Allitas. O(m?) idében tudunk optimdlis PPS-beosztdst taldlni.

Biz.Olyan optimélis PPS-beosztast fogunk keresni, ahol egy-egy fazison beliil minden
feladat ugyanannyi processzorra lesz beosztva. Jeloljiikk x;-vel azt, hogy hany darab
olyan fazis szerepel a beosztasban, ahol a feladatok ¢ processzoron futnak.

Erdemes megfigyelniink, hogy lesztikithetjilk az optimumkeresést azokra a beosz-
tasokra, amelyekre igaz, hogy x; < ¢ ha ¢ > 2 hiszen, ha van 7 darab olyan fazisunk,
ahol a feladatok ¢ processzoron futnak, akkor ezeket a fazisokat helyettesithetjiik egy
olyan fazissal, ahol minden feladat 1 processzoron fut. A munkéara vonatkozd mono-
tonitas kovetkeztében az igy kapott fazis nem hosszabb, mint az eredeti ¢ darab fazis
Osszhossza. Szamoljuk meg, hogy maximum hény olyan feladat lehet, ami az altalunk

keresett optimélis PPS-beosztasban nem egy processzorra keriil:

Z2§z‘§m Li L%J < ZQSiSm(i -1) L%J < (m—1)m

Azaz m {ww feladatot beosztunk 1-1 processzorra, és a maradék feladatokat
kell még fazisokba osztanunk.

Igy most is egy PPS feladatot kell megoldanunk, csak most kevesebb, mint m? fel-
adatra. Ezt pedig dinamikus programozassal fogjuk megoldani: a k. 1épésben az elsé
k feladathoz keresiink egy optimalis PPS-beosztést, és kiszamoljuk ezeket az optimalis
befejezési idSket (jeloljiik ezeket C9 (k)-val). Amikor az elsS k lépéshez tartozo opti-

malis beosztast keressiik, akkor az alapjan bontjuk szét a lehetGségeket, hogy az utolséd

fazisban hany feladat szerepel. Azaz a kovetkezd modon tudjuk kiszamolni C%_(k)-t:

C% (k) = min (calg (k—z')thL? j)

max ISlSm max

Ez a dinamikus program m? feladatra O(m?) ideig tart.  O|1]-ben mutatnak egy

példat arra, hogy ha egy algoritmussal optimalis PPS-beosztéast keresiink, akkor ez az
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algoritmus nem lehet jobb, mint %-approximéciés (a 21. abran latunk egy 3 feladatbol
és b processzorbol allo iitemezési feladatot (¢(1) = 2¢(2) = 3t(3)), ahol CX4 = 2Cot .
Arra is adnak példat (22. abra: 12 feladat, 11 processzor t(1) = 2 = ¢(2) = 3t(3) =
3t(4) = ...3t(5)), hogy ha feltessziik, hogy n > m, akkor sem lehet jobb az algoritmus,

. 8 . s 2
mint Z-approximacios.

Optimaliz PPS-heoztas Ciptimalis beosztas

B2 St1G 20103

m=5 , =3, 11 I=2H(2)=3t01 =4t )=5t 1)

21. abra. Az optimalis PPS beosztas befejezési ideje %—szerese az optimumnak

Optiméliz PPS-beosztas Optimaliz beosrtés

k1) 103 b1us 23 TG
m=11, =12, 1017 = 24(2) = 343 = 3t4) =..= (1)

22. dbra. n > m, az optimalis PPS beosztas befejezési ideje %—szerese az optimumnak

[1]-ben nem is errél az optimalis PPS-beosztéasrol bizonyitjak be az approximécios

tulajdonsagot, hanem az m és az n ardnyatol fiigg6en mutatnak egy konstans idében
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szamolhatd PPS-beosztast, ami nem feltétlentil az optimélis PPS-beosztas, viszont be-
bizonyithaté rola, hogy ha a befejezési id§ maximum %—szerese az optimalisnak, ha
pedig feltessziik, hogy n > p, akkor maximum g—szt')rijse.

Bemutatjuk, hogy az n > p esetben hogyan szamolhat6 ez a PPS-beosztas. A p <n
eset is hasonl6an mikddik:
1. eset: n > 3m

L%J feladatot 1-1 processzorra tesziink, a maradékot pedig L_mmm JJ processzoron

futtatjuk. (Erre a beosztésra latunk példat a 23. abran.)

m=%,n=17

23. 4bra. 1. eset

2. eset: ng <n<3dm

Attol fiiggSen, hogy melyik gyorsabb: vagy minden feladatot 1 processzorra tesziink,
vagy 2m feladatot 1 processzorra, |7 | feladatot 2 processzorra tesziink, a maradékot
pedig \_@j processzoron futtatjuk. (A két lehetséges beosztasra latunk példat a

24. abran.)

3. eset: 2m <n < |3m]

m
n—2m

2m feladatot 1-1 processzorra tesziink, a maradékot pedig [ J processzoron futtat-
juk. (Erre a beosztéasra latunk pédat a 25. abran.)

4. eset: L?’ij <n<2m
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m=5, n=13

24. 4bra. 2.eset

m=5,n=12

25. abra. 3. eset

Attol fliggben, hogy melyik gyorsabb: vagy minden feladatot 1 processzorra te-

sziink, vagy p feladatot 1 processzorra, [%J feladatot 2 processzorra tesziink, a ma-

radékot pedig {LJ processzoron futtatjuk.(A két lehetséges beosztasra latunk

3m
n—| 32 |

pédat a 26. abran.)

m=5,n=5

26. abra. 4. eset
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) 3
5. eset: m<n< LT’”J
m feladatot 1-1 processzorra tesziink, a maradékot pedig L#J processzoron futtatjuk.

(Erre a beosztasra latunk pédat a 27. abran.)

m=a, n=5

27. 4bra. 5. eset

25. Allitas. A fenti algoritmus S_approzimdcids. [1]
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7. Hatarid6 utani munkavégzés minimalizalasa

El6zéleg lattuk, hogy a kétpolcos algoritmus 1,5-approximacios, ha a cél a munka
befejezésének minimalizélasa. Ebben a fejezetben azt fogjuk vizsgalni, hogy az algorit-

mus milyen eredményt ad, ha a célfiiggvényt megvaltoztatjuk: tekintiik C%P -ot mint

hataridét, és legyen a célunk az, hogy ezen hataridén tul a gépek Gsszmunkéija mini-

alg
mélis legyen! Jeldljiik W% -tel a hataridén tal végzett Gsszmunkat. A C‘Z’:—t"; aranyrol
al

, . . 1, w9
szeretnénk valamit mondani. Vilagos, hogy —kint- < %
Crazm
wald 2
k — 4. 2 X
% = £: legyen 9 feladatunk és 7 processzorunk:

Mutatunk egy példat, ahol

~—

th(j)=1Vy
() =5 ti(2) = § 1(3) = §, t(4) = 5,

A 28. &bran mutatunk egy beosztast, amire a befejezési id6 1. Tehat C% =1

(ennél kevesebb nem lehet az elss feladat miatt.)

34 1

28. abra. Optimalis beosztés

Konnyen lathato, hogy az algoritmus a 29. abran taladlhaté beosztést adja meg-
oldasnak (d,, = 1, hiszen kisebb nem lehet az elsé feladat miatt, ha pedig d = 1,

akkor a hatizsak-feladat megoldésa utan az dsszmunka dp lesz.) Igy ebben a példaban

alg
Wk:int — 2
Coliam T
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34 d alg=1 32

29. abra. A kétpolcos algoritmus altal adott beosztas

alg Wulg

Ezzel tehat azt lattuk be, hogy max CV},/,’,“Z”; > % max ot < %—nél jobb felsd

korlatot nem sikerilt taldlnunk.
alg

—kmt gtlagos viselkedését numerikusan nem tudjuk vizsgalni, mivel C? -ot nem
Crr?a:cm ’ mazx

tudjuk hatékonyan kiszadmitani. Ehelyett vizsgalhatjuk, hogy ahhoz a du4-hez képest,

alg
hogyan viselkedik a kilogo tertilet (jeloljiik Wl?ilgt(dalg)-vel). A W felss becslést
alg
al
ad ggﬂ,’,ﬁ;—re.
al

A tesztelés eredményei megtalalhatoak a fiiggelékben. Lathato, hogy a % arany

viselkedése hasonlé a Cd’%—llgz arany viselkedéséhez. (30. abra)
alg
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2 processzor 3 processzor
012 012
*
-
01 0.1 -
* R o
E nps E 008 =
= = -
E 008 = E 006 *
EI ! * * El i »
z 004 - . T 004 r
0,02 e 0,02
1] T T T T T a T T T T T
1] 2 4 5 g 10 12 2 4 |53 i 10 12
feladatok szama feladatok szama
4 processzor 5 processzor
012 012
01 * 0 b
- o . . * - -
E 0,03 * ¥ L) * E 0,05 & F * 5 ¥ - .
E00e - E 006 +
= =
z 0 = 004
0,0z 0,0z
u] T T i T
0 g 10 15 5 10 15 20
feladatok szama feladatok szama

30. abra. A C%“g” arany viselkedése n fiiggvényében az m = 2, 3,4, 5 esetekben
alg

7.1.

Ebben a részben bemutatunk egy specialis esetet, amelyben a Vz&;ﬁt aranyrol tobbet
c

tudunk mondani.

Egy specialis eset vizsgalata

alg

max

Ehhez el6szor tekintsiik az 5.1-ben szerepld egyszertibb feladatot (minden feladat
csak 1 processzoron futtathato). Jelolje W&lfl’t egy adott algoritmus altal adott megol-

dasban a C%! hataridén kiviili sszmunkat.

26. Allitas. Tegyiik fel, hogy 24 > 9maxt;. Ekkor ha tetszdleges sorrendben tessziik

m

be a feladatokat, mindig arra a processzorra, amelyiken a legkevesebb ideig folyik a

alg
munka, akkor C%antn < 1. (O(mn) futdsidd)

Biz. Az allitasban szerepl6 feltétel miatt CP < t; Vi. Rendezziik a 31. abran lathato

max
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C_maxtopt

31. abra. A 25. allitas bizonyitasdban szerepld jelolések

modon a processzorokat: feliil legyenek azok, amiken nem lognak tul a feladatok CP¢ -

n. Jeloljiik ezen processzorok szamat y-nal! Jeldljiik a felss y processzor koziil a munkat

leghamarabb befejezs befejezési id6pontja és a CPL kozti id6t z-szel! Ez azt jelenti,

hogy az als6 m — y processzoron az utolsé el6tti feladatok befejezddési ideje mind

CoPt — gz el6tt van. (Kiilonben nem hozzajuk keriilnének a kilogo feladatok, mert lenne

processzor, ami el6bb befejez6dott volna néaluk.) Azaz a kovetkezd két fels§ becslést

alg

kapjuk Wing _ye:

Copt
alg
Wktznt yx ;
op = op
Crmazm mCmax
Cfar
wea (7w ) mw)
kint

opt = opt

Cmﬂ.’])m mcmaz

Az els6 egyelGtlenség abbol adodik, hogy tudjuk, hogy a feladatok Osszteriilete <

CP" m. A masodik egyenlStlenség pedig abbol kovetkezik, hogy tudjuk, hogy a felada-

max
tok futési ideje < %p“t’“, azaz semelyik feladat sem loghat tl %p‘:“ — x-nél jobban.

Jeloljik -t a'-vel, Z-t y'-vel! Ezt kapjuk:

opt
Cma.z

alg

A <Y
wp
C%%Z:Ttn < ( /) (1 - y/)

A legrosszabb eset becsléséhez meg kell oldanunk ezt a feladatot:
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max min (z'y/, (3 —2') (1 —y))
Y

0<y <1

0<a' <3
Kénnyen lathato, hogy ezen feladat optimuma 2/ = 1, v = 3-nél van. Azaz, azt
kaptuk, hogy CV;’:%Z:;@ < %. O

Whint 1

Ez a becslés éles: a 32. abran lathato példaban teljesiil is, hogy il

(ot =)

max

172 344 1 54

32. abra. Példa % = % teljesiilésére
P

Latjuk, hogy ezen a példan a leghosszabb feladatok azok, amik végil kilégnak.
Nézziik meg, mi torténne, ha annyiban moédositanank az algoritmust, hogy nagység

szerint csokkend sorrendben helyeznénk be a kis feladatokat!

27. Allitas. Ha az el6z6 algoritmust dgy mddositjuk, hogy nagysdg szerint csokkend

sorrendben helyezziik be a feladatokat, akkor % < . (O(mnlogn) futdsido)

alg
max

Biz.Az allitas bizonyitasdhoz sziikségiink lesz az alabbi észrevételre:

28. Allitas. Ha egy iitemezési feladatra a 27. dllitdsban szerepld algoritmus dltal adott
opt

leka"; ardny maximalis, akkor ebben a feladatban a hatdridén tillogo feladatok hossza

megeqyezik.

opt
Biz.Vegylink egy iitemezési feladatot, amire a CWQ{“T"; arany maximélis. Tegyiik fel,

max

hogy a hataridén tullogo feladatok hossza nem egyforma. Valtoztassuk minden tullogo
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feladat méretét akkorara, mint a leghosszabb tullogéd feladat mérete. Futassuk le most
erre a feladatra az algoritmust. Azok a feladatok, amik eredetileg nem logtak til,
ugyanoda keriilnek, mint az eredeti esetben (hiszen, tovabbra is hosszabbak, mint a

tullogo feladatok.) Azaz a tullogo feladatok ugyanakkor kezdédhetnek, mint az eredeti

- opt
esetben. Igy az 10j tullogo feladatok bepakoldsa utan CWQ,’“TM né. Ez nem lehetséges,

maz T

vagyis a feltevésiink hamis. O

Jeloljiik a tullogo feladatok méretét z-vel -ot pedig 2’ — vel. Ekkor, ugyanugy,

) opt
Cmar

mint az elébb lattuk kovetkezik az alabbi két becslés:

l
W:ngn yr
Crliam — Cplizm
l
Wl‘c}gt < (z— x)(tm )
Criaam Criaam
PPN . T Wka.lg T ’ o
Az el6z6 szamitashoz hasonldéan az adodik, hogy ot akkor maximalis, ha 2" = 5
max
ésy = %, és az Osszes processzor C%P! — x-ig t6ltott, majd a processzorok felénél még

betesziink egy-egy C — x id6pontban kezd6dd z hosszit munkat. Kérdés, hogy

max

meg lehet-e oldani, hogy C%? — x-ig kitoltsiik a processzorokat gy, hogy csak z-nél

max

al

hosszabb feladatokat hasznalhatunk. Azaz rogzitett z mellett Wi < 7, és = akkor

~opt
Cmazm

allhat fenn, ha ki tudjuk tolteni a C%  — x id6t z-nél nagyobb feladatokkal.

max

1. eset: 2/ > %

Ekkor teljesiil, hogy t; > C%! Vi. |4]-ben szerepls allitas szerint ekkor a fenti algorit-

max
YR P . AT SR alg
musra a befejezési id6 megegyezik az optimalis befejezési idével, azaz W, = 0.

2. eset: 7' < %
Walg
Ebben az esetben kit <

Crazm

1
<15

LN

([
Nézziik meg, hogy a moldable iitemezési probléma esetén milyen allitdsok felelnek

meg a 26. és 27. allitasoknak!

29. Allitas. Ha a kétpolcos algoritmus dltal vdlasztott daig-hoz képest minden feladat

kicsi (azaz d‘;" < t;(1) Vi), akkor CO{,“;”:n < %.
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Ez a becslés éles is: a 31. abran lathato példa itt is miikodik. A bizonyitas ugyan-
ugy miikodik, mint a 27. allitasé, azzal a kiilonbséggel, hogy itt most azt tudjuk,

hogy az algoritmus 4ltal adott beosztdsban az osszteriilet < md < mCa9  a teriiletek

monotonitisa kovetkeztében.

30. Allitas. Ha a kétpolcos algoritmus dltal vdlasztott daig-hoz képest minden feladat

kicst, €s a kis feladatokat méret szerinti csokkend sorrendben pakoljuk be, akkor gvoz’fgm <

max T

0,10103.

alg
Biz.Most nem tehetjiik fel, hogy a Vg;ft’":n ot maximalizalé iitemezési feladatnal min-

maz

den kilogo feladat hossza egyforma, ugyanis nem tudjuk a 28. allitds bizonyitédsahoz
hasonl6an modositani ¢;(1)-eket, mivel itt figyelniink kell arra, hogy ne sértsiik meg a
monotonitasi feltételeket.

Jeloljiik most z-vel a C hatéaridén leghosszabban tullogo feladat méretét, és 2’/

jelolje ot. (33. &bra)

opt
Cmaz

33. abra. A 30. allitas bizonyitasdban szerepld jelolések

A 27. allitashoz hasonldéan most is fennéll az alabbi két egyenlGtlenség:

alg
Wkint yr
opt —= opt
Ctazm — Cplazm
wle
kint < (Z w)(m y)
opt = opt
C'rr?aa:m C’rr?aa:m

Vegyiik észre, hogy 1 — 2’ > 22/, mivel a fels§ y processzoron legalabb két feladat fut,
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és ezek hosszabbak z-nél. Azaz a legrosszabb eset becsléséhez az alabbi feladatot kell

megoldanunk:

max min(z'y’, (' —2')(1 — ¢'))
1—a >2

0<a2,y,2/ <1

Ez ekvivalens az alabbi feladattal:

max min(x'y’, (1_2‘”/ — 21 —1))

0<2,y <1

A fenti feladat maximuma ott vétetik fel, ahol 2’y = (1_256/ -2 (1 —7v)). Azaz

ekkor y' = =22 Tgy 2’y = (155 —2')(1 —¢)) = o282, Tehat az f(a') = 2/122
3x’2—6a: +1

=) . A derivaltnak két zérushelye

fiiggvény maximumaét kell megkeresni. f'(z’) =

van, ebbdl egyre teljesiil, hogy 0 < 2/, < 1: 2/ =1— % Ezen értéknél a fliggvénynek

. . . _a.t
valoban maximumbhelye van. Azaz a keresett maximumhely az 2’ = 1 — %, y ==

nél van. A maximumeérték =~ 1,0102.

O
Mutatunk egy a 30. Aallitas bizonyitasaban szereplé =’ = 0,1835, ¢ = 0,5505

értékeken alapulo példat (34. abra), ahol Dz’ft’"t > 0,101. Legyen 100 processzorunk, és

maT

245 feladatunk. Legyenek a feladatok olyanok, hogy barhany processzoron is végezziik
6ket, ugyanannyi munkat jelentenek. t;(1) = 408, 25V, és t;(100) = 4, 0825 Vi. Ekkor

CoPt = 2.408,25 + 45 - 4,0825 = 1000,2125. A képtpolcos algoritmus altal adott

max

alg

megoldasndl W9, = (3. 408,25 — 1000,2125) - 45 = 10104, 1875. Azaz —kint

opt
mc’mam

Q

0,10102. A konstrukciobol latszik, hogy tetszslegesen megtudjuk kozeliteni a pontos
fels6 becslést. Azaz a 30. allitas bizonyitasaban szerepld feladat optimumeértéke éles

becslést ad.
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45*4 0825=
1837125 224 5375

e = ——

100

¢

: :

408,25 3165 1000,2125 408 25 8165 122475

45

34. dbra. Példa Wi, > 0,101 teljestilésére

~opt
Cmazm

8. Osszefoglalas

A dolgozatban a moldable feladatra vonatkoz6 algoritmusok bemutatasa utén be-

mutattuk a kétpolcos algoritmus implementalasaval kapott tesztelési eredményeinket.

alg

alg W d
A cmaz és a C°P' hataridére vonatkozo ;Lt() arany alapjan tudtuk csoportositani az
dai alg™m

a alg
iitemezési feladatokat: megfigyeltiik, hogyha m > 2n, akkor a CdLll‘“” és a Vet arany
alg

n novelésével ng, utana pedig csokken. Megfigyeltiik, hogyha a feladatok egyformék,

alg
akkor a Cd’"” arany periodikusan viselkedik.

alg

Bemutattunk két eredményt a C? hataridére vonatkozo VZﬁf"f becslésével kapcso-
Cmazm

latban arra az esetre nézve, ha a feladatokat 1 processzoron futtathatjuk, és feltessziik,

hogy t;(1) < Zt ) Vi, mutattunk egy O(mn) futésideji algoritmust, amire a C%*

max

alg
hatarid6héz képest gfggn;n < L és egy O(mnlogn) futasidejd algoritmust, amelyre

max 8

alg

Jent. < LAy els§ algoritmusra vonatkozo i-os becslésrél megmutattuk, hogy éles.
CoP o = 12 8 ’

A masodik becslés élességének bizonyitasa, vagy élessé tevése nyitva maradt.

Ezeket a becsléseket fel tudtuk hasznalni a moldable {itemezési feladatok azon speci-

alg

alis esetére, ha minden feladat kicsi, azaz ;(1) < . Megmutattuk, hogy ekkor a két-

. . we
polcos algoritmus olyan megoldast ad, amelyre a C%" hatéaridére vonatkozo Co,'fi"fn < 213
max
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Errsl a becslésrdl is megmutattuk, hogy éles. Ha a kétpolcos algoritmust tgy modo-
sitjuk, hogy a kis feladatokat csokkend sorrendben helyezziik be, (ezzel a lépésszam
O(mnlogn)-re novekszik) akkor ugyanebben a speciélis esetben % < 0,10102
becslést sikeriilt igazolnunk (a fels6 becslés egy irracionalis kifejezés kozelits értéke).
Megmutattuk, hogy a kozelits értékként kapott becslésiink pontositasaval kaphaté felsg
becslésesekhez hogyan tudunk olyan példat konstrualni, hogy azt tetszélegesen megko-
zelitsiik.

A fenti specialis esettel az a probléma, hogy a gyakorlatban nem jol hasznalhato,
mivel csak tugy tudjuk eldonteni, hogy egy iitemezési feladat bele tartozik-e, ha le-
futtatjuk a kétpolcos algoritmust, és megallapitjuk dy4-ot. Ezért hasznos lenne olyan

allitasokat talalni, amelyek segitségével dg, kiszdmitasa nélkiil is kideriilne bizonyos

feladatosztalyokrol, hogy bele tartoznak-e a specialis esetbe.

Koszonetnyilvanitas

Nagyon kdszondm témavezetémnek, Kis Tamésnak, hogy otletek felvetésével, érteé-
kes tanacsokkal, egyiitt gondolkozassal valamint dolgozatom atolvasaséval segitette a
munkémat. Ezen kiviil koszonettel tartozom Diicsé Marton bardtomnak a programo-

zasban nyujtott segitségéért.
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9.

Fuggelék: tesztelési eredmények

2 | 2 | 1,04854 | 0,02431 2 | 1,10711 | 0,0365
2 | 3 |1,11316 | 0,05660 3 | 1,15487 | 0,0668
2 | 4 |1,19129 | 0,0956 4 11,19506 | 0,0855
2 | 5 |1,21836 | 0,1091 5 | 1,25275 | 0,1010
2 | 6 |1,12809 | 0,0640 6 | 1,28433 | 0,1052
2 | 7| 1,1109 | 0,0554 7 | 1,24674 | 0,0915
2 | 8 |1,08391 | 0,0419 8 | 1,20623 | 0,0740
2 | 9 |1,07184 | 0,03591 9 | 1,1836 | 0,0696
2 | 10 | 1,06367 | 0,0318 10 | 1,1456 | 0,0534
4] 2| 1,1319 | 0,0765 2 | 1,1103 | 0,0414
43| 1,1790 | 0,0771 3 | 1,1161 | 0,0536
4| 4| 1,1731 | 0,0647 4 | 1,2295 | 0,0810
45| 12726 | 0,0912 5 | 1,2402 | 0,1001
416 | 1,2406 | 0,0772 6 | 1,2429 | 0,0861
4] 7 | 1,2283 | 0,0750 7 | 1,2544 | 0,0744
4] 8 | 1,2960 | 0,1066 8 | 1,2776 | 0,0843
49| 12815 | 0,0944 9 | 1,3115 | 0,0831
4110 1,2529 | 0,0860 10 | 1,3263 | 0,0935
411 1,2379 | 0,0780 11| 1,3302 | 0,0874
4|12 1,2108 | 0,0725 12 | 1,3144 | 0,1029

13| 1,2552 | 0,0880

14 | 1,2231 | 0,0721

15 | 1,2213 | 0,0570
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