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1. Bevezetés

Jelen szakdolgozatban az Alkalmazott matematikus mesterszak elvégzése
soran szerzett tudasomat és kutatasi eredményeimet foglalom ossze, a geo-
metriai hipergrafok témajaban.

1.1. A hipergrafokrol

A szakdolgozat {6 témaja a hipergrafok, igy kezdjiik is rogton a definicidval.

1. Definicié. Legyen V' egy véges halmaz, és E C 2V \ {0}, ahol 2V V
részhalmazainak halmazat jeloli. Ekkor a (V,E) pdrt hipergrafnak nevezziik.

Ha FE csak kételemi részhalmazokat tartalmaz, akkor egy egyszert,
irdnyitatlan grafot kapunk vissza. fgy a hipergrafok a grafok egy természetes
kiterjesztését adjak, ahol az élek nem csak két, hanem tobb csics kozott is
futhatnak.

Tekintve, hogy a definiciéban csak halmazok és részhalmazok szerepelnek,
a hipergraf-fogalom rendkiviil tdg. Ennek koszonheto az is, hogy gyakorlatilag
minden, halmazelméleti alapokkal rendelkez6 matematikai agban el6fordulnak
hipergrafok, még ha gyakran nem is mondjuk ezt ki.

Ennek megfeleléen nehéz réluk altalanossagban beszélni, tételeket megfo-
galmazni, éppen ezért mi a hipergrafok egy specidlis tipusaival fogunk foglal-
kozni, a geometriai hipergrafokkal.

2. Definicié. Geometriai hipergrifnak nevezzik azokat a G(P,A) hi-
pergrafokat, melyek a kovetkezé modon jonnek létre: Legyen P a tér eqy pont-
halmaza, a késdbbi graf csucsai. Legyen adott eqy A csaldad, mely a tér valamely
részhalmazait tartalmazza. Ekkor az élek A elemeinek és P-nek a metszetet,
eqyszeresen tekintve a kombinatorikailag azonos éleket.

1. Megjegyzés. Altaldban A elemei valamilyen tekintetben ,szép”, geomet-
riailag leirhato halmazok: félterek, alterek, korlemezek, poliéderek; vagy mint
késobb latyuk, tengelypdrhuzamos téglalapok a sikon.

Az altalanos hipergrafokkal szemben tehat egyrészt konkrét geometriai je-
lentése van egy-egy geometriai hipergrafnak, masrészt ez a geometriai kap-
csolat megkotést és tobblet informacidt is jelenthet arra vonatkozoan, hogy
milyen lehet egy adott A halmaz esetében, kiilonb6z6 P ponthalmazokra.

Kiilonosen érdekes geometriai hipergrafok esetén a dualis fogalma, amikor
a csucsok és élek szerepének megeserélésével kapunk egy 1j hipergrafot.



1. abra. Egy sikbeli ponthalmaz és néhény tengelyparhuzamos téglalapok altal
indukalt hiperél

3. Definicié. Fgy H(V, E) hipergrdf dudlisinak nevezziik azt a H'(V', E') hi-
pergrdafot, ahol V' = E, és E' = {v;},v; = {ej|v; € ¢;}

Ennek a geometriai jelentése szemléletesen az, hogy az 1j hipergrafunknak
a csucsai lesznek az A csalad elemei, az éleket pedig a sik pontjai indukaljék.

1.2. Szinezési problémak

Csaktigy, mint a hagyomanyos grafelméletben, hipergrafok esetén is tudunk
szinezési feladatokrdél beszélni. Azonban a tagabb definicié tobb kiilonbozo
kérdést enged meg. AlapvetOen ezeket a problémékat két mddon csopor-
tosithatjuk. Els6é korben aszerint, hogy mit szineziink, és mire vonatkoznak
a feltételek:

1. A csucsokat szinezziik, a hiperélekre adunk feltételt.

2. A hiperéleket szinezziik, a csucsokra adunk feltételt.

2. Megjegyzés. Vegyik észre, hogy az egyik probléma visszavezethetd a
masikra, ha dudlis hipergrafot vizsgalunk.

A masik, taldn mondhatjuk, fontosabb szempont az, hogy milyen
feltételrendszert kell a szinezésnek teljesitenie? Itt a lehetdsége tarhaza gya-
korlatilag végtelen, mi 3 gyakori, tipikus feladatot emlitiink meg.

1. Monokromatikussag. Itt azt vizsgaljuk, hogy vannak-e olyan élek, melyek
csak azonos szint pontot tartalmaznak.
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2. k-szines szinezés. [tt azt varjuk el, hogy minden él tartalmazzon legalabb
k kiilonbozo szind pontot.

3. Konfliktusmentesség. Itt azt szeretnénk, ha minden él esetén lenne olyan
szin, melybol pontosan egy pontot tartalmaz.

3. Megjegyzés. Ezek wvalojiban csak feltétel vazlatok. A gyakorlat sordn
altaldban olyan megszoritasokkal is €liink, hogy a feltételt csak bizonyos méreti
hiperéleknek kell teljesiteniik.

Jelen dolgozatban a f6 szempont a monokromatikussidg és a k-szines
szinezés kérdése lesz. Ennek eszkoze azonban sokszor a szinezéstol eltekint-
ve is értelmes, legnagyobb fiiggetlen halmaz méretére torténo tételek belatésa,
ami gyakran eszkoze a konfliktusmentes szinezés keresésének, illetve sok egyéb
feltételnek is.

1.3. Alkalmazasok

Kissé rendhagyé médon a bevezetésben lesz szd az alkalmazasokrol. Ennek
oka, hogy bar a szakdolgozat Alkalmazott matematikus mesterszakra késziil,
és maga a geometriai hipergrafok szinezése sok gyakorlati problémanak az
alapja, a sajat eredmények elméletiek, egyelére nem ismert kozvetlen gyakor-
lati alkalmazas. Ennek megfeleloen inkdbb az egész témakor alkalmazhatosagat
emelném itt ki néhany mondatban.

Mint korabban emlitettem, a hipergrafok nagyon gyakoriak, a legtobb
tertlileten, legyen sz6 alkalmazasrol vagy elméletrdl, megtalalhatoak, igy min-
den, veliik kapcsolatos eredmény bizonyos gyakorlati relevancidval azonnal ren-
delkezik.

Ezen beliil a szinezési feladatok felfoghatoak csoportositasként, vagy éppen
fedési feladatként is, mikozben a fiiggetlen halmazok keresése szintén uni-
verzalisan hasznos lehet.

Két konkrét példat emlitenénk meg, az elsé a mobiltelefon halézatok frek-
venciakiosztasahoz tartozik. Adott a tornyok egy fix rendszere, 6ket tekint-
hetjiik a sikbeli ponthalmazunknak. A felhasznaléi mobiltelefonokat adott
méretli korlapoknak fogjuk tekinteni, ahol a korlap azt a teriiletet jelenti,
amin beliili tornyokkal a telefon képes kommunikalni. A feladat az, hogy adott
néhany frekvencia, amit hozza kell rendelni a tornyokhoz, mint kommunikacios
csatornat. Azonban mindezt gy kell megtenni, hogy az interferencia elkertilése
érdekében minden lehetséges mobiltelefon-poziciéhoz tartozzon egy olyan frek-
vencia, amely frekvenciaval izemel6 tornyok koziil csak egy van a hatésugaran
beliil, az interferencia elkeriilése érdekében. Ez feladat nem mas, mint a sik



egy ponthalmazanak konfliktusmentes szinezése, adott sugari korlapokra valo
tekintettel.

A masik gyakorlati példa az alkalmazhatdsigra a szenzorfedési probléma.
Itt adott néhany szenzor helyzete, néhany miiszak, illetve néhany megfigye-
lendé tartoménya a siknak. A feladat az, hogy osszuk be a szenzorokat a
miiszakokra 1gy, hogy minden teriiletet minden miiszakban legalabb 1 szen-
zor megfigyeljen. Ez nem maés, mint egy k-szines szinezési feladat, ahol a
miiszakoknak a szinek felelnek meg, a megfigyelendo teriiletek pedig a generald
sikbeli részhalmazok, az alaphalmaz pedig a szenzorok helyzete.

2. Tengelyparhuzamos téglalapok és posetek

Véleményem szerint az egyik legfontosabb a kutatds soran a jo, érdekes
kérdéseket foltenni. Eppen ezért ezt a szakaszt kezdjiik Matousek és Prive-
tivy problémafelvetd irasaval. [8]

2.1. Hasse diagramok fiiggetlenségi szama

4. Definicio. Adott eqy P véges részbenrendezett halmaz. P Hasse diagramja
az az irdnyitatlan H(P) graf, melynek csicsai P alaphalmaza, és (z,y) €l akkor
és csak akkor, hax <y ésPz € Px < 2 <y, vagyy < x és Pz € Py < z < x.

4. Megjegyzés. © < y és Pz € P,x < z < y esetében szokds azt mondani,
hogy y kozvetlen rakovetkezdje x-nek.

5. Definicié. Egy P poset dimenzidja az a legkisebb d € N, amire P izomorf
eqy Re-beli ponthalmazzal, melyben a < b < Vi € [1..d]) a; < b;. [5]

Most, hogy ismerjiilk a sziikséges definicidkat, jojjon a két felvetett
probléma.

1. Adjuk meg a f(n) = mina(H(P)) értéket, ha a minimumot az Gsszes
| P| = n posetre értjiik.

2. Adjuk meg a fo(n) = mina(H(P)) értéket, ha a minimumot az dsszes
|P| = n,dim(P) = 2 posetre értjiik.

5. Megjegyzés. Az a fiigguény a szokdsos jeldlés szerint a legnagyobb fligget-
len halmaz méretét jeloli.



Egyik kérdésre sem ismert jelenleg pontos vélasz, csupan korlataink van-
nak. Az alsé korldt mindkét esetben O(y/nlogn), mivel H(P) trividlisan
haromszogmentes, azt pedig tudjuk, hogy minden haromszégmentes grafban
van ekkora fiiggetlen halmaz. [9)

Az els6é esetben a legjobb ismert fels6 korlat (%). Ez egy
valdszintiségi konstrukciébdl addédik, melyet Brightwell és Nesetril 7] adott
meg elészor.

A problémafelvetd cikk irasakor a masodik probléméara nem volt is-
mert érdemi felsé korlat, azonban a kovetkezékben latni fogunk bizonyos
eredményeket a témaban.

2.2. Delaunay grafok fiiggetlenségi szama

Egy masik, latszolag kevés hasonldsdgot mutatd kérdés a Delaunay grafok
fiiggetlenség szama.

6. Definicio. Adott a sik eqy P wvéges ponthalmaza, wvalamint a sik
részhalmazainak eqy A csalddja. Ekkor a P ponthalmaz A csalddra vett Delau-
nay grdafia az az iranyitatlan Da(P) grdf, melynek csicshalmaza P, ésp,q € P
esetén (p,q) €l akkor és csak akkor, ha 3S € A, amire SU P = p,q.

6. Megjegyzés. Az el6z0 definicio valojaban az dltaldnositott Delaunay grdafok
definicidja. Az eredeti definicidban nem eqy tetszéleges A csaldd szerepel, ha-
nem a sik korlapjai. Az gy kapott hdaromszégelt sikgrdf a Voronoi diagram
dualisa.

Minket most az az eset fog érdekelni, ha az A csaldad a sik ten-
gelyparhuzamos téglalapjai, ekkor ugyanis szoros kapcsolat van az elobb
emlitett posetes feladattal.

7. Megjegyzés. A tovabbiakban, ha mem irunk mdst, akkor mindig ten-
gelypdrhuzamos téglalapokra értjik a Delaunay grdafokat, és a jelolésbdl is el-
hagyjuk a csaladot.

Legyen R; és Ry két részbenrendezett halmaz, P elemein. Legyen p,q € P
olyan, hogy x(p) < z(q). Ekkor (p,q) € R; < y(p) < y(q) és (p,q) € Ry &
y(p) = y(a).

1. Tétel. D(P) = H(Ry) U H(R,) [§]

Bizonyitds. Az vilagos, hogy a cstcshalmaz mindkét esetben P, tehat csak azt
kell megmutatnunk, hogy a két elhalmaz azonos.



1. eset: (p,q) € E(D(P)) = (p,q) € E(H(R,) U H(Ry))

Tegyiik fol, hogy z(p) < x(q) és y(p) < y(q). A graf irdnyitatlansdga
miatt az elsé feltételt nyugodtan megtehetjiik. A mésodik kicserélése esetén
egyszeriien R; helyett Ry-vel szamolunk, de teljesen azonos mdédon. Ekkor

(p,q) ¢ E(H(Ry) U H(Ry)) = (p,q) ¢ E(H(Ry))

= dr € P x(p) <z(r) < z(q) Ay(p) < y(r) <yla)

Ez viszont ellentmondas, mert ekkor minden, p-t és ¢-t tartalmazoé téglalap
tartalmazza r-t is, tehat (p,q) ¢ E(D(P)).

2. eset: (p,q) € E(H(R1) U H(Ry)) = (p,q) € E(D(P))

Ismét foltehetjiik, hogy (p, q) € E(H(R1)) a masik eset is teljesen azonosan
miikodik. Ekkor tehat z(p) < x(q), y(p) < y(q) és Pr € P,a(p) < a(r) <
z(q)Ay(p) < y(r) < y(q). Ez viszont azt jelenti, hogy a p, mint bal alsé, ¢, mint
jobb fels6é pontok altal feszitett tengelyparhuzamos téglalap nem tartalmaz
méas pontot P-bél, igy (p,q) € E(D(P)).

O

Ez a kapcsolat egyben némi motivacioval is szolgdl az el6z6 részben feltett
masodik kérdésre, hiszen R; és Ry egyarant 2 dimenzids poset.

Most mar ratérhetiink, hogy mit is tudunk mondani a Delaunay grafok
fliggetlenségi szamardl, vagyis aD(P)-rél?

Also korlatra a legjobb ismert tétel:

2. Tétel. Minden |P| = n sikbeli ponthalmazhoz létezik QQ C P, melyre |Q] >
2], és Q figgetlen D(P)-ben. [2]

Bizonyitds. Az Erdds - Szekeres tétel szerint n pont kozott létezik /n mo-
noton. Ekkor ezek koziil minden masodikat kivalasztva ()-ba a kapott halmaz
biztosan fiiggetlen, hiszen barmely két pontot tartalmazé téglalap tartalmazza
a koztiik 1évét is, vagyis nincs él D(P)-ben két @Q-beli elem kozott. O

Mint lathaté, itt egy ,logaritmussal” gyengébbek vagyunk, mint posetek
esetében.
Fels6 korlatra pedig a kovetkez6 tétel ismert: |1]

3. Tétel. Léteznek olyan n elemi ponthalmazok a sikon, melyekre

a(D(P)) < O(n' 18"

logn



A tétel még ugy is igaz, hogy egy véletlenszeriien az egységnégyzetbol
kivalasztott ponthalmaz 1 valdszintiséggel teljesiti ezt a korlatot, ha n-el
végtelenhez tartunk.

Mivel a tétel bizonyitasa lényegében megegyezik egy késobbi, erosebb tétel
bizonyitasaval, ezért itt csak annyit emlitiink meg, hogy ismét valdszintiségi
alapon nyugszik a bizonyitas, mint posetek esetében.

2.3. Chen, Pach, Szegedy és Tardos altalanositasa

A legutébbi tételt tartalmazé cikkben [1] a szerzék felvetnek egy igen érdekes
altalanositast, amit aztan meg is valaszolnak. Ehhez el6szor tekintsiink egy
altalanositott fliggetlenség definiciot.

7. Definicié. Adott d € N és P sikbeli ponthalmaz. Eqy QQ C P részhalmazt d-
fuggetlennek neveziunk, ha nincs olyan R tengelypdrhuzamos téglalap, melyre
IRNP| =dés RNP C Q. Legyen aqg(P) a legnagyobb P-beli d-fiiggetlen
részhalmaz mérete.

Vilagos, hogy ez eddig targyalt fliggetlenség éppen a d=2 eset, tehat
valéban egy értelmes, bévebb definiciéval van dolgunk.

Vegyiik észre azt is, hogy ha egy részhalmaz d-fliiggetlen, akkor minden
d < d értékre is d’ fliggetlen, vagyis ay(P) d-ben monoton névekvé.

Erre az a4 fliggvényre pedig, az el6z6 tétel bizonyitasat kissé megjavitva
adodik a kovetkezd tétel:

4. Tétel. Legyen P egy n elemi ponthalmaz, melynek elemeit egyenletesen
véletlendil vdlasztottuk a koordindtarendszeriink [0,1]* egységnégyzetébdl. Ekkor
1 valdszinidséggel

n-d-log? log n)
logﬁ n .

aq(P) = 0<

Mivel ugyan ezzel a bizonyitassal lesz még erésebb tétel is, igy ennek kozlése
tovabbra is varat még magara.
Ebbdl a tételbdl azonnal kovetkezik egy igen erds, szinezési tétel.

1. Kovetkezmény. Minden ¢,d € N konstanshoz létezik eqy P ponthalmaz,
hogy P elemeinek tetszoleges ¢ szinnel szinezése esetén lesz eqy d pontot tar-
talmazo, monokromatikus tengelypdrhuzamos téglalap.

Bizonyitds. Tekintsiink egy szinosztalyt, legyen ez (! Ekkor ha @ nem d-
fiiggetlen, akkor definicio szerint tartalmaz egy tengelyparhuzamos téglalapot,



mely tartalmaz d @-beli elemet, és egyetlen masik pontot sem, vagyis mono-
kromatikus lesz a Q-val jelolt szinben.
Ekkor a tétel allitdsat felhasznalva 3| P| = n, amire

n-d-log? log n)
logﬁ n ’

|QISO(

ha nem akarunk monokromatikus, d méretii téglalapot.

Viszont ekkor a ¢ szin segitségével legfeljebb cO M) pontot tu-
logd—1 n

dunk kiszinezni, és mivel
n
———— 3 0
n-d-log? log n ’
1
logd—T n
ezért lesz olyan n, amire a kiszinezhetdé pontok szama kevesebb, mint a
tényleges pontok szama. Tehdat nincs olyan szinezés, mely ne tartalmazna mo-

nokromatikus, legalabb d méretii tengelyparhuzamos téglalapot. O]

Alsé korldtra ismét nem tudunk jobbat, mint O(y/n), amit ismét az Erdds-
Szekeres tételbdl kapunk, azonos bizonyitassal.

2.4. d-monoton részhalmazok

Ebben a szakaszban a sajat eredményeim kovetkeznek, tovabb erdsitve az
elobbi tételeket.

8. Definicid. Adott eqy P sikbeli ponthalmaz. Azt mondjuk, hogy eqy R ten-
gelypdrhuzamos téglalap rogzitett P elemein, ha a téglalap bal also €s jobb felsd
csucsai elemei P halmaznak.

8. Megjegyzés. A tovdbbiakban egyszeriien rogzitettnek fogjuk nevezni az
ilyen téglalapokat, ha az alaphalmaz egyértelmdi.

5. Tétel. Minden c,d € N konstanshoz létezik eqy P ponthalmaz, hogy P
elemeinek tetszoleges c szinnel szinezése esetén lesz eqy d pontot tartalmazo,
monokromatikus rogzitett tengelyparhuzamos téglalap.

Ez egy erosebb allitds, mint amivel korabban taldlkoztunk, mivel
sziikitettiik a figyelembe vehet6 téglalapok szamat.
Azonban ennél még tobbet allithatunk.
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9. Definicié. Adott a sikon egy P ponthalmaz és eqy D C P, ahol |D| = d.
Rendezzuk D elemeit x koordindtdik szerint, legyenek az igy kapott pontok rend-
re p1,Pa, - - -, Pa- Legyen Rp az a rogzitett tengelypdrhuzamos téglalap, melynek
a bal also €s jobb felsd pontjai a py és a pg. Azt mondjuk, hogy D eqy d-monoton
részhalmaz P-ben, ha py,po, ..., pq pontok y koordindtdi monoton nonek, va-
lamint « Rp NP = D.

6. Tétel. Minden c,d € N konstanshoz létezik eqy P ponthalmaz, hogy P
elemeinek tetszoleges ¢ szinnel szinezése esetén lesz eqy monokromatikus d-
monoton részhalmaz P-ben.

A tétel bizonyitasahoz ismét a szinosztalyok méretére fogunk fels6 korlatot
adni.

10. Definicié. Legyen P egy ponthalmaz a sikon, Q C P eqy véges
részhalmaza. Azt mondjuk, hogy Q d-monoton mentes, ha 3D C Q, amire
|D| = d, és D egy d-monoton részhalmaz P-ben. Jeléljik aq(P)-vel a legna-
gyobb részhalmaz méretét P-ben, amelyik d-monoton mentes.

Ekkor

7. Tétel. Legyen P eqy n elemi ponthalmaz, melynek elemeit egyenletesen
véletlendil vdlasztottuk a koordindtarendszerink [0,1]* egységnégyzetébdl. Ekkor
1 waldszintséggel

n-d-log'? log n)
logl/d n .

aq(P) = 0(

Vil4dgos, hogy a korabbihoz hasonlé médon az 5. tételbdl kovetkezik a 4.
tétel, amibol pedig a 3. Kovetkezzen tehat az 5. tétel bizonyitasa. Alapul a
Chen, Pach, Szegedy, Tardos cikk [1] bizonyitdsa szolgél, csupdn a sziikséges
modositasokat kell végrehajtani, hogy az er6sebb allitas kijojjon.

Bizonyitds. A p; € P pontokat valasszuk a kovetkezo algoritmus szerint:
Elészor valasszunk x; értékeket a [0;1] intervallumbdl egyenletesen
véletleniil. 1 valdszintiséggel minden érték egyedi, nem 0 és nem 1. Legyenek
ezek
O<z; <xo < ... <2, < 1.

9. Megjegyzés. Most, hogy rogzitettik az x koordindtdkat, eqy részhalmaz d-
monotonitisa csak a szerepet jdtszo pontok y koordindtdinak eqymdshoz képesti
relativ helyzete hatdrozza meg, a koztik lévd abszolut eltérés nem jdtszik sze-
repet.
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Az y; koordinatakat lépésenként fogjuk generalni. Ehhez sziikséglink lesz
egy L € N értékre, amit késébb adunk meg pontosan, n fiiggvényében. Mos-
tantol az y; € [0; 1] értékeket L-edes tortekben fogjuk hasznélni,

Y; = (0, dgl)d?))[/

jelolésekkel.

Minden d,gk) értéket a {0,1,...L — 1} halmazbdl valasztunk, egyenletes el-
oszlas szerint.

Hasznéljuk a kovetkezo jelolést a csonkokra:

b = (0,d0_dt Dy,

A t. szinten minden pont t. jegyét fogjuk meghatarozni. Ezéltal a t. 1épés
utdn a [0; 1] intervallumot L~* szélességli diszjunkt sdvokra bontottuk, és min-
d?n jyZ érté(zkrégl tudjuk, hogy melyik savban van. Tehat ha a t. szint utan

t+1 t+1

Y < y; ', akkor y; < y; is all a pontok végsé helyzetére, ha viszont

ygtﬂ) = yj(-tﬂ), akkor még nem ismerjiik a két pont végso helyzetét egymashoz
képest.

Rogzitsiink egy I C {1,2,...n} indexhalmazt, és vele a
Q={pePliecl}CP

halmazt.

A tovabbiakban rogzitsiink le egy t értéket, és vizsgaljuk a t. szint
eseményeit.

Definidljuk erre a t szintre vonatkozéan a kévetkezd halmazt:

H;={ke {120}y’ ="}
Most azon 7,7 € I indexparokra, melyekre teljesiil ¢ < j és yl@ = yj(t),
definialjuk a kovetkez6 halmazokat:

Ti;={kelInHli<k<j}

Siy={ke H;\Ili<k<j}

Mivel a feltételek teljesiilésekor nyilvin H; = Hj, ez egy j6 definicid.

Az i és j indexeket d-szomszédoknak nevezziik, ha |T; ;| = d, és kozeli
d-szomszédoknak, ha |S; ;| < L, mikdzben i és j d-szomszédok.

Azt mondjuk, hogy egy {i,j} péar elbukik a ¢. szinten, ha kozeli d-
szomszédok, és teljesiilnek a kovetkezo feltételek:
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1. A T, ; halmaz elemeinek novekvé sorrendjében a k. elemhez a ¢. szinten
a k — 1+ z szamjegyet vélasztjuk a {0,1,...L — 1} halmazbdl, valamely
tetszéleges z € {0,1...L — d} esetén

2. Az S;; halmaz minden eleméhez a t. szinten a T;; elemeihez fel nem
hasznalt jegyek koziil valasztunk tetszélegeset.

-1

S elemei

7+d

T elemei, .
monoton
névdnek
vélasztva b4

5 elemei

2. dbra. Igy tud az (i,7) par elbukni.

11. Definicié. Ha taldlunk Q-ban eqy d-monoton halmazt, akkor azt mondjuk,
hogy @Q elbukik.

10. Megjegyzés. () d-monoton mentességének sziikséges, de nem elégséges
feltétele, hogy Q@ nem bukik el a teljes folyamat sordan.

Ha {i,j} pér elbukik, akkor a 7;; halmaz d-monoton, tehét @) elbukik a
t. szinten. Mekkora ennek az esélye egy adott {i,j} kozeli d-szomszéd péar
esetében? Pontosan

—d d\\s,
—(d-1) _ (1 _ &[5,
AN (B

Y

13



mivel a t. szamjegyek kivalasztasa mindentdl fliggetleniil, egyenletes eloszlasbol
torténik.
Hasznéljuk ki, hogy kozeli d-szomszédokrdél van szé, igy ezt a valdszintiséget

alulrol becsiilhetjiik

d\rL
—(d=-1) (1 _ =
L (1 L)

értékkel. Az elso tortet elhagyhattuk, mivel d konstans, és késébb latni fogjuk,
hogy n fiiggvényében L — oo.

Vegyiik észre, hogy a masodik tényezére alkalmazhaté az (1 + x) < e
egyenlotlenség, gy nyugodtan becsiilhetjiik a teljes kifejezést

T

1
A1 . 4d

értékkel alulrol.

Itt mutatkozik meg a valasztott kacifantos véletlen-generaldsi maddszer
haszna, hiszen a kiilonboz6 szintek kozeli d-szomszéd parjainak elbukasai
fiiggetlen események.

Nem feltétleniil fiiggetlen azonban az adott szinten 1évo péarok elbukasa,
mivel el6fordulhatna, hogy egy adott szamjegy véletlen generalasara kétszer
hagyatkozunk, ami valamilyen formaban fiiggévé tenné a parok bukasat. Ezt
kikiiszobolendd, egy adott szint kozeli d-szomszéd parjai koziil csak egymastol
paronként diszjunktakat vizsgalunk, mivel akkor a megfelelé T és S halmazok
is paronként diszjunktak lesznek.

Legyen m, a t. szinten el6forduld paronként diszjunkt kozeli d-szomszédos
parok maximalis szama. Ekkor

, , 1 e e
P(Q nem bukik el a t. szmten) < (1 — m) < e A =D

ha ismét kihasznaljuk az ismert egyenlotlenséget.

Tovabbra is egy adott ¢ szinten maradva, szamoljuk 0ssze a d-szomszédos
parokat, ezaltal becslést adva m; értékre! Ehhez definidljunk a korabbiakhoz
nagyon hasonlé H halmazokat,

Hy={ke{1,2, ...n}|yl(€t) = A},

ahol A € [0; 1], és L-edes tort alakban legfeljebb az elsé t — 1 jegye nem 0. Azaz
(t)

A felveheti az Osszes lehetséges vy, értéket, és mindegyik egy savot reprezentél,

melyek paronként diszjunktak.
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Minden rogzitett A értékhez az adott sdvban legalabb |HAO” —1 diszjunkt d-
szomszéd par van, tehat az osszes L' szinten dsszesen 1 merete miatt legaldbb

il

- Lt—l
d

a parok szama.

Mivel &sszesen n darab pontunk van, és (i, j) parokhoz tartozo S; ; halma-
zok is diszjunktak, ezek koziil legfeljebb 7 nem kozeli szomszéd. fgy a diszjunkt
kozeli d-szomszédok szamara az alsd becslésiink

I _ n
th%—Ltl—z.
Ha [I] > 240 ¢ ¢ < 281 akkor
og
II\ i—1 N n
> et o2 2
=g L= 1L

Ekkor
P(Q nem bukik el a t. szz’nten) < e adiLd,

Mivel ez az esemény a korabban targyaltak miatt fiiggetlen minden korabbi
szint kimenetelétol, igy attol is, hogy Q nem bukik el a korabbi szinteken.
Felhasznélva a szintek szamara vonatkozo t < Eg—z feltételt kapjuk, hogy

1
P(Q nem bukik el egyik szinten sem) < exp (— 1 7Ld . (Sﬁ Z — 1))

Legyen L = [(log)lign)l/ dj és b = [241]. Ekkor az dsszes megfeleld méretii
halmazra:

P(a(P) >b) < Z P(Q nem bukik el egyik szinten sem)
QEP|QI=b

< (7 _n logn_1
=\p) P\ T4 d \log L '

Most hasznaljuk ki az
n e-n\’
g
(6= (")
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o= () o (529)

Azt akarjuk belatni, hogy a jobboldal 0-hoz tart. Mivel szigorian pozitiv,
ez akkor és csak akkor igaz, ha
n logn 1) 3dnlog(el) N 3dnlog(3d)
4a. L4 \log L L L

b behelyettesitése és logaritmizaldas utan. A tovdabbiakban a tobbi altal do-
minalt tagokat, konstans szorzokat elhagyunk, mert nem befolydsoljak a
hatarértéket, amennyiben az valéban végtelen. Helyettesitsiink be L helyére
is. fgy a kovetkez6 sor tovabbra is ekvivalens:

(d+1)/d log n

nloglogn( logn 1) B nlog

— — 00
logn log logn

logn

Végezziik el a lehetséges egyszertisitéseket, és emeljiink ki. fgy ekvivalens-
nek kapjuk a

(d+1)/d

l
n(l _ 0%

hatarértéket. Ez viszont igaz, mert n végtelenhez tart, a

logn )
logn

log(d'H)/d logn

I viszont
ogn

0-hoz, igy a zardjeles masodik tényezo 1-hez. fgy az elsé sor is igaz, vagyis

P(a(P) > b) — 0.
]

11. Megjegyzés. Ha figyelmesen megnézziik az eredményeket, akkor ldthato,
hogy nem csak dltaldnosabb az daltalam adott korldt, de értékében s kisebb.
Ez viszont csak annak koszonhetd, hogy az utolso szamitasok soran precizebb
voltam, mint a cikk [1] irdi, elvi kiilonbség nincs a bizonyitdsok kozott.

Alsé korldtra ismét nem tudunk jobbat, mint O(y/n), amit ismét az Erdds-
Szekeres tételbol kapunk, azonos bizonyitassal.

2.5. Kovetkezmények posetekre

Vegyiik észre, hogy bar nem tilinik jelentésnek a kiilonbség a d-fliggetlenség
és d-monoton mentesség kozott, ha ismét posetekben kezdiink gondolkodni,
akkor jelentés eredményeket kapunk.
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Ugyanis azt lattuk, hogy D(P) = H(R;) U H(Ry). Tehat hidba volt fels6
korldtunk a(D(P)) = aa(P) értékre, az nem adott kozvetlen korldtot az
fa(n) fiiggvényre, mely az egyik f6 kérdésiink volt a fejezet elején. Nézziik
most ay(P) fiiggvényt! Itt tovabbra is 2 pontot tartalmazé tengelyparhuzamos
téglalapokrol van szo, azonban elvetettiik azokat az eseteket, amikor a két
pont helyzete ,bal fels6 - jobb als6”, nem pedig , bal alsé - jobb fels6”. Ez
pedig éppen azt jelenti, hogy Dy/(P) = H(R;), ha M a 2-monoton ten-
gelyparhuzamos téglalapokat jelenti, vagyis as(P) = aH(Ry).

log n

2. Kovetkezmény. f, < O(M>

Ezzel sikeriilt legalabb részben vélaszt adni a fejezet elején feltett
kérdésekre.

Azonban most csak a d = 2 esetét hasznaltuk ol posetekre az el6bbi
eredményeknek. Mit kapunk, ha altaldnos d-re tekintjiik a posetes verzidjat
a sikbeli ponthalmazoknak?

12. Definicié. Egy P poset esetében intervallumnak nevezzik az a,b €
P, [a,b] = {z|r € P,a < x < b} halmazokat.

13. Definicié. Eqgy P poset azon intervallumait, melyeknek bdrmely két eleme
osszemérheto, ldncoknak nevezziik.

12. Megjegyzés. Figyeljink arra, hogy itt a ldncokat eqy specidlis interval-
lumnak tekintyik. Ez szigoriubb definicio, mint a megszokott, ahol csak a lancon
beliili elemek dsszemérhetdségét koveteljik meg.

Tekintstink egy legfeljebb 2 dimenzids P posetet! Legyen az 6 sikbeli repre-
zentacidja a P’ ponthalmaz. Ekkor egy [a, b] C P intervallumnak az R,y C P’
rogzitett tengelyparhuzamos téglalap felel meg, és ha az intervallum egy lanc
volt, akkor neki megfelel6 téglalapban a pontok monotonok is.

Ennek megfeleléen a korabbi téglalapos tétel atfogalmazhaté posetekre:

8. Tétel. Minden c,d € N esetén AP, melyre dim(P) < 2, és P elemeinek ¢
szinnel valo tetszoleges szinezése esetén létezik monokromatikus, d méreti lanc
P-ben.

N4

13. Megjegyzés. A téglalapos esetben kissé taldn mesterkéltnek tind d-
monoton halmazok posetek esetén érzésre is sokkal erdsebb és természetes tételt
adnak, a lancoknak koszonhetden.
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2.6. Konstruktiv példa egy gyengébb posetes allitasra

Eddig csupan valoszinliségi mddszerrel mutattuk meg, hogy 1étezik valamilyen
ellenpélda, melyet nem lehet megfeleléen szinezni. Most a posetek esetében
egy gyengébb allitast konstruktiv ellenpéldaval bizonyitunk.

9. Tétel. Minden d € N szdamhoz létezik eqy P poset, hogy P nem szinezhetd
2 < ¢ € N szinnel ugy, hogy minden, d elemet tartalmazo linc tartalmazza
mandkét szint.

14. Megjegyzés. Az dllitds ekvivalens azzal, hogy a poset 2 szinnel szinezése
esetén létezik d méreti monokromatikus lanc. Ekkor ez a ldnc nem tartalmazza
az 0sszes mind a 2 szint, igy ha az eredeti ¢ szint két csoportra osztjuk, akkor
az eqyik csoportbol nem fog szint tartalmazni az adott lanc.

Bizonyitds. A d =1 eset trividlis. Indukciét fogok alkalmazni, amelyet d = 2-
t6l inditok.

A posetek szemléltetésére iranyitott grafokat fogok hasznalni melynek
csucsal a poset elemei. Egy a — b él akkor eleme a grafnak, ha a < b, de
e e Pa <c<b Tehdat v < y & dr — y ut a grafban. Tekintsiik azt a

L

@

3. dbra. A d = 2 ellenpélda

posetet, amit a fonti graf hataroz meg.

Ez nem szinezheto két szinnel, d = 2 feltétellel, mivel ha a fels6, A — C' —
D — FE utat nézziik, akkor A és D csicsokat kell 1-es szinnel szinezni, C' és E
csucsokat 2-es szinnel, mig az als6, A — B — E 1t szerint A és E 1-es szinfi,
B pedig 2-es, azaz F egyszerre 1-es és 2-es szin(i, ami ellentmondés.
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Indukcids 1épésként tegyiik fol, hogy valamely d-re mar tudjuk, hogy van
poset, ami nem szinezheto d szinnel. Legyen ez a poset P.

Most P-t kibévitve 1étrehozok egy P’ postet, amiben méar d+ 1 méretii mo-
nokromatikus ldnc is biztosan van. P’ a kdvetkezo: tekintsiik P egy példanyat,
legyen ez P, és rendeljiink minden eleméhez egy halmazt, legyenek ezek a
Plj halmazok. Ilyen egységhdl hozzunk létre 2d + 1 darabot, igy kapjuk a Pij
halmazokat, ahol ¢ € [1..2d 4+ 1] és j € [1..|P|]. Ezeknek a halmazoknak a
kovetkezd fontos tulajdonsaga legyen: mindegyik tartalmazzon N pontot, me-
lyek mindegyikébol menjen pontosan egy él, méghozza a halmazt meghatarozo
P/ pontba.

o—© @
o

4. dbra. A d = 3 esethez a d = 2 ellenpéldat kibovitem H halmazokkal. Ebbol
kell 7 példanyt venni.

15. Megjegyzés. N pontos értékét nem fogom meghatdrozni, csupdn azt kell
foltenniink, hogy elég nagy ahhoz, hogy a késébbiekben ez ne okozzon problémdt.

Tegyiik 61, hogy ebben a P’ posetben nincs d+ 1 méretii, monokromatikus
lanc!

Ekkor vegyiik észre, hogy minden rogzitett i-re Pij halmazok kozott leg-
alabb egy monokromatikus van, mivel az indukcios feltétel szerint P-ben van
n méretli monokromatikus lanc, és ezen lanc kezdépontjahoz rendelt halmaz-
ban csak eltérd szinli cstcsok lehetnek, hiszen a kezdépontot réjuk kicserélve
d + 1 méretii lancot kapunk, amibdl az utolso d cstics azonos szinfi.

Ezt a monokromatikussagot kihasznalva, extra éleket fogunk adni a
grafunkhoz, melyek d + 1 hosszi, monokromatikus lancokhoz fognak vezet-
ni. Ezt a kovetkez6é modon tehetjiik meg:

1. Az extra élek csak az utélag hozzdadott halmazok pontjai kozott futnak,
P, csucsai nem érintettek.
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2. Nem adunk hozza olyan élet, aminek a végpontjai azonos P;-hez tartozé
halmazokban vannak.

3. Egy cstcs legfeljebb egy hozzaadott lancban szerepelhet.
4. Egy lépésben d élet adunk a grafhoz, amik d + 1 hosszi lancot alkotnak.

5. Az Osszes lehetséges kiilonbozd (kiilonbéz P! halmazokon halad &t)
lancot hozzaadjuk a grafhoz, ami nem sérti az els6 két pontot.

Mivel N-et elég nagynak valasztottuk, ezek a lépések megtehetoek.

Az els6 két pont biztositja, hogy a monokromatikus halmazok tovabbra is
azok maradnak, az 1j élek nem valtoztatjak meg az ezt kikényszeritd lancokat,
valamint a P; halmazokat.

A harmadik pont garantalja, hogy a hozzdadott lancok diszjunktak, igy
valoban lancok, és pontosan d + 1 elemitiek.

Mivel van 2d + 1 monokromatikus halmazunk, ezért biztosan lesz koztiik
d+1, ami azonos szinben monokromatikus. Az 5. pont biztositja, hogy lesz egy
lanc, ami pontosan ezen a d 4+ 1 halmazon halad at, mindegyikbdl egy csticsot
valasztva, igy d + 1 elemii, monokromatikus lancot adva.

Ezzel ellentmonddsra jutottunk, azaz az igy megadott P’-ben tetszoleges 2
szinezése esetén van monokromatikus, d + 1 méretii lanc. O

2.7. Egy specialis eset tengelyparhuzamos téglalapokra

Az lattuk mar, hogy tengelyparhuzamos téglalapok esetében nincsnek jo
globdlis konstansok a tartalmazott pontok szaméra (d) és a szinek szaméra
(c), amikre ne lenne ellenpélda, mely mindenképpen tartalmaz monokromati-
kus téglalapot. Azonban mint paraméterek, mindenképpen érdemes foglalkozni
szinezhet6ségi kérdésekkel. Ackerman és Pinchasi [6] a Chen-féle eredmények
ismeretében a kovetkezot latta be:

10. Tétel. Minden k pozitiv egész esetén minden P n elemi sikbeli ponthal-
maz szinezheté O(k*logn) szinnel 1igy, hogy minden, legaldbb 2k — 1 pontot
tartalmazo téglalap tartalmaz legalabb k kilonbozd szint.

Maéar maga a tény, hogy ismeriink ilyen tételeket, figyelemre mélté. Azon-
ban ha k = 2 értéket rogzitlink, akkor egy ismeros feladatra kapunk javitott
korlatot.

3. Kovetkezmény. Minden n ponti sikbeli P ponthalmazra as(P) >

O(nlolgogrgln)
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Ez a korlat természetesen minden d > 3 esetén is igaz, azonban d értékétol
fiiggetlen. Azonban a d = 3 konkrét esetre igy azt tudjuk, hogy

2
nloglogn) < ay(P) < O(nlog logn

- Viogn

ami mar elég szlik tartomany a kordbban emlitett, &ltaldnos O(y/n) alsé
korlathoz képest.

O( )7

logn

2.8. Ekvivalens feladat magasabb dimenziéban

Helyezziik el a sitkunkat, amin a tengelyparhuzamos téglalapokat vizsgaltuk a
R* tér 11 = {(z,y, z,w)|zr +y = 0,2 + w = 0} sikjdra.

14. Definicié. Az R* tér eqy C(z0, yo, 20, wo) pontjdhoz, mint csicshoz tartozé
heztdansnak nevezzik a tér v < xo Ny < yo Nz < 2o Nw < wy részhalmazdt.

Ekkor egy C(zo,yo, 20, W) ponthoz tartozé hexténs és 11 metszete éppen
{(z,y,z,w)|zg < = —y < Yo,20 < z = —w < wp}. Ez pedig éppen egy
téglalap, melynek oldalai parhuzamosak a {x +y = 0,z = w = 0} és {z =
y=0,z+w = 0} egyenesekkel. fgy ezeket valasztva tengelynek, a téglalapunk
tengelyparhuzamos lesz. [4]

Ezzel a sikbeli tengelyparhuzamos téglalapok altal generalt hipergréafot
vissza tudjuk vezetni 4 dimenzids hextansok egy specialis esetére.

3. Dinamikus ponthalmazok és feneketlen
téglalapok

Ebben a fejezetben a geometriai hipergrafok egy masik osztalyaval fogunk meg-
ismerkedni, amikor az éleket generalé halmazcsalad a sik feneketlen téglalapjai.
Az el6z6 fejezethez hasonléan ismét taldlhatunk egy ekvivalens feladatot,
méghozza dinamikus ponthalmazok szinezését.

3.1. Dinamikus ponthalmazok

Induljunk ki a lehetd legegyszeriibb, geometriai hipergrafok szinezésével fog-
lalkozé feladatbdl: szeretnénk egy egyenesen fekvé pontokat k szinnel ugy
szinezni, hogy barmely k szomszédos kozott minden szin el6forduljon. Erre
persze a trividlis (és egyetlen helyes) megoldés, hogy egy tetszéleges pontbdl
kiindulva ciklikusan szinezziik 6ket, sorban haladva.
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Ez egy statikus feladat (csakugy, mint az eddigi 6sszes emlitett kérdés),
hiszen a se a feladat, se a megoldas nem valtozik idében. De mi torténik,
ha a pontok nem allanddéan vannak jelen az egyenesen, hanem csak bizo-
nyos idéintervallumokban? Az viladgos, hogy ekkor nem megoldhatd, hogy min-
den pillanatban k szomszédos kozott k szin legyen. fgy most egy olyan m(k)
értéket keresiink, hogy tetszéleges ponthalmaz (beleértve a megjelenéseket és
eltiinéseket) esetén minden pillanatban barmely m(k) szomszédos pont kozott
megtalalhato legyen a k szin.

15. Definicié. A P = {pi(ai,bi,xi)mi,bi,:ﬂi € Rya; < bi} halmazokat di-
namikus pontrendszernek nevezzik, ahol az eqyenes x; pontja a; pillanatban
megjelenik, és b; idépontban eltinik. Legyen P(t) = {x;a; <t < b;}.

16. Megjegyzés. Bdr a definicio akdr kontinuum sok pontra is értelmes, a
kordbbiakhoz hasonloan ismét csak véges sok ponttal fogunk foglalkozni.

17. Megjegyzés. Ha csak véges sok pont van, akkor ez a definicio ekviva-
lens azzal, ha megengedink tobbszori elo- €és eltinést is. Ez abbol kovetke-
zik, hogy minden pontnak van tres kornyezete, ahol a tobbszori eléforduldsait
szétbonthatjuk kilonbozd alappontok egyszeri eldforduldsdra.

18. Megjegyzés. Szintén a véges sok pont kovetkezménye, hogy ekvivalens a
nyilt és zart intervallumokra valo megkotés. Kényelmi okokbol nyilt intervallu-
mokkal dolgozunk.

A kovetkezo tétel azt mutatja, hogy ezek a feltételek a dinamikus pont-
rendszerre tul megengedéek, nem létezik megfelel6 m(k) fiiggvény.

11. Tétel. VI € N létezik P, dinamikus pontrendszer, hogy tetszdleges 2-
szinezése tartalmaz valamely Py(t) iddpontban | szomszédos, azonos szini
csucsot. [

Bizonyitds. Elészor tekintstik azt a G fat, mely [ szintbol all, és minden nem
levél cstuicsnak [ gyereke van. Ezen cstucsokon legyen 1) az az 1 regularis hi-
pergraf, melynek élei a

1. testvérek (azaz azon csticsok, melyeknek kozos a sziildje),
2. gyokérbdl a levelekbe vezet6 utak.

Ekkor T; minden 2-szinezése tartalmaz monokromatikus élt, mert ha a
testvéreket tartalmazé élekre teljesiil a tobbszintiség, akkor a gyokérbol moho
modon talalunk egy egyszinii utat egy levélig.
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5. dbra. T3 és a neki megfelel6 dinamikus ponthalmaz. ||

Most mutatunk egy P, dinamikus ponthalmazt, mely éppen |7;| pontot
tartalmaz, és az intervallumok (az idépontokat figyelembe véve) tartalmazzak
T; éleit.

Feleltessiik meg a p; pontokat a G graf v; csicsainak. Ekkor legyen x; a G
grafon futtatott keresés soran v; elérési szama.

A megjelenési és eltiinési idépontokat is természetesnek valasztjuk, mindet
kiilonbozonek, a kovetkezo sorrend szerint:

1. Ismét mélységi keresést hajtunk végre a csicsokon, ez alapjan hatarozzuk
meg a sorrendet.

2. Amint egy csicsot elériink, 6 és a testvérei megjelennek (ha mér jelen
vannak, nem tesziink semmit).

3. Amint egy cstcsot befejeziink, eltiinik.

Ekkor a testvéreknek megfelelé hiperélek valéban jelen lesznek, mivel a
testvérek egyszerre jelennek meg és értéket tekintve csak az 6 leszarmazottjaik
lehetnek kozottiik, akik még nem jelentek meg ebben a pillanatban.

Utak vizsgalatahoz véalasszunk egy tetszoleges p; levelet.

1. Lemma. A hozzd vezetd it pontjai jelen vannak és szomszédosak a P(b;—e€)
pontok kozott.

Bizonyitas. 1. Az 1t pontjait méar biztosan elértiikk, de még egyiket sem
zartuk le a b; — € pillanatban, a mélységi keresés tulajdonségai alapjan.

2. Egy gyokér-levél ut a gyokértdl tekintve monoton névé. Azaz a pon-
tok akkor és csak akkor szomszédosak, ha minden csicsot, ami nincs az
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utban, és az elérési szama kisebb, mint a levélé, mar le is zartunk. Ez

viszont megint teljesiil a mélységi keresés tulajdonsagai alapjan.
]

Tehat van olyan idépont és intervallum, mely kizarolag [ darab azonos szinti
pontot tartalmaz P koziil.[!

[]

19. Megjegyzés. A mélységi keresések sordn, ha valasztdsi lehetdségunk van,
mindig az index alapjan legkisebbet valasztottuk. Igy mindig azonos sorrendben
érjuk el a csucsokat.

Mivel ez az eredmény lezarja az &ltalanos dinamikus pontrendszerek
kérdését, tegylink egy megszoritast: ha egy pont egyszer megjelent, tobbet
nem tinik el.

Ekkor van szinezési algoritmus, mely m(k) = 3k — 2 fels6 korlatot ad. [

Az algoritmus szemi-online, azaz gy is miikodik, ha elére nem tudjuk az
Osszes pontot és megjelenési idejét, csupan a megjelenés pillanataban kap-
ja meg az algoritmus. Azonban nem azonnal szinezi ki (ekkor online-nek ne-
veznénk), hanem fenntart egy még szintelen pontokbdl allé halmazt, melyeket
kés6bb szinezhet ki.

16. Definicid. Résnek nevezzik eqy adott szin két pontja kézotti pontokat; az
adott szint legszélsé pontok és a sor vége kozotti pontokat; illetve amennyiben
az adott szin még nincs jelen, akkor a teljes sort.

Az algoritmus két tulajdonsagot tart fent:
1. Minden szin esetében egy résben legfeljebb 3k — 3 pont van.

2. Ha egy adott szin mar jelen van, akkor minden rés legalabb k& — 1 pontot
tartalmaz

Kezdetben, amkor 0 pontunk van, mindkét feltétel teljestil.

Ha valamely koztes 4&llapotban megjelenik egy pont, akkor az 6
szintelenként valo beillesztése a 2. feltételt nem sértheti. Amennyiben az elsét
sérti, akkor haladjunk sorban a szineken, melyeknél lesz egy 3k — 2 pontot
tartalmazdé rés. Egy adott i szin esetében biztosak lehetiink benne, hogy a rés
kozépso k pontja tartalmaz szintelen pontot, a 2. feltétel miatt. Az egyik ilyen
szintelen pontot szinezziik ki ¢ szintire. Ezzel az ¢ szinre mindkét feltétel hely-
reallt, a tobbi szin esetében pedig semmi nem véltozott. Ismételgessiik ezt,
ameddig minden szint helyre nem &llitottunk, majd haladjunk tovabb az 1j
pontra.
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Az algoritmus végén, amikor elfogynak a pontok, a szintelen pontokat sza-
badon szinezziik, ez az 1. feltételt nem zavarja meg. Igy tetszoleges egymast
kovets 3k — 2 pont kozott minden szint megtaldlunk. !

20. Megjegyzés. Online algoritmus nem létezhet, semmilyen korldttal. Te-
kintsuk a k = 2 esetet. Ha van egy online algoritmus, akkor a pontok
érkezhetnek gy, hogy a mindenkori dllapot 1. szini pontok eqy sorozata, majd
a 2. szind pontok eqy sorozata. Amennyiben az uj pont mindig a két sor kozé
érkezik, az allapot megmarad, és nem kaphatunk jo szinezést.

3.2. Feneketlen téglalapok

17. Definici6. Feneketlen téglalapnak nevezzik a sik egy {(z,y) € R?a <
x<by< c} ponthalmazdt.

21. Megjegyzés. Bdr a definiciobal kovetkezik, ki kell emelnink, hogy a fe-
neketlen téglalapokat is tengelyparhuzamosnak tekintjik.

12. Tétel. Amennyiben a bevezetésben megfogalmazott dltaldnos problémdban
A halmaz elemeinek a feneketlen téglalapokat vdlasztjuk, akkor a szinezési
probléma ekvivalens az elébb vizsgdlt, egyenesen fekvd, el nem tind dinami-
kus pontrendszerek szinezésével. [

Bizonyitds. Egy (x,y) par és egy (a, b, ¢) hdrmas felfoghat6 egy sikbeli pontnak
és egy feneketlen téglalapnak, melyek tartalmazasi viszonyban vannak akkor és
csak akkor, ha a < z < b és y < ¢; illetve egy y pillanatban megjelend, x pont-
nak egy egyenesen, mely benne van az (a;b) intervallumban a ¢ id6pillanatban
akkor és csak akkor, haa <z <bésy < ¢ .2 O

Miutan van szinezési algoritmusunk 3%k — 2-re, felmeriil a kérdés, hogy mi
lehet az altaldnos also korlat? A jelenlegi legjobb, amit ismeriink, a kovetkezo
tétel:

13. Tétel. Minden elég nagy k értékre létezik eqy P ponthalmaz, hogy minden
k-szinezéshez létezik eqy feneketlen téglalap, mely 1,677k — 2,5 pontot tartal-
maz, és nem tartalmaz minden szint. [5]

A bizonyitas hosszii szamolas tutjan jut el a kozolt eredményig, ami
szamunkra nem tul érdekes. Azt azonban mindenképpen meg kell jegyezniink,
hogy konstruktiv példaval dolgoznak a szerzok.
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6. abra. Ez a konstrukcid, melybdl az alsé korlat kijon. [5]

3.3. Ekvivalencia oktansokkal

Ha kiléptink az eddig haszndlt sikbol, és térbol szemléljik a sikbeli
problémankat, akkor a tjabb ekvivalens, mar ismert feladatra vezethetjiik
vissza a feneketlen téglalapokat.

18. Definicié. A tér egy C(xo,z20,Y0) pontjahoz, mint csicshoz tartozd
oktansnak nevezzik a tér x < xo Ny < yo Nz < zg részhalmazdt.

22. Megjegyzés. Mivel a téglalapjaink tengelypdarhuzamosak, ezért az
oktansokat is annak definidljuk.

Agyazzuk be a sikunkat a tér x = y sikjaba, gy, hogy a sik y tengelye a
tér z tengelye, a sik x tengelye pedig a tér x = y, z = 0 egyenese legyen.

14. Tétel. A sik pontjain a feneketlen téglalapok és oktansok dltal generdlt
hipergrafok megegyeznek. [4)]

Bizonyitds. Elészor vegyiik észre, hogy ha az oktans csicsa a y < x féltérben
van, akkor a sikkal val6 metszete tires, igy ezeket elhagyhatjuk.

Most nézzitk meg, hogy mi C'(xg, 3o, z0) csucsi oktans és a sik metszete. A
definiciékbdl adodé x = yNz < 2o Ny < yo N 2z < 2y alakot informativabb
forméra hozva: (x =yNz <zo)N(z=yNy <y)N(z=yNz < z). Ez nem
mas, mint a sikon 3 félsik metszete, méghozza a sik koordindtarendszerében
felirva rendre z < 2z, * > —2yy és y < 2. Ez pedig definicié szerint
éppen a (—v/2yo, V2, 29) harmassal jellemzett feneketlen téglalap. Mivel pe-
dig a feneketlen téglalapokat jellemz6 harmasokra éppen ennyi volt a kikotés,
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hogy = < y, igy a feneketlen téglalapok és a megmaradt oktanok kolesonosen
megfeleltethetdek egymésnak. n

23. Megjegyzés. Természetesen az oktansok felirhatoak gy, mint egy
hextins €s a megfelelo altér metszete. FEzdltal csakigy, mint a ten-
gelypdrhuzamos téglalapok problémdaja, a feneketlen téglalapok is visszavezet-
hetéek eqy specidlis, hextdnsok dltal generdlt hipergraf szinezési feladatdra.

3.4. Specialis esetek

Végezetiil lassunk két példat, k = 2 és k = 3 esetekben.
k = 2 esetén a szinezési algoritmus szerint 4-es tartalmazasra tudunk algo-
ritmust. A kévetkezé ponthalmaz pedig 3-as tartalmazasra ad ellenpéldat:

Mivel a C halmazt tartalmazza egy feneketlen téglalap, ami semmi mast
nem tartalmaz, ezért a benne 1évo 3 pont szinezése biztosan a,a,b valamilyen
sorrendben. Amennyiben az 1-es pont a b szinti, akkor a D halmaz mindharom
eleme is b szin{i, mivel egyesével hozza lehet 6ket metszeni a 2-es és 3-as pont-
hoz egy feneketlen téglalappal. Ez viszont ellentmondéas, mert a D 6nmagaban
lehet egy feneketlen téglalap tartalma. Ugyanez a gondolatmenet igaz a B hal-
mazra, amennyiben a 3-as pont szine b; illetve az A halmazra, ha a 3-as pont
szine b.1

k = 3 esetén az algoritmusunk 7 tartalmazasra tud szinezést, az also
korlatra viszont a tétel nem mond semmi hasznosat. 4-es tartalmazésra a
kovetkezo ellenpéldat talaltam, onallé eredményként:
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Itt a ferde sorban 1év6 pontok koziil barmely két szomszédosat 6ssze tudjuk
metszeni a két kiillonalloval egy feneketlen téglalapban, illetve barmely harom
szomszédosat a kiilonallok koziil a kozelebbivel. Ezen feliil 4 szomszédost is
mindig ki tudunk metszeni.

Két eset van a kiilonallé pontok szinezése szerint: ha egyformék, akkor a
242 tipusu téglalapok miatt a ferde sorban csak a mésik két szin fordulhat elo,
felvaltva. Ekkor viszont a 4 + 0 tipusu téglalapok csak két szint tartalmaznak.
Ha a kiilonéllé pontok szinezése a, b ; akkor a ferdékre harom feltételiink van:
minden 4 szomszédos kozott van a, minden 3 szomszédos kozott van b, és
minden 2 szomszédos kozott van ¢ szinti. Ez viszont 12 egymast kovetd pontra
13 megkovetelt szin, ami ellentmondas.

4. Nyitott kérdések

Mindenképpen az egyik legfontosabb nyitott kérdés, hogy milyen tovabbi al-
kalmazasi lehetoségek rejlenek a geometriai hipergrafokban. En személyesen
ugy érzem, hogy sok vald életbdl szarmazo problémét lehetne talalni, ami geo-
metriai hipergrafokra vezetheto vissza.

Természetesen adddik a kérdés, hogy a jenleg ismert, itt kozolt alsé és fels6
korlatokon lehet-e javitani, illetve a koztiik 1év6 nagy tévolsdg miatt felmeriil
a kérdés, hogy a pontos eredmény vajon melyikhez all kozelebb? Itt ismét
személyes véleményem, hogy az alsé korlatot jelenté Erdés-Szekeres féle O(y/n)
és egyszertien haromszogmentes grafokbdl kapott O(y/nlogn) tiil dltaldnosak,
nem hasznalnak ki minden feltételt, ami a problémaval adott.

Feneketlen téglalapok esetében az alsé és felso korlat is linearis, azonban
itt is van lehetdség javitasra. Az alsé korlat esetében taldn tigyesebb konst-
rukciéval, pontosabb szamitassal lehetne tizedeket nyerni, mig felsé korlat
esetén az adott algoritmus szemi-online, ezt a kitételt elhagyva lehet lehetoség
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javitasra.

Végiil természetesen adddik a kérdés, hogy milyen rokon feladatokat lehet
talalni posetek, téglalapok, oktansok vagy hextansok segitségével.

Egy konkrét sejtés, amivel foglalkoztam, de nem jutottam megoldasra, hogy

ha minden tengelyparhuzamos téglalap helyett csak az azonos teriiletlicket
tekintjik, akkor is igazak lesznek-e a 2.4 szakasz tételei.
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