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ker df ⊂ TM
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N
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f : M → N

�! /&�&'�( �� �) �! !&��4)'��!
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)A�) ��

f(x1) = f(x2) = · · · = f(xk) = y ∈ N
13)

xi 6= xj (i 6= j)
)A&�

)A& !31!#�(&! �"
dfx1, . . . ,
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dfxk
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TyN
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f : M → N

�! /&�&'�( �� �) �! !&��4)'��!
&'!& �� �)! �4� &)
&�)&�!��� �! )'��!
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f : M → N
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f̃ : M → N ×R
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Mn �&)

M (r) = M ×M × · · · ×M
 &��)& �)!

r
4��� 0�')&!��� #�.&' � ��' � " �#

f : M → N
�&)

f (r) : M (r) → N (r) =

f × f × · · · × f
 &��)& �)!

r
4��� 0�')&!��� #�.&' �

� ;���	��� � � I&)

∆r(V ) = {(x1, . . . , xr) ∈ V
(r) : (∃ i 6= j)(xi = xj)}

δr(V ) = {(x, . . . , x) ∈ V (r)}

 &��)& )A& ��) �� )A& ��''�.  ��/����! ��
V (r) ��' ��* " ������ 

V
�

� ;>�
� � � 6�"& #'�# &')�&! �� � " �#
f : M → N

(�� 1& ��(&�* &�#'&!!& 
3!��/ )A&!& (��!)'3()���! � �) �! &�!* )� !&& )A�)

f
�! !&��4)'��!
&'!& �� �� ���*

��
f (r) �! )'��!
&'!& )�

δr(N)
�3)!� &

∆r(M)
��' &
&'*

r
� �� )A& �)A&' A�� 

f
�! �� �""&'!��� �� �� ���* �� ��' &
&'*

r
)A& (��!3'& ��

f (r)−1
(δr(N))\∆r(M)

�!  �!� ���) �'�"
∆r(M)
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)A& '&��)��� (���& (�1�' �!" �

� ;���	��� J � @.� "������ !
Mn �� 

Nn �� )A& !�" &  �" &�!��� �'& !�� 
)� 1 & �������� 	 �� )A&'& &� �!)! � (�"#�() " ������ 

W n+1 . �)A 1�3� �'*

∂W = M q N
� �) �! .&�� ���. )A�) )A�! �! �� && �� &�3�
��&�(& '&��)��� �

@A& &�3�
��&�(& (��!!&! �'& (���& (�1�' �!" (��!!&! �
�) �! &�!* )� !&& )A�)  �!� ���) 3���� /�
&! � .&��  &��& �  �)��� �� )A&

(�1 �' �!" (��!!&! ��
n
4 �" &�!����� " ������ ! � @A& &"#)* " ������ �()! �!

)A& 3��) &�&" &�) � �� &
&'* (��!! A�! �� ��
&'!& � @A�! " ��&! )A& !&) ��
(�1 �' �!" (��!!&! ��)� � /'�3#  &��)& 1*

Nn

�� (���& )A&
n
4 �" &�!�����

(�1 �' �!" /'�3# �
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�� )A& (�1�' �!" (��!!&! �� )A& " ������ ! � @A�! �1!&'
�)��� ����. ! ��& )�  &4
��& � "3�)�# ��(�)��� �� )A& (�1�' �!" (��!!&! � @A�! " ��&! )A& /'�3#

⊕∞
n=1Nn��)� � /'� & '��/  &��)& 1*

N∗
�� (���& )A& (�1 �' �!" '��/ �

6�"&)�" &! .& .��) )� (��!� &' �'�&�)& "������ ! ���*� @A& (�1 �' �!"
'&��)��� A�! �)!  �'&() �����/3& ��' �'�&�)& " ������ ! �! .&�� � @A& '&!3�)��/
'��/ �!  &��)& 1*

Ω∗
�

@A& (�1�' �!" '&��)��� (�� 1 & &�!��* &�)&� & �'�" "������ ! )� " �#! �
I&)
F

 &��)& � ��" ��* �� " �#! )� � �� & "������ 
N

� ��' &��"#�&
F

(�3� 
1 & ��� )A& �""&'!���! " �##��/ )�

N
� �' ��� )A& #'�" "�#! "�##��/ )�

N
�

&)( � @A& "�#! ��
F

. ��� 1 & '&�&''& )� �!
F
4" �#! �

� ;���	��� H � @.�
F
4" �#!

fi : Mn
i → Nn+k �'& !�� )� 1 &

F
4 �������� 	 ��

)A&'& �! � (�"#�() " ������ 
W n+1 . �)A 1�3� �'*

∂W = M1 qM2
�� ��

F
4" �#

F : W → N×[1, 2]
!3(A )A�)

F−1(N×{i}) = Mi

�� 
F |Mi

= fi×{i}
�

6�" ���'�* )� )A& " ������ (�!& )A�! �! �� &�3�
��&�(& '&��)��� � @A& &�3�
4
��&�(& (��!!&! ��/��� (���& (�1�' �!" (��!!&!� ��'" � /'�3# . �)A )A&  �!4
� ���) 3���� �� !�3'(& " ������ ! 1 &��/ )A& �  �)��� � @A&!& /'�3#! �'&  &4
��)& 

Nn(N), Immn(N),Primn(N),Morinn(N)
.A&� '&!# &()�
&�* )A& ��" ��*

F
(��!�!) �� ��� " �#! � �"" &'!���! � #'�" "�#! �' ��'�� " �#! �
�� )A& (�!& ��

N = Rn+k .& !A��� . '�)&
Imm(n, k)

��!)&� ��
Immn(Rn+k)

�� !�" ���'�* ��' )A& �)A&' )*# & �� " �#! �

� ;���	��� � � �3!) �! �� )A& (�!& �� " ������ ! � .& /&) �'�&�)& 
&'!���! ��
)A&!& (�1�' �!" /'�3#! �� .& '&!)'�() �3'!&�
&! )� " �#! 1 &).&&� �'�&�)& 
"������ ! �

@A& �'�&�)& (�1�' �!" /'�3#! �'&  &��)& 1*
Ωn(N)

�
ImmSO

n (N)
�

PrimSO
n (N)

�
MorinSO

n (N)
'&!# &()�
&�*� �� )A& (�!& ��

N = Rn+k .& . ���
3!& )A& ��)�)���

ImmSO(n, k)
&)( �

L



� �� � � �� �� ���� 
�
� �	
��
���

0��!� &' � /&�&'�( �""&'!���
f : Mn → Nn+k � @A&

r �
� ��� � ��� 	� ��

f
�'& )A�!& # ���)! ��

N
.A�!& #'&�" �/& (��!�!)! �� &��()�*

r
 �	&'&�) #���)! �

�& !A���  &��)& )A�! !&)
Nr

� @A�! �! ��) ��.�*! � (��!& !&) ��
N

� �)!
(��!3'&

N̄r

(��!�!)! �� )A�!& # ���)! )A�) A�
& �) �&�!)
r
 �!)��() #'&�" �/&! �

6&)
Mr = f−1(Nr)

)� �1)��� )A&
r
4��� # ���)! ��

f
�� )A& !�3'(& " ������ �

�� �&)
M̄r

 &��)& �)! (��!3'& �
@A& !&)!

Mr

�� 
Nr

�'& /&�&'���* ��) !31"������ ! ��
M

�� 
N

13)
)A&* �'& �" �/&! �� ����4/&�&'�(� �""&'!���! �� " ������ ! � 
 &'& .& '&(��� )A&
.&��4���.� (��!)'3()��� )� �� )A& ��)�)��� � I&)

M̂r(f) = {(x1, . . . , xr) ∈ M
(r) : f(x1) = · · · = f(xr), (i 6= j)⇒ (xi 6= xj)}.

@A& !*""&)'�( /'�3#
Sr

�()! �� )A�! !&) �'&&�* �� )A& �1
 ��3! .�*� I&)

[x1, . . . , xr]
 &��)& )A& &�3�
��&�(& (��!! ��

(x1, . . . , xr)
� �� )A& �)A&' A�� 

Sr−1
��!� �()! �'&&�* �� )A& ��!)

r− 1
(��' ���)&! � 
 &'& )A& &�3�
��&�(& (��!!

��
(x1, . . . , xr)

�!  &��)& 1*
(x1, [x2, . . . , xr])

� @A& !&)! �� &�3�
��&�(& (��!!&!
�'&  &��)& 1*

∆̃r(f) = M̂r(f)/Sr

∆r(f) = M̂r(f)/Sr−1.

@A&'& �'& ��)3'�� � .&��  &��& "�##��/!

f̃r : ∆̃r(f)→ N f̃r([x1, . . . , xr]) := f(x1)

fr : ∆r(f)→M fr(x1, [x2, . . . , xr]) := x1

sr : ∆r(f)→ ∆̃r(f) sr(x1, [x2, . . . , xr]) := [x1, . . . , xr].

@A& �" �/&! ��
f̃r

�� 
fr

�'& (�&�'�*
N̄r

�� 
M̄r

�� )A&* �'& 1�� &()�
& )� )A&
#���)! )A�) A�
& "3�)�# ��(�)* &��()�*

r
� �� )A& �)A&' A�� 

sr

�! (�&�'�* ��

r
4!A&&)& (�
&'��/ �

5



@A& !&)!
∆̃r(f)

�� 
∆r(f)

�'& (���& )A&
r
4��� "3�)�# �&4# ���) " ������ ! ��

f
�� )A& )�'/&) �� !�3'(& '&!# &()�
&�*� @A&* �'& �� && "������ ! � 0��!� &'

)A&
r
4��� #'� 3()

f (r) : M (r) → N (r) � 0 �&�'�*

M̂r(f) = (f (r))−1(δr(N)) \∆r(M).

6��(&
f

�! � /&�&'�( �"" &'!��� �!&& C&"�'� �� �
f (r) �! )'��!
&'!�� )�

δr(N)
�� )A3!

M̂r(f)
�! � " ������ ��  �" &�!���

n − (r − 1)k
� 6� ��)&' ��()�'��/

�3) . �)A )A& �'&& /'�3# �()���! .& !)��� /&) " ������ ! �

� ;>�
� � � I&) 3! ��)& A�. )A& "3�)�# �&4#���) " ������ !  &# &� �� )A&
" �#

f
� ��

f
�! (A��/& 1* � '&/3��' A�"�)�#*� )A&� )A& (�1 �' �!" (��!!&!

��
fr, f̃r,∆r(f)

�� 
∆̃r(f)

'&" ��� )A& !�"& � @A�! �! &�!��* !&&� 1* � /&�&'�(4
#�!�)��� �'/3"&�) � @A�! '&" ���! 
��� ��'

f̃r

�� 
∆̃r(f)

&
&� ��
f

�! (A��/& 
1* � (�1�' �!" � @A�! &�#����! .A* �) �! ��)3'�� )� (��!� &' (�1�' �!" .A&�
 &����/ . �)A "3�)�# �&4# ���)! �

� �� ��
�� �	� �
�
��

� ;���	��� � � %�
&� � !" ��)A " �#
f : M → N

.A&'&
dimM ≤ dimN

�
� #���)

x ∈ M
�! !�� )� 1 & �

Σi #���) �� )A& (�'��� �� �& � )A&  �" &�!���
�� )A& �&'�&�� ��

dfx : TxM → Tf(x)N
�! �) �&�!)

i
� @A& !&) �� !3(A #���)!

�!  &��)& 1*
Σi(f)

� ��
i1 ≥ i2

)A&� .& (��  &��&
Σi1,i2(f) = Σi2(f |Σi1(f))

�
@A�! " &)A� (�� 1& (��)��3& '&(3'!�
&�* )� /�
& )A&  &���)��� ��

Σ(i1,i2,...,ir)

#���)! � .A&'&
i1 ≥ i2 ≥ · · · ≥ ir

� @A�! (��!!��(�)��� �� !��/3��' #���)! �!
(���& )A& @A�"4���' "�� )*# & � ��'  &)���! !&& & �/ � ��� �
� ;>�
� � � ��

f : M → N
�! � � ���� "�# )A&� �) A�! ��

Σ2 #���)! � @A&
!��/3��'�)�&! �� !3(A " �#! �'& (��!!��& 1* )A&�' @A�"4���' "�� )*# & � .A�(A

(�� ���* 1 &
Σ

r︷ ︸︸ ︷
(1, 1, . . . , 1) = Σ1r

��' !�" &
r ≥ 0

� ��� )A& ��)�)��� �� ��� )A�!
�!
Ar

��

7



� � � �� ������� ��� ����� ���

�3�)�# �&4#���) " ������ ! A�
& 1 &&� ���/ !)3 �& �'�"  �	&'&�) 
 �&. 4
#���)! � �'�" )A& #���) �� )�#���/* )A& �3&!)��� �'�!&! �! �����. ! � % �
&�
� /&�&'�( �"" &'!���

f : Mn → Nn+k � �! �) # �!!�1�& )� &�#'&!! )�#���/�(��
��
�'���)! �� �)! "3�)�# �&4#���) " ������ ! 3!��/ ��
�'���)! ��

M,N
�� 

f �
@A& �'!) !3(A �3&!)���! (��!� &'& .&'& )A& A�"���/* (��!!&! �� )A&

"3�)�# �&4#���) " ������ ! � �) )3'�& �3) )A�) �� && )A&!& A�"���/* (��!!&!
�'& '&��)& )� &�(A �)A&' �� � !�"#�& .�* )A�) ��(�3 &! ���* ��))�& ����'" �)���
�'�"

f
���"&�* )A& �3�&' (��!! �� �)! ��'" �� 13� �& �� 

f ∗ � )A& �� 3(& " �#
�� (�A�"���/* � � @A& ��'"3�� .�! � '!) !)�)& 1* I�!A�� �� 6" ��& �7� 13)
�) )3'�& �3) )� 1 & #�')����* ���!& � �) .�! (�''&()& 1* 
 &'1 &') �+� �� ��)&'
C��/� ��L� /�
& � !�"#�& �� 
&'* /&�" &)'�( #'��� �

	
;�
;> � �� ;

 ;
	 �� =�
>
9� � � ��	
f : Mn → Nn+k �� � � �� ����

��� ������ � �� �� 	� � �������� �� 	� �
r �	�� �� � ��� 	 � �	�� N̄r(f)

���
M̄r(f)

����� � ����� �� 	� � ����� �� � �	�
Z2

���� ���� 	� � � ���	��� ��
nr

���
mr

	� ���
� ��� ���� ��� �� ��

N
���

M
���� ��	����� ��� � �		���

e = e(νf)
� � �����

mr = f ∗(nr−1)− e ·mr−1

�� ��	�
M

���
N

��� ����� 	�� ���
k

�� ����� 	� �� 	� � � � �	�� ���� ��� 	
� ���� ���� ��� �� � ���� � ��	��� � ����� 	�	��� � ���� �� � ��� �� 	��� ��	

mr

���

nr

�� ��� �� ����� ����� �� � �	� �� 	�� �� ���� ���� 	� ��� 	� � � ��� � �� ��� ����
�� ��� �� �	� ���� ��� � � ��� �
� ;>�
� � � ��' �'�&�)& "�#! �� �  (� �" &�!��� )A& "3�)�#�&4# ���)! ��
)A& )�'/&) " �/A) 1 & ���4�'�&�)�1�& �� �� )A& !�3'(& )A&'& �! �� (�����(��
(A��(& �� �'�&�)�)��� �


 &'& .& #'&!&�) � /&�&'���B�)��� �� )A�! ��'"3�� )A�) ����. ! 3! )� " �
&
�'�" A�"���/* (��!!&! )� (�1�' �!" (��!!&! �� �! 1�!& �� � &�! �� C��/� �
 �"�)� �� 6B�(! �

�E



� �� ��� ��
��	����� �� �� �� ���� 
�
� �
��� �	

%�
&� � /&�&'�( �"" &'!���
f : Mn → Nn+k .& (�� )'* )�  &)&'" ��&

)A& (�1 �' �!" (��!! �� �)! "3�)�# �&4# ���) " ������ ! ��!)&� �� )A& A�"���/*
(��!!&! )A&* '&#'&!&�) � �) �! .&�� ���.� )A�) )A& (�1�' �!" (��!! �� � " ������ 
 &# &� ! ���* �� �)! (A�'�()&'�!)�( �3"1&'! � )A3! �) !3� (&! )� (��(3��)& )A&!&
�3"1&'! � ��!)&� �� &
��3�)��/ � (A�'�()&'�!)�( (��!! �� )A& "3�)�# �&4#���)
" ������ �� �)! �3� �"&�)�� (��!! .& (�� )��& �)! #3!A4��'.�' ��)�

M
�� 

&
��3�)& �) ��
[M ]

� ��'�" ��. ��
[M ]

. ���  &��)& )A& �3� �"&�)�� (��!! ��
)A& " ������ 

M
� 3��&!! �)A&'. �!& " &�)���& �� 6� �3' /��� ��. �! )� &�#'&!!

)A&!& #3!A4��'.�' ! �� )&'" ! ��
M,N

�� 
f
� @�  � !� .& !&) 3# ��'"3��!

��
��
 ��/ )A& #3!A4��'.�' ! �
� ! �) )3'�! �3) )A&!& ��'"3��! �'&  �'&() /&�&'���B�)���! �� 
 &'1 &') D! �'�/4

���� ��'"3�� � @A�! �! !�"#�* 1 &(�3!& )A& '&#'&!&�)& (�A�"���/* (��!! �!
&��()�* )A& #3!A4��'.�' �� )A& 3��) &�&" &�) �� )A& (�A�"���/* '��/ �� )A&
"3�)�# �&4#���) " ������ �

�3' '&!3�) �� )A& � &� �� )A& #'��� A�! �)! '��)! �� )A& .�'�! �� 6B�(! �� 
 �"�)� � 6B�(! ��,� 3!& )A& 
 &'1 &')4C��/� ��'"3�� �� )A& �'�&�)& (�!& ��'
 �31�&4#���) " ������ ! ��

K
4)A&�'* �� )'��!��)& �) )� �' ���'* (�A�"���/*


 �� )A& 0A&'� (A�'�()&' )� �1)��� � !&�3&�(& �� ��'"3��! ��
��
 ��/ #3!A4
��'.�' ! �� -��)'� �/�� (��!!&! �� )A&  �31�&4# ���) " ������ �

 �"�)� �2� 3!& )A& 
 &'1 &')4C��/� ��'"3�� �� )A& 3��'�&�)& (�1 �' �!"
(�A�"���/* �� )'��!��)& �) 
 �� )A& ���' " �� A�"�"�'#A�!" )� �1)���
� !&�3&�(& �� ��'"3��! ��
��
 ��/ )A& #3!A4��'.�' ! �� )A& 6)�&�&�4� A�)�&*
(��!!&! �� )A& "3�)�# �&4#���) " ������ ! �

I�)&' �� ��$ � 6B�(! ��
&!)�/�)& )A& (�!& �� �'�&�)& " ������ ! �""&'!& 
�� �3(�� &�� !#�(& � � !��/ � � �)'�)��� �� )A& "3�)�# �&4#���) " ������ A& (�3� 
(��(3��)& �)! -��)'� �/�� �3"1&'! . �)A�3) #3!A��/ )A&" ��'.�' )�

M
�

@A& "&)A� #'&!&�)& A&'& /�
&! � /&�&'�� '&!3�) (��)�����/ ��� )A'&&
�1�
& '&!3�)! �) )A& !�" & )�" & �� .A�(A �
�� ! (�"#��(�)& A�"���/�(��

��



(��(3��)���! �' )A& 3!& �� ��)3'�� )'��!��'" �)���! 1 &).&&� &�)'��' ���'* (�4
A�"���/* )A&�'�&! �� �' ���'* (�A�"���/*�

� �� �� � ���� �� 9;>>�

�& �&& )A& ��)��� �� !314(�')&!���  ��/'�" �� ).� �&""�! �'�" ��L� �
�� )A& !&�3&�

ν
��.�*!  &��)&! )A& ��'" �� 13� �& �� �� �""&'!��� �

�;>>� � �� ���� � �
fr

���
f̃r

��� � ��� �� ��� ������� � �	� ���� � � ���� ���
ν �

fr
= (ν

(r)
f |M̂r(f))/Sr

���
νfr

= (0× ν
(r−1)
f |M̂r(f))/Sr−1

�
� ;���	��� � � � (�""3)�)�
&  ��/'�" �� #'�# &' �""&'!���! �
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fA

...............................................................................................................
..

.....
..
..
..
.

fB

...............................................................................................................
..
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..
..
.
..

α

.
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.

..

..

β

�! !�� )� 1 & �������	����� ��

���
fA × fB : Z → A × B

�! �� &"1&  ��/ ��)�
{(a, b) ∈ A × B : α(a) =

β(b)}
�

���� )A& �����. ��/ !&�3&�(& �! &��() �

0→ TZ
d(fA×fB)
−−−−−→ f ∗

ATA× f
∗
BTB

(dα−dβ)
−−−−−→ f ∗

Aα
∗TX

@A& � '!) (�� �)��� �� )A&  &���)��� !�*! )A�)
Z

�! )A& ��)&'!&()��� ��
A

�� 
B

.A&'& "3�)�# �& ��)&'!&()���! �)A�) �! � #���)! )A�) �'& "3�)�# �& ��'
α

�'
β
� �'& (�3�)& . �)A �##'�#'��)& "3�)�#��(�)*� @A& !&(�� (�� �)��� !�*!

)A�) )A& ��)&'!&()��� �! (�&�� �� )A& )&'" �����/* �� �3���&� �(� ��$ �� � )A�)
�! � )A& )��/&�) !#�(& �� )A& ��)&'!&()��� " ������ �! �� (���* )A& !�" & �! )A&
��)&'!&()��� �� )A& ).� )��/&�) !#�(&! �

��



� ;���	��� �? � �� � !314(�')&!���  ��/'�"
E =

(��&'
(dα− dβ)

�! (���& )A&
�� ���� ���	�� 13� �& �

I&)
h∗

 &��)& ��* /&�&'���B& (�A�"���/* )A&�'* . �)A #'� 3()! �� �&)

eh

 &��)& )A& �3�&' (��!! �� � 
&()�' 13� �& ��
h∗

�

�;>>� � �� ���� � � ��
A,B,X

���
Z

���
h������ 	���� 	� ��

α∗β!(c) =

fA!(eh(E) · f ∗
B(c))

� ���� � �� ���
c ∈ h∗(B)

�
�& .�3� ���& )� �##�* I&""� � . �)A

X = N,A = M,B = ∆̃r−1(f), α =

f, β = f̃r−1
!��(& )A&

r
4)3#�& # ���)! �'& �� )A& ��)&'!&()��� �� )A&

r − 1
4)3#�&

#���)! . �)A )A& �" �/& ��
f
� �) �! &�!��* !&&� )A�) �� )A�! (�!& .& A�
& )� !&)

Z = ∆r(f)∪∆r−1(f)
� )A�) �! )A&  �!� ���) 3���� �� )A&

r
4)3#�& #���) " ������ 

�� )A&
r− 1

4)3#�& # ���) " ������ � @A& " �#!
fA

�� 
fB

A�
& )� 1 &  &��& 
�! 1 &��. )� "��& )A&  ��/'�" � #3��41�(�  ��/'�" �

fA|∆r(f) := fr fB|∆r(f) := pr

fA|∆r−1(f) := fr−1 fB|∆r−1(f) := sr−1


 &'&
pr : ∆r(f)→ ∆̃r−1(f)

�! )A& #'�� &()��� "�#  &��& 1* )A& ��'"3��

pr(x1, [x2, . . . , xr]) = [x2, . . . , xr].

@A�! .�* .& /&) � !314(�')&!���  ��/'�" � @A& /&�&'�(�)* ��
f

�"#��&! )A�)
)A& &� (&!! 
&()�' 13� �& �
&'

∆r(f)
�! )A& B&'� 13� �& �� I&""� � �"#��&!

)A�) �) �!
f ∗

r−1νf

�
&'
∆r−1(f)

�
�� ��� " ������ ! ��
��
& �'&

h
4�'�&�)�1�& .& (�� �##�* I&""� � )� ��

&�&" &�)
c ∈ h∗(∆̃r−1(f))

)� /&)

f ∗(f̃r−1!(c)) = fr !(p
∗
r(c)) + fr−1!(eh(f

∗
r−1νf) · s

∗
r−1(c))

= fr !(p
∗
r(c)) + eh(νf) · fr−1!(s

∗
r−1(c)).

���

�,



� �� �� 	
; >��� =�
>
9�

I&)
γ

 &��)& � "3�)�# ��(�)�
& (A�'�()&'�!)�( (��!! ��
h∗

� @A�) �! � ��' ��*
13� �&

ξ : E → B
)A&'& �! � (��!!

γ(ξ) ∈ h∗(B)
!3(A )A�) )A�! (��!! �! ��)3'��

. �)A '&!# &() )� �� 3(& 13� �&! �� 
γ(ξ1⊕ξ2) = γ(ξ1) ·γ(ξ2)

� @A�!  &���)���
�! 
��� ��' 13� �&! . �)A ��* /�
&� !)'3()3'& /'�3# � �&��4���.� &��"#�&! ��
!3(A �

γ
�'& )A& )�)�� 6)�&�&�4� A�)�&* (��!! .A&�

h∗ = H(·,Z2)
�' )A& �3�&'

(��!! � �& !A��� ����.
γ(ξ)

)� 1 & �� �����)& !3" 13) .& . ��� �!!3" & )A�) )A&'&
�! �� �)A&' "3�)�# ��(�)�
& (A�'�()&'�!)�( (��!!

β
!3(A )A�)

γ · β ≡ 1
�!� )A&

�3�&' (��!! �! &�(�3 & ��. � �
I&) 3! (A��!&

c = γ(ν�
fr−1

)
� @A&�

f ∗
B(c) = f ∗

B(γ(ν�
fr−1

)) = γ(f ∗
B(ν�

fr−1
))
�

�& (�"#3)& )A& ).� #�')!
f ∗

B|∆r(f)(c)
�� 

f ∗
B|∆r−1(f)(c)

!&#�'�)&�*�
� �'!) ��)�(& )A�) !��(&

∆r(f)
�! )A& )'��!
&'!�� ��)&'!&()��� ��

M
�� 

∆̃r−1(f)
�) �����. ! )A�)

f ∗
B(ν�

fr−1
)|∆r(f) = νfA|∆r(f)

= νfr

� @A3!

fr !(f
∗
B(c)) = fr !(γ(f

∗
B(ν�

fr−1
))) = fr !(γ(νfr

))
���

@� (��(3��)& )A& �)A&' #�') � '!) .& "��& � )'�
 ��� '&" �'� )A�) .& . ��� 3!&
��)&' �
� ;>�
� J � ��' ��* �""&'!���

g : V → W
.& A�
&

νg ⊕ TV = g∗TW
!�

γ(νg) = g∗γ(TW )
γ(TV )

� � !��/ )A& !)�� �' ��'"3��
f!(f

∗x·y) = x·f!(y)
)A�! �" #��&!

)A�)

g!(γ(νg)) = g!(g
∗γ(TW ) · β(TV )) = γ(TW ) · g!(β(TV ))

�,�
�) �! &�!* )� !&& )A�)

fB|∆r−1(f)
�! ��

r − 1
4!A&&)& (�
&'��/ ��

∆̃r−1(f)
�

@A�! �" #��&! )A�) )A& 13� �&
f ∗

Bν�fr−1
|∆r−1(f)

�! &�3�� )� )A& ��'" �� 13� �& ��
)A& (�"#�!�)& " �#

f̃r−1 ◦ fB|∆r−1(f)
.A�(A �! �� )3'� &�3�� )�

f ◦ fr−1
!��(&

�3' !314(�')&!���  ��/'�" �! 1*  &���)��� (�""3)�)�
& � @A3! .& A�
& )A&
�����. ��/ !&�3&�(& �� &�3�)���! �

fr−1!(f
∗
B(c)) = fr−1!(γ(f

∗
B(ν�

fr−1
))) = fr−1!(γ(νf◦fr−1))

= fr−1!(f
∗
r−1(γ(νf)) · γ(νfr−1)) = γ(νf) · fr−1!(γ(νfr−1))

�$ �

�$



��& 3!& )A& ��() )A�)
νf◦fr−1 = νfr−1⊕f

∗
r−1(νf )

�� )A& !)�� �' ��'"3��
.A�(A .& ��!� 3!& �� )A& #'&
 ��3! '&" �'� ��

�;>>� � � ��	
h∗

�� � � �� ��� ��� �� ��� �� ����� 	� ���� � �	� � ���� �	� � �� ��
� �� ��� �����	���� � � �	�� ����	��� ������	���� 	�� �����

γ
	�� ��� �� �� �� ��

h∗
���

��� � �� ���� ��� ������
f : M → N

� �� �� ��� � � � 	� � ������� � ���� ���� ���

h������ 	���� � � ����

f ∗f̃r−1!(γ(ν�fr−1
)) = fr !(γ(νfr

)) + eh(νf ) · γ(νf) · fr−1!(γ(νfr−1))

� ���� � -�3/ ��� �� �$ � ��)� ��� �

@A& (��!!
γ
�� )A& ��'" �� 13� �&! ��

fr, fr−1
�� 

f̃r−1
�'& A�' )� &
��3�)&

 �'&()�* �� !� .& . '�)& )A&" �� )A& )&'" ! �� (��!!&! �� )A& )��/&�) 13� �&!
�� )A& "3�)�# �&4#���) " ������ ! � @� )A�! &� .& 3!& �,� � �& /&)

f ∗f̃r−1!(γ(ν�fr−1
)) =f ∗(γ(TN)) · f ∗f̃r−1!(β(T ∆̃r−1(f)))

fr !(γ(νfr
)) =γ(TM) · fr !(β(T∆r(f)))

eh(νf ) · γ(νf) · fr−1!(γ(νfr−1)) =eh(νf) · f
∗(γ(TN)) · β(TM) · γ(TM)·

· fr−1!(β(T∆r−1(f)))

0�"1����/ )A&!& ��'"3��! . �)A I&""� , ��  �
 � ��/ 1*
γ(TM)

.& /&)

fr !(β(T∆r(f))) =
f ∗γ(TN)

γ(TM)
·
(
f ∗f̃r−1!(β(T ∆̃r−1(f)))

−eh(νf ) · fr−1!(β(T∆r−1(f))))

�& (�� )A��� �� )A�! ��'"3�� �! � '&(3'!��� .A�(A &�#'&!!&! �� ��
�'���) ��
)A&

r
4)3#�& # ���) " ������ �� )&'" ! �� ��
�'���)! �� )A&

r−1
4)3#�& # ���) " ��4

���� ! � I&) 3!  &��)& 1*
mr = fr !(β(T∆r(f)))

�� 1*
nr = f̃r !(β(T ∆̃r(f)))

)A& �3��)�)�&! .& �'& ��)&'&!)& �� �

8 ��� =�
>
9� �

mr = γ(νf) · (f
∗nr−1 − eh(νf ) ·mr−1)

�+�

�+



@A&  �� (3�)* �� �##�* ��/ )A�! ��'"3�� �! )A�) � #'��'� .& ���. ��)A��/
�1�3)

nr−1
� �3) �� ��
�3'�1�& (�!&! .& (�� '&��)& �) )�

mr−1
)A&'&1* �1)�����/

� '&�� '&(3'!���4��'"3�� �� )A&
mr

�

�;>>� � �
f!(mr) = p · nr

�� ���
p ∈ h0(∆̃r(f))

�� � ��� �� ����� ����� �� ��
	��	

sr∗[∆r(f)] = p · [∆̃r(f)]
�

� ���� � 0��!� &' )A& �����. ��/ (�""3)�)�
&  ��/'�" �

∆r(f) ∆̃r(f)

M N

.
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.

.

.

.

.

.
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.
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.

.

.
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.

.

..
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.

.

.

.

.

.

.

.

..
..
.

fr

..................................................................................
..
.

.....
..
..
.
..

sr

.....................................................................................................................
..
.

.....
..
..
.
..

f

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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.

.
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.

.

.

.

.

.

..

..
.

.

.

.

.

.

.

.

..
..
.

f̃r

� !
sr

�! ��
r
4!A&&)& (�
&'��/ � )A& )��/&�) 13� �& ��

∆r(f)
�! �� 3(& 

�'�" )A& )��/&�) 13� �& ��
∆̃r(f)

1*
sr

� �* -���(�'�  3���)*
p = sr !(1) =

sr !s
∗
r(1) ∈ h0(∆̃r(f))

� @A3! �

f!(mr) = f!fr !(β(T∆r(f))) = f̃r !sr !(β(s∗r(T ∆̃r(f))))

= f̃r !(sr !s
∗
r(β(T ∆̃r(f))))

= f̃r !(β(T ∆̃r(f)) · sr !s
∗
r(1)) = f̃r !(p · β(T ∆̃r(f))) = p · nr.

F�. ��
p ∈ h0(∆̃r(f))

�! �� ��
&')�1 �& &�&" &�) )A&� �) �����. ! )A�)
f!(mr)�!  �
 �!�1 �& 1*

p
�� .& (�� '&. '�)& I&""� $ �� )A& ��'"

nr = f!(mr)
p

� @A�!
�! )A& (�!& ��' &��"#�& �� .& )��& (�A�"���/*

Q
(� &� (�&�)! �� '&!)'�()

�3'!&�
&! )� �'�&�)& " ������ ! �

	
;�
;> � � ��	
f : Mm → Nm+k �� � � �� ���� ��� ������ �� ���� �����

� ������ ��	� ��� ����� 	�� � ���� ���� ��� �� ��� � � ��� �� ����� 	� ���� � �	�
���� ���� 	 ����

h0(pt) ∼= Q
� �� �� � � ����

mr = γ(νf) ·

(
f ∗f!(mr−1)

r − 1
− eh(νf)mr−1

)

�2



� ���� � 6��(&
M

�� 
N

�'& �'�&�)& � !� �!
M̂r(f)

� @A& �()��� �� )A& !*""&)'�(
/'�3#!

Sr

�� 
Sr−1

�'& �'�&�)�)��� #'&!&'
 ��/ !��(&
k
�! &
&� � 6� 1 �)A

∆r(f)
�� 

∆̃r(f)
�'& �'�&�)& �� 

sr : ∆r(f)→ ∆̃r(f)
�! ��!� �'�&�)�)��� #'&!&'
 ��/ �

@A�! " &��! )A�)
p = r

�� I&""� $ � @A3! .& �'&  ��& �� .& (�"1��& )A&
���� ��'"3�� �� I&""� $ �

� ;>�
� H � ��
k

�! �  )A&� )A&
Sr

�()��� (��)���! �'�&�)�)��� '&
&'!��/
��
��3)���! ��

M̂r(f)
�� !� &�)A&'

∆̃r(f)
�! 3��'�&�)�1�& �' �)! (�"#��&�)!

A�
& �� #'&�&''& �'�&�)�)��� �

@� " ��& &�#��(�) (��(3��)���! . �)A )A& ��'"3�� �� @A&�'&" � ��& A�! )�
 &�� . �)A )A& )&'"

f ∗f!
� ��& .�* )�  � )A�! �! )� !3##�!& )A�)

f ∗ = 0
�� #�!�)�
&  �" &�!���! � �& �'& /���/ )� 3!& )A�! �##'��(A �� !&()��� , �� �

�.&
&' )A&'& �! �� �)A&' (�!& .A&� .& (�� '&!��
& �) � �� )A�) �! .A&�
)A&'& �! � 13� �&

ξ
�
&'

N
!3(A )A�)

TM = f ∗(ξ)
�

	
;�
;> � � ��	
f

���
h∗

�� �� �� �� ����� � � ���	� �� ����� � 	��	 	� ���
�� � ���� ��

ξ : E → N
�� �� 	��	

TM = f ∗ξ
� ��� 	��	

e(νf) = f ∗(y)
� �� ��

y ∈ h∗(N)
� �� �� � �� �����

r ≥ 1
	� ��� �� � ��� �� ����� �����

kr ∈ h∗(N)
�� �� 	��	

mr = f ∗(kr)
��� 	� � � �� ��� ��� ���� �� ��������� � ��� � �� � ���� �

kr = γ(TN)β(ξ)

(
c

r − 1
− y

)
· kr−1

�� ���
c = f!f

∗(1) ∈ h∗(N)
�

� ���� � @A& !)�)&" &�) &�!��* �����. ! 1* �� 3()��� ��
r
� ��'

r = 1
.& A�
&

m1 = β(TM) = β(f ∗(ξ)) = f ∗(β(ξ))
!� .& (�� (A��!&

k1 = β(ξ)
�

��' )A& �� 3()����� !)&# ��)�(& )A�)
γ(νf ) = f∗γ(TN)

γ(TM)
= f ∗(γ(TN)β(ξ))

�
6� 1* )A& �� 3()����� A*#�)A&!�! �� @A&�'&" �

mr = γ(νf ) ·

(
f ∗f!(mr−1)

r − 1
− eh(νf )mr−1

)

= f ∗

(
γ(TN)β(ξ)

(
f!f

∗(kr−1)

r − 1
− y · kr−1

))
.

�L



@A3! .& " �* (A��!&

kr := γ(TN)β(ξ)

(
f!f

∗(kr−1)

r − 1
− y · kr−1

)

= γ(TN)β(ξ)

(
kr−1 · c

r − 1
− y · kr−1

)
= γ(TN)β(ξ)

(
c

r − 1
− y

)
· kr−1

.A�(A ���!A&! )A& #'��� �

� �� �� �� �	 � �	���

�� )A�! !&()��� .& !A��� !A�. A�. )A& '&!3�)! ��  �"�)� �2� �� 6B�(! ��$ �
�����. �'�" �3' "&)A� � �& �##�* )A& /&�&'�� " �(A��&'* �� !&()��� , ����
. �)A )A& '�/A) (A��(& �� )A& /&�&'���B& (�A�"���/* )A&�'*

h∗
�� )A& "3�4

)�# ��(�)�
& (A�'�()&'�!)�( (��!!
β

)� �1)��� )A& 
�'��3! !# &(��� (�!&! �

� �� �� 	
; 
��
�;�	;� ���;

I&) �3' (�A�"���/* )A&�'*
h∗(X) = H∗(X,Z2)[[t1, t2, . . . ]]

1 & )A& '��/ ��
��'" �� #�.&'4!&'�&! �� �����)& 
�'��1�&! �
&'

H∗(X,Z2)
� ��' ��

n
4 �" &�!�����

13� �&
ξ : E → B

�&) 3!  &��&

wt(ξ) =

n∏

i=1

(
1 + αit1 + α2

i t2 + α3
i t3 + · · ·

)

.A&'& )A& )�)�� 6)�&�&�4� A�)�&* (��!! ��
ξ
�! &�#�� & 1* )A& !#��))��/ #'��4

(�# �& �!

w(ξ) = (1 + α1) · · · (1 + αn).

6��(&
wt(ξ)

�! !*""&)'�( �� )A& 
�'��1�&!
αi

�) �! '&���* � (A�'�()&'�!)�(
(��!! � �)! "3�)�# ��(�)�
 �)* �� ��)3'���)* &�!��* �����. �'�" )A�) ��

w(ξ)
� �)

�! ��!� ��
&')�1 �& !��(&
wt(ξ)

��.�*! !)�')! . �)A
1 + . . .

� @A3! .& " �* (A��!&

γ = wt

� �) �! (�&�' )A�)
eh(ξ) = e(ξ) ∈ H∗(B,Z2)

.A&'&
e(ξ)

�! �3!) )A&
�' ���'* �3�&' (��!! ��

ξ
�
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f : Mm → Nm+k �� � � ��� �	�������� � ��� ���

���� � �� �� ���
f ∗ �� 	� � ���� 	�� 	 � �� �� � ���	��� ��� ������ � ��� �� �� ��	��� ��

�� � �� �� ��� ��
f
�� �� � ��� �� �	�� ���� �� ��

fr !

(
1

wt(T∆r(f))

)
= e(νf)

r−1 ·

(
1

wt(TM)

)r

��
H∗(M,Z2)[[t1, t2, . . . ]]

�
� ���� � I&) 3! �� �� �) )A& ���� ��'"3�� . �)A )A& (A��(& ��

γ = wt

�� 

β = 1
wt

� 6��(&
f ∗ = 0

�� .& �'& .�'� ��/ . �)A
Z2

(�&� (�&�)! � )A& ��'4
"3�� !�" #���&! )�

mr = wt(νf )e(νf )mr−1
� @A3! 1* �� 3()��� .& A�
&

mr = (wt(νf)e(νf ))
r−1m1

� 
 &'&
wt(νf ) = f ∗(wt(TN)) · β(TM) = β(TM)

�
�� )A& �)A&' A�� 

f1
�! �3!) )A& � &�)�)* " �# ��

M
!�
m1 = β(TM)

� @A3!

mr = β(TM)r · e(νf )
r−1 �� )A�! �! &��()�* .A�) .& .��)& )� #'�
& �

�
��3�)��/ 1 �)A !� &! ��
[M ]

�� ��)�(��/ )A�)

〈fr !(x), [M ]〉 = 〈x, [∆r(f)]〉

.& /&)
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〈

1

wt(T∆r(f))
, [∆r(f)]

〉
=

〈
e(νf )

r−1 ·

(
1

wt(TM)

)r

, [M ]

〉
.

� ;>�
� � � �) .�3� A�
& 1 &&� !�"#�&' )� 3!&
β(ξ) = wt(ξ)

!��(& )A�! .�*
.& /&) � ��'"3�� ��' )A& #3!A4��'.�' ��

wt(T∆r(f))
��!)&� �� �)! '&(�#'�(�� �

@A&� ��!)&� �� )A& �1�
& (�'����'* .& .�3� /&)

〈wt(T∆r(f)), [∆r(f)]〉 =
〈
e(νf)

r−1 · (wt(TM))r , [M ]
〉
.
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f : Mm → Nm+k

�� �� � ��� �� �	�� �� ���
M

�� �� � ���������� 	 	� �� �� ��� � � � 	� � � � �	�� ���� ��� 	
� ���� ����

∆r(f)
�

� ���� � @A& � &� �� )A& #'��� �! )A& �����. ��/ � @A& !��/�& &�3�)��� �� )A&
�1�
& (�'����'* �()3���* �" #��&! &�3�)��� �� &
&'* (� &� (�&�) �� )A& ��'" ��
#�.&' !&'�&! � @A& (� &� (�&�)! �� )A& �&�) A�� !� & �'& ��� )A& (A�'�()&'�!)�(
�6)�&�&�4� A�)�&* � �3"1&'! �� )A& "3�)�# �&4#���) " ������ � 6�" ���'�* �� )A&
'�/A) A�� !� & )A& (�&� (�&�)! �'& 6)�&�&�4� A�)�&* �3"1&'! ��

M
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M
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!�" & A�� ! ��' )A& "3�)�# �&4#���) " ������ � A&�(& �) �! ��!� �3��4(�1�' ��) �
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� � � �& (����) !&& ��* &�!* .�* )� �
�� )A& 3!& �� ��'" �� #�.&'
!&'�&! � �� � ��' ��!)��(& � .& (A��!&

β(ξ) = w(ξ)
)A& )�)�� 6)�&�&�4� A�)�&* (��!! �

)A&� )A& (�'����'* . ��� &�#'&!! ���* ��& 6)�&��&�4� A�)�&* # ��*��" ��� �� &�(A
 �" &�!��� � ��!)&� �� &�#'&!!��/ ��� �� )A&" �) )A& !�"& )�" & �

� �� �� 	
; �
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�� )A�! !&()��� �3' (�A�"���/* )A&�'*
h∗(X)

. ��� 1 &
H∗(X,Q)[[t1, t2, . . . ]]
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f : Mm → Nm+k 1& � /&�&'�( �""&'!��� .A&'&
M

�� 
N

�'& �'�&�)& 
�� 

k
�! &
&� � �� )A& (�!& .A&�

f ∗ �! )A& B&'� A�"�"�'#A�!" �� #�!�)�
&
 �" &�!���! � .& . ��� 1 & �1�& )� &�#'&!! )A& #3!A4��'.�' �� ��* -��)'� �/��
#��*��" ��� �� )A& "3�)�# �&4#���) " ������ ! �� )&'" ! �� )A& -��)'� �/�� (��!!&!
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M

�� 
e(νf )
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ξ : E → B
. �)A
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β(ξ) :=
n∏

i=1

(
1 + yit1 + y2

i t2 + · · ·
)

.A&'& )A& )�)�� -��)'� �/�� (��!! ��
ξ
�! . '�))&� �!

p(ξ) = (1 + y1) · · · (1 + yn).


 &'& )A&
yi

�'& $4 �" &�!����� (�A�"���/* (��!!&! �� )A&
jth -��)'� �/�� (��!!

��
ξ
�!
pj(ξ) = σj(y1, . . . , yn)

� )A&
jth !*""&)'�( # ��*��" ��� �� )A& 
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yi

�
6��(&

β
�! !*""&)'�( �� )A& 
�'��1�&!

yi

�) �! .&��4 &��& � �) �! ��!� �1
 ��3!�*
��)3'�� �� ��
&')�1 �& � �) �! ��!� "3�)�# ��(�)�
& !��(& )A& )�)�� -��)'� �/��
(��!! �! "3�)�#��(�)�
& "� 3�� �4)�'!��� 13) . �)A

Q
(�&� (�&�)! )A&'& �! ��

�4)�'!��� �
I&) 3! �##�* )A& ���� ��'"3�� . �)A

γ = 1/β
� � ! �� )A& #'&
 �4

�3! !&()��� )A&
f ∗ = 0

�!!3"#)��� !�" #���&! )A& ��'"3�� �� .& /&)

mr = −β(TM)e(νf )mr−1
� � !

m1 = β(TM)
� .& A�
& 1* �� 3()��� )A�)

fr !(β(T∆r(f))) = (−e(νf ))r−1 · β(TM)r.
�2�

@A�! ��'"3�� �! �()3���* ��) � !��/�& &�3�)��� � !��(& 1 �)A !� &! �'& ��'" ��
#�.&' !&'�&! . �)A �����)& 
�'��1�&! � @A3! )A&* (�� ���* 1 & &�3�� �� )A&
(� &� (�&�)! �� ��� )A& (�''&!# �� ��/ "���" ���! �'& )A& !�" & � 6� .& A�
&
�� &�3�)��� ��' &
&'* "���" ��� �� )A& ��'"

tb11 t
b2
2 · · · t

bs
s , s ≥ 0, bi ≥ 0

� @A&!&
&�3�)���! (��)��� ��� )A& ����'" �)��� �&& & )� (��(3��)& )A& #3!A4��'.�' !
�� )A& -��)'� �/�� # ��*��" ���! �� )A& "3�)�# �&4#���) " ������ � @� &�)'�() )A�!
����'" �)��� .& 3!& )A& 
 �'B&1'3(A 1�!& �� !*""&)'�( #��*��" ���! �

��' � #�')�)���
I = (a1, . . . , ar)

��
|I| = a1 + · · · + ar

�&)
xI ∈

H4|I|(B,Q)
 &��)& )A& !" ���&!) !*""&)'�( # ��*��" ��� (��)�����/ )A& " ���4

" ���
ya1

1 y
a2
2 · · · y

ar
r

� ��' &��"#�&

x(1) = y1 + · · ·+ yn = p1(ξ)

x(1,1) = y1y2 + y1y3 + · · · = p2(ξ)

x(2) = y2
1 + · · ·+ y2

n = p1(ξ)
2 − 2p2(ξ)
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I(b) = I(b1, . . . , bs) := (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
b1

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
b2

, . . . , s, . . . , s︸ ︷︷ ︸
bs

)

)A&� �) �! &�!* )� !&& )A�)

β(ξ) = (1+y1t1 +y2
1t2 + . . . )(1+y2t1 +y2

2t2 + . . . ) · · · (1+ynt1 +y2
nt2 + . . . )

=
∑

(b1,...,bs),s≥0,bi≥0

xI(b)t
b1
1 t

b2
2 · · · t

bs

s

�L�

F�. .& (�� )A��� �� �2� �! � ��'"3�� )A�) )&��! 3! )A& #3!A4��'.�' �� ��*
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xI , I = (a1, . . . , ar)
�� )A& "3�)�# �&4#���) " ������ �

�) �! &��()�*
(−e(νf ))

r−1 )�" &! )A& (�&� (�&�) ��
tb11 t

b2
2 · · · t

bs
s

��
β(TM)
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bi = |{j : aj = i}|
�

� ! ��*
xI

�! � #��*��" ��� �� -��)'� �/�� (��!!&! �� &
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xI

� .& /&) )A& #3!A4��'.�' �� ��� )A& -��)'� �/��
#��*��" ���! � �� �����* )A& ��'"3��

〈fr !(x), [M ]〉 = 〈x, [∆r(f)]〉
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M
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e(νf )
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)A�! .�* .�! � '!) #'�
& 1* 6B�(! �� ��$� 1* � (�"#�&)&�*  �	 &'&�) " &)A� �
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ξ : E → B
�&)

β(ξ) =

N∏

i=1

(1 + p1(ξ)ti + p2(ξ)t
2
i + · · · ) ∈ H∗(B,Q)[[t1, . . . , tN ]]

.A&'&
N

�! � ��'/& �3"1&' � � !
p(ξ ⊕ η) = p(ξ) · p(η)

� �� &�!* (��(3��)���
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β
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β
� �� )A&

�&�)4A�� !� & )A& (� &� (�&�) ��
tb11 · · · t

bN

N

�! )A& #3!A4��'.�' �� )A& -��)'� �/��
#��*��" ���

pb1
1 · · · p

bN

N

�� )A& "3�)�#�&4# ���) " ������ � �) �! ��!� &�!* )� !&&
)A& (�&� (�&�) �� )A& !�" & "���" ��� �� )A& '�/A) A�� !� & �� �2� � � !

β(TM)r =
N∏

i=1

(1 + p1(TM)ti + p2(TM)t2i + · · · )r,

)A&
tb11

#�') (�" &! �'�" )A& � '!) ��()�' � )A&
tb22

�'�" )A& !&(�� � �� !� �� � �)
�! ��!� &�!* )� !&& )A�) )A& (�&� (�&�) ��

tb11
��

(1+p1(TM)t1+p2(TM)t21+· · · )
r

�! &��()�* )A&
4bi

 �" &�!����� #�') ��
p(TM)r = (1+p1(TM)+p2(TM)+· · · )r �

I&) 3!  &��)& 1*
qj

)A&
4j

 �" &�!����� #�') ��
p(TM)r � ��' � #�')�)���

I = (b1, b2, . . . , bN )
�&) 3!  &��)&

pr(TM)I = qb1 · · · qbN

� �� �&) )A& 3!3��
-��)'� �/�� #��*��" ���

pI(T∆r(f)) = pb1pb2 · · · pbN
(T∆r(f)
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fr !(pI(T∆r(f))) = (−e(νf ))
r−1pr(TM)I
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〈pI(T∆r(f)), [∆r(f)]〉 =
〈
(−e(νf ))

r−1pr(TM)I , [M ]
〉 �5�
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V = CP2k1 × CP2k2 × · · · ×CP2ks

� �� ��

〈
pk1+···+ks

1 (V ), [V ]
〉

=
(k1 + · · ·+ ks)!

k1! · · · ks!

s∏

i=1

(2ki + 1)ki.

� ���� � �) �! .&��4���.� )A�)
p(CPn) = (1 + y)n+1 .A&'&

y ∈ H4(CPn)
�! )A&
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CPn � 6�

p(V ) = p(CPk1)× p(CPk2)×· · ·× p(CPks) = (1+ y)2k1+1×· · ·× (1+ y)2ks+1.
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p1(V ) =
s∑

i=1

(2ki + 1) (1× · · · × 1︸ ︷︷ ︸
i−1

×y × 1× · · · × 1︸ ︷︷ ︸
s−i

)

�� !�

pk1+···+ks

1 = (yk1 × · · · × yks) ·

s∏

i=1

(2ki + 1)ki ·

s∏

i=1

(
ki + · · ·+ ks

ki

)
.

6��(&
yk1 × · · · × yks
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�! � A�"�"�'#A�!" � )A&'& �! �

" ������ 
V 4n !3(A )A�)

f(V ) = (A,B)
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r �	�� ���� ��� 	� ���� ��� �� �� ��� ������
f : Mm → Nm+k ����

V = ∆r(f)
� � �	�

f ∗ = 0
��

� ���	��� ��� ������� 	� ��
〈pt

1(V ), [V ]〉
�� ����� ���� ��

rt �
� ���� � I&) 3! (��(3��)&

〈pt
1(TV ), [V ]〉

� �* �5� .& A�
&

〈pt
1(TV ), [V ]〉 =

〈
(−e(νf ))

r−1pr(TM)(1,...,1), [M ]
〉

=
〈
(−e(νf ))

r−1 (r · p1(TM))t , [M ]
〉

= rt
〈
(−e(νf ))

r−1pt
1(TM), [M ]

〉

� &��& )A& A�"�"�'#A�!"
∆r : ImmSO(m, k) → Ωm−k(r−1)

�'�" )A&
(�1 �' �!" /'�3# �� �"" &'!���! �� �'�&�)& 

m
4" ������ ! ��)�

Rm+k )� )A&
�'�&�)& (�1 �' �!" /'�3# 1*

∆r(f) := [∆r(f)],

.A&'&
[·]

��.  &��)&! (�1 �' �!" (��!! � @A�! A�"�"�'#A�!" �! .&��4 &��& 
.A&�

m
�� 

k
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&� � 0�"1����/ )A& ��!) )A&�'&" . �)A )A& ��!) �&""�

.& /&) �

��
� 99�
� � � ��
m − k(r − 1)

�� ����� ���� �� � ��� 	� ��
|
��� ��

(∆r)| ≥

r
m−k(r−1)

4 /3ε �� ��� ε = 1
��

3|r
���

m− k(r − 1) ≡ 1(3)
� ��� �

ε = 0
�
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@A&'& �! � !3'#'�!��/ '&��)��� 1&).&&� )A& "3�)�#�&4# ���)! �� �� �""&'!���

g : M # N × R
�� )A& !��/3��'�)�&! �� �)! #'�� &()���

f : M → N
)A�) .�!

��3� 1* 6B�(! �� ��+� �!&& ��!� ��E�� � F�"&�* A& !A�.& )A�) ��
N

�! �
�3(�� &�� !#�(& )A&� )A&

r + 1
4)3#�&4# ���)! ��

g
�'& (�1�' ��) )� )A&

Σ1r

#���)! ��
f
� @A& #'��� �� )A�! '&!3�) ��
��
& (�"#3)��/ )A& (A�'�()&'�!)�(

�3"1&'! �� )A& ).� "������ ! �� �1!&'
 ��/ )A�) )A&* (���(� & �
�) �! 
&'* ��)3'�� )� �!� .A&)A&' )A�! (�1 �' �!" (�� 1 & �!&&�� �� ��

&�#��(�) .�* A�  &� �� )A& /&�" &)'* ��
f
� ��) �3!) �! " &'& �3(� )A�) ��� )A&

(A�'�()&'�!)�( �3"1&'! (���(� & �
�& !A��� ��!.&' )A�! �3&!)��� �� )A& �� '" �)�
& 1* (��!)'3()��/ � (�1�'4

 �!" )A�) (���&()! )A& ).� " ������ ! � @A�! ����. ! 3! )� !��/A)�* &�)&� )A&
�'�/���� )A&�'&" � ��!)&� �� (�1 �' �!" �� " ������ ! .& �1)��� !��/3��' 1 �'4
 �!" �� " �#! � �� .& #'�
& )A& )A&�'&" ��' ��* !"��)A )�'/&) " ������ 

N
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;> � � ��	
f : Mn → Nn+k �� � � ��� � �� � ��� ��	

g : M # N × R
�� �	� ��� 	 	� �� ��� ������ � �� �� � �� ���

r ≥ 1
� � ����

gr ∼ Σ1r−1(f)
� 	��	

�� 	� �� ��� ��� �� 	 	� � ��� � ���� �� 	 �� 	� � ����� ��� ������� � ����
N(M)

�
��
M

���
N

��� ����� 	�� ��� 	� � ����� ������
k

�� ���� 	� ��
gr ∼SO

Σ1r−1(f)
� 	��	 �� 	� �� ��� ��� �� 	 	� � ��� � ���� �� 	 �� 	� � ����� ��� ����� 	��

������� � ����
Ω(M)

�

� �� � ���	�	� �

�

I&) 3! �� � #'�" "�#
f : Mn → Nn+k � �)! ���)

g : M # N × R
�� 

r ≥ 2
���'

r = 1
)A& !)�)&" &�) �! �1
 ��3!� � �& !A��� ��)'� 3(& ��)&'" & ��)&

" ������ ! �� )A&�' " �#! )�
M

.A�(A .& !A��� (��� D" ��& D4# ���) " ������ ! �
��' ��*

1 ≤ i ≤ r
�&) 3! (��!� &' )A�!& # ���)! ��

M
)A�) �'&

i
4)3#�& # ���)!
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��
g
�� �) )A& !�" & )�" &

Σ1r−i
#���)! ��

f
� @A&!& #���)!  � ��) �&(&!!�'��*

��'" � !31" ������ ��
M

� 13) .& (�� (��!)'3() )A&�' '&!��3)��� �3!) ���& .&
 � ��' )A& "3�)�# �&4#���)! � I&) 3! (��!� &' )A& " �#

Gi := g|Σ1r−i(f)×g×· · ·×g : Σ1r−i(f)×M×· · ·×M → (N×R)×· · ·×(N×R),

.A&'& .& )��&
i − 1

��()�'! ��
M

�� )A& �&�) � �� )A3!
i
��()�'! ��

(N × R)
�� )A& '�/A) �

� ;���	��� �� � @A& ��)  ��/���� ��
Σ1r(f) ×M (i−1) (�� 1 &  &��& �����4

/�3!�* )�
∆i(M)

� !��(&
Σ1r(f) ⊂M

�! � !31" ������ � I&) 3!  &��)&

∆r
i (M) = {(x1, x2, . . . , xi) ∈ Σ1r(f)×M (i−1) : ∃j 6= l, xj = xl}.

6��(&
f

�! � /&�&'�( #'�" " �# �� 
g

�)! /&�&'�( ���) .& A�
& )A�)
Gi�! )'��!
&'!& )� )A& ��''�.  ��/����

δi(N × R)
�3)!� & �� )A& ��)  ��/����

∆r−i
i (M)

� 6��(&
g

�! �� �""&'!��� )A& !&)
M̂i,r−i(f) := G−1

i (δi(N × R)) \

∆r−i
i (M)

�! � (��!& !31"������ ��
Σ1r−i ×M (i−1) � @A& !*""&)'�( /'�3#

Si−1
�()! ��

Σ1r−i ×M (i−1) 1* # &'"3)��/ )A& ��!)
i − 1

(��' ���)&! � @A�!
�()��� '&!)'�()& )�

M̂i,r−i(f)
�! �'&& � !� .& (�� ��()�'�B& �� /&) )A& " ������ 

Λi
r = M̂i,r−i(f)/Si−1.

� #���) ��
Λi

r

(�� 1& '&�&''& )� �!
(x1, [x2, . . . , xi])

.A&'& )A&
xj

D! �'& ���
 �	 &'&�) �

g(x1) = g(x2) = · · · = g(xi)
�� 

x1 ∈ Σ1r−i(f)
� �� )A�! ��)�)���

)A&  &!�'& '&!��3)���

λi
r : Λi

r →M

�! /�
&� 1*

(x1, [x2, . . . , xi]) 7→ x1.

�@A& "�#!
f, g

�'& �" �))& �'�" )A& ��)�)��� �� �) �! &�!* )� !&& )A�) )A& " ��4
���� 

Λi
r

A�!  �" &�!���
n− (r − 1)(k + 1)

�� �� #�')�(3��'
Λr

r = ∆r(g), λ
r
r =

gr

�� 
λ1

r : Λ1
r → M

�! )A& ��)3'�� ��(�3!���
Σ1r−1(f) ↪→ M

� @A3! )A&
)A&�'&" �����. ! �'�" )A& �����. ��/ �&""� �

�L
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λ1

r ∼ λ2
r ∼ · · · ∼ λr

r.
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f
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f
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I&) 3! �/��� (��!� &' )A& " �#

Gi := g|Σ1r−i(f)×g×· · ·×g : Σ1r−i(f)×M×· · ·×M → (N×R)×· · ·×(N×R).

I&) 3!  &��&

∆+
i = {((x, s), (x, t), . . . , (x, t)) ∈ (N × R)(i) : s ≥ t}.

�3)!� & ��
∆r−i

i (M)
)A& " �#

Gi

�! )'��!
&'!& )�
∆+

i

�� 
∂∆+

i = δi(N×R)
�

!��(& 1�)A
f

�� 
g
�'& /&�&'�( �� )A3! !&��4)'��!
&'!& �

I&) 3! ��.  &��&
H ′ = G−1

i (∆+
i ) \∆r−i

i (M)
� @'��!
&'!���)* �" #��&! )A�)

H ′ �! � ���) �&(&!!�'��* (�"#�()� "������ . �)A 1 �3� �'*
G−1

i (δi(N ×R)) \

∆r−i
i (M) = M̂i,r−i(f)

� I&) 3!  &��)& )A& (��!3'& ��
H ′ �� Σ1r−i(f)×M (i−1)

1*
H

� �1
 ��3!�*
H \H ′ ⊂ ∆r−i

i (M)
� �& A�
& !&&� �� !&()��� $ �� )A�)

∂H ′

�! � (��!& "������  �!� ���) �'�" )A& ��)  ��/���� � @A3!
∂H ′ �!  �!� ���) �'�"

H \H ′ ⊂ ∆r−i
i (M)

�
I&) 3! )��& � #���)

(x1, . . . , xi) ∈ H \H
′ � @A&� 1*  &���)��� ��

H ′ )A&'&
&� �!) #���)!

yk
j (k ≥ 1, i ≥ j ≤ 1)

)A�) �3 �� �� ��� )A& �����. ��/ '&�3�'&" &�)! �

�� ��' &
&'*
j
.& A�
&

limk→∞ yk
j = xj
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� �
yk

1 ∈ Σ1r−i(f)
�

, � ��' ��* ��& 
k
)A&

yk
j

D! �'& ���  �	&'&�) �

$ �
g(yk

j1
) = g(yk

j2
)
��' ��*

j1, j2 ≥ 2
�

+ �
f(yk

j1
) = f(yk

j2
)
��' ��*

j1, j2 ≥ 1
�

6��(&
g
�! � /&�&'�( �"" &'!��� � , � �� $ � �" #�* )A�)

∀j > l ≥ 2(xj 6= xl)
�

@A&� !��(&
H \ H ′ ⊂ ∆r−i

i (M)
)A&'& "3!) 1 & �

j > 1
!3(A )A�)

x1 = xj

�
@A3!

yk
1 → x1

�� 
yk

j → x1
�! .&�� � �3')A&'"�'&

yk
1 ∈ Σ1r−i(f)

� @A&�'&" 5
�� !&()��� $ �, (�� 1& �##��& �� A&�(&

x1 ∈ Σ1r−i+1(f)
�

0��
&'!&�* �&) 3! !3##�!& )A�)
x1 ∈ Σ1r−i+1(f)

�� 
x2, . . . , xi−1

�'& ���
 �	 &'&�) �'�" &�(A �)A&' �� 

x1
�� 

g(xj)
�! )A& !�" & ��' &
&'*

1 ≤ j ≤ i−1
�

�& .��) )� !A�. )A�) �� )A& �&�/A1�'A�� ��
(x1, x1, x2, . . . , xi−1)

)A& !&)
H

�! � (�"#�() " ������ . �)A 1 �3� �'* �� 
(x1, x1, x2, . . . , xi−1)

�! ��
∂H

�
� �'!) (��!� &' )A& � '!) ).� ��()�'! !&#�'�)&�* �'�" )A& �)A&'! �

G2 = g|Σ1r−i(f) × g : Σ1r−i(f)×M → (N × R)(2).

I&) 3!  &��)&
H ′

2 = G−1
2 (∆+

2 )
� �* @A&�'&" 7 �� !&()��� $ �, .& ���. )A�)

�� (���* �'�3� 
(x1, x1)

�)! (��!3'&
H2 =

(�
(H ′

2)
�! � (�"#�() " ������ . �)A

1�3� �'*
∂H2 = {(u, u) : u ∈ Σ1r−i+1(f)}

� 0 �&�'�*
H

�! �� (���* )A& (�"#�&)&
��)&'!&()��� ��

H2 ⊂ Σ1r−i(f) × M
�'�3� 

(x1, x1)
�� 

M̂i−2(g) ⊂ M (i−2)

�'�3� 
(x2, . . . , xi−1)

� @A3! )A& /&�&'�(�)* ��
f

�� 
g
�" #��&! )A�)

H
�! ��!�

�� (���* � (�"#�() " ������ . �)A 1 �3� �'*
∂H

)A& (�"#�&)& ��)&'!&()��� ��

∂H2
�� 

M̂i−2(g)
�

@A3!
H

�! � (�"#�() " ������ � �)! 1 �3� �'* (��!�!) �� ).�  �!� ���)
(�"#��&�)!

H \H ′ �� ∂H ′ = M̂i,r−i(f)
� @A& !*""&)'�( /'�3#

Si−1
�()! ��

Σ1r−i(f)×M (i−1) 1* # &'"3)��/ )A& ��!)
i− 1

(��' ���)&! � �*  &���)���
H ′

�! ��
�'���) 3� &' )A�! �()��� � @A& �1�
& (��!� &'�)���! !A�. )A�)
∂H ′ �� 

H\H ′ �'& ��!� ��
�'���) � �� )A& �()��� �! �'&& �� &�(A � @A3! .& (�� ��()�'�B&
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H
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Ĥ
. �)A 1�3� �'*

∂H ′/Si−1
�� 

(H \ H ′)/Si−1
� �*  &���)���

∂H ′/Si−1 =

M̂i,r−i(f)/Si−1 = Λi
r

� �� )A& �)A&' A�� .& A�
& !&&� )A�)

H \H ′ = {(x1, x2, . . . , xi) ∈ ∆r−i+1
i (M) \ Σ1r−i+1(f)×∆i−1(M) :

: g(xj) = g(xl) (1 ≤ j < l ≤ i)}.

@A3! )A&'& �! � ��)3'�� " �#
φ : (H \ H ′)/Si−1 → Λi+1

r

)A�) �! /�
&� 1*

φ(x1, [x2, . . . , xi]) = (x1, [x2, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xi])
.A&�

x1 = xj

� @A�! " �#
�! (�&�'�* �  �	 &�" �'#A�!" � @A3!

(H \H ′)/Si−1 = Λi+1
r

�
� �����* #'�� &()��/ &
&'*)A��/ )� )A& � '!) (��' ���)& .& /&) � " �#

Ĥ →M
)A�) �� )A& 1�3� �'* (���(� &! . �)A

λi
r

�� 
λi+1

r

� @A3!
λi

r ∼ λi+1
r

�

� ;>�
� � � �� )A& (� �" &�!���
k
�! �  � )A&� )A& (� �" &�!��� ��

g
�! &
&� �

6� ��
M

�� 
N

�'& �'�&�)& � )A&�
H ′ (�� 1& /�
&� � ��)3'�� �'�&�)�)��� �

@A�! �! #'&!&'
& 1* )A& �()��� ��
Si−1

�� !� )A& " ������ 
Ĥ

)A�) ('&�)&!
)A& (�1�' �!" 1&).&&�

λi
r

�� 
λi+1

r

�! �'�&�)& � @A3!
λi

r ∼SO λi+1
r

�� )A&
�'�&�)& #�') �� )A&�'&" �����. ! �! .&�� �

� �� �
 �	� �
����	� �

�

I&) 3! (��!� &' � #'�" " �#
f : Mn → Nn+k � I&) 3! . '�)&

n = r(k+1)+z
�

@A&� )A&
Σ1r

4# ���)! ��
f

��'" �
z
4 �" &�!����� !31"������ ��

M
� I&)

x ∈

Σ1r(f) \ Σ1r+1(f)
� @A&� ��((�' ��/ )� & � / � ���� �) �! # �!!�1�& )� )��& !" ���

�3(�� &�� �&�/A1�'A�� ! ��
x
�� 

f(x)
�� ��)'� 3(& �� (�� (��' ���)&! !3(A

)A�)
f

)��&! )A& �����. ��/ �� (�� ��'" �� ��'" �.& )��& 1 �)A
x
�� 

f(x)
)� 1 &

�� )A& �'�/�� � �

F : (Rr(k+1)+z, 0) → (R1+k+(r(k+1)−1)+z, 0)

(t, y
r
, y

r−1
, . . . , y

1
, s) 7→ (p0(t), p1(t), . . . , pk(t), y, s),

.A&'&
y

j
= (yj,0, yj,1, . . . , yj,k) ∈ Rk+1 ��' &
&'*

1 ≤ j ≤ r − 1
�� 

y
r

=

(yr,1, yr,2, . . . , yr,k) ∈ Rk � �*
y

.&  &��)& )A& (���&()��� �� ���
yj

i

� !�
y ∈

,E



Rr(k+1)−1 � � �����*
s = (s1, . . . , sz) ∈ Rz � @A& # ��*��" ���!

pi

�'&  &��& 1*
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�� )A& '��/ �� ��'" �� #�.&' !&'�&! �� )A& 
�'��1�&!
ti

�
&' )A& '��/
H∗(B; Q)

�
�
 &'&

pi(ξ) ∈ H
4i(B; Q)

�! )A&
4i
4 �" &�!����� -��)'� �/�� (��!! ��

ξ
� � 6��(&

)A& 0�')�� ��'"3�� A�� ! ��' -��)'� �/�� (��!!&! " � 3�� �4)�'!��� �) �����. !
)A�)

β(ξ ⊕ η) = β(ξ) · β(η)
� ��& A�
& /�) '� �� ��� )�'!���! 1* )�� ��/

Q
(� &� (�&�)! �� �) �! ��!� &�!��* !&&� )A�)

β
�! ��)3'�� � �� ��.�*! A�! �� ��
&'!&

&�&" &�) � � A&�
B

�! � " ������ .& !A��� �11'&
 ��)&
β(TB)

1*
β(B)

�
F�. �&)

f : Mn → Nn+k 1 & � /&�&'�( �"" &'!��� 1&).&&� �'�&�)& "���4
��� ! � @A& " ������ ! �� )A& " �#! '&#'&!&�)��/ )A& ��� ��� � ��� 	� ��

f
�� )A&

!�3'(& �� )A& )�'/&) '&!# &()�
&�* �'&  &��)& �! 1 &��'& 1*

fr : ∆r(f)→M,
�� 

f̃r : ∆̃r(f)→ N.

� A&� )A& (� �" &�!��� �� )A& " �#
k
�! &
&� � )A&!& " ������ ! �'& &�3�## & 

. �)A � ��)3'�� �'�&�)�)��� � �3' /��� �! )� �1)��� ����'" �)��� �1�3) )A&
(�1 �' �!" (��!!&! �� (&')��� "3�)�# �&4#���) " ������ ! � @� )A�! &� .& . ���
)'* )� (�"#3)& )A&�' (A�'�()&'�!)�( �3"1&'! � I&) 3!  &��)&

mr = mr(f) = fr !(β(∆r(f))),

nr = nr(f) = f̃r !(β(∆̃r(f))).

@A& '&�!�� ��' (��!� &'��/ )A&!& &�&" &�)! �! )A& �����. ��/ !�"#�& �1!&'
�4
)��� � �
��3�)��/ &�(A (� &� (�&�) ��

mr

�� )A& �3� �"&�)�� (��!! ��
M

.& /&)
�� &�&" &�) ��

Q[[t1, t2, . . . ]]
� @A& (�&� (�&�)! �� )A�! # �.&' !&'�&! �'& &��()�*

)A& -��)'� �/�� �3"1&'! ��
∆r(f)

�

,2



@A& (��!!&!
mr

�� 
nr

�'& '&��)& 1* )A& ���� ��'"3�� �� !&()��� , ���� �

mr · β(νf) = f ∗nr−1 − e(νf )mr−1
��E�

�& �'& /���/ )� �##�* )A�! �� )A& (�!& .A&� )A& )�'/&) �! � �3(�� &��
!#�(& � @A�! �" #��&!

f ∗ = 0
!� ��E� �! !�"#���& )�

mr ·β(νf) = −e(νf ) ·mr−1
�

@A&� �##�*��/ )A�! '&(3'!�
&�* ��& /&)! )A�)
mr ·β(νf)

r−1 = (−e(νf ))
r−1 ·m1

�
�3)

m1 = β(M)
�� 

β(M) · β(νf) = β(Rn) = 1
� !� .& &� 3# . �)A

mr = (−e(νf ))
r−1 · β(M)r.

F�. .& (�� !)�)& �� #'�
& )A& " ��� '&!3�) �� )A�! !&()��� �
	
;�
;> �? � ��	

gi : Mni

i → Rni+ki; (i = 1, 2)
�� � �� ���� ��� ������� �

�� �� 	� �
r �	�� �� � ��� 	 � ���� ���

∆r(g1×g2) ∼ (−1)r−1∆r(g1)×∆r(g2)
�� ���

∼
� 	���� � �� �������� 	����������� 	 ���� 	� �

Mi

��� ����� 	�� ��� 	� �
ki

��� ����� 	� �� 	� ���
r �	�� �� � ��� 	 � ����

� ���� ��� ����� 	�� �������� 	 �
� ���� � �& . ��� ���* (��!� &' )A& �'�&�)& (�!& � @A& 3��'�&�)& 
&'!��� �!
#'�
& &��()�* )A& !�" & .�*� &�(&#) )A�) )A&'& �! �� �&& )� !)3 * -��)'� �/��
(��!!&! �

I&)
f = g1 × g2

� @A&�

mr(f) = (−e(νf ))r−1 · β((M1 ×M2))
r =

= (−e(νg1 × νg2))
r−1 · β(TM1 × TM2)

r =

= (−1)r−1
(
(−e(νg1)

r−1 · · ·β(M1)
r
)
×
(
(−e(νg2)

r−1 · · ·β(M2)
r
)

=

= (−1)r−1mr(g1)×mr(g2).

@A& �����. ��/ &�3�)���! �'& &�!��* (A&(�& �

〈β(∆r(f)), [∆r(f)]〉 = 〈mr(f), [M1 ×M2]〉 = 〈mr(g1 × g2), [M1 ×M2]〉 =

= (−1)r−1〈β(∆r(g1), [∆r(g1)]〉 · 〈β(∆r(g2), [∆r(g2)]〉 =

= (−1)r−1〈β((∆r(g1)×∆r(g2))), [∆r(g1)×∆r(g2)]〉

,L



�& A�
& �1)���& &�3���)* �� ).� ��'" �� # �.&' !&'�&! � !� )A& (�''&!#�� 4
��/ (�&� (�&�)! "3!) 1 & &�3�� �� )A& ).� !� &! � � ! )A& (� &� (�&�)! �'& )A&
-��)'� �/�� �3"1&'! �� )A& " ������ ! ��
��
& � .& /&) )A�) )A& -��)'� �/��
�3"1&'! �� )A& ).� "������ ! �'& ��� &�3�� �

@� ���!A )A& #'��� .& A�
& )� '&# &�) )A& .A��& �'/3"&�) 3!��/ �� ����4
�/�3! (��!! ��!)&� ��

β
� ��"&�*

β ′(ξ) =

∞∏

i=1

(1 + w1(ξ)t
1
i + w2(ξ)t

2
i + . . . ) ∈ H∗(B,Z2)[[t1, t2, . . . ]].

�) �! �1
 ��3! )A�) ��� )A& �1�
& A�� ��'
β ′ �! .&�� � @A3! ��) ���* )A&

-��)'� �/�� �3"1&'! � 13) ��!� )A& 6)�&�&�4� A�)�&* �3"1&'! �� )A& ).� "��4
���� ! �'& &�3�� � 6��(& )A& �'�&�)& (�1 �' �!" (��!! �!  &)&'" ��& 1* )A&!&
�3"1&'! � )A& (���" �� )A& )A&�'&" �����. ! �

@A�! '&!3�) . ��� �� ���/&' A�� �� .& (��!� &' � /&�&'�� )�'/&) !#�(&
N

�

�.&
&' )A& -��)'� �/�� �� 6)�&�&�4� A�)�&* �3"1&'! �� )A& "3�)�# �&4#���)
" ������ ! ��

g1× g2
�'& !)��� &�#'&!!�1 �& �� )&'" ! ��

g1, g2
�� )A&�' "3�)�# �&4

#���) " ������ ! � @A�! &�#'&!!��� �! #�')�(3��'�* !�"#�& ��' )A&  �31�&4#���)
!&) �

� �'!) .& �&& � !" ��� '&!3�) �1�3) )A& &"1&  & "������ '&#'&!&�)��/
� 
&()�' 13� �& D! �3�&' (��!! � I&)

ξ → B
1 & � 
&()�' 13� �& �
&' � " ������ 

B
� I&)

s : B → ξ
1 & � !&()��� )'��!
&'!& )� )A& E4!&()��� � I&) 3!  &��)& 1*

∆ξ

)A& !31" ������ ��
B

)A�) �! )A& ��
&'!& �" �/& �� )A& E4!&()��� 1*
s
� �� 

�&)
δξ : ∆ξ → B

 &��)& )A& ��(�3!��� �

�;>>� � �
〈β(∆ξ), [∆ξ]〉 = 〈β(B) · e(ξ)

β(ξ)
, [B]〉.

� ���� � �) !3� (&! )� !A�. )A�)

δξ !(β(∆ξ)) = β(B) ·
e(ξ)

β(ξ)
.

,5



�* )A& (��!)'3()��� ��
∆ξ

.& A�
& )A& �����. ��/ #3��41�(�  ��/'�" �

∆ξ B

B ξ
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 &�(& )A& ��'" �� 13� �& ��
δξ

�! �3!) )A& #3��41�(� �� )A& ��'" ��413� �&
�� )A& E4!&()��� � @A�! ��))&' �! �3!)

ξ
� @A3! .& A�
&

T∆ξ ⊕ δξ
∗ξ = δξ

∗TB,

.A�(A �� )3'� �"#��&! )A�)

β(∆ξ) = δξ
∗

(
β(B)

β(ξ)

)
.

�##�*��/ )A& #3!A4��'.�' )� )A�! &�3�)��� /�
&! )A& #'��� �� )A& �&""� �
!��(&

f!(f
∗x) = f!(1) · x

�! .&�� ���.� �� �1
 ��3!�*
δξ !(1) = e(ξ)

�

	
;�
;> �� � ��	
gi : Mni

i → Nni+ki

i ; (i = 1, 2)
�� � �� ���� ��� ������� �

�� ��

∆2(g1 × g2) ∼ ∆2(g1)×∆2(g2) + ∆2(g1)×∆νg2
+ ∆νg1

×∆2(g2)

�� ���
∼

� 	���� � �� �������� 	����������� 	 �� �� ��� � � 	��	
νgi

�� 	� � ���� � �
���� �� ��

gi

���
∆gi

�� 	� � � ��� � �	 �� � � �� ���� � ��	��� ��
νgi

�� �� 	� �
Mi

���
����� 	�� ��� 	� �

ki

��� ����� 	� �� 	� � ��� � �� 	�� � �� 	� ����� 	�� ��������� �
� ���� � �& #'�(&& �� � !�" ���' " ���&' �! �� )A& #'&
 ��3! )A&�'&" � I&) 3!
#3)

f = g1 × g2
�� 

M = M1 ×M2
�/��� � @A&� 3!��/ ��E� .& /&)

β(νf) ·m2(f) + e(νf ) · β(M) = f ∗f!(β(M)) =

= g∗1g1!(β(M1))× g
∗
2g2!(β(M2)) =

=
(
β(νg1)m2(g1) + e(νg1) · β(M1)

)
×
(
β(νg2)m2(g2) + e(νg2) · β(M2)

)
,

,7



�� )A3!

β(νf) ·m2(f) = β(νf) ·

(
m2(g1)×m2(g2)+

+m2(g1)× β(M2)
eνg2

β(νg2)
+ β(M1)

eνg1

β(νg1)
×m2(g2)

)

F�. .& (��  �
 � & 1*
β(νf)

�! �) �! �� ��
&')�1 �& &�&" &�) � �& &
��3�)&
1�)A !� &! ��

[M ] = [M1] × [M2]
� � �����* .& A�
& )� �##�* )A& #'&
 ��3!

�&""� )� /&) )A�) ��� )A& (�''&!# �� ��/ (A�'�()&'�!)�( �3"1&'! �'& &�3��
��' )A& ).� "������ ! �� �3&!)��� � � ! 1 &��'& � .& (�� '&# &�) )A& �'/3"&�)
��' 6)�&�&�4� A�)�&* �3"1&'! ��

Z2
(� &� (�&�)! �� -��)'� �/�� �3"1&'! ��

Q
(� &� (�&�)! � !� .& /&) 1�)A #�')! �� )A& )A&�'&" �) )A& !�"& )�" & �

� ;>�
� �? � �� �) �! #�!!�1 �& )� (�''* �3) !�" ���' (��(3��)���! ��' )'�#�&
#���)! �' # ���)! �� A�/A&' �!�*

r
� "3�)�# ��(�)*� �3) )A& �3"1&' ��

)&'" ! ��
��
& �� )A&!& ��'"3��! /'�. &�#��&�)����* . �)A
r

�� )A&
�3)A�'!  � ��) " ���/& )� �� � ��(& .�* )� . '�)& )A&"  �.� � ��)
&
&� '&(3'!�
&�*�

� � �) .�3� 1 & #�!!�1 �& )� �1)��� !�" ���' ��'"3��! ��) ���* ��' )A& (�1�'4
 �!" (��!!&! �� )A& 3� &'�* ��/ "3�)�# �&4#���) " ������ ! � 13) ��' )A&
(�1�' �!" (��!!&! �� )A& " �#!

fr

)A&" !&�
&! � @�  � )A�! ��& .�3� 
�&& )� (��!� &' )A& (A�'�()&'�!)�( �3"1&'! �� )A&!& " �#! ��!)&� ��
)A& (A�'�()&'�!)�( �3"1&'! �� )A& " ������ ! � @A&!& (��(3��)���! �'&
"�'& �' �&!! )A& !�" & �! )A& ��&!  &!('�1 & A&'& � 13) )A&* �'& A�' &'
)� �&&# )'�(� �� �

, � �) !&&" ! )A�) )A& !�" & '&!3�)! (�3� 1 & �1)���& 3!��/ )&(A���3&! ��
�((�&! �� %'��) �'�" �$ � �

$ � �& .�3� ���& )� # ���) �3) )A�) @A&�'&" �� �! � ���4)'�
 ��� /&�&'���B�4
)��� �� )A& �'�&�)& (�!& �� @A&�'&" � �� �,� � .A�(A (��!� &'! )A& (�!&
��
n = k

�

$E



� �� � �
����� 
� �� �� �	��

I&) 3! '&(��� )A�) � /&�&'�( " �#
f : M → N

�! (���& #'�" �� � �� &()& 
��"&'!��� � �� �) (�� 1 & ���)& )� � /&�&'�( �""&'!��� �

f̃ : M → N × R
� �&

. ��� ��.�*!  &��)& )A& ���)��/ 1* � )�� & �
@A& (�1 �' �!" (��!! �� � #'�" "�#

f
��!  &��& �� !&()��� � ��� . ��� 1 &

 &��)& 1*
[f ]

� ���'  &)���! !&& & �/ � ��E� ��
�*  &���)��� � #'�" "�# �! �&(&!!�'��* � ��'�� " �# � -'�" " �#! #'�
 � &

� /�� ���� 1&).&&� �""&'!���! �� ��'�� " �#! �� )A& !&�!& )A�) )A&*
(�� 1& A�� �& 3!��/ '&/3��' �""&'!��� )&(A���3&! �� �� )A& �)A&' A�� 
��'�� " �#! �'& ���" �!) #'�" � � �& !A��� &�#���) )A�! � &� 1* �'!)  &����/
"3�)�# ��(�)��� �� #'�" "�#! �3!��/ )A&�' ���)��/! )� �""&'!���!� �� )A&�
!A�. A�. )A�! /�
&! � "3�)�# ��(�)��� �� ��'�� " �#! �3!��/ '&!3�)! �'�" ��2�� �
�& . ��� ���* .�'� . �)A #'�" "�#! .A�!& )�'/&) !#�(& �! �3(�� &�� �

I&) 3!  &��)&
l0 : pt ↪→ R

)A& ��(�3!��� �� � # ���) ��)� )A& ���& �

�;>>� �? �
�� ��� 	� � � �� ���� ��� ��� ���� � ��� ��	���� �� �� ��� ������ ��� ��� �� 	 	� �

��� � � ��� ��������� ����� �
�� � �� ��� ���� � ��� ��	���� �� �������� 	 ��� ������� ��� ��� �� 	 	� � ��� �

� ��� ��������� ����� �
� ���� � �� ��!)&� �� )�� ��/ ).� #'�� &()���! �� )A& !�" & �""&'!��� .& (��
)��& #'�� &()��� )� )A& !�" & A*#&'#���& �� ).� �""&'!���! .A�(A  �	&' ���*
1* � '�)�)��� � @A�! '�)�)��� (�� 1 & '&���B& 1* � '&/3��' A�"�)�#*� C&/3��'
A�"�)�#* �! � !# &(��� (�!& �� (�1�' �!" � A&�(& �� . ��� �����. �'�" 1 � �

1 � � /&�&'�( A*# &'#���& #'�� &()��� �� )A& (�1�' �!" (���&()��/ )A& ).�
�""&'!���! /�
&! � #'�" (�1�' �!" �� )A& #'�" "�#! �1)���& �� )A& 1 �3� 4
�'�&! �

� ;���	��� �� � %�
&� ).� #'�" "�#!
fi : Mi → Rni (i = 1, 2)

(��!� &' )A&

$ �



#'� 3() " �#

g = f1 × f2 × l0 : M1 ×M2 → Rn1+n2 × R.

@A& "�#
g
"�/A) ��) *&) 1 & #'�" � 13) .& (�� )3'� �) ��)� !3(A 1* � !" ���

# &')3'1�)��� � @��& ���)��/!
f̃1

�� 
f̃2

)A�) �'& !3� (�&�)�* (��!& )�
f1× l0

�� 

f2×l0
� F�.

f̃1×f̃2 : M1×M2 → Rn1+n2×R2 �! � ���4/&�&'�( �"" &'!��� � I&)
3! )��& � !3� (�&�)�* !" ��� # &')3'1�)��� �� )A�! #'� 3() !� )A�) �) 1 &(�"&! �
/&�&'�( �"" &'!��� � � �����* )��& � /&�&'�( #'�� &()��� �� )A�! �"" &'!��� )� �
A*# &'#���& �(��!&� )�

Rn1+n2 × R
� .A&'& )A& ��!)

R
��()�' �! )A&  ��/���� ��

R2 � �& �1
 ��3!�* /&) � #'�" "�#
g′

)A�) (�� 1 & �'1�)'�'��* (��!& )�
g
� I&)

3!  &��)&
g′ = f1 ∗ f2

�� �&) 3!  &��& )A& "3�)�# ��(�)��� �� #'�" (�1�' �!"
(��!!&! �! �����. ! �

[f1] ∗ [f2] = [f1 ∗ f2]
�

	
;�
;> �� � �� � ����� ��� ��	��� �� ������	� 	��	 �� 	� � ��������� �����

[f1 ∗f2]
�� ����� ����� 	 �� 	� � �� ���� ��

f1
���

f2
� �	� �� 	� ��� ��������� �����

��� �� ��� �	� �� �� ����� � ��� �� 	� � ��� ��	��� � �� � � � �	�� ����	��� ��� ���
�� 	� �� ��� 	�� �	� �� � �	� 	� � ����	��� ����� 	� � ���� ��� 	 ����� � ���� ��� � 	� �

���� � 	�� �	����
� ���� � @A& ���)��/! �'& /�
&� 3# )� '&/3��' A�"�)�#*� � �!� )A& # &')3'1�)���
��
f̃1 × f̃2

�! 3���3& 3# )� '&/3��' A�"�)�#*� @A3! I&""� �E �"#��&! )A�)
)A& '&!3�)��/ #'�" " �# �! �� &# &� &�) �� )A&!& (A��(&! �

F�. !3##�!&
[f1] = [g1]

� @A&� )A&'& �! � #'�" (�1�' �!"
H

� �����/
f1�� 

g1
� �& (�� )��& �)! ���)��/

H̃
.A�(A �! �� �""&'!& (�1�' �!" 1&).&&�

f̃1
�� 

g̃1
� �� !�

f̃1× f̃2
�� 

g̃1× f̃2
�'& '&/3��'�* A�"�)�#�( 
 ��

H̃ × f̃2
� 6�

)A&�' #'�� &()���! �'& #'�" (�1�' ��) � �� )A�! �! .A�) .& .��)& )� #'�
& �
�@A&  &���)��� �! !*""&)'�( !� )A& �)A&' ��()�' (�� 1& A�� �& )A& !�" &
.�*��

@A& ��!) (���" ���* '&�3�'&! (A&(� ��/  �!)'�13)�
 �)*� .A�(A �! �1
 ��3! �

� ;>�
� �� � �) �! (�&�' )A�) .& (�� (�''* �3) )A& !�" & (��!)'3()��� ��'
�'�&�)& #'�" "�#! �

$�
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� � 
� �
 �	��

I&) 3! (��!� &' )A& !&) �� '�)����� (�1 �' �!" (��!!&! �� ��� ��'�� " �#!
)� �3(�� &�� !#�(&! � @A�! !&) �! � (�""3)�)�
& /'�3# . �)A �  �)��� �� 3(& 
1* )A&  �!� ���) 3���� �� " �#! � �� )A�! !&()��� .& &� �. )A�! /'�3# . �)A �
'��/ !)'3()3'& � @A& "��� )��� �� (��!)'3()��/ )A& "3�)�#��(�)��� . ��� 1 & #'�"
"�#!

�& !A��� ���* (��!� &' " �#! 1 &).&&� �'�&�)& " ������ ! � I&) 3!  &��)&
)A& /'�3# �� (�1�' �!" (��!!&! �� �'�&�)& ��'�� " �#!

f : Mn → Rn+k 1*

MorinSO(n, k)
�� )A& (�1 �' �!" (��!!&! �� #'�" "�#!

f : Mn → Rn+k 1*

PrimSO(n, k)
� � ! � #'�" " �# �! �3)�" �)�(���* ��'�� �� #'�" (�1�' ��)

" �#! �'& ��'�� (�1�' ��) �! .&�� � .& A�
& � ��)3'�� ��'/&))��/ " �#
F :

PrimSO(n, k)→ MorinSO(n, k)
� )A�) �� 3(&! � " �#

FQ : PrimSO(n, k)⊗Q→

MorinSO(n, k)⊗Q
� @A& �����. ��/ �&* '&!3�) � .A�(A '�3/A�* !�*! )A�) &
&'*

��'�� " �# �! ��"�!) #'�" � �! #'�
& �� ��2� �

�;>>� �� � �� � � ��
FQ

�� �� �� ��� � ���
@A�! �&""� !�*! )A�) &
&'* ��'�� " �# A�! � ���4B&'� "3�)�#�& )A�)

�! ��'��4(�1�' ��) )� � #'�" " �# � � !��/ )A�! '&!3�) �� )A& (��4
!)'3()��� �� )A& #'&
 ��3! !&()��� .& (�� ��.  &��& � "3�)�# ��(�)��� ��
(⊕

n,k MorinSO(n, k)
)
⊗Q

�

� ;���	��� �� � I&) 3! )��& ).� ��'�� " �#!
gi : Mni

i → Rni+ki
� �*

I&""� �� .& (�� �� #'�" " �#!
f1

�� 
f2

)A�) �'& '�)������* ��'�� (�1�'4
 ��) )�

g1
�� 

g2
� I&) 3!  &��&

[g1] ∗ [g2] �
��

= FQ([f1 ∗ f2])
� .A&'&

[f ]
 &��)&!

)A& '�)����� ��'�� (�1 �' �!" (��!! �� )A& ��'�� " �#
f
�

	
;�
;> �� � �� � ����� ��� ��	��� �� ������	� 	��	 ��
[g1]∗ [g2]

�� ����� ����� 	
�� 	� � �� ����� � ���� �� � � � �	�� ����	��� ��� ��� 	� �� ��� � ���� ��� � 	� � ����
� 	�� �	��� �� (⊕

n,k MorinSO(n, k)
)
⊗Q

�

$,



� ���� � @A&'& �! ���* ��& )A��/ �&�) )A�) �&& ! )� 1 & (A&(�& � ��
f1

�� 
f ′

1

�'&
��'�� (�1�' ��) #'�" 4'&#'&!&�)�)�
&! ��

g1
� )A&�

f1 ∗ f2
�! ��'�� (�1 �' ��)

)�
f ′

1 ∗ f2
� I&) 3! )��& )A& ��'�� (�1�' �!"

H
(���&()��/

f1
�� 

f ′
1

� @A&�

H×(f2× l0)
�! !)��� � ��'�� (�1�' �!" ��)&' � !3� (�&�)�* !" ��� # &')3'1�)��� �

!��(& )A& ��()�'
f2 × l0

(�� 1 & #&')3'1 & )� �� �""&'!��� � @A�! ��'��
(�1 �' �!" (���&()! &��()�* )A& ).�  &!�'& "�#! �

� �� � �
� ��������� 
� � 
� �
 �	��

� ;���	��� �� � I&) ��'
Q

 &��)& )A& /'�3# ⊕
n,k MorinSO(n, k) ⊗ Q

. �)A
)A�! '��/ !)'3()3'& � ��'

Q

�! � 1�/'� & '��/ � )A& ).� /'� &! 1 &��/
n

�� 

k + 1
� F�)& )A�) )A�! �"#��&! )A�) )A&  �'&() !3" ⊕

k ���
MorinSO(n, k)⊗Q

�! � !31'��/ �' ��'
Q

�

J �� �� 	
; �	

�	

; �=
MorinSO(n, k)

I&)
f : Mn → Rn+k 1& � /&�&'�( �'�&�)& ��'�� " �# �� (� �" &�!���

k
�

@� !3(A � "�# .& (�� �!!�(��)& )A& !31!&)
Σ1r(f) ⊂Mn  &��& �� C&" �'� ,

�� !&()��� � �$ � @A�! !31!&) �! �()3���* � !31"������ � @A& (�1�' �!" (��!!
�� )A�! !31"������ �! ��
�'���) 3� &' � ��'�� (�1 �' �!" ��

f
� !��(& )A&

Σ1r

#���)! �� )A& (�1�' �!" ��
f

/�
& � (�1�' �!" 1&).&&� )A&
Σ1r

#���)! ��
f
�

�� .& )&�!�' . �)A
Q

)A&� )A�! !31"������ 1 &(�"&! �� &�&" &�) ��
Ω∗ ⊗ Q

�
@A3! 1* �13!& �� ��)�)��� .& /&) " �#!

Σ1r : MorinSO(n, k)⊗Q→ Ω∗ ⊗Q, [f ] 7→ [Σ1r(f)],

.A�!& �" �/& .&  &��)& 1* �"
(Σ1r)

� I&) �""SO(n, k)
 &��)& )A& �'�&�)& 

(�1 �' �!" /'�3# �� �""&'!���! ��
n
4 �" &�!����� �'�&�)& " ������ ! )�

Rn+k �
�3' /��� �� )A�! !&()��� �! )� #'�
& )A& �����. ��/ )A&�'&" �

	
;�
;> �� �
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� � ��
k = 2l

	� ��
MorinSO(n, k)⊗Q =

���SO(n, k + 1)
��� ��

(Σ1r) = 0
� �� ���

r ≥ 1
�

� � ��
k = 2l + 1

	� ��

MorinSO(n, k)⊗Q =
⊕

r≥0

��
(Σ1r) =

⊕

i≥0

��
(Σ12i)

�� ��� ��
(Σ12i+1) = 0

��� ��
(Σ12i) = {[L] ∈ Ωn−2i(k+1) ⊗Q : pI [L] = 0

� �� ��� � �� 	�� �� �� � ���� �� �
pI

�� ��� ��� � � ��	��
pj

� �	� �����
j ≥ l}

� ���� � -�') ��� �! !)�)& &�#��(�)�* �� ��2� �� 6&()��� �$�� �
@� !A�. #�') ���� .& �&& !�"& #'&#�'�)���! � ��' ��* !)�1�& !��/3��'�)*

)*# &
η
)A&'& �! � 13� �&

ξ̃η
)A�) #��*! )A& '��& �� )A& 3��
&'!�� ��'" �� 13� �&

��' )A�! !��/3��'�)* )*# & � @A�! " &��! )A& �����. ��/ � � A&�&
&' ��' � " �#

f : M → N
��& �� �)! " �!) (�"#��(�)& !��/3��'�)�&! �!

η
)A&� )A&

η
4# ���)!

��
f
��'" � !31" ������ ��

M
� @A& '&!)'�()��� ��

f
)� )A�! !31" ������ �! ��

�""&'!��� )�
N

� @A& ��'" �� 13� �& �� )A�! �""&'!��� �! �� 3(& �'�"
ξ̃η

�
�6&& ��2� ��'  &)���! ��

I&) 3! . '�)&
ξ̃r = ξ̃Σ1r

��' !A�') � I&) �"" ξ̃r(n − r(k + 1), r(k + 1) + k)
 &��)& )A& (�1�' �!" /'�3# �� �'�&�)& �""&'!���!

f : Mn−r(k+1) → Rn+k

.A�!& ��'" �� 13� �&! �'& �� 3(& �'�"
ξ̃r
�

�& �&& ).� '&!3�)! �'�" ��2� .A�(A .& !)�)& A&'& �� � �&""� �
�;>>� �� � ��	

k ≥ 1
�� ��� � �� ��

� �

MorinSO(n, k)⊗Q =
∞⊕

i=0

���ξ̃2i(n−2i(k+1), 2i(k+1)+k)⊗Q.
����

� �
Hn+k(T ξ̃2i; Q) = Hn−2i(k+1)(BSO(k); Q).
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� ���� � -�') ��� �! �� �""& ��)& (��!&�3&�(& �� ���"#�& ��5 �� ��2� �
��' #�') ���� .& (�)& �'�" ��2� )A�) )A& 13� �&

ξ̃η
A�! � (�3�)&'#�')  &4

��)& 1*
ξη

.A�(A �! )A& 3��
&'!�� ��'" �� 13� �& �� )A&
η
4# ���)! �� � " �#

�� )A& !�3'(& " ������ � @A& ).� 13� �&!
ξη

�� 
ξ̃η

A�
& )A& !�" & 1�!&
!#�(&

BGη

.A&'&
Gη

�! )A& " �� �" �� (�"#�() !31/'�3# �� )A& !*""&)'*
/'�3# �� )A& !��/3��'�)*

η
� @A�! �" #��&! )A�) )A& A�"���/�&! ��

T ξ̃η
�� 

Tξη�'& )A& !�" & 3# )� �  �" &�!��� !A��) &�3�� )�
rank ξ̃η − rank ξη = k

� � �& �

Hn+k(T ξ̃r; Q) = Hn(Tξr; Q)
� I&""� �E��1 �� ��2� �"#��&! )A�) ��' &
&�

r
.&

A�
&
Hn(Tξr; Q) = Hn−r(k+1)(BSO(k); Q)

� @A& !)�)&" &�) �����. ! �

F�. .& (�� '&)3'� )� )A& #'��� �� @A&�'&" �$ .A�(A . ��� �����. ���'�*
&�!��* �'�" #�') ��� �� I&""� �� � I&) 3! ��)'� 3(& )A& ��)�)���

a = n −

r(k + 1)
�� 

b = r(k + 1) + k = n + k − a
��' (��
&��&�(& � I&) 3! (��!� &'

)A& !&�3&�(& �� ��'/&))��/ " �#!

�"" ξ̃r(a, b)
α̃
→

�""SO(a, b)
β̃
→ Ωa,

����

.A&'& .& � '!) ��'/&) �1�3) )A& &� )'� !)'3()3'& �� )A& ��'" �� 13� �& � �� 
)A&� ��'/&) �1�3) )A& �""&'!��� �� �3!) )��& )A& 3� &'�* ��/ !�3'(& " ��4
���� � �� )A& �&
&� �� (��!!��* ��/ !#�(&! )A�! (�''&!# �� ! )� )A& !)�� �' 
"�#! �

T ξ̃r → TγSO
b → TγSO,

�� �� )A& �&
&� �� 1�!& !#�(&! )�

BSO(k)
α
→ BSO(b)

β
→ BSO.

α
�� 3(&!

ξ̃r
�'�"

γSO
b

�� 
β

�! �3!) )A& !)�� �' ��(�3!��� "�# �
� !��/ )A& .&��4���.� -��)'� �/��4@A�" (��!)'3()��� �� #�') ���� ��

I&""� �� .& /&) )A�)

�"" ξ̃r(a, b)⊗Q ∼= πS
n+k(T ξ̃r)⊗Q ∼= Hn+k(T ξ̃r; Q) = Ha(BSO(k); Q).

6�" ���'�* .& A�
&

�""SO(a, b)⊗Q ∼= πS
n+k(Tγ

SO
b )⊗Q ∼= Hn+k(Tγ

SO
b ; Q) = Ha(BSO(b); Q),
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�� 
Ωa ⊗ Q ∼= Ha(BSO; Q)

� �� )A�! (��)&� ) )A& ��'/&))��/ " �# �� ����
1&(�" &!

Ha(BSO(k); Q)
α∗→ Ha(BSO(b); Q)

β∗

→ Ha(BSO; Q).

�& .��) )� #'�
& )A�) )A�! " �# �! ��� &()�
& � �� (�"#3)& �)! �" �/& � 6��(&
.& .�'� . �)A '�)����� (�&� (�&�)! �) �! &��3/A )� !A�. )A�) )A&  3�� " �#

Ha(BSO(k);Q)
α∗

← Ha(BSO(b); Q)
β∗

← Ha(BSO; Q)

�! !3'� &()�
& � �� (�"#3)& �)! �&'�&� �
H∗(BSO; Q) = Q[p1, p2, . . . ]

�� 
!��(&

k
�! �  

H∗(BSO(k); Q) = Q[p1, p2, . . . , p k−1
2

]
� @A& �� 3(& A�"�4

"�'#A�!"
α∗β∗ )��&! )A& )�)�� -��)'� �/�� (��!!

p = 1 + p1 + p2 + . . .
)�

)A& )�)�� -��)'� �/�� (��!! ��
ξ̃r

#'&!&'
 ��/ )A& /'� ��/ � �) �! ���.� )A�)

p(ξ̃r) = p(γSO
k )r = (1 + p1 + p2 + . . . p k−1

2
)r ∈ H∗(BSO(k); Q)

� F�. &�!*
(�"#3)�)��� !A�. ! )A�) �� && &
&'*

pi ∈ H
∗(BSO(k); Q)

�! �� )A& �" �/&
��
α∗β∗ !� )A& " �# �! !3'� &()�
& � �� )A& �)A&' A�� )A& �&'�&� �! /&�&'�)& 

&��()�* 1* )A�!& -��)'� �/�� " ���" ���! �� .A�(A )A&'& �! �) �&�!) ��& ��()�'
. �)A �� &� ��'/&' )A�� k−1

2

� @A3! )A& �" �/& ��
β̃α̃ :

�"" ξ̃r(a, b) → Ωa

�!
/&�&'�)& 1* )A& (�1�' �!" (��!!&! �� &��()�* )A�!& " ������ !

L
��' .A�(A

pI [L] = 0
��' ��* -��)'� �/�� " ���" ���

pI

.A�(A A�! � ��()�'
pj

. �)A �� &�

j ≥ k−1
2

�
@� ���!A )A& #'��� �� )A& )A&�'&" .& �3!) A�
& )� �1!&'
& )A�)

Σ1r
�! )A&

(�"#�!�)��� �� )A& #'�� &()��� �� )A& !#��))��/ ���� �� )A& ��'/&))��/ " �#
�� ���� �

MorinSO(n, k) ⊗ Q →
�"" ξ̃r(n − r(k + 1), r(k + 1) + k) ⊗ Q →

Ωn−r(k+1) ⊗Q
�

J �� �� � ��� 
�>�>�
:
 ��> �

�& (�� (��!� &'
Σ1r

�! � " �# �'�" ��'
Q

)� )A& '�)����� �'�&�)& (�1�'4
 �!" '��/ �

$L



Σ1r :
⊕

k,n

MorinSO(n, k)⊗Q→ Ω∗ ⊗Q.

	
;�
;> �J � �� � � ��
Σ1r

�� � ���� � �� �� ��� � ��� � �� �	� �� � ����

Σ1r(f ∗ g) ∼ Σ1r(f)× Σ1r(g)

� ���� � �� ��� 	� � � ���� � �� �
f, g

	� � � ������� ������ �� ���
∼

��� � 	����
� �� ��	���� � �� �������� 	 ��� 	� � ����� 	�� � ��� �� �
� ���� � @A& ���* (�!& )A�) '&�3�'&! #'��� �! .A&�

k
�! �  �� 

r > 0
�! &
&� �

!��(& �)A&'. �!&
Σ1r(f)

�! ��.�*! E �� ��'
r = 0

)A& !)�)&" &�) �! �1
 ��3! �
�F�)& )A�)

Σ0(f) = Σ10(f)
�! )A& '�)����� (�1�' �!" (��!! �� )A& !�3'(&

" ������ ��
f
�� �& . ��� #'�(&& ����/ )A& ���&! &�#����& &�'��&' � )A�) �! .&

. ��� 3!& #'�" "�#! �! � ���� 1 &).&&� ��'�� " �#! �� �""&'!���! � @A&� )A&
"3�)�# ��(�)�
& #'�# &')�&! �� "3�)�# �&4# ���)! �� �"" &'!���! . ��� #'�
 � & )A&
'&!3�) �

I&) 3! � '!) (��!� &' #'�" " �#! � @A& !�" & �'/3" &�) �! �1�
& /�
&! �
" �#

Σ1r

Prim :

(
⊕

k ���,n

PrimSO(n, k)

)
⊗Q→ Ω∗ ⊗Q

.A&'&
Σ1r

Prim = Σ1r ◦ FQ

�
% �
&� �� �""&'!���

f : Mn → Rn+k+1 � �&) 3!  &��)& 1*
π(f)

�)! /&�&'�(
#'�� &()��� )� � A*# &'#���& � @A�! " �# �! � #'�" " �# .A�!& #'�" (�1�' �!"
(��!! �! .&��  &��& ��  &#&� ! ���* �� )A& (�1�' �!" (��!! �� )A& �""&'!���

f
�((�' ��/ )� I&""� �E � @A&  �'&() !3" ⊕

k ���,n

�""SO(n, k + 1)
A�! �

��)3'�� '��/ !)'3()3'& . �)A "3�)�# ��(�)��� 1&��/ )A&  �'&() #'� 3() � �) �! (�&�'
�'�" )A&  &���)���! )A�) )A& " �#

π :
⊕

k ��� ,n

�""SO(n, k + 1)→
⊕

k ��� ,n

PrimSO(n, k); [f ] 7→ [π(f)]

$5



�! � '��/ A�"�"�'#A�!" . �)A '&!# &() )� )A&  �'&() #'� 3() �� )A& �&�) � �� 

∗
4#'� 3() �� )A& '�/A) � @A& !�"& '&" ���! )'3& ��)&' ��'" ��/ )A& )&�!�'

#'� 3() . �)A
Q
�

�� @A&�'&" �E .& A�
& !A�.� )A�)

M̃r+1 :
⊕

k ���,n

�""SO(n, k + 1)→ Ω∗

�! � '��/ A�"�"�'#A�!" � �� �1
 ��3!�* )A& !�" & �! )'3& ��)&' ��'" ��/ )A&
)&�!�' #'� 3() . �)A

Q
�

@� ���!A )A& #'��� .& A�
& )� 3!& @A&�'&" L �'�" !&()��� $ �� )A& ���4
��. ��/ ��'" �

	
;�
;> �H �
M̃r+1 ⊗

� 
Q = (π ⊗

� 
Q) ◦ Σ1r

Prim

���� 	� � ��	���� � ���������
����� �� 	� � � ���� ��� ��

r+1�	�� �� � ��� 	� �� �� ��� ������
f : Mn → Rn+k+1

���� ����� � �	� 	��	 �� 	� � � ���� ��� ��
Σ1r

� ��� 	� �� �	� ��� ��� ���� � ��� ��	��� �
�@A& !�"& '&!3�) (�� 1& ��3� �� ��+� �� @A3! )A& �����. ��/  ��/'�" �!

(�""3)�)�
& �

(⊕
k ���,n

�""SO(n, k + 1)
)
⊗Q

(⊕
k ���,n PrimSO(n, k)

)
⊗Q Ω∗ ⊗Q

(⊕
k ���,n MorinSO(n, k)

)
⊗Q

.....................................................................................................................................................................................................................................
...
.......
..
.
..
.
.
.
.
.
.
.

M̃r+1 ⊗ ��Q

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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.

.

..

.

.

.

.

.

.

..

..
.

.

.

.

.

.

.

.

..

..
.

π ⊗ ��Q

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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..

.

.

.

.

.

.

..

..
.

.

.

.

.

.

.

.

..

..
.

FQ

................................................................................................................
.

.....
..
..
..
.

Σ1r

Prim

..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
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..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
......
.
.
.
.
.
.
.

..........
..

Σ1r

@A& 
&')�(�� " �#! �'& '��/ &#�"�'#A�!" ! �� 
M̃r+1

�! � '��/ A�"�"�'4
#A�!" � @A�! �"#��&! )A�)

Σ1r

Prim

�� 
Σ1r

�'& '��/ A�"�"�'#A�!" ! )�� �

�& (�� !3""�'�B& �3' '&!3�)! �! �����. ! � @A& '��/ ��'
Q

�! )A&  �'&()
!3" �� (�&�'�* � &�)��& !31/'�3#! ��

Ω∗ ⊕ Q
�! !)�)& �� @A&�'&" �$ � ��

$7



&�&" &�) �� ��'
Q

�! (�"#�&)&�*  &)&'" ��& 1* �)! /'� ��/ �� �)! (���&()���
��

Σ1r
!)'�)� � @A&� @A&�'&" �+ !A�. ! )A�) )A& "3�)�# ��(�)��� �� ��'

Q

(�'4
'&!#�� ! )� )A&  �'&() #'� 3() �� (�1 �' �!" (��!!&! '&#'&!&�)��/ )A& !��/3��'
!)'�)� � @A& "������ ! (�''&!# �� ��/ )� )A& 
�'��3!

Σ1r
!)'�)� "3�)�# �* �� &4

# &� &�)�* �� &�(A �)A&' � @A3! )A& '��/ ��'
Q

�! (�"#�&)&�* (�"#3)& �

� �� ��
�� �	� ���	�	 
� � ����� ��
�����

�3' /��� �� )A�! ���� !&()��� �! )� !A�. )A�) )A& (�A�"���/* (��!! '&#'&4
!&�)& 1* )A& !31" ������ ��'" & 1* )A& (��!3'& �� )A& !&) �� (&')��� !��/3��'
#���)! �� �  �'&() #'� 3()

f×g
 &# &� ! ���* �� )A�!& ��

f
�
g
�� !�" & "�#!

(��!&�* '&��)& )� )A&" � � &��'& ��'"3��)��/ )A& )A&�'&" ! � .& A�
& )� ��)'�4
 3(& !�" & ��)�)��� �

� ;���	��� �J � ��'
j ≥ 0

�&)
qj : ∗ → Sj  &��)& )A& ��(�3!��� �� � # ���) ��)�

Sj �� �&)
q−j : Sj → ∗

1 & )A& " �# )A�) )��&! )A& !#A&'& )� � # ���) � F�. ��'
��* ��)&/&'

j
.&  &��&

f ′
j = f × qj

�� )��&
fj

)� 1 & � /&�&'�( # &')3'1�)���
��
f ′

j

�
� �����* �&) � j

M =
� 

M × qj
�

J �J �� 	
;
Σ1 �	
�	
>

�� )A�! !&()��� .& .�'� . �)A
Z2

(�&� (�&�)! � I&)
Σ1f = Σ1(f)

 &��)& )A&
(��!3'& �� )A& !&) �� ��� !��/3��' #���)! �� )A& !�3'(& " ������ ��

f
� �@A&

#�'&�)A&!�! �'& �" �))& ��' &�!�&' '&� ��/ �� )A& ��'"3��! 1 &��. �� @A& @A�"
#��*��" ��� �� )A�! !��/3��'�)* )*# & �!

wk+1
� @A�) �! � /�
&� � "�#

f : Mn →

Nn+k � )A& (�A�"���/* (��!! -���(�'�  3�� )� )A& A�"���/* (��!! '&#'&!&�)& 
1*

Σ1f
�! &�3�� )�

wk+1(νf)
.A&'&

νf

!)�� ! ��' )A& 
 �')3�� ��'" �� 13� �&
��
f
� @A�!  3�� (�A�"���/* (��!! . ��� 1 &  &��)& 1*

[Σ1f ]
��' !�" #��(�)*�

	
;�
;> �� � ��	
f : Mn1

1 → Nn1+k1 , g : Mn2
2 → Nn2+k2

2

�� 	� � � �� ����

+E



� �� � � �� �� � �� � � �� ���� � ��	����	��� �� 	� ��� � ���� �	 � � ����

[Σ1f × g] =
∑

j≥1

(
[Σ1fj−1]× (

� j
M2

)∗[Σ1g(−j)] + (
� j

M1
)∗[Σ1f(−j)]× [Σ1gj−1]

)

� ���� � � ! � � '!) !)&# �&) 3! ��)�(& )A�) !��(&
νf×g = νf × νg

.& (�� . '�)&

wk1+k2+1(νf×g) =

k1+k2+1∑

r=0

wr(νf)× wk1+k2+1−r(νg) =

=
∑

j≥1

(
wk1+j(νf )× wk2−j+1(νg) + wk1−j+1(νf )× wk2+j(νg)

)

F�. .& A�
& )� )��& � (��!&' ���� �)
wk1+j(νf )

� ��
k1 + j − 1

.&'& &�3��
)� )A& (� �" &�!��� ��

f
)A&� )A�! (A�'�()&'�!)�( (��!! .�3� �3!) '&#'&!&�)

)A& !��/3��' �� (3! ��
f
� � A&� )A�! �! ��) )A& (�!& � .& A�
& )� �� ��

�##'�#'��)& '&#��(&" &�) ��
f

)A�) A�! )A& '�/A) (� �" &�!��� � .A�!& ��'" ��
13� �& A�.&
&' �! !)�1�* &�3�
��&�) )� )A�) ��

f
� @A�! '&#��(&" &�) " �# �!

&��()�*
fj−1

� �� && �
νfj−1

= νf ⊕ ε
j−1 !�

wk1+j(νf) = wk1+j(νfj−1
)
.A�(A ��

)3'� �! &�3�� )�
[Σ1fj−1]

!��(& )A�! " �# A�! )A& '�/A) (� �" &�!��� �
@A& �'/3"&�) �! �3!) !��/A)�* "�'& (�"#��(�)& �� )A& (�!& ��

wk2−j+1(νg)
�


 &'& � '!) .& )��& )A& " �#
g(−j) : Mn2

2 ×S
j → Nn2+k2

2

� @A�! A�! (� �" &�!���

k2− j
!�

[Σ1g(−j)] = wk2−j+1(νg(−j)
)
� @A& ���* #'�1�&" �! )A�) )A�! (��!! ��
&!

�� )A& (�A�"���/* ��
M2×S

j � @A�! �! .A* .& A�
& )� #3�� �) 1�(� )�
M2

1*
� j

M2

� 6��(& )A& (�"#�!�)��� �� � j
M2

�� 
g(−j)

�! �3!) � # &')3'1�)��� ��
g
�� 

w(νqj
) = 1

�) �����. ! )A�)
(
� j

M2
)∗wk2−j+1(νg(−j)

) = wk2−j+1(νg)
�

-3))��/ ��� )A&!& )�/&)A&' /�
&! )A& '&!3�) �� )A& )A&�'&" �

J �J �� 	
;
Σ2 �	
�	
>

� 
&'* !�" ���' '&!3�) (�� 1& #'�
& �1�3) )A&
Σ2 !)'�)3" �� �'�&�)& " �#! �

� �'!) .& �&& )� (�"#3)& )A& @A�" #��*��" ��� �� )A&
Σ2 !)'�)3" �� )A&

�'�&�)& (�!& � �& . ��� .�'� . �)A '�)����� (� &� (�&�)! � 13) )A& !�"& �'/3"&�)
��!� .�'�! ��'

Zp

(� &� (�&�)! .A&'&
p
�! �� �  #'�" & �

+ �



	
;�
;> �� � ��	
f : Mn → Nn+k �� � � �� ���� � �� �� ���

k = 2t−2
� �� ��

	� � ��	���� � ��� �� ����� ����� ��� � 	� 	� � ������� �� 	� � � �	 ��
Σ2 �� ��� 	� ��

f
�� �� �� ��	

[Σ2f ]
� ���� ��

pt(νf)
� �� ���

pt ∈ H
4t(M ; Q)

�� 	� �
t
	� � �� 	�� �� ��

����� �
� ���� � �*  &���)��� )A& @A�" #��*��" ���

tpΣ2

�� )A&
Σ24!)'�)3" �! � (�4

A�"���/* (��!! ��
H4t(BSO; Q) = Q[p1, p2, p3, . . . ]

� �& .��) )� !A�. )A�)

tpΣ2 = pt

� �) �! &��3/A )� !A�. )A�) )A&!& ).� (�A�"���/* (��!!&! &
��3�)& 
�� ��* A�"���/* (��!! ��

H4t(BSO; Q)
�'& &�3�� �

�;>>� �� � � � � � �� ����� ����� �� ��
H4t(BSO; Q)

��� �� ��� ��� �� 	�� �� �

���� � � � �� � ���� �� � � ��
h : L4t → BSO

�� �� ����� 	��
4t�� ���� ���

L4t

������� ������ 	� 	� � � 	���� ���� � � ���� �� ��
L4t �

� ���� � �) �! &��3/A )� (��!� &'
BSO(N), (N � 1)

� �* )A& -��)'� �/��4@A�"
(��!)'3()��� �� &"1&  ��/

L4t ↪→ SK /�
&! � " �#
h′ : SK →MSO(K − 4t)

!3(A )A�)
L4t = h′(−1)(BSO(K − 4t))

�� )A& '&!)'�()��� "�#
h′|L4t : L4t →

BSO(K−4t)
(�''&!#�� ! )� )A& ��'" �� 13� �& �� )A& &"1&  ��/

L4t ↪→ SK �
@A& A�"�)�#* (��!!

[h′] ∈ πK(MSO(K− 4t))
�! " �##& 1* )A& (�"#�!�)���

�� )A& 
3'&. �(B A�"�"�'#A�!" �� )A& @A�" �!�" �'#A�!" ��)� � A�"���/*
(��!!

x = h′∗([L
4t]) ∈ H4t(BSO(K − 4t))

� 
 &�(& )A�! (��!!
x

�! '&#'&!&�)& 
1* � ��'" �� " �# � 6��(& )A& 
3'&. �(B A�"�"�'#A�!" �� !)�1�&  �" &�!���!

(K ≥ 8t + 2)
�! � '�)����� �!�" �'#A�!" � .& �1)��� )A& !)�)&" &�) �� )A&

�&""� �

@� &
��3�)& �
4t

 �" &�!����� (�A�"���/* (��!! �� �
4t

 �" &�!����� A�4
"���/* (��!! '&#'&!&�)& 1* � " ������ � ��& �3!) #3��! 1�(� )A& (�A�"���/*
(��!! )� )A& " ������ �� &
��3�)&! �) �� )A& �3� �"&�)�� (��!! �

F�. �) �! &��3/A )� #'�
& � )A�) ��' &
&'* �'�&�)& 
M4t )A& " �#

ν∗ :

H4t(BSO; Q) → H4t(M ; Q)
�� 3(& 1* )A& ��'" �� " �##��/

ν : M4t →

BSO
)��&!

pt

�� 
tpΣ2

)� )A& !�" & (�A�"���/* (��!! ��
H4t(M ; Q)

� � !

ν∗(pt) = pt(νM)
�� 

ν∗(tpΣ2)
�! )A&  3�� �� )A&

Σ2 !)'�)3" �� � /&�&'�( " �#

+�



M4t → R6t−2 .& '& 3(& )A& #'�1�&" �� �� ��/ )A& @A�" #��*��" ���
tpΣ2

)� )A& !# &(��� (�!& �� " �#!
M4t → R6t−2 �
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