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1 Bevezetés

1. Bevezetés

A kombinatorikus optimalizalas egyik legfontosabb teriilete a szubmodularis fiig-
gvények koré szervezddik. Egy masik teriilet a paritas szerepét vizsgélja. Fontos
feladatok ezen teriiletekrdl a matroid metszet feladat s a grafok péarositasi fela-
data. A hetvenes évek elején Lawler ezek kozos altalanositasaként vezette be a
polimatroidok parositasait. Legyen f : 2% — Z, egy polimatroid fiiggvény és

P(f) ={r € R,%: 2(U) < f(U) minden U C S halmazra}

az altala definidlt polimatroid, ahol (U) = > ,; 2(s). Jobbara azzal a feltevéssel
éliink, hogy az alaphalmaz véges, az egyediili végtelen polimatroidok a linearisak
lesznek. A P(f) csupa paros koordinatajia egész vektorait pdrositdsoknak nevezziik,
egy m parositast pedig legnagyobbnak, ha maximalizalja m(S)-t. Egy » € Z,°
vektor rangja legyen r¢(x) = max{y(S) :y < x:y € P(f)}. Hars(c) = f(5) egy
¢ paros vektorra, akkor fedésnek nevezziik. Legyen

v(f) = max{m(S)/2 : m parositédsa f-nek},
o(f) = min{c(S)/2 : ¢ fedése f-nek}.

A feladat v(f) (ekvivalensen o(f)) meghatarozéasa jo karakterizacio és algoritmikus
értelemben.

Amennyiben M;, i € {1,2} matroidok r; rangfiiggvényekkel, akkor az r; + ro
polimatroid péarositasai megfelelnek az M, és My kozos fiiggetlenjeinek. Ha G =
= (V,E) egy iranyitatlan graf, akkor legyen ¢ : 2¥ — Z, q(F) = ||J F| ahol
F C FE, azaz az F' végpontjainak szama. Fkkor a G graf parositasai megfelelnek a
g polimatroid parositasainak.

Jensen és Korte [7] és Lovasz |9] egymastol fiiggetleniil bebizonyitottak, hogy
v(f) kiszamitasa bonyolultsagelméleti szempontbol nehéz. Lovész [9] azonban meg-
mutatta, hogy ha a polimatroid linearis, akkor v(f) jol karakterizalhato, és algorit-
must is adott a linearisan reprezentalt esetre. Nem nehéz latni, hogy v(f) < L@J ,
V(flaa) < 22:1 v(flya,;) ahol Ay, .. Ay az A C S particioja, és v(f) < rp(z) +
+v(f/z) ahol z € Z,%. Igy v(f) karakterizacioja (ha van) a kdvetkezd becsléseken
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alapul:

(1)

V(fl) <m { [

(2)
V(f|aa) < min {rf(z) + Z {WJ 2 €Z45, Ay, Avaz A partici()ja} :

J A, ..., A az A partici(’)ja} ,

Dupla kor tulajdonsagu polimatroidokra egyenldség all (2)-ben (Dress és Lovasz
[2]). Az egyszeriibb (1) egyenlGtlenség is érdekes, a dolgozatban (és [13]-ben) ugya-
nis megmutatjuk, hogy a nemtrivialis kompatibilis dupla kordkkel nem rendelkezé
polimatroidokra itt egyenlgség all. A disszertacio olyan 4j kombinatorikus polima-
troidok osztalyait vizsgélja, melyekre e két tulajdonsig valamelyike teljesiil. Az igy
kapott karakterizaciokbol szamos érdekes gréafelméleti eredmény kovetkezik.

2. Néhany el6zmény

Ebben a részben a megértéshez sziikséges el6zményeket targyaljuk. Az x(S) —
— r¢(S) mennyiséget az © € Z,; vektor hidnyanak nevezziik. Az 1-hidnyd vek-
torokat virdgoknak, az olyan ¢ € Z,° 1-hidnyta vektorokat melyekre ¢ — y, €
€ P(f) minden s € supp(c)-re kéroknek nevezziik. A 2-hianyu vektorokat dupla
virdgoknak, az olyan y € Z.° 2-hidnyt vektorokat melyekre 3 — y, minden s €
€ supp(y)-ra 1-hidnyt, dupla kéréknek nevezziik. Igy minden z (dupla) virdgra
létezik egy egyértelmi ¢ < z (dupla) kor. Azt mondjuk, hogy az y dupla kor kom-
patibilis (CDC), ha minden s € supp(y)-ra az y — xs egyertelmi korének tarto-
ja nem tartalmazza s-et. Ha y egy CDC, akkor supp(y)-nek van egy egyértelmii
Ui, Us, ..., Uy particidja, melyre y; = yl|supp(y)-vi» ¢ = 1,2,...,d pontosan y korei.
Amennyiben d > 3, akkor a CDC-t nemtrividlisnak (NTCDC) mondjuk. v(f)
karakterizacioja a kévetkez6 dekompozicion alapul:

2.1. Tétel (Lovasz [9]). Az f : 25 — Z, polimatroid fiigguényre a kévetkezdk
legaldbb eqyike 1gaz:

(31) f(S)=2v(f)+1.
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(3ii) Létezik egy S = S1USy particid, hogy S; # 0 és v(f) = v([flas:) +v(flas2)-
(3iii) Létezik olyan s € (W{spy(m) : m legnagyobb pdrositds}, hogy f(s) > 0.

(3iv) f-nek van eqy x pdros nemtrividlis kompatibilis dupla virdgja, melyre
z(S) =2v + 2.

Az els6 harom esetben a feladat természetes modon dekomponalhato kisebbekre.
Az utolsé esetben azonban redukcid csak bizonyos polimatroidosztalyok elemeire
lehetséges. Egy lehetséges kovetelmény a Dress és Lovasz [2] altal bevezetett dupla
kor tulajdonsdg (DCP). Azt mondjuk, hogy az f DCP tulajdonsagu, ha

(4) (f/2) (ﬂ Spf/z(yi)) >0

teljesiil az f minden f/z Gsszehtizasanak minden y NTCDC-jére.

2.2. Tétel (Lovéasz [9; 10; 11], Dress és Lovéasz [2]). DCP polimatroidokra egyen-
I6ség dll (2)-ben minden A C S-re. Legyen M matroid E alaphalmazzal, A C 2F,
tovdbbd f : 2PY4 — Z,, f(FUB) = r( FUUB) ahol F C E és B C A.
Amennyiben M DCP tulajdonsdgi, akkor

) V(flas) = min (f(Z) +Y [%D ,

ahol a minimum az dsszes Z C E halmazra és az A dsszes Ay, ..., Ay particidjdra

megy.

Lovész bebizonyitotta, hogy ha egy lineéris polimatroid alaphalmaza tartalmazza a
teljes linearis teret, akkor a polimatroid DCP. Bar a kombinatorikus alkalmazasok-
ban el6fordul6 polimatroidok legtobbszor linearisak, az igy kapott min-max formu-
la nem tiikr6zi a feladat kombinatorikus természetét, hisz Z barmilyen linearis altér
lehet. Ugyanakkor az is megeshet, hogy nem tudjuk determinisztikusan megadni a
hatékonyan elvégezhetsk.

A 6. rész kivételével (ahol NTCDC-mentes polimatroidokkal foglalkozunk) az
az altalanos célunk, hogy alkalmazéasok altal indukélt 4j kombinatorikus polima-
troidokat konstruéljunk melyek DCP tulajdonsagt polimatroidba dgyazhatok, s e
DCP polimatroidok kombinatorikusak, nem tartalmazzdk a teljes linearis teret.
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3. (k,l)-matroidok

Teljes grafok kormatroidjai és egy siirtiségi feltételt (|2; 9]) teljesits transzverzalis
matroidok fontos DCP tulajdonsagi matroidok. Ezek természetes altalanositisai a
kovetkezs (k,l)-matroidok. Az My ;(H) matroid alaphalmaza legyen a H = (V, E)
hipergraf élhalmaza, és F' C E fiiggetlen ha |F'| < k||J F'| — [ minden F’ C F-re.

Pszeudomodularitasbol [1; 6] kovetkezik, hogy My ;(H) DCP tulajdonsagu, ha
k =1 =1 és H-ban van él minden pontpar kozt, vagy ha k = 1, = 0 és V
minden részhalmaza hiperél elég nagy multiplicitassal. Iwata egy homomorf képre
vonatkozo konstrukciojaval formula vezethets le a k = [ > 2 esetre. Mas (k, [)-ekre
azonban nem ismeretes mas megoldas mint a kévetkezs. [14]-ben megmutattuk,
hogy ha H elég stirti, akkor M, ;(H) rendelkezik a DCP tulajdonsaggal:

3.1. Tétel ([14]). My, (H) rendelkezik a DCP tulajdonsdggal amennyiben
(6)  ra ) (E[X]) = k|X| =1 teljesiil minden X C V,k|X|—1> 0 halmazra.

3.2. Tétel ([14]). Legyen | = ck + d ahol ¢,d egészek, 0 < d < k. Ekkor (6)
teljesiil, ha E tartalmazza

(7i) V minden ¢ + 1 méretd részhalmazdt legaldbb k — d multiplicitdssal, és

(7ii) V' minden ¢+ 2 méretd részhalmazdt legalabb cd + d — ck multiplicitdssal.

A Berge-Tutte formulat és a transzverzalis matroid parositasi formulat specialis
esetként kapjuk. Nincs ez masként hipergrafikus matroidok parositasaira, melynek
Lovasz haromszogkaktuszos tétele egy specidlis esete. A kovetkezd bekezdésekben
a 3.1 és 3.2 tételek 1j alkalmazasait mutatjuk.

Ha k£ =2 és [ = 3, akkor a 2-dimenzi6s generikus merevségi matroidot kapjuk
specidlis esetként. Legyen G = (V, E) iranyitatlan graf, A; C (f), Ay C ((9)
Ha G generikusan merev, akkor v(ry|,4, ) a legnagyobb A; élpéarjaibol allo halmaz
elemszama mely szerepelhet G egy minimalisan generikusan merev részgrafjaban.
Ha G nem generikusan merev, de (V,E U (JA,) igen, akkor o(ryyplea.) az A

élparjainak azon legkisebb szdmat adja, melyekkel G generikusan merevvé tehet6.

\%
2

Mi azon legkisebb B C A halmaz, hogy a G-b6l B elemeinek 6sszehiizaséval kapott

Legyen tjra G = (V, E) iranyitatlan graf és A C (1) extra élek egy halmaza.

grafnak van k él-diszjunkt feszit6faja? A valasz trividlis & = 1-re, NP-nehéz ha k
az input része. Erdekes, hogy k = 2-re a feladat (2,2)-matroid parositasara vezet.
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A (k,l)-matroidok parositasainak vizsgalata a 3-dimenzios generikus merevségi
matroidnak készonhets. Nem ismerjiik az utobbi matroid rangjanak jo karakteriza-
civjat, sem determinisztikus algoritmust a rang kiszamitasara. Jackson és Jordan
igazolta, hogy ha a G = (V| E) grafnak minden X C V, |X| > 2 élhalmaza legfel-
jebb w élet feszit, akkor F fiiggetlen a 3-dimenziés generikus merevségi ma-
troidban. Tehat megadtak a fliggetlenek halmazokanak egy viszonylag nagy részét.
A szobanforgo élhalmazok karakterizacioja (5,7)-matroidok parositési feladata.

4. Tomor polimatroidok

Metsz6 szubmodularis fliggvények reszelése természetes modon definidl polima-
troidokat. A (k, l)-matroidok lényeges tulajdonsagainak kiemelésével bevezethetiink
DCP polimatroidok egy 1j osztalyat, érdekes alkalmazasokkal. Az eredmények [13]-
b6l vannak.

(8i) Legyen S véges alaphalmaz, és ) € L C 2° egy metszetképzésre zart
halmazrendszer, melyre | JL = S. Legyen tovabba b : L — Z, b(()) = 0
egy halmazfiiggvény a kovetkez6 metszd szubmodularitdsi tulajdonsaggal.
Tegyiik fel, hogy barmely Uy, U, € L, Uy N U, # (), esetén van L-nek egy
Uy V Us-vel jelolt eleme amire Uy U Uy C Uy V Us, és

b(Uy) + b(Uz) > b(Uy NUy) + b(Uy V Uy).

Ekkor b: 25 — 7.,
(9) bU) = min > ()

- CL— -
FeL-{0), UCUT £

polimatroid fiiggvény. Legyen Fy a (9)-ben egyenlGséget add halmazrendszerek
koziil a ,maximalis”. Most kovetkeznek a DCP-t biztosit6 feltételek:

(8ii)) Ha U € L — {0}, akkor |Fy| = 1.

(8iii) Legyenek Uy, Us, Us € L olyan halmazok, hogy b(U; ;) > 0 minden U; ; €
e L, U NnU; CU;; 1 <i<j <3 esetén. Ekkor tegyiik fel az L egy
LUy, Uy, Us)-vel jelolt elemének 1étezését, melyre
Uy U, UU3 C U(Uy, Uy, Us), és

(10) Y bU;NU) +b(U(U1, Uy, Us)) <> b(Us) + b(Uy N Uy N Us).

1<i<j<3



5 Paritasos OsszefiiggGségi iranyitasok

Az (8i-8iii) feltételeket kielégits (S, L,b,V, ) 6tost és b polimatroid fiiggvényt
tomornak nevezziik. Tomor polimatroidokra vonatkozé f6 eredményiink:

4.1. Tétel. ([13]) A témor polimatroidok osztdlya zdrt dsszehizdsra, és prema-

troid képzésre. A tomér polimatroidok DCP-k.

A (6)-et kielégits (k,l)-matroidok témorek. Nézziink egy masik alkalmazast tomor
polimatroidok parositasaira. Kezdjik Mader pont-diszjunkt A-utjainak [12] fela-
dataval, amit Lovisz megfogalmazott péarositasi feladatként és levezette Mader for-
mulajat nemkonstruktiv moédon. Schrijver megadta a szébanforgd polimatroid egy
linearis reprezentacidjat, mely tehat algoritmushoz is elvezet. A kapott algoritmus
azonban nem tekinthet$ kombinatorikusnak, hisz a kombinatorikus dual megoldés
helyett is egy linedrisat kapunk. A dolgozatban megmutatjuk, hogy Lovasz poli-
matroidja beagyazhaté egy kis tomor polimatroidba, a kapott formulabol pedig
levezethet6 Maderé. Amennyiben lenne parositas algoritmus DCP vagy tomér poli-
matroidokra, akkor az 1j kombinatorikus algoritmust adna Mader feladatara.

5. Paritasos Osszefiiggdségi iranyitasok

A paritasos Osszefiiggbségi iranyitasi feladatok kdzponti szerepet jatszanak a dolgo-
zatban. Itt hipergrafok olyan irdnyitésainak létezését vizsgaljuk, melyek kielégitenek
bizonyos Gsszefiiggdségi feltételt, s minden pont kifoka adott paritast.

Legyen H = (V, E) hipergraf (aminek az iireshalmaz nem éle). Az iranyitasi
feladatoknal hiperél alatt mindig multihalmazt értiink, tehat a v pont e(v) multi-
plicitassal szerepel az e € E hiperélben. A H egy H wrdnyitasan azt értjiik, hogy
minden h € F hiperélre kijeloliink egy v € h fejet, a h — x, pontjai pedig a tovek
lesznek. A h hiperél belép X-be, ha X-ben van a feje, s legalabb egy tove nem, mig
kilép X-b6l, ha V' — X-be belép. Az X-be belépd ill. X-bél kiléps élek halmazat
5%1()() ill. 5%”(X) jeloli.

Az Osszefiigg6ségi igényt a p : 2V — Z,, p(0) = p(V) = 0 fiiggvény adja meg.
A H iranyitas fedi p-t, ha 5%1(X) > p(X) minden X C V-re. A p:2V — Z,

fliggvényt metszd szupermoduldrisnak nevezziik, ha
(11) p(X) +p(Y) 2 p(XNY) +p(XUY)

teljesiil amennyiben X, Y C V, X NY # (. Hasonléan, p : 2V — Z, ko-metszd
szupermoduldris, ha (11) teljesiil amennyiben XY C V., X UY # V ill. keresztezd
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szupermoduldris, ha (11) teljesiil minden X, Y C V, X NY # 0, XUY £V
halmazparra.

Legyen g : 2¥ — Z, g(X) = > cpe(X) — |E[X]| — p(X). Vilagos, hogy ha
x € ZV egy p-t fed§ irdnyitas kifokvektora, akkor

(12) x>0,
(13) z(X) < g(X), minden () # X C V halmazra,
(14) z(V) = g(V),

s6t, ha az x egész vektor kielégiti (12-14)-et, akkor H-nak van p-t fed§ iranyitasa
melyben a v pont foka x(v). Ha g > 0, és p keresztez6 szupermodularis, akkor
az (12-14) feltételrendszer iires poliédert vagy bazispoliédert hataroz meg. igy a
,Sszubmodularis fiiggvények elméletébdl” levezethets:

5.1. Tétel (Frank, Kiraly, és Kiraly [5]). Legyen H = (V, E) hipergrdf, p
12V = Z., p(0) = p(V) = 0. Ha p metszd szupermoduldris, akkor H-nak pontosan

akkor van p-t fedd irdnyitdsa, ha

(15) 9(V) <3 (X,)

fenndll a 'V minden X1, X, ..., X; particidjdra. Ha p ko-metszd szupermoduldris,

akkor H-nak pontosan akkor van p-t fedd irdnyitdsa, ha
t
(16) (t—1g(V) < g(V - X;)

fenndll a V minden X1, Xs, ..., X; particidjdra. Ha p keresztezd szupermoduldris,
akkor H-nak pontosan akkor van p-t fedd irdnyitdsa, ha (15) és (16) teljesiilnek a
V' minden particidjdra.

Térjiink most ré a paritasos esetre. Ekkor olyan p-t fedd iranyitast keresiink, mely-
ben minden kifok adott paritasd. Frank, Sebd, és Tardos megmutattak, hogy ha p
csak szingletonokon és azok komplementerein pozitiv, akkor a feladat visszaveze-
thets grafok parositasaira.

Frank, Jordan, és Szigeti [4] a paritasos gyokeresen k-élosszefiigg6vé iranyithatosa-
got vizsgaltak. A dolgozatban megmutatjuk, hogy ezen feladat s hipergrafos val-
tozatanak megoldasa levezethetS t6mor polimatroid parositdsbol. Ez a megkdzelités



6 Polimatroidok NTCDC-k nélkiil

lehet6vé teszi, hogy also és fels6 fokkorlatokat is irjunk a pontok kifokaira. Kiraly és
Szabo [8] egy meglepd altalanositast adtak. Bebizonyitottak a természetes particios
formula elégségességét azon altaldnos esetben, amikor p metszé szupermoduléris:

5.2. Tétel (Kiraly és Szabé [8]). Legyen H = (V, E) hipergrdf, p : 2V — Z,
metszd szupermoduldris, p(0) = p(V) = 0, végil T C V. Ekkor H-nak pontosan
akkor létezik pontosan T pontjaiban pdratlan kifokd p-t fedd irdnyitdsa, ha

(17) g(V) < Zg(Xj> — i 9(X5) # T N X[}

fenndll a V. minden Xy, Xo, ..., X, particidjdra.

A polimatroid parositas szempontjabol ez a feladat teljesen masként viselkedik
mint a korabbiak, és a kivetkezs részben targyaljuk.

Nagyon keveset tudunk olyan paritésos irdnyitési feladatokrol, melyben p keresztezd
szupermoduléris. Fontos nyitott kérdés azon grafok karakterizécidja, amiknek van
csupa paros kifoku erdsen Osszefiiggs iranyitasa. Nem nehéz latni, hogy a fela-
dat random polinomiélis. A dolgozatban megadtunk egy kombinatorikus karak-
terizaciot a sikgrafok specidlis esetére, amikoris a jo iranyitasok kifoksorozatainak
poliédere tomor polimatroidba agyazhato, hely hidnyaban a részleteket mellgzziik.

6. Polimatroidok NTCDC-k nélkil

Ezen rész eredményei [15]-bol vannak. Lattuk korabban, hogy bizonyos paritasos
iranyitasi feladatok kezelheték tomor polimatroidokkal. Az 5.2 tétel esetében ez
valészintitlen, hisz a p-t feds iranyitasok foksorozatainak poliédere nem teljesit
semmilyen algebrai tulajdonsigot, mely a DCP-t biztosithatni. Ehhez teljesen
1j megkozelités kell. [15]-ben megmutattuk, hogy ha p metsz§ szupermodularis, g
nemnegativ és nemcesokkend a nemiires halmazokon, akkor a (12-13) altal leirt poli-
matroid NTCDC-mentes. Masodszor pedig, hogy NTCDC-mentes polimatroidokra
a particios formula karakterizalja v(f)-et:

6.1. Tétel (M. és Szab6 [15]). Legyen f : 2° — Z, NTCDC-mentes polima-
troid fiiggvény. Ekkor egyenldség dll (1)-ben minden A C S-re.

Ekkor az 5.2 tétel egy egyszert kovetkezmény. Tovabbi egyszertibb alkalmazasokat
is vizsgalunk NTCDC-mentes polimatroidokkal.
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Mig grafok parositasfeladatdnak minden természetes polimatroid pérositési
felirasdban vannak NTCDC-k, mutatunk olyat amelyben nincsenek.

Egy masik alkalmazas Fekete [3] kovetkezs feladata. Legyen | € {2,3}, G =
= (V, E) egy iranyitatlan graf, és Z C V-re legyen K, az a graf a Z ponthalma-
zon, melynek barmely két pontja kozt van 4 — [ parhuzamos éle. Legyen tovabba
r(E) < 2|V| —1 ahol r az My, rangfiiggvénye. Ekkor megkérdezhetjiik, hogy mi
azon legkisebb Z C V melyre G + K rangja 2|V| — [. Ha [ = 2, akkor ez ekvi-
valens a legkisebb Z Osszehuizasaval, melyre a kapott grafnak van két él-diszjunkt
feszit6faja. Az | = 3 esetben pedig koriilbeliil arrél van sz, hogy minél kevesebb
pontot akarunk generikusan leszirni gy, hogy a kapott graf sikban generikusan
merev legyen. Ez utobbi Lovasz leszurasi tételének [9] egy generikus valtozata.
Fekete igazolta, hogy mindkét feladat grafok parositasaira visszavezethetd. [15]-
ben megmutattuk, hogy a felmeriilg polimatroidok valgjaban NTCDC-mentesek.

7. Nyitott kérdések

A DCP polimatroidok és az NTCDC-mentes polimatroidok osztélyai valoszintileg
egyik sem része a mésiknak. Erdekes kérdés tehat, hogy van-e a kettének valami
kozos kerete kezelhetd parositasi feladattal. Nyitott az is, hogy milyen kortilmények
kozott lehet a DCP polimatroidok parositasi feladatait algoritmikusan megoldani.
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