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1 Bevezetés

E disszertacio f6 célkitlizése az, hogy a Lorentz-sokasagok exponencialis leké-
pezéseit, ehhez kapcsolddva az tigynevezett fokdlis pontok halmazat is, minél
tobb szempont szerint megvizsgaljuk. Ezt harom fejezetben fogjuk megtenni,
melyekben a {6 elv mindig az lesz, hogy Riemann-esetben ismert eredmények
megfeleloit vizsgaljuk meg Lorentz-esetben, hogy megmutassuk az egyezé-
seket, illetve a kiilonbségeket. Még miel6tt vazolnank, hogy az egyes fe-
jezetekben mirdl is lesz pontosan szo, célszeri egy-két definiciot és jelolést
bevezetni.

Legyen (M, <, >) egy Lorentz-sokasig, melynek exponencialis leképezését
jeloljeexp : TM D T™M — M , ahol T'M a sokasag ¢rintOnyalabjat jeloli, és az
exponencialis leképezés értelmezési tartomanya pedig T'M. Ezt a leképezést
megszorithatjuk az érintonyalab egy alkalmas részhalmazara is pl. egy x €
M pont T, M érintéterére, pontosabban a m def TM N .M C T,M
részhalmazra. Ha P C M egy szemi-Riemann-részsokasag, azaz P egy olyan
sima részsokasaga M-nek, hogy minden x € P esetén a szemi-Riemann metri-
ka megszoritasa T, M-re nem elfajuld, akkor beszélhetiink egy x € P pontban
az

NPY fyeT,M| <v,w>=0,VweT,PcT,M}

normalis térrél, tovabbd a P részsokasdg N (P) normadlis nyaldbjardl:

N(P)™ U{N,P|z € P}.

Ekkor az exponencidlis leképezést megszorithatjuk a P C M szemi-Riemann-
részsokasdg N (P) normadlis nyaldbjéra is, ahol a megszoritast ugy értjik,

hogy az m “N (P) N TM részhalmazon tekintjiik az exponencialis

leképezést, melyre az € : N (P) — M jeldlést fogjuk haszndlni az egyszeriiség
kedvéért. Vegytink most egy P C M szemi-Riemann-részsokasagot és tekint-

—_—

siik ennek normélis nyaldbjén az € : N (P) — M exponencidlis leképezést.

e~ —

Egy v € N (P) vektort fokalis vektornak mondunk, ha az exponencialis

leképezés Te linearis érintéleképezésének magja nem trivialis, azaz T,N (P) D
kerT,e # {0}. Ez a definicié ekvivalens a kovetkezOvel: azokat a v €

—_——

N (P) vektorait a normalis nyaldbnak, melyeknek semmilyen U C N (P)
nyilt kérnyezetén sem diffeomorfizmus a megszoritott |y leképezés, fokalis

vektoroknak nevezzilkk. Egy v € N (P) fokélis vektor ¢ (v) képét fokalis




pontnak fogjuk nevezni. Abban a specidlis esetben, amikor a P részsokasag
egyetlen pont, azaz P = {z}, a fokalis vektorokat illetve pontokat konjugalt
vektoroknak illetve pontoknak nevezziik.

Ha adott egy w € N (P) vektor, akkor nyilvanvaléan w € N, P valamely
egyértelmi x € P pontra, igy a [0,00) 2 t — t-w € N, P C NP egy
félegyenest definial. Mivel az ¢ leképezés nem feltétlen értelmezett az egész
félegyenes mentén, csak valamilyen [0,9,,) szakaszon (ahol 0 < 4, < o),
ezért az 1y 1 [0,0,) Dt — t-w € N,PN N (P) leképezést (a w-irdny)
sugarnak fogjuk nevezni. Ennek a sugdrnak a képét jelolje c,, () . (rw (1)),
mely a részsokasagra merélegesen indulé w-iranyi geodetikus sugar. Kony-
nyen lathat6, hogy minden v : [0,«) — L geodetikus, melyre v (0) € P,
7 (0) L Ty P teljesiil el6all, mint valamilyen r,, () sugar képenek a meg-
szorftdsa a [0, «) intervallumra, azaz 7 (t) = ¢, (t), ahol w = 7/ (0). Az
egyszerliség kedvéért az r,, jeloléssel fogunk hivatkozni az r, ([0, d,,)) képhal-
mazra.

Legyen R a Lorentz-sokasag gorbiileti tenzora a V Levi-Civita kovarians
derivéldsra nézve, ¢,(t), v € N (P) pedig egy geodetikus sugar a P szemi-
Riemann-részsokasagra merdlegesen, tovabba X (t) € T, M egy sima vek-
tormez6 e geodetikus mentén. Az X (t) vektormez6t Jacobi-mez6nek ne-
vezzik, ha teljesiti az:

R(X (t),d, (t)c, (t)+ X" (t) =0, Vt € [0,0,)

egyenletet, amit Jacobi-egyenletnek hivunk, ahol X' (t) = amX (t).

Jelolje
Wy - ch(O)P — TcU(O)P, veN (P)

a P szemi-Riemann-részsokasidghoz tartozo v-irdanyu Wiengarten-endomorfiz-
must (ennek definicidjat az analég Riemann-esetben lasd Bishop-Crittenden
[B-C] 190-191. o.). Ekkor azokat a Jacobi-mez&ket, melyek kielégitik még az

1.X(0) € To., (o) P;
2. X'(0) — w(X(0)) € To,0) P,
kezdeti feltételeket is P-Jacobi-mezoknek nevezziik. Ha létezik, olyan nem-

trivialis P-Jacobi-mez6, mely a ¢, (t9) pontban eltiinik, akkor bizonyithato,
hogy a ¢, (ty) pont a P részsokasag fokélis pontja, (ennek bizonyitdsat az



analég Riemann-esetben lasd [B-C] 225. o.). Haszndlni fogjuk kés6bb az
alabbi ismert lemmat is:

1.1 Lemma. Ha X (t), Y (t) P-Jacobi-mezék a c, (t), v € N (P) geodetikus

sugdr mentén, akkor
<X @), Y(t)>—-<X(),Y'(t) >=0.

Bizonyitds. Lasd [B-C] 228. o. 4. Lemma. O

Erdemes megjegyezni, hogy a P-Jacobi-mezék, (melyek a fokalis pon-
tokat adjak) végig ortogonalisak a geodetikusra, hiszen ha X (t) egy P-Jacobi-
mez6, melyre X (tg) = 0, akkor a fenti lemméban Y (t) = ¢, (t) vélasztdsra a
kévetkezd dsszefiiggés adodik < X'(t),d,(t) >= 0. Azaz £ < X(t),c,(t) >=
0, amibél < X (t),c, (t) >= konst. Mivel a t = t; paraméterre X (ty) = 0
miatt ez a konstans nulla, igy < X (¢),c,(t) >= 0.

A disszertacié egyes fejezeteiben az alabbiakrdl lesz szo:

1. Frank Warner [W] eredményeit dltalanositjuk Riemann-sokasagok kon-
jugalt vektorairdl Lorentz-sokasagok fokalis vektoraira, igy bizonyos jo
fokalis vektorok kornyezetében alkalmas koordinata kornyezeteket véve
explicite megadhaté az exponencidlis leképezés formaja. A fokalis vek-
torok halmazabdl egy kivételes halmazt elhagyva a megmarado részen
ezek a jo fokalis vektorok egy sitri és nyilt halmazt alkotnak. A
vizsgalddasaink alatt egy Warner altal definidlt un. (R2) tulajdonsag
meglétét fogjuk megkovetelni, mivel teljesen altalanos esetben a fokalis
pontok halmaza nagyon nehezen kezelhet lehet. fgy példaul a Lorentz-
esetben, egy geodetikus mentén tetszoleges zart halmazok is részei
lehetnek a fokélis pontok halmazénak, mint azt P. Piccione és D. V.
Tausk példdja mutatja [P-T]. A fejezet végén példak lesznek, melyek
kiilonbozo tipust nem jo fokalis pontok létezését bizonyitjak.

2. Ebben a fejezetben az (R2) tulajdonsédg teljestilése mellett, azt fogjuk
megvizsgalni, hogy milyen becslések adhatéak egy geodetikus szaka-
szon 1évo fokalis pontok szamara. A Maslov-indexet fogjuk hasznélni,
mely a Morse-index altalanositdsa a szemi-Riemann-esetre, azonban
ez nem egyszeriien a fokalis pontokat szamolja multiplicitassal, hanem



bizonyos el6jellel szamolja a fokalis pontokat. Elsoként a Maslov-in-
dex segitségével kozvetlenill adhaté becsléseket adunk, melyben a [P-
T2] cikk egy eredményét fogjuk hasznalni, majd Szenthe J. [Sz1] cikke
alapjan adunk a Riemann-esettel analég becsléseket, végiil Gn. erds
fokalis pontok elso lehetséges elofordulasat vizsgaljuk.

. Az utolsé fejezetben egy kompakt Gsszefiiggd Lie-csoport orbitjainak
fokélis pontjait fogjuk vizsgalni globalisan hiperbolikus Lorentz-soka-
sagokban. El6szor csak az orbitokat vizsgéljuk, majd ennek segitségével
a 4-dimenzods Lorentz-sokasdgok esetében a szingularis orbitokrol meg-
mutatjuk, hogy nem lehetnek izoldltak. Végiil bizonyos specidlis ese-
tekben a szinguldris orbitok és principalis orbitok fokalis pontjai kozti
osszefiiggéseket fogunk megvizsgélni, melyekhez Szenthe J. [Sz2] cikke
fog segitségiil szolgalni.



2 Warner eredményeinek analogonjai

Warner egy cikkének [W] eredményei természetes mdédon altalanosithatéak
Lorentz-sokasagok fokalis vektoraira, a bizonyitasok csekély mddositasaval,
ezért sorban végigmegytlink a cikk allitasain, és megfogalmazzuk azokat az
altalunk haszndlni kivant formaban. Riemann-sokasigok esetén is ismertek
kiterjesztések lasd pl. Hebda [H] és Molnar-Saska, Szenthe [MS-Sz|, illetve
Lorentz-esetben id6-, vagy fényszert geodetikusok menti konjugalt pontokra
K. Rosquit [R].

2.1 Definicié. Legyen P C M eqy Lorentz-sokasdg szemi-Riemann-részso-
kasdga. Jelolje J (c,, P) a P részsokasdgra merdleges ¢, (t) geodetikus sugar
menti P-Jacobi-mez0k vektorterét és Jpyy (cy, P) ennek azon alterét, amit
a ¢y (to) pontban eltiné P-Jacobi-mezdk alkotnak. Definidaljuk a T, )M

v

érintdtér két alterét a kovetkezd modon:
de
Vi (Pe) € {X (to) | X € T (e, P)};
de
Dy, (P, co) © {X (o) | X € Tpaoy (¢, P)}

Ha ¢, (to) egy fokdlis pontja a P részsokasdgnak a c, (t) geodetikus sugdr
mentén, akkor dim (ker T, m(to)5> e fokdlis pont rendgje vagy mdsnéven multi-
plicitdsa, és igazolhatd a 2.4. Lemma alapjdn, hogy ez éppen a Dy, (P, ¢,) C
T, t0)M altér dimenzidjaval egyenld (ldsd [B-CJ 225. o. a Riemann-esetben,).
Egy w fokdlis vektor multiplicitdsdn természetesen a neki megfelelé € (w)
fokdlis pont multiplicitasat értjik. Az e : ]V(\PT) — M exponencidlis leképe-
zést reguldarisnak mondjuk, ha teljestlnek ra az aldbbi reqularitdsi feltételek.

(R2) Dy (Pco) ® Vg (Prcy) = ToyM, minden v € N (P) és ty €
0,0,) esetén;

(R3) minden v € N (P) esetén létezik olyan U konvex kirnyezete a v

—~—

vektortnak, hogy minden r,, sugdrnak, mely metszi e kornyezetet, az r, N U
szakaszdn lévd fokdlis vektorainak szdma multiplicitdssal szamolva megegyezik

v multiplicitdsaval.

A fenti szamozas a Warner cikkel valé analégia miatt tortént, ahol volt
még egy (R1) tulajdonsédg is, mely mindig teljesiil a mi esetiinkben. Ez az
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—_—

(R1) tulajdonsag azt kovetelte meg, hogy ¢ legyen sima az N (P) null-szelésén
kiviil és legaldbb C'-osztalyu a null-szelés egy kis kornyezetén, tovabbé azt,
hogy Te(r)(t)) = ¢, (t) # 0, amikor v # 0. Az (R2) tulajdonsdgnak pedig
egy masik forméja szerepel a Warner cikkben, mely ekvivalens az altalunk
kimondottal, ennek bizonyitdsat Riemann-sokasdgok esetére ldsd a [W] cikk
végén. Egy az (R2) tulajdonsdggal ekvivalens feltétel meglétét koveteli meg
Mercuri, Piccione és Tausk cikke [M-P-T] is ahhoz, hogy a Maslov-index
jol definidlt legyen. Az [M-P-T] cikk 5.1.2 Tételének bizonyitasabdl az is ki-
olvashaté, hogy a szerzok altal hasznélt "non-degeneracy” feltétel az altalunk
hasznalt (R2) feltétellel egyenértéki. A mi esetiinkben az ekvivalens megfo-
galmazdsoknak a fent megadott (R2) alakja lesz a legegyszeriibben hasznél-
hato, ezért fogjuk ezt alkalmazni.

Az alabbi definici6, Warner definicidjanak természetes kiterjesztése rész-
sokasagok normadlis nyalabjara.

—_— —_—

2.2 Definicié. Az e : N (P) — M leképezés reguldris a V C N (P) hal-
mazon, ha a V halmaz minden pontjdira teljesilnek az (R2), (R3) tulag-

donsagok.

2.1 Lemma. Legyen (M, <,>) egy sima Lorentz-sokasdg, P C M egy sima
szemi-Riemann-részsokasiga, m € P,v € N, P és r, eqy sugiar az N (P)
normdlis nyaldbban. Legyen tovabbd A(t) egy olyan vektormezd az r, sugdr
mentén, melyre Te(A(t)) egy nem azonosan nulla P-Jacobi-mezé a c, (t)

geodetikus sugar mentén. FEkkor

teljesiil, ahol E(t) egqy sima sehol sem elting vektormezd a ¢, (t) geodetikus
sugdr mentén, és f(t) egy sima figgvény, melyre f(ty) =0 esetén f'(ty) #0

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen Y (t) = Te(A(t)), tovdbba legyenek E(t), ..., E,(t) par-
huzamos vektormezok, a Levi-Civita kovaridns derivalasra tekintettel, melyek
egy bézist adnak minden T, M érintétérben. Ekkor az Y (t) = ) fi(t) -
E;(t) felbontds adddik, ahol az f;(t) figgvények simak. Ha Y(t3) = 0,



akkor Y'(ty) # 0 teljesiil, mivel Y (f) nem azonosan nulla Jacobi-mezé.
Kihasznélva, hogy az E;(t) vektormezék parhuzamosak Y'(t) = > fi(t) -
E;(t) adédik, melybdl igy kovetkezik, hogy nem minden f/(¢y) tiinhet el,
azaz az Y (t) P-Jacobi-mezd zérus helyei izolaltak. Sét a Y f2(t) egy sima
nem azonosan nulla fiiggvény, melynek minden zérushelye elsérendii, mivel
(2 f3) (o) = 0, tovabba (3° f2)" =S 2f7- fi+>. 2(f1)? # 0 teljesiil, hiszen
a jobb oldali els6 Osszegzés minden tagja 0 a t; pontban mig a masodik
Osszeg pozitiv. Warner [W] cikkének 2.2 Lemméja kimondja, hogy egy sima
fiiggvénynek, melynek minden gyoke masodrendti, 1étezik sima négyzetgyoke.
Azaz a mi esetiinkben létezik olyan sima f fliggvény, melyre > fZ = f2

Legyen

def Y(t)

) = f(t)

ha Y1) # 0,

aY(t) =0.

Ekkor E(t) egy sima sehol sem eltiiné mindeniitt jél értelmezett vektormezo,
hiszen ha Y'(tg) = 0, akkor az

fi(#) = (t = to)ki(t), f(t) = (£ —to)g(?)

felbontds érvényes a to pont egy kérnyezetében, ahol k;(t) = fl(to), g(to) =

f'(to) # 0, tovabba ezek a fliggvények simédk, amib6l kozvetleniil adédik,

hogy az E (t) vektormez6 a t, pont kornyezetében % (t’to()tgf)i;zfi(t) —

> ’;i((tt)) E; (t) alaku, igy g (t9) # 0 miatt sima és jol értelmezett. Vegyiik észre,

hogy E (to) = X 505 1, (1) = Y2 f1(t0) Eilto) = 55 Y (to). =

A fenti bizonyitds a [W] 2.3. Lemma bizonyitdsanak dtvitele a Lorentz-
esetre. Mi az eredeti bizonyitds modositasat adtuk meg, hogy az analdgia
konnyen kovethetd legyen, habar a fentinél egyszertibb bizonyitas is adhaté
az Y (t) Taylor-kifejtésének segitségével a t = ¢y pont koriil, ahogyan arra
J. J. Duistermaat ramutatott: Y (t) = Y (o) + fl LY (to+ s (t — to)) ds,
ahol ha Y (ty) = 0, akkor Y (t) = (t —to) fo Y’ ( to+s(t—t0)) ds, ahol
fol Y'(to+ s(t —to))ds egy, a t = t, paraméter kis kornyezetében, nem

9



eltiin6 vektormez6é. A tobbi moédositott Warner allitdsnal is hasonldéan, az
eredeti bizonyitas enyhe megvaltoztatasaval megy a bizonyitas.

—_——

2.2 Lemma. Tegyiik fel, hogy az r,(ty) € N (P) pont egy kornyezetében tel-
jesil az (R2) tulajdonsdg, tovabbd e pont multiplicitisa k. Ekkor léteznek
olyan U és V' kornyezetei az r,(to) €és ¢, (to) = e(r,(ty)) pontoknak, tovibbd
(X1, ..y Tn) €S (Y1, ..., Yn) koordindtarendszerek az U illetve V' kérnyezete-

ken, hogy egyrészt e(U) C V', mdsrészt

Ta(a%m(tm - fj(t)(a%j(cv(t)))

érvényes, ahol j =1,...,n ést olyan, hogy r,(t) € U teljesil, tovabbd az f;
fiiggvények simdk, melyekre f;(t) # 0 teljesil amennyiben j = 1,...,n — k.
Haj=n—k+1,...,n, akkor az f;(t) figgvény csak a t =ty pontban tinik
el, ahol fi(ty) > 0.

Bizonyitds. A fenti lemma Warner 2.5. Lemmajdnak altaldnositasa, ahol
a bizonyitds is a [W] 2.5 Lemma alapjan torténik. A bizonyitds vazlata a
kovetkezé: Az r, (t) sugar mentén vegyiink olyan A, (t),..., A, (t) bazisme-
zOket, melyekre minden T'e (4; (t)) egy P-Jacobi-mez6 lesz a ¢, (t) geodetikus
mentén. - Ilyen bazismezok 1étezésének bizonyitasat lasd az 2.4. Lemma bi-
zonyitdsaban. - A 2.1. Lemma alapjan adédnak a Te (A; (t)) = fi (t) - E; (1)
felbontédsok, ahol E; (tg) # 0 ,i =1,...,n és ezek egy bazisat adjak Tr, ) M-
nek az (R2) feltétel miatt, ezért az E; () vektormezék egy bézismez6t ad-
nak a ¢, (t) geodetikus mentén a c, (ty) pont egy kis kornyezetében, en-
nek bizonyitdsa a 2.3. Lemma alapjan torténik. Most tehdt van egy-egy
bazismezonk az r, (t) sugar és a ¢, (t) geodetikus mentén a t, paraméterhez
tartozo pontok egy kornyezetében. Warner 2.4. Lemm4ja alapjan, ha adott
egy ¢ (t) sima gorbe, és e mentén egy (X (¢),...X, (t)) sima bézismezd,
akkor van olyan alkalmasan kicsiny W kornyezete a gorbe tetszoleges pont-
janak és ezen a kornyezeten egy (z1,...,z,) koordindtarendszer, amelyre a

gorbe mentén 2= (¢ (t)) = X; (¢) teljesiil. Ez a lemma adja a lemmankban

10



szereplé U, V' kornyezeteket, és az (x;), (y;) koordindtarendszereket. Az
Ty (t) és ¢, (t) menti bazismezOk konstrudldsa részletesebben megtaldlhatd
a 2.1. Fejezetben, a Whitehead determinans definidlasa elott. O

—_—

2.3 Definicié. Egy p € N (P) fokdlis vektort reguldrisnak neveziink, ha
létezik olyan U kornyezete, melyet metszo barmely r,, sugdrra teljesil, hogy
a sugdron pontosan eqy a kornyezetbe esd fokdlis vektor van, és ennek multi-
plicitdisa megegyezik a p vektoréval. A nem requldris fokalis vektorokat szin-
guldrisnak nevezzik. Jelolje FR(P) a reguldris fokdlis vektorok halmazdt,
F3(P) a szinguldris fokdlis vektorok halmazdt tovdbbd F(P) a fokdlis vektorok

halmazdt.

Mivel egy v € ]V(\PT) — F(P) vektort az jellemez, hogy T,e maximélis

rangu, és T,¢ is maximalis rangu, ha w elég kozel van v-hez, ezért N (P) —
F (P) nyilt. Amib6l az kovetkezik, hogy F' (P) zart.

2.1 Tétel. Tegyik fel, hogy az € : m — M leképezés requldris a V C
]T/\(]g) nyilt halmazon. Ekkor FE(P)YNV nyilt a fokdlis pontok F(P)NV hal-
mazdban és FE(P) NV egqy (n — 1)-dimenzids sokasdg struktirdval ldthatd
el 1gy, hogy azi : FRE(P)NV — m bedgyazas egqy részsokasig a re-
lativ topoldgidval, melyre a Tpm = T,FR(P) @], (1) felbontds is teljesiil

minden p € FR(P)NV esetén.

Bizonyitds. Warner [W] cikkében a Theorem 3.1 megfelel6 részének bizonyi-
tasaval analég médon. O]

—_——

2.4 Definicié. Tegyiik fel, hogy az € : N (P) — M leképezés reguldris a
V' nyilt halmazon, régzitsink tovdbbd eqy p € FR(P) NV wektort. Jelilje
K(p) aTye: Tpm — Ty M leképezés magterét és legyen T'(p) = K(p) N
T,(FR(P)NV), ami az eldz6 tétel alapjin jogosult. Ekkor, ha a p fokdlis
vektor multiplicitasa k volt, akkor T(p) vagy k vagy (k — 1)-dimenzids attdl
fiiggéen, hogy K(p) C T,(FR(P)NV) vagy K(p) € T,(FE(P)NV), mivel
T,(FR(P) N V) 1-kodimenzids. Jelolje F{i(P) azon p € FF(P)NV wvektorok
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halmazdt, melyekre T(p) dimenzidja k és Fi*(P) azon p € FE(P)NV
vektorok halmazdt, melyekre T'(p) dimenzidja (k —1).

2.2 Tétel. Ha a fenti definicioban a rorzitett p vektor alkalmasan kicsiny

Vp C V kornyezetét vessziik, akkor az F(}p‘l(P) halmaz ires, ha k > 2. Azaz,

ha az e : N (P) — M leképezés requldris a p € FE(P) vektor egy alkalmasan

e~

kicsiny V,, C N (P) kérnyezetén, és p multiplicitdsa > 2, akkor a K(p), a
T,e leképezés magtere, része a T,(FE(P)NV) érintétérnek.

Bizonyitds. Warner [W]| Theorem 3.2 bizonyitasaval anal6g mdédon lathaté
be. O

e~

2.3 Tétel. Legyen aze: N (P) — M leképezés reguldris a V' nyilt halmazon
és p € FE(P)NV, azaz egy requldris fokdlis vektor a V halmazban. Ekkor

1. Ha a p pont multiplicitisa > 2, akkor vannak olyan (x1, ..., x,)
és (Y1, ...,Yn) koordindtarendszerek a p és £(p) pontok alkalmasan kicsiny
kornyezetein, melyekre az

Yi 0 € = Ty, 1=1,....,n—k,
yioe=x1-2;, t=n—k+1,...,n;

2. Ha a p pont multiplicitasa 1 és p eqy alkalmasan kicsiny kornye-
zetében minden q € FRE(P) NV pontra K(q) = T(q) teljesiil, azaz K(q) S
T,FE(P), akkor léteznek olyan (zy,...,x,) és (y1,...,yn) koordindtarendsze-
rek a p és e(p) pontok alkalmasan kicsiny kérnyezetein, melyekre az

Y; 0 € = Ty, 1=1,...,n—1,
Yn O = T1 - T,

3. Ha ap pont multiplicitdsa 1 és T (p) = {0}, azaz K (p) € T,F%(P),
akkor vannak olyan (x1,...,2,) és (y1,...,yn) koordindtarendszerek a p és
e(p) pontok alkalmasan kicsiny kérnyezetein, melyekre az

Y; 0 € = Ty, 1=1,...,n—1,

YnoOE& = (xn)2
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osszefuggések teljestlnek.

Bizonyitds. A [W] Theorem 3.3 bizonyitasaval analég médon. O

A fenti 2.1. Tétel segitségével az lathaté, hogy FE (P) a regularis fokalis
vektorok halmaza, egy sima bedgyazott nyilt hiperfelillet az N (P) normalis
nyalabban, melyre az 6t metsz6 sugarak transzverzalisak. A 2.3. Tétel pedig
azt irja le, hogy az exponencialis leképezés hogyan néz ki az F (P) hiper-
feliillet pontjainak kozelében. A Riemann-esetben konjugalt vektorok esetén
Warner, fokalis esetben pedig Molnar-Saska, Szenthe [MS-Sz] beldtta, hogy a
regularis fokalis vektorok halmaza stirti a fokalis vektorok halmazaban, azaz
az FE (P) sima nyilt hiperfeliilet lezarasaval megkapjuk a fokalis vektorok
F (P) halmazét. Ebbdl lathato, hogy egy fokélis vektor kozelében az expo-
nencialis leképezés nem 1 — 1 értelmt.

2.1 A Lorentz-sokasag esete

Szemi-Riemann-esetben a konjugalt vagy fokalis pontok eloszlasa egy geode-
tikus mentén sokkal bonyolultabb is lehet, mint a Riemann-esetben. Habér
egy valds analitikus (M, <,>) Lorentz-sokasdgban, melynek P C M egy
valds analitikus szemi-Riemann-részsokaséga, J.H.C. Whitehead modszerével
beldthatd, hogy egy ¢, (t), v € N (P) geodetikus sugar menti fokdlis pontok
nem torlédhatnak. Azonban A. Helfer [He] megadott egy olyan nem ana-
litikus példat, melyben egy a Lorentz-sokasagban 1évé geodetikus mentén
torlodnak a konjugalt pontok. Helfer példdjaban a részsokasag elfajulo,
egyetlen pont volt. Azonban konnyen lathatd, hogy egy ilyen példabdl olyat
is konstrualhatunk, melyben a részsokasag nem elfajuld. Ez elérheté példaul
a kovetkezo egyszerl eljarassal: Vegyilink Helfer példajaban egy a geode-
tikus kezdopontjan atmend szemi-Riemann-részsokasagot, melyre a geode-
tikus meroleges, ekkor a konjugdlt pontok e részsokasag fokalis pontjai is
lesznek egyben. Igazabdl mint azt Piccione és Tausk [P-T] megmutatta,
olyan példa is adhatd, melyben egy ¢,(t), t € R geodetikus mentén barmely,
a ¢,(0) pontot nem tartalmazé zart halmaz eléallhat, mint a ¢,(0) ponthoz
konjugalt pontok halmaza.

Helfer és Piccone-Tausk példaiban nem teljesiil az (R2) feltétel. Ez sziik-
ségszerti, hiszen a késébbiekben majd l4tni fogjuk, hogy ha az (R2) feltétel
teljesiil, akkor a geodetikus mentén nem torlédhatnak a fokalis pontok. Ezért
mi e feltétel mellett fogjuk megvizsgalni, hogy mennyire tud stiri lenni a
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reguldris fokdlis vektorok F'f (P) hiperfeliilete a fokalis vektorok F' (P) hal-
mazaban.
El6szor vizsgaljuk meg, hogy mit is jelent az (R2) feltétel.

2.3 Lemma. A D;(P,c¢,) és Vi(P,c,) alterek mindig ortogondlisak figgetle-
nil az (R2) feltételtél. Tovabbd az aldabbi dllitdsok ekvivalensek:

(1) a Dy(P,¢,) és Vi(P,c,) alterek fényszeriek;

(2) a Dy(P, c,) NVI(P,¢c,,) metszet fényszerd és 1 dimenzids;

(3) az (R2) feltétel nem teljesil a v € m pontban.

Bizonyitds. Egy ¢, (t) geodetikus menti X (¢),Y (¢t) P-Jacobi-mezékre az
<X'(t),Y(t)>—-<X(@®),Y'(t) >=0,

Osszefliggés érvényes az 1.1. Lemma alapjan. Ebbdl az adddik, hogy a
Di(P,¢,) és Vi(P,c,) alterek merdlegesek egymédsra, hiszen ha X (1) = 0,
azaz X' (1) € Dy(P,¢,) és Y (1) € Vi(P,¢,) , akkor (X'(1),Y (1)) —0 = 0.
Kihasznalva a dim D, (P, ¢,) + dim Vi (P, ¢,) = dim M és a dim T, )M =
dim M egyenléségeket azt kaptuk, hogy a D; (P, ¢,) és Vi (P, ¢,) alterek egymas
ortogonalizatorai.

(1) = (2) Az eddigiek alapjan ha (1)-ben pl. Dy(P,c¢,) fényszert, akkor
az egyértelmiien meghatérozott 1-dimenzids fényszeri alterét D; (P, ¢, )-nek,
ez a Lorentz metrika miatt van, a D;(P,¢,) ortogonalis direkt kiegészitéje
Vi(P, ¢,) is tartalmazza, igy Dy (P, c,) N Vi(P,¢,) legalabb 1-dimenzids, és
a Lorentz metrika miatt ez a metszet, melynek Osszes vektora ortogondlis
egymasra, nem is lehet nagyobb dimenzids.

(2) = (3) Lévén, hogy dimD;(P,c,) + dim Vi (P, ¢,) = dim T, 1yM és
dim (D1 (P, ¢,) N Vi(P,¢c,)) > 0 teljesiilnek, igy Dy, (P, c,) ® Vi, (P,cy) #
T, t)M adodik.

(3) = (2) Ha Dy, (P, cy) ® Vi (P, cy) # Te,10)M, akkor dim Dy (P, c,) +
dim Vi (P, ¢c,) = dimT. )M alapjan dim (D,(P,c,) " Vi(P,c,)) > 0, igy
a Di(P,c,) L Vi(P,¢,) ortogonalitds miatt a Di(P,c,) N Vi(P,c,) altér
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”onortogonalis”, azaz barmely két vektora ortogondlis egymésra, mivel Lo-
rentz-sokasdgban vagyunk, ezért (2) teljesiil.

NEM (1) =NEM (2) A Dy(P,c,) és Vi(P,c,) alterek direkt kiegészito
volta és a Lorentz metrika miatt, ha pl. D;(P,¢,) tér-, vagy idészerti, akkor
Dy (P, ¢,) ND1(P,cy)*t = {00} ezért Dy(P, ¢,)* = Vi(P,¢,) alapjan NEM
(2) teljestil. O

Legyen (M, <,>) egy Lorentz-sokasig és P ennek egy szemi-Riemann-
részsokasaga, tovabba v € N (P) egy fokélis vektora P-nek k-szoros mul-

tiplicitassal. Legyen U C N (P) a v vektor és V. C M az ¢ (v) pont
olyan kornyezete, melyekre egyrészt € (U) C V teljesiil, masrészt 1éteznek
(1, ..., 2,) ill. (y1,...,yn) koordindtarendszerek az U ill. V' kérnyezeteken.
Tekintsiik a det (T¢) fliggvényt az U halmazon az (z;), (y;) koordinatarend-

szerekre vonatkozdan, azaz egy z € U pontra tekintsik a T,e : T,N (P) —
T.»yM linedris leképezés matrixdnak determinansat a (Oxy,...,0z,), és a
(Oy1, . ..,0y,) bazisokban. Természetesen a det (T¢) |y fliggvény fiigg az
(z;), (y;) koordinatarendszerekt6l, azonban a zérushelyei nem, hiszen ezek
éppen a fokalis vektorok lesznek, mivel det (T¢) (z) = 0 pontosan akkor tel-
jesiil, ha a T,e leképezés nem injektiv vagyis, ha ker (T,e) # {0,} azaz,
ha z egy fokdlis vektor. Ha a T.e fliiggvénynek csak a zérushelyeire vagyunk
kivancsiak, akkor tetszéleges koordindtarendszereket vehetiink. Az alabbiak-
ban olyan bazismezoket adunk meg az r, (t) sugar, illetve a ¢, (t) geodetikus
mentén az r, (1) illetve ¢, (1) pontok kérnyezetében, amelyekben kifejezve a
det (Te) (r, (t)) fliggvényt egy hasznos segédeszkozt kapunk a fokélis pontok
vizsgalatdhoz. El6szor azonban egy lemmat kell bizonyitanunk.

—_—

2.4 Lemma. Legyen v €N (P) és w € T, N (P) tetszéleges, ekkor egyértel-
mien létezik olyan W (t) vektormezd azr, (t) sugdr mentén melyre Te (W (t))

egy P-Jacobi-mez6 a ¢, (t) geodetikus mentén, és W (1) = w.

Bizonyitds. Mivel az N (P) normélis nyaldb egy lokalisan trividlis fibralds,
ezért, ha v € NP, akkor vegyik az x € P pont egy alkalmasan kicsiny
(p,U) koordinata kornyezetét a P sokasdgban, azaz U C RP a Og» egy
nyilt kornyezete és ¢ : U — P, ¢ (Oge) = z egy sima diffeomorfizmus,
ahol dim P = p. Ekkor az N, P egy nyilt kérnyezete N (P)-ben diffeomorf
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U x R™ P-vel, ahol m = dim M. Ekkor minden y € U, z € R™ P esetén az
{y} xr,(t), t € R sugar, az N (P) egy sugaranak felel meg. Vegyiik a v €
N (P) elemnek megfelelé {Ors} x ¥ pontot U x R™ P-ben és a w € T,N (P)-
nek megfeleld @ € Tyoyyx5 (U x R™7P) vektort. A Tyo,,yxs (U x R™7P) =
Topp U x T;R™ P dekompozicié miatt vehetjitk a @ = Wy + Wgrm—» felbontést.
Vegyiik a {Og»} X 75 () sugar mentén a wy-irdnytd konstansmezot, jelolje ezt
Wy (t). Ez a konstansmezd az 7o (t) : RZ% 3 ¢ +— {Ogs} x 75 (t) sugar

75 :RZO >t {Opp + Wy -6} x 15 (t), 6 >0

alakd sugarakon keresztiil torténd, d-szerinti, deformélasanal adodé infinité-
zimalis deformécié. Legyen az ennek megfelel$ vektormezé az N (P) sokaség-
ban az r, (t) sugdr mentén Wy (t), ami igy szintén az r, (t) sugdr més su-
garakon keresztiili deformacidjanal adodd infinitézimalis deformécié. Az e
leképezésnél igy a ¢, (t) a P-re merélegesen indulé geodetikus P-re mero-
legesen indul6 geodetikusokon keresztiili deformaciojat kapjuk, ahol az in-
finitézimalis defomacié Te (Wy (t)) lesz, ezért ez egy P-Jacobi-mez$. Ha-
sonléan vegyiik a 7 (t) sugar mentén a Wgm-p-irdnyt konstansmezét, melyet
jelslion Wm-n (t) és tekintsiik az ebbdl képzett Wim—s (t)-t vektormez6t. Ez

a 7o (t) sugar
75 i RZ0 5 s {Ope} x {m(t)m-%m (t) -t}, §>0

alaku sugarakon keresztiil torténo, d-szerinti deformaciéjanal adodé infinité-
zimalis deformécié. Igy ha Wim—» (t)-t a Wi (t)-t vektormez6nek megfelels
vektormez6 az N (P) sokasdgban az 7, (t) sugdr mentén, akkor az el6bb
mondottakhoz hasonléan Te (Wgm-» (t) - t) egy P-Jacobi-mez6 lesz. Mivel
P-Jacobi-mezék Osszege is P-Jacobi, ezért W (t) “I 'y, (t) + Wrm—p (t) - t &
keresett vektormezo. Mivel a P-Jacobi-mezdk tere m-dimenzids, tovabba
dimT,N (P) = m, és kiilonb6z6 wywe € T,N (P) esetén Te (W;(t)) #
Te (W5 (t)) kénnyen igazolhatd, igy a P-Jacobi-mezék terének egy m-dimen-
zios alterét allitottuk el6, azaz minden P-Jacobi-mezot eldallitottunk egyér-

telmtien, amibdl W (t) egyértelmiisége is kovetkezik. [
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Rogzitsiink egy v € N (P) vektort, és legyenek vy, ..., v, € T,N (P) olyan
linearisan fiiggetlen vektorok, melyek kifeszitik a T,e magterét. Ekkor, ha
Uk, - - -, U € T, N (P) olyan vektorok, melyekre vy ..., v, egy bazisat adjak
T, N (P)-nek, és ezen bézisvektorok egyértelmii kiterjesztései a 2.4. Lemma
szerint a Vi (t),...,V, (t) vektormezbk az r, (t) sugar mentén, akkor

) Vi(l)=wv,i=1,...,m

(17) Te(V;(t)), i = 1,...,n P-Jacobi-mez0k a ¢, (t) geodetikus sugar
mentén;

(iti) a Vi(to), ..., Va(to) vektorok egy bézisat adjék a T, ()N (P) térnek
minden tg > 0 esetén.

Hasznédlva a 2.1. Lemmaénkat kapunk egy Te(Vi(t)) = fi(t) - Gi(t) fel-
bontast minden ¢ = 1,...,n esetén, ahol az f; fiiggvények simak és a Gj
vektormezdk sehol sem eltiinéek a t = 1 paraméter egy kis kornyezetében.
Masrészrol szintén konnyen lathatéd, hogy a Gy (1),..., Gy (1) vektorok li-
nedrisan fiiggetlenek, hiszen ezek a Te(V; (t)), i = 1,...,k, ¢, (t) geodetikus
menti P-Jacobi vektormezok kovarians derivaltjainak nem nulla konstansszo-
rosai, lasd a 2.1. Lemma bizonyitasat. Ezek viszont linearisan fiiggetlenek,
hiszen egy

k k
ZaiGi (1) = O, Zaf % 0, a; € R
=1 =1

Osszefliggésre a
Gi (1) = bz (TE‘/l (t))/ |t:1, bl € R#O

felhasznalasaval, ha V (£) & S™F b, - a;V; (t), akkor

Te (V (1)) = Te (Z b - a;V, (1)) =D ai-bTe (Vi (1) =0,

és

(Te (V- (1)) lem1 = (TE (Z bi - a;Vi (0)) =1 =
k

Zaz‘ by (Te (Vi (1)) |i=1 = > _ai- G (1) =0

=1

adédik. Mivel a Te (V (t)) = S2F b - a;Te (V (t)) vektormez$ P-Jacobi-

mezok Osszege, igy maga is egy P-Jacobi-mezo, melynek értéke és kovaridns
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derivéltjanak értéke is 0 a ¢ = 1 pontban a fentiek alapjan, ezért csak a
trividlis vektormezo lehet, azaz Te(V (t)) = Te <Zf:1 a; - b;V; (t)) = 0,

amib8l 2% a; - b;V; (t) = 0. Ez azonban ¢t = 1-re ellentmond a V; (1) =
v1, ..., Vi (1) = vg, vektorok linedris fliggetlenségének, hiszen nem lehet min-
den a;-b; = 0. Igy tehdt a Gy (1),...,Gg (1) vektoroknak linearisan fiiggetlen-
nek kell lennie. Ebbél az kovetkezik, hogy a ¢, (t) geodetikus mentén a ¢, (1)
pont egy kis kdrnyezetében is linedrisan fiiggetlenek a Gy (t), ..., Gy (t) vek-
tormezok. Egészitsiik ki ezt a k darab geodetikus menti linedrisan fiiggetlen
vektormezot egy bazissa a geodetikus mentén a kovetkezok szerint:

—_—

(1) Ha az (R2) feltétel teljesiil a v € N (P) pontban, akkor vegyiik az
fk-i—l (t) Gk-i—l (t) ) 7fn (t) Gn (t) mezOket. o
(2) Ha az (R2) feltétel nem teljesiil v € N (P) pontban, akkor a 2.3.

Lemma alapjan feltehet, hogy a V; (t), V,, (t) vektormezoket gy vélasztot-
tuk, hogy

Gl (1) = fn (1) ’ Gn (1) S Dl(Pa Cv) N Vl(Pa Cv) - {Os(v)}

is teljesiil, hiszen a (G (1),...,Gr (1)) vektorok a D;(P,c,) egy bazisat
adjék az (fr+1 (1) Gre1 (1) ..., fn (1) Gy (1)) vektorok pedig a Vi(P, c,) egy
bazisat. Igy tehdt a Gy (t),...,Gr (t), fra1 (t) Gee1 (t) ..., fuo1 (t) Goq (B)
vektormezok fiiggetlenek a ¢, (t) geodetikus mentén a ¢, (1) pont egy kis
kornyezetében. Vegyiink egy tetszileges Z (t) sima vektormezdt a c¢, (t)
geodetikus mentén, melyre

(GL (@), G (), frpr () Gran () 5o fra (1) G (), Z (1))

egy bézis a geodetikus mentén a ¢, (1) pont egy kis kérnyezetében.

P

Terjessziik ki a V;(t) vektormezoket tetszélegesen és siman az N (P)
sokasdgon az r,(t) sugar egy kis kornyezetében, ahol a kiterjesztett vek-

—_—

tormezéket jelolje Vi. Mivel ezek a v € N (P) pontban egy bézist alkotnak,
igy e pont egy alkalmasan kicsiny kornyezetében is. Hasonldéan terjessziik
siméan (R2) teljesiilése esetén a

Gi(t),...,Ge (), for1 (t) Gryr () ..o, fu (t) G (2)

(R2) nem teljesiilése esetén pedig a
Gi(t), . Gr (1), frsr () Gra (8) s fra (1) Gra (1), Z (2)
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vektormezdket az M sokasagon, ahol a kiterjesztett mezdket jeloljék egysége-
sen Gy, ...,Gy,.

Tekintsiik a A : N (P) D U — R™" métrix értéki fliggvényét a Te :
TN (P) — TM fluggvénynek a (171, . ,f/;) , <E}v1, . é;) bézismezSkre

vonatkoztatva, ahol U olyan kis kornyezete a v pontnak, melyre (%) egy
bazismezeje U-nak, (EJ;) pedig egy bézismezeje € (U)-nak. Azaz ha w €
T.N (P), z € U, akkor Te (w) koordinatai a (@; (e (z))> bazisban megegyez-

nek a A (z) - w vektor koordinataival ahol a w vektort a <‘Z (z)) bézisban

irtuk f6l. Ekkor a A determindnsara az r, (t) sugar mentén az r, (1) pont
egy kis kornyezetében a kovetkezo elballitas érvényes:

det A (ry (1)) = fo () ... fu (t) - det B (¢),

ahol a B (t) matrix a A egy al-mdtrixa a kovetkez6képpen adva:

[ fit) .. 0 a0 o an(t) ]
A (1)) = 0 ... fult) af,(t) ... afl(t; |

0 ... 0 b)) ... bt

L 0 .0 b)) bR

itt az r, (f) sugdr mentén irtuk fol a A matrix értéki fiiggvényt a (\71 (ry (t))) :
és <E;vj (7o (t))) bézisokban.
Mivel ez a leirds mar Whiteheadnél is szerepelt [Wh] ezért:

—_——

2.5 Definicié. Legyen v € N (P) egy fokdlis vektor, és vegyiink olyan bdziso-
kat, mint amilyeneket az elobb konstrudltunk meg, ezek voltak (‘71, e ,V;),

s (@,,@) llyen bazisokban felirva a det A fligguényt Whitehead
determinadansnak fogjuk nevezni.

2.1 Megjegyzés. Ha az (R2) feltétel teljesiil, akkor a fenti bdzisban felirva

A(ry (1)-t, az A(t) wf ai; (t)];jCHk . al-mdtriz a zéro mdtriz, és B (t)

.....
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pedig az identitds mdtriz.
Ha az (R2) feltétel nem teljesiil, akkor

0 0 a ()
A= 0 ak_sl (t)
0 ay, (t)

1 0 0 b
B(t) = 0o . 0 : '
0 0 1 1)
0 0
a

Tovdbbd, ha t = 1 akkor al (1) = 1,a2(1) = --- =
bk (1) = 0.

2.5 Lemma. Ha a v fokdlis vektor multiplictasa k, akkor az r, sugdrhoz
tartozo A(r, (t)) Whitehead determindnsnak legaldbb k-ad rendi zérus helye

van a t = 1 pontban, és ez a zérus hely pontosan k-ad rendi akkor és csak

akkor, ha az (R2) tulajdonsdg teljesil a v = r,(1) pontban.

Bizonyitds. A fenti el6allitasbdl A(r, (t)) = fi(t) - ... - fx(t) det B(t). Ebbdl
pedig lathatd, hogy a A(r, (t)) fliggvénynek legaldbb k-ad rendl gyoke van
az 1 pontban, hiszen az f;, 1 = 1,..., k fiiggvényeknek elsérendii gyokeik

vannak (ldsd a 2.1. Lemmat).

A A(r, (t)) elééllitasa miatt %A(m (1) =klf{(1)-...- fi(1)det B(1) is

igaz, mely az alabbi determinanssal allithaté el6:

fid) ... 0 allc—i-l(l)
A R ()
dtk 10 ... 0 b,

0 ... 0 by
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Lévén, hogy f/(1) #0,i=1,...,k teljesil, igy ddet,fl) # 0 akkor, és csak
akkor, ha det B(1) # 0.

Az el6bbi 2.1. Megjegyzés miatt viszont det B (t) = 0 akkor, és csak
akkor, ha (R2) nem teljesiil. O

2.2 Megjegyzés. Ha az (R2) teljesiil, akkor minden r, (t) sugdr mentén a
fokdlis vektorok izoldltan helyezkednek el.

Bizonyitds. Mivel minden fokalis vektor multiplicitasa véges, kisebb mint
dim M, ezért az el6z6 lemma miatt A (r, (t)) gyokei, melyek a fokalis vek-

toroknak felelnek meg, véges rendtiek, kovetkezésképpen izolaltak. Il

—_——

2.6 Lemma. Legyenek M és P wvalds analitikusak, tovabbd v € N (P) egy
fokalis vektor. Ekkor ha a Whitehead determinans elddllitasandl szerep-
lo <‘Z> : (GNJ) bazisokat analitikusan vdlasztjuk meg, akkor a det A (r, (1))

Whitehead determindns gyokei véges rendiek és izolaltak.

Bizonyitds. Vegytk az r, (t) sugér menti els6 fokélis vektort (ilyen van mert a
fokélis vektorok halmaza zart), melyet jeloljon vy. Itt véve egy det A (1, (¢))
Whitehead determinanst alkalmas analitikus bazisban 7T'c analitikussaga mi-
att azt kapjuk, hogy det A (r,, (t)) is analitikus, tovdbb4 ez a fliggvény nem
lehet azonosan nulla, hiszen v; elott nincs fokalis vektor a sugaron, igy ez
a gyok véges rendii és izolalt det A (r,, (¢)) analitikussdga miatt. Ugyanez
teljestil a masodik, harmadik stb. fokalis vektorndl is. Mivel fokalis vek-
torok limesze is fokalis vektor, és az ez elotti fokalis vektorok izolaltak a
sugar mentén, igy e limesz pontnal sem lehet det A a sugar mentén lokalisan
azonosan nulla. Ezért az analiticitds miatt, mint az el6bb, ez a limesz pont
is végesrendii és izolalt (azaz nem is létezhet torlédasi pont igazabdl). Az
y ([0, 1]) kompaktsdga miatt, a bizonyitas a fentiek alapjan kévetkezik. [

A bevezetében emlitett Piccione-Tausk [P-T] példabdl lathato, hogy a
det A (7, (t)) gyokei nem mindig véges rendiiek, példaul, ha a sugdr mentén

egy zart intervallum a fokalis vektorok halmazahoz tartozik, akkor ezen in-
tervallum barmely belsé pontjaban det A (7, (t)) nem véges rend.
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Vegyiik a kovetkezd specidlis koordinatarendszert a v € N (P) pont koriil.
Legyen H C N (P) egy analitikus hiperfeliilet mely tartalmazza a v pontot
és transzverzdlis az r, (t) sugdrra. Vegyiink egy ¥ : R"™! — H, 0 +— v anali-
tikus koordinatarendszert a H hiperfeliileten a v € H pont egy kornyezetén.
Tekitsiik a kovetkezo leképezést:

P:RxR" 3 (,0) — rye (t) € N(P).

Ez az r, (t) sugar egy kis kdrnyezetén egy koordinatazast ad, ha 6 elég kozel
van 0-hoz.

2.7 Lemma. Ha a A (7‘\1,(0) (t)) fugguénynek zérushelye at = 1 pont, melynek

rendje | < oo wvéges, akkor a
det (Ao @ (¢,0)) = det (A (re() (1))

fiigguény az (1,0) € R x R"™ pont egy alkalmasan kicsiny V kérnyezetén

megeqyezik az aldbbi pszeudo-polinommoal
T g (0) 4+ -+ ¢o(6),

ahol a @; fligguények simdk, vagy pedig analitikusak akkor, ha M, P és a
Whitehead determinans analitikus volt.

Jegyezziik meg, hogy ha Z a det (A o ) fliggvény gydkeinek halmaza a
V C R x R"" halmazon, akkor a ® (V) halmazba esé fokélis vektorok a
® (Z) halmaz pontjai lesznek, hiszen ® egy sima diffeomorfizmus V-n . Azaz

e lemma szerint a Z halmaz megkaphaté gy, mint egy pszeudo-polinom
gyokhalmaza.

Bizonyitds. A Malgrange el6készitési tételbdl a sima esetben (ldsd B. Mal-
grange [M] 78.-79. o.) vagy az analitikus esetben ennek egy specidlis ese-
teként a Weierstrass el6készitési tételbdl (lasd Osgood [O] 82.-84. o.) az
alabbi kovetkezik: Ha egy fiiggvénynek, (a mi esetiinkben ez a (t,60) —
det (Ao @ (t,0)) = det A (7"\1,(9) (t)) ), van egy véges l-ed rendii gyoke, (ndlunk
ez a (1,0) pontban van), gy értve, hogy a megszoritott det A (Tw(O) (t))
fliggvénynek van egy véges [-ed rendii gyoke a t = 1 pontban, akkor lokalisan

e pont koriil a fliggvény a lemma szerinti pszeudo-polinom alaki. n
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2.2 A Maslov-index

Az alabbiakban ismertetjiik a Maslov-index néhany tulajdonsagat, melyeket
hasznalni fogunk a fokalis vektorok halmazanak vizsgalatakor. A Maslov-

index egy p: N (P) — F (P) — Z alaku figgvény. A Maslov-index pontos
definidlasara nincs sziikségiink, de az megtalalhato a 6. fejezetben vagy F.
Mercuri, P. Piccione, D. V. Tausk szerz6k [M-P-T] cikkében. E cikkben a
szerzdk bizonyitjak azt is, hogy (R2) érvényessége esetén a Maslov-index meg-
egyezi/k\ja/ fokalis indexxel, melyet a kovetkez6 médon kapunk meg. Legyen

v € N (P)— F(P), és vegyiik az 1,([0, 1]) szakaszra es6 fokalis vektorokat,
mivel az (R2) feltétel teljesiil, igy a 2.2. Megjegyzés miatt szamuk véges egy
kompakt szakaszon, legyenck ezek az r,(to), ..., r,(f;) vektorok. Ekkor

l
. def
M(U) = ZfOC(U) = ngn(<7 > ‘Dti(P,cv))v
=0

ahol a jobb oldalon a fokélis index definicidja szerepel, és sgn(<,> |p, (pe,))
a metrika Dy, (P, ¢,) altérre valé megszoritasanak szignaturajat jeloli, azaz:

dim Dy, (P, ¢,), ha az altér térszerii

<, > (Pecy)) = . R L, -
sen 21, Pe) {dlm Dy, (P, ¢y) — 2, ha az altér idészert

Ha adott egy (M, <, >) Lorentz-sokaség és ennek egy P C M szemi-Riemann-

részsokasaga, melyre az € : N (P) — M exponenciélis leképezés teljesiti az

P

(R2) feltételt, akkor ha adott egy v € N (P), v ¢ F(P) vektor és ennek

—_—

alkalmasan kicsiny kornyezetében egy w € N (P), w ¢ F(P) vektor, gy
ezek Maslov-indexei egyenléek, azaz p(v) = pu(w). Ugy is fogalmazhatnank,
hogy a Maslov-index folytonos a nem fokélis vektorok halmazan, azaz p :

P

N (P) — F (P) — Z egy folytonos egész értéki fiiggvény.

e~ —

2.6 Definicié. Fgy v € N (P) vektorrdl azt mondjuk, hogy a-tipusd, ha a
Vi(P,c,) altér tartalmaz iddszert vektort. Ebben az esetben a 2.3. Lemma
miatt a Di(P,c,) altér térszert. A nem a-tipusi vektorokat (-tipusinak

nevezzuk.

Egy egyszeri folytonossagi érvelés miatt igaz a kovetkezo:
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P P

2.3 Megjegyzés. Az N (P)-beli a-tipusi vektorok az N (P) egy nyilt részét
képezik.

2.7 Definicié. Tegyiik fel, hogy (M <,>) egy Lorentz-sokasig, P C M
ennek eqy szemi-Riemann-részsokasdga. Tegyik fel, hogy az ¢ : ]T/\(Jg) — M
leképezésre teljesil az (R2) feltétel és vegyiink eqy v € F(P) fokdlis vektort.
Kihaszndlva a fokdlis vektorok halmzdinak zdrtsagdt és a fokdlis vektorok su-
garak menti izoldltsagdt, taldlhatunk a v vektornak egy olyan U, C N (P)

kornyezetét, mely az aldbbi tulajdonsdgokkal rendelkezik:

1. minden olyan r,, sugdrra az N (P) normalis nyaldbban, ami metszi az
U, kornyezetet teljesiil, hogy U, N1y = 14, ((t,, 1)), ahol t, < tf, azaz

w) w w?’

a metszet eqy nyilt szakasz;
2. azry([t;,tF]) szakaszon csak az r,(1) = v fokdlis vektor;
3. hary,NU, # 0, akkor ry(t,), r(t)) nem fokdlis vektorok;
4. U, o0sszefiggo;

5.ttt értékek folytonosan fiiggnek a w paramétertdl, amennyiben értel-

mezve vannak.

Egy 1.-5. tulajdonsdgoknak eleget tevd kornyezetet a v vektor 36 kornyeze-

tének nevezunk.
2.4 Megjegyzés. Minden v € F (P) vektornak létezik jo kornyezete.

Bizonyitds. Vegylk a v vektort egy kis kornyezetének a 2.7. Lemma el6tt
bevezetett ® : R x R 3 (t,0) s ry ) (t) € N (P) koordinatazast. Ekkor
F (P) zartsaga miatt konnyen lathaté, hogy

U, D {®(t,0) [tel—el1+d,]6] <6}

egy jo kornyezetet definial, ha €, > 0 elegendden kicsik. O]
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2.8 Definicié. Tegyiik fel, hogy az (R2) feltétel teljesiil, és legyen a v fokdlis
vektornak U, egy jo kérnyezete. Jelolje i(v) a Maslov-index ugrdsdt az

ro([t,, tF]) szakaszon, azaz

Ha a v vektor multiplicitdsa a fenti definiciéban k volt, akkor fi(v) = k

vagy fi(v) = k — 2 adddik, és minden w € N (P) esetén, amelyre r,, N U, # ()
teljesiil, u(th - w) — p(t, - w) = @(v) igaz az U, kornyezetre tett feltételek
miatt.

2.5 Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy (R2) teljesil N (P)-n. Legyen v € N (P)
eqy fokdlis vektor és tekintsunk eqy az r, sugdrhoz konstrudlt det A White-
head determindnst, a 2.5. Definicio elotti konstrukcio szerint. Legyen V' a
v vektornak egy olyan alkalmasan kicsiny kornyezete, amin det A értelmezve
van és amire a 2.7. Lemma alkalmazhato. Tekintsiik az ezen kornyezeten
értelmezett det (Ao ®(t,60)) figguény egy tetszdleges (to,00) gydkét, amire
w o (to,00) # v, tovdabbd a t — det (Ao ®(t,6y)) fiigguény rendjét a to
pontban, mely utobbi figguény a 2.7. Lemma szerint lokdlisan az rwgy) (1)
sugdr mentén eqy valodi polinomnak vehetd, igy e figgvény to-beli rendje azt
jelenti, hogy hdnyszoros gyoke a ty at — det(Ao®(t,0y)) figgvénynek (poli-
nomnak). Azt dllitjuk, hogy ez a rend a ty pontban megegyezik a gyokhoz

tartozo w fokalis vektor multiplicitdsdval.

Bizonyitds. Tekintsiik az 1, (t) sugarat, és egy e menti det A Whitehead
determindnst. Ekkor a det A és det A Whitehead determindnsokhoz tartozé
béazisok kozti attérés egy sima bazis transzformacio, mely nem valtoztatja
meg a gyok rendjét egy sugar mentén. Mivel det A fliggvényre a zérushely
rendje a 2.7. és 2.5. Lemmdk miatt éppen a w fokélis vektor multiplicitasa,

igy det A-nél is a gyok rendje a multiplicitassal egyezik meg. O]

P

Tegyiik fel, hogy az ¢ : N (P) — M leképezésre teljesiil az (R2) feltétel.
Legyen a v € F (P) fokalis vektor koriili @ : R x R"™" 3 (¢,0) 1y () €
N (P) koordinatarendszer olyan , mint azt a 2.7. Lemma el6tt definidltuk.

25



Ekkor a 2.7. Lemma alapjan a det (A o ® (¢,0)) fliggvény az (1,0) pont egy
kis kornyezetében t* +t"1g_1(0)+- - -+ ¢o(0) alaki. Ha a v pontnak U, egy
alkalmasan kicsiny jé kornyezete, akkor felteheto, hogy az elébbi pszeudo-
polinom értelmezett az (1,0) pont @' (U,) kornyezetén. Legyen most 7, (t)
egy olyan sugar, melyre r,\U, # (), ekkor az r,, (t) sugarnak el kell metszenie
a @ definialasanal szereplé H hiperfeliiletet, méghozza pontosan egy pontban.
A @ definicidja miatt, igy létezik egy egyértelmii 6,,, melyre a @ (¢,0,,) az
T (t) sugdr egy dtparaméterezése.

—~—

2.1 Allitas. Ha az e : N (P) — M leképezésre teljesiil az (R2) tulajdonsdg,
akkor minden v € F (P) fokdlis vektornak létezik olyan U, jo kérnyezete,
melyre minden r,, (t) sugdrra, amire r, NU, # 0 teljesil, igazak az aldbbiak:
1. a 2.7. Lemma alapjin adott t* +t*=1¢;_1(0)+- - -+ ¢o(0) pszeudo-polinom
értelmezett a @1 (U,) kornyezeten, ahol ® a v pont koril egy olyan ko-
ordindtarendszer, mint azt fenn megadtuk, azaz v, NU, # 0 esetén létezik
olyan 0,, paraméter, melyre ® (t,0,,) az ry, (t) sugdr eqy dtparaméterezése;
2. azry, (t) sugdrhoz tartozo 0, paraméter régzitésére a t* +t*1gp_1 (0,,) +
o+ ¢g (0y) polinom gydkei mind valdsak, ha v a-tipusi és legfeljebb egy
komplex gyoke lehet, ha v [(-tipusi.

Azaz egy 1y (t)-hez kozeli r, (t) sugdron az r, NU, szakaszon lévé minden
fokdlis vektor a-tipusi, ha v a-tipusi volt, vagy legfeljebb eqy [B-tipusi lehet
koztik, ha v B-tipusi volt.

Bizonyitds. Az allitas el6tt mar bizonyitottuk, hogy 1. teljesiil egy alkalma-
san kicsiny U, jo kornyezetre.

Ha a v fokdlis vektor a-tipust, akkor a fenti 2.3. Megjegyzés miatt fel-
tehetd, hogy az U, jé kornyezetben minden pont « tipusi. Vegyiink egy
w € U, pontot és legyenek az r,([t,.t1]) szakaszon levs fokalis vektorok
multiplicitdsai ly, ..., l,. Ekkor k = fi(v) = p(t) - w) — p(ty, -w) =3l =
Yo, L, ahol az els6 Osszegzés azt jelenti, hogy az 1, ([t,, t]) szakaszon csak
az a-tipusu fokalis vektorokat szamoljuk multiplicitassal. Ez az egyenléség
azt eredményezi, hogy a 2.7. Lemmaban a 6 paraméter minden értelmezett

értékére valosak a gyokok, hiszen a 2.5. Lemma miatt a pszeudo-polinom
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foka éppen v multiplicitdsa, ami az r([t,,,t}]) szakaszon lev$ fokalis vek-
torok Osszege multiplicitassal. fgy a 2.5. Megjegyzés miatt, valamilyen alkal-
mas 0, paraméterre a t* + t* "1, 1 (0,) + -+ + ¢ (0,) kozdnséges polinom
(valds) gyokei adjak meg a fokalis vektorokat multiplicitdassal. Mivel ennek a
polinomnak legfeljebb k valés gyoke lehet multiplicitassal, és @ (v) = k miatt
k valos gyoknek is kell lennie, ezért minden gyok valds.

Masrészrél azonban, ha a v pont (-tipusu, akkor a
F—2=70) =Y L+ 30— 2)
a B

egyenoség teljesiil, ahol kiilon megy az 0Osszegzés az a-, illetve a [(-tipusu
fokélis vektorokra. A det A fiiggvény gydkeit (a fokdlis vektorokat) multi-

plicitassal egyiitt leiré pszeudoé-polinom alakja miatt azonban a
YIRS SR
a B

egyenlotlenségnek is teljestilnie kell hasonlé indokok alapjan, mint az elébb.
Az utobbi két kiemelt egyenlétlenség miatt, igy vagy nincs [G-tipusu fokélis
pont az r,([t,,, tt]) szakaszon, vagy legfeljebb egy lehet. O

wI w

Vegyiik észre, hogy egy a-tipusu pontndl az (R2) tulajdonsignak tel-
jestilnie kell. Ez azért van igy, mivel az a-tipusisag definicidéja miatt a
Vi(P, ¢,) altér tartalmaz iddszerii vektort, ezért a 2.3. Lemma miatt az (R2)
feltételnek teljesiilnie kell.

2.9 Definicié. Jelolje FPE(P) azon v € F(P) fokdlis vektorok halmazdt a
N (P) normdlis nyaldbban, melyekre létezik olyan U, C N (P) kirnyezete a
v vektornak, amelyre minden w € U, esetén az r, N U, szakaszon létezik
eqy olyan fokdlis vektor, amelynek multiplicitdsa megegyezik a v vektor mul-
tiplicitdsdval. Az ilyen vektorokat pre-reguldris vektoroknak nevezzik. A

nem pre-requldris vektorokat pre-szinguldrisnak nevezzik. Legyen tovdbbad
FPS(P) = F(P) — FPE(P) a pre-szinguldris vektorok halmaza.
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Nyilvanval6, hogy a fenti definicié szovege lényegesen eltér a Warner
altal adottdl, hiszen itt a v vektor alkalmasan kicsiny kornyezetében egy
az 1, sugarhoz kozeli r,, sugaron tobb fokalis vektor is megengedett, de ezek
egyikének ugyanakkora a multiplicitasa, mint a v vektornak. Az a kérdés,
hogy a fenti definici6 tartalmilag is altalanosabb-e, mint a Warner-féle, nyi-
tottnak latszik.

A tovabbiakban, mivel a Maslov indexet szeretnénk hasznalni. mindig
feltessziik, hogy az (R2) tulajdonsig érvényes, azaz minden Aallitds
kimondésaba beleértjiik, hogy ez a feltétel teljesiil.

2.8 Lemma. Az FPS(P) halmaz sehol sem siirti a fokdlis vektorok F(P)
halmazdban, ahol FY5(P) az a-tipusi vektorok részhalmaza a preszinguldris
vektorok FT°(P) halmazdban. Tovdbbd FF(P) nyilt része az FF¥(P) hal-

maznak.

P

Bizonyitds. Mivel az a-tipusi vektorok halmaza nyilt N (P)-ben, igy a lem-
ma mésodik része kovetkezik. Elég megmutatnunk, hogy intFIS(P) = ()
teljesiil, ahol a belsé pontokat a fokélis vektorok F'(P) halmazatdl 6rokolt
toplégidra nézve vessziik (azaz mint F2 (P) C F (P)). Emlékezziink, hogy
sgn(<, > |p,(pe,)) megegyezik az 1, (t) vektor multiplicitdsaval, ha ez a-tipusi
vektor. Tegyiik fel indirekt, hogy létezik egy v € int FI'S(P) vektor. Vegyiik
ennek egy olyan U, j6 kornyezetét, melyre U, N F(P) C intFr%(P) tel-
jestl, azaz U, csak a-tipusi pre-szingularis fokalis vektorokat tartalmaz. A
definiciék miatt van egy olyan r, (t), w € U, sugar, amelynek legaldbb
két fokalis vektora van az U, kornyezetbe esé részén. Ellenkezd esetben
minden r, N U, részen pontosan egy fokalis vektor lenne, ami a Maslov-
index folytonossaga miatt, és mivel U, csak a-tipusu vektorokat tartalmaz,
ugyanolyan multiplicitdsi lenne, mint a v fokélis vektor, azaz v € FE(P) is
igaz lenne, ami FE(P) C FPR(P) miatt ellentmond v vélasztasdnak. Ezért
van egy olyan, r, (t)-hez tetszélegesen kozeli, ry, (t) sugar, amelyre az r,, N U,
részen legalabb két a-tipusd fokalis vektor van. Ugy is fogalmazhatndnk,
hogy a v fokélis vektor kornyezetében felhasad a fokalis vektorok halmaza

valamely 7, (¢) sugar mentén. A Maslov-index miatt mindegyik 1j fokélis
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vektornak kisebb a multiplicitdsa, mint a v vektoré. Vegyiik ezek koziil az
egyiket, ez is az intF9(P) halmazban van, {gy az el6z6 érvelés alapjan e
fokalis vektor kornyezetében is felhasad a fokélis vektorok halmaza, valami-
lyen 7, (t)-hez tetsz6legesen kozeli sugar mentén. Folytatva ezt az eljarast
végiil egy olyan fokdlis vektorhoz jutunk, amely az int F'2¥(P) halmazban van
és multiplicitasa 1. Azonban konnyen lathaté, hogy ilyen fokalis vektor nincs,
azaz ellentmondasra jutottunk. Mivel egy 1 multiplicitasu fokalis vektor kis
kornyezetében is legfeljebb 1 multiplicitasi pontok lehetnek, ebbdl a Maslov
index folytonossdga miatt konnyen ldthaté, hogy minden ilyen vektor F%(P)

eleme, lasd a 2.11. Lemmat alabb, ami ettol az eredménytdl fiiggetlen. [

Ha be tudndnk bizonyitani, hogy F;(P) sehol sem sfirii a fokalis vek-
torok halmazaban, ahol F; ﬂP S(P) a B-tipusi pre-szinguldris vektorok halmaza,
akkor azt is bizonyftani tudnank, hogy FF¥(P) sehol sem sfirfi a fokélis vek-
torok halmazaban. Azonban csak egy ennél gyengébb allitast fogunk beldtni.
Legyen F}°(P) azon Fj®(P)-beli vektorok halmaza, melyek multiplicitdsa
2. Ezek azok a vektorok, amelyek nem valtoztatjak meg a Maslov-indexet,
melyeket nem ”14t” a Maslov-index, azaz a Maslov indexiik 0.

2.9 Lemma. mt(FﬁPS(P) — FﬁPf(P)) = 0, tovdbbd ha v € (FBPS(P) —
intFL3(P)), akkor v & intFj®(P).

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekte, hogy v € int(F;®(P) — F4°(P)). Ekkor

létezik egy olyan U, j6 kornyezet, melyre
(U, N F(P)) Cint(F;*(P) — Fj’ (P))

teljesiil, azaz U, csak [-tipusi nem 2 multiplicitasu szingularis vektorokat
tartalmaz. Igy U,NFFPS(P) = 0 és U,NFPE(P) = 0 teljesiil. A v vektor mul-
tiplicitdsa pedig > 2, hiszen minden 1 multiplicitast vektor az FT(P) hal-
mazban van (ldsd a 2.11. Lemmadt aldbb, ami ettél az eredménytél fiiggetlen.)
Mivel az U, N F(P) halmaz csak pre-szingularis vektorokat tartalmaz, igy az
Ty (t) sugarhoz tetsz6legesen kozel taldlunk olyan r,, (t) sugarat, amelyen az

U, kornyezetbe es6 részen, felhasad a fokélis vektorok halmaza, kiilonben a

29



Maslov-index folytonossdga miatt, és mivel U, csak (-tipusu vektorokat tar-
talmaz v € FT (P) is igaz lenne. A Maslov-index 7i(v) ugrasat vizsgalva a (-
tipusu v vektornal, és a folytonossagot hasznélva, konnyen lathaté, hogy van
egy olyan p; fokalis vektor is az r,,NU, szakaszon, amely multiplicitdsa kisebb
mint a v vektoré, és ez a multiplicitds nem 2, mivel U, N F5°(P) = 0. Ezt a
gondolatmenetet ismételgetve [ 1épésben egy olyan p; € U, fokélis vektorhoz
jutnank, amely multilicitasa 1 kellene hogy legyen. Azonban mint lattuk egy
ilyen vektor F”E(P) eleme lenne, ami ellentmondana U, valasztdsanak.

A lemma mésodik részének bizonyitasahoz vegyiink egy v € (F, ﬂP S(P) —
intF BPQS(P)) vektort. Ekkor vagy van v-hez tetszdlegesen kozel egy a-tipusi
vektor, és ezzel a bizonyitas kész, vagy minden sugaron van egy [-tipusi v-vel
azonos multiplicitdsi vektor, és ekkor v € FJ'F (P) és kész vagyunk, vagy van
egy tetszolegesen kozeli sugaron egy [-tipusi vektor, aminek a multiplicitasa
kisebb, mint a v vektoré, és nem 2. - Ez a Maslov-index folytonossdga miatt
van, mivel a 32-tipusu vektorok nem valtoztatjak meg a Maslov-indexet, és
7 (v) # 0. - Emédszer iterdlasival az egyre kisebb multiplicitasu S-tipusi, de
nem (2-tipusi vektorokra, végiil egy 1 multiplicitasi vektorhoz jutnank, ami
FT(P) eleme lenne, 14sd a 2.11. Lemmat aldbb, ami ettél az eredménytdl

fliggetlen. Il

Ha sikeriilne megmutatni, hogy thBPQS (P) = (), akkor azt is bizonyitani
tudnank, hogy intF*(P) = (). E helyett azonban egy gyengébb allitast
fogunk igazolni. Vegyiink fel az (M, <, >) Lorentz-sokasagon egy (<, >pg)
Riemann metrikat. E Riemann-metrika minden, az eredeti Lorentz-metrika
szerinti, N, P, x € P normélis téren, mint vektortéren ad egy pozitiv definit
format. Jelolje ST(1) az ezen pozitiv definit forma szerinti egységgombjét az
N, P térnek, tovabba legyen

SP(1) =u{sl(1)|z € P},

mely az N (P) normalis nyaldbban a null-szelés egy kornyezetének peremét
adja, egy gobmbnyaldbot, egy 1-kodimenziés hiperfeliiletet, amit minden r,, (t),
v € N (P) sugér pontosan egy pontban metsz.
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2.10 Lemma. Mindenv € thﬁPZS(P) vektornak van egy olyan U, jo kornye-
zete, amelyre még az aldbbiak is teljesulnek:
Az ry, NU,, w € U, sugdr szakaszon pontosan eqy fokdlis vektor van, ami

természetesen F°(P) eleme, tovdbbd a
K = {x € S¥(1)| létezik fokdlis vektor az r, N U, halmazban}

halmaz sehol sem siirii az ST(1) halmazban, és az dsszes U,-beli fokdlis vek-
tor eqy sima hiperfeliileten helyezkedik el, melyen ezek eqy sehol sem stri

részhalmazt alkotnak.

Bizonyitds. Legyen ﬁ; a v vektor egy olyan kicsiny jé kornyezete, melyre a;ﬂ
F(P) = aﬂintFﬁle (P), azaz minden U,-beli fokalis vektor S-tfpust, 2 mul-
tiplicitdsu és pre-szinguldris. Warner [W] dolgozatdban szereplé Theorem 3.1
bizonyitasa alapjan képezhetjik a T« : Tm — T'M érint6leképezés 1, (t)
sugdr menti sajatértékeinek k-adik elemi szimmetrikus polinomjat Ay (t)-t
a t = 1 pont egy kis kornyezetében egy Whitehead determindnshoz tartozé
bazismezékre vonatkoztatva. Azaz az r,(1) fokalis vektor egy kis kornyezeté-
ben az r, (t) sugar mentén vegyiink, egy Whitehead determindnshoz tartozo,
béazismezoket, és ezek segitségével felirjuk a Te leképezést, mint azt korabban
tettitk a Whitehead determinans definidlasanal, és igy Ay (t) az r, (t) mentén
az 1,(1) vektor egy kis kornyezetében értelmezhets. Ez a figguény figg a
bazismez6k vdlasztdsatol! Az (R2) feltétel miatt egy Whitehead bazisban
a A (t) "matrixa” diagonalis, lasd a 2.1. Megjegyzést. Igy ha a A (r, (t))
diagondlisdban szerepld fiiggvények rendre fi (t),..., f. (t), melyek a sajét-
értékek, akkor:

M) = D o) fotmon (D), (1)

ceS(n)

ahol a kiilonb6z6 permutaciok szorzatdnak osszegét vettiik. fgy azt kaptuk,
hogy a v vektornal A;(1) = 0, de A(1) # 0, hiszen a két 0 sajatértékhez
tartoz6 fi(t), fo (t) fliggvények tiinnek csak el a t = 0 pontban, és a fenti
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Osszegzés minden egyes tagjaban a két fiiggvény koziil legaldabb az egyik sze-
repel, tovabba f] (1) > 0, f; (1) > 0 (ldsd a 2.1. Lemmaét), amibdl A} (1) =
L)+ () fo (1)« fu (1) 0 (itt igazdbol fy (1) = -+ = fu (1) = 1
a 2.1. Megjegyzésbél.) A A; fliggvény a kozeli sugarakon is értelmezhetd a
v vektor egy kis kornyezetében, a fenti bazismezokben. Egy w fokélis vek-
toroknal a A; (w) = 0 egyenléségnek teljesiilnie kell, mivel v € intF4°(P)
miatt minden kozeli w fokélis vektor masodrendii, azaz dim (ker T,,¢) = 2, igy
pontosan két 0 sajatértéke van Tp,e-nak. Ezért egy v-hez kozeli w fokalis vek-
torndl a kiterjesztett A; (w) fiiggvény eltiinik. Az elébb mondottak alapjan
azonban ldthat6, hogy minden r, (¢)-hez kozeli r; (t) sugdron, ahol a v elég
kozel van v-hez, a v vektor kozelében legfeljebb egy fokélis vektor lehet,
hiszen 7, (t) mentén A, (1) = 0, A} (1) # 0 teljesiil, igy egy kozeli ry ()
sugaron a sima t — Ay (r (t)) fliggvénynek pontosan egy gyoke van. Azaz
a A1 = 0 a v pont kozelében egy sima H hiperfeliiletet hataroz meg, ami
transzverzalis az r, (r) sugarra. Ezen hiperfeliilet nem minden pontja fokélis
vektor! Hiszen A; eltlinhet olyan pontban is, ami nem fokalis vektor. Ha a
A; = 0 éltal meghatarozott H hiperfeliiletet a v vektor egy alkalmasan ki-
csiny (U,-ben levé) U, j6 kornyezetében tekintjiik csak, akkor U, N F (P) =
U, N intFj° (P) miatt U, N F (P) = U, Nint ;7 (P) is teljesiil, azaz U,-ben
csak [-tipusi, pre-szingularis, 2 multiplicitasu fokalis vektorok vannak. Igy
(H N U,)NintFL° (P) = 0 kell legyen, hiszen ha w € (H N U,)NintFj° (P),
akkor w € FPR(P) is kovetkezne a pre-regularitds definiciéja szerint, s6t
igazabol w € FT(P) is kovetkezne, ami ellentmond (H NU,) C U, miatt
U, N F (P) = U, NintFL® (P)-nek. Azaz (H NU,) NintF4® (P) = 0. Mivel
HNU, és alemma kimondésaban szereplé K egymassal diffeomorf, a sugarak

menti projekciora, igy a lemmat bizonyitottuk K-ra. O]

Az aldbbi lemma Riemann-esetben trividlis, és implicite megtalalhaté
Warner [W] cikkében a 3.1-es Tétel bizonyitasaban is.

2.11 Lemma. Ha egy v € F (P) fokdlis vektor multiplicitisa 1, akkor v €

FE(P), azaz v reguldris fokdlis vektor.
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Bizonyitds. Vegylik a v fokalis vektor egy alkalmasan kicsiny U, jé kor-
nyezetében, egy Whitehead determindnshoz tartozd bazismezokben, a Te
leképezés sajatértékeinek a szorzatat, melyet jeloljon Ag. Koénnyen lathato,
hogy Ap (w) = det T,,e = 0 akkor, és csak akkor, ha w egy fokdlis vektor.
Mivel az r, (t) sugar mentén, Ag (7, (1)) = 0, A (r, (1)) # 0 teljesiil (ha-
sonléan az eléz6 bizonyitasbeli A; esetéhez), igy Ay = 0 egy hiperfeliiletet
hatdroz meg, ami transzverzélis az r, (t) sugdrra. Ezen hiperfeliileten helyez-
kedik el az 6sszes fokélis vektor v kézelében mint mondtuk, fgy v € FE (P)
kovetkezik. O]

2.2 Allitas. FPE(P) = FE(P).

Mint korabban emlitettiik az (R2) feltétel teljesiilését beleértjitk az
allitasba.

Bizonyitds. Legyen v € FPR(P) egy fokalis vektort, és mint az elobbiekben,
készitsiik el a A Whitehead determindns sajatértékeinek (k — 1)-edik elemi
szimmetrikus polinomjat, a A, _; fliggvényt, ahol k a v vektor multiplicitasa.
Ekkor van egy olyan alkalmasan kicsiny V,, jo kornyezete a v vektornak, ahol
egyrészt értelmezhetd a A,_; fiiggvény, masrészt amilyen a pre-regularitds
definiciéjdban szerepelt. Ekkor létezik egy K wf {z € V,|Ap_1(z) = 0}
altal adott bedgyazott részsokasag, pontosabban hiperfeliilet, amely minden
(a V, kornyezetet metszé) sugarat pontosan egy pontban metsz, hiszen az
elézéekhez hasonléan Ay (v) = 0, de A} _; (v) # 0 ahol a derivalast az
ry (t) sugar mentén értjiikk. Ekkor minden w € K pont fokalis vektor, amely
multiplicitdsa k. Ez Ag_; segitségével lathaté hasonléan, mint az el6z6ekben,
mivel minden r, (t)-hez kozeli sugdron, mely metszi a V,, kdrnyezetet, van k
multiplicitdsi fokalis vektor e kornyezetében, v € FPE (P) miatt, és minden
> k rendti fokalis vektorndal a Ay eltiinik, tovabba minden kozeli sugaron
v kornyezetében egy helyen tlnik csak el Aj,_1, mégpedig ahol K elmetszi
ezt a kozeli sugarat. Tehat K minden pontja k rendi fokalis vektor.

Mivel a Te leképezés sima, igy a K sima hiperfeliilet minden w pontjaban

dim (ker T,,e) = k miatt a ker (T, e) altér is siman fiigg w-t6l. Ezekben az
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alterekben ki tudunk vélasztani egy w-t8l siman fiiggd X, (w), ..., Xx (w) €
TN (P) bazist. Legyenek tovabba Xint (w),..., X, (w) € T,N (P) olyan
sima vektormezOk a K hiperfeliileten, melyre X, (w),... ,)A(; (w) egy (a w
paramétertél simén fliggd) bazisat adjék T,, N (P)-nek minden w € K esetén.
Terjessziik ki ezeket a 2.4. Lemma alapjan az r, (t) sugarak mentén az
XYw,t),..., X" (w,t) vektormez&kké, melyek siman fiiggnek a w € K, t > 0
paraméterektol. Ekkor az alabbiak teljestilnek:

(1) XY w,t),..., X" (w,t) a T,,;yN (P) egy bdzisa minden w € K, t > 0
esetén;

(it) Te (X" (w,t)) egy P-Jacobi-mezd a ¢, (t) geodetikus mentén minden
1=1,...,n esetén;

(ii1) X'(w, 1),..., X*(w, 1) a ker (Ts,,) egy bézist adjdk minden w € K
esetén.

Hasznalva a 2.1. Lemmat kapjuk a Te(X"(w,t)) = fi(w,t) - E'(w,t), i =
1,...,k felbontdsokat, ahol az f(w,t) fiiggvények simdk mind a két paramé-
terben, tovdbbd az E'(w,t) vektormez8k sehol sem eltiinéek és folytonosan
fiiggnek a paraméterektél. Lévén, hogy az (E(w, 1),..., E¥(w, 1)) vektorok
aDi(P,c,) tér egy bazisat adjék és ez utébbi k-dimenzids tér ortokomplemen-
tuma a (Te(X*(w,1),...,Te(X"(w,1))) vektorok altal feszitett Vi (P, cy)
térnek, konnyen lathatd, hogy

(EYw,t), ..., E¥w,t), Te(X*(w,t)),..., Te(X™(w,1)))

a Te, M érintotér egy bazisat adjak minden a (v,1) pont egy alkalmasan
kicsiny kornyezetében 16vé minden (w,t) pontra. Mivel fi(w,1) = 0, de
% “(w, 1) # 0 ezért a paraméterektdl vald sima fiiggés miatt 16tezik egy olyan
e > 0, amelyre f(w,t) # 0, minden w € K, t € [l — e, 1+ ¢ — {1} esetén.
Azaz a (Te(XH(w,t)),...,Te(X"(w,t))) P-Jacobi-mez8k a T, 1y M érintdtér
egy bézisat adjak minden w € K, t € [1—e, 1+¢| — {1} esetén. Igy a v fokalis
vektor kornyezetében csak a K hipersikon lehetnek fokalis vektorok. Mivel
K minden pontja k multiplicitast fokdlis vektor, gy v € F'® (P) kivetkezik

a regularis fokalis vektorok definicidja miatt. O]
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2.1 Kévetkezmény. FP%(P) = F9(P)

2.12 Lemma. Minden v € F(P) —intFg,(P) vektornak minden U, kérnye-
zetében létezik requldris fokdlis vektor, azaz FE(P)NU, # 0.

Bizonyitds. Ha a v € F(P) — intF3,(P) vektorra a v € FPR(P) = F?(P)
is teljesiil nincs mit bizonyitanunk. Ha v € FY(P), akkor a 2.3. Megjegy-
zés és a 2.8. Lemma alapjan v minden kornyezetében van w € F,(P) —
FPS5(P) = FPR(P) = FE(P) halmazbeli vektor. Ha v ¢ E%(P), akkor
v E Fg — z’ntFB%(P), igy a 2.9. Lemma miatt kovetkezik, hogy v minden
kornyezetében van FT(P) vagy F?(P) halmazbeli vektor. Azonban egy ilyen
vektor akarmilyen kornyezetében létezik regularis fokalis vektor, mint azt
mar az el6bb lattuk. O

2.4 Tétel. Egy v € F(P)—intF3,(P) vektor semmilyen kornyezetében sem

—~—

injektiv az € © N (P) — M leképezés, tovibbd az FE(P) halmaz siirt az
F(P) — intF§,(P) halmazban.

Bizonyitds. Az el6z8 2.12. Lemma miatt egy v € F(P) — intFg,(P) vek-
torhoz tetszélegesen kozel van reguléris fokalis vektor, és egy FE(P)-beli
vektor egy alkalmasan kicsiny kornyezetében teljesiilnek az (R2), (R3) regu-
laritasi tulajdonsagok. fgy a mosositott Warner eredményeket, a 2.3. Tételt,

alkalmazva bizonyitottuk a tételt. O

A bizonyitasban igazabdl egy, a v fokalis vektorhoz tetszolegesen kozeli,
olyan w € FE(P) fokalis vektort is tudndnk taldlni, amelyre az r,([0,1])
sugar szakasz egy kornyezetében teljesiilnek a regularitasi feltételek. Emlékez-
tetlink arra, hogy a 2.10. Lemma alapjn még az alabbiak is teljestilnek:

Az intFj, (P) halmaz pontjai egy N (P)-beli sima, nem feltétlen Gssze-
fiiggd, H hiperfeliileten helyezkednek el, és intFﬁs2 (P) belseje, a H-t6l 6rokolt
topoldgiara véve, iires.

Ha r, a N (P) egy olyan sugara, amely idészerii, azaz ennek képe ¢,
idOszerti geodetikus, akkor e mentén értelmezheté a Morse-index. Ez azért
van igy, mivel egy id6szerii geodetikus mentén az (R2) regularitdsi feltétel
mindig teljesiil, hiszen minden ¢, ({3) pontban a ¢ (to) € Vi, (P, c,) vek-
tor id6szert, és a ¢, (tp)-ra merdleges altér térszerli, és ennek egy altere a
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Dy, (P, c,) tér is, a 2.3. Lemmadban szereplé ortogonalitds miatt. Igy a 2.3.
Lemma miatt az (R2) feltétel teljesiil minden ¢, (fy) pontban. Ennélfogva itt
a Maslov-index is értelmezhezd, és ennek értéke egyenlé a Morse-indexével.
Tovabba az is konnyen lathaté, hogy egy idoszerti geodetikus mentén nincse-
nek [-tipusu szinguldris vektorok, hiszen Dy, (P, ¢,) térszerii ami a [(-tipus
definici6javal egyiitt mutatja, hogy ¢, (to) nem lehet S-tipusi. Jelolje

I(N(P))={veN,PlxeP <v,v><0}

az idGszeri vektorok halmazat a normaélis nyaldbban. Az eddigiek alapjan
az I(N (P)) halmazban minden fokdlis vektorra igaz a fenti tétel,
akkor is ha esetleg (R2) valahol masutt nem telejesiil N (P)-ben. S6t a
fényszerli geodetikusok mentén is értelmezheté a Morse-index (lasd Beem-
Ehrlich [B-E]), mely rendelkezik a kovetkezé tulajdonsdggal. Ha v; — w,
v;, w € N(P),i=1,...,00 nem fokalis vektorok, ahol r,, (t) idészer( és
Ty () fényszert sugarak, akkor a ¢, (1) pontok Morse-indexei is tartanak a
cw(1) pont Morse-indexéhez. Lévén, hogy a Morse-index ezen értelmezései is
(a klasszikus esethez hasonléan) a fokalis pontokat szdmoljak multilpicitédssal,
igy ha w (egy fényszerti) fokalis vektor, akkor van hozza tetszélegesen kozel
egy idéw fokalis vektor is, amelynek semmilyen kornyezetében sem 1 : 1
az € : N (P) — M leképezés. Ezért ha J(N (P)) = {v € N,P|x € P, <
v,v >< 0} jeloli a kauzdlis vektorok halmazét a normélis nyaldbban, akkor
azt mondhatjuk, hogy a J(P) halmazban minden fokalis vektorra igaz
a fenti tétel. Ennek bizonyitdsa megtaldlhaté még K. Rosquitnal is [R].

A Riemann-, és a Lorentz-eset kozott azonban eltérések is mutatkoznak,
mint azt egy aldbbi példa is mutatni fogja. Legyen adott egy (M <,>)
Riemannio\lgség, és ennek egy P C M szemi-Riemann-részsokasaga. Ekkor

egy w € N (P) — F (P) vektornak a Morse-indexe jelentse a ¢, ([0, 1]) geode-
tikus szakasz Morse-indexét, ami megegyezik e geodetikus szakaszon a fokélis
pontok szamaval multiplicitassal szamolva. A Morse-index folytonossaga mi-

—~—

att, ha w € N (P)— F (P) nem fokalis vektor, akkor egy kis kornyezetében a
Morse-index konstans, azaz folytonos. Ezért ha v € F' (P) egy fokalis vektor,
akkor az 7, (t) sugarhoz kozeli minden més sugaron is van fokalis vektor a v
vektorhoz kozel, hiszen létezik olyan € > 0, hogy az r,([1 —¢, 1 +¢€]) szakaszon
csak a v = r,(1) fokélis vektor. Igy ha w vektor a v egy alkalmasan kicsiny
kornyezetében van, akkor az r,(1 — €), r,(1 + €) pontok sem fokélisak, és
Morse-indexeik kiilonbsége épp a v vektor multiplicitasaval egyenlo. Ami
azt mutatja, hogy van fokalis vektor az r,([1 — €,1 + €]) szakaszon. Ezt a
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jelenséget tgy is nevezhetnénk, hogy a fokalis vektorok stabilak a sugarak
deformdldsara nézve, ahol a deformélas mas sugarakon at torténik. Lorentz-
esetben azonban ez a stabilitds nem igaz még analitikus esetben sem. Egy
ezt tanusité példa megkonstrualasahoz sziikségiink lesz néhany allitasra.

2.10 Definicié. Legyenek (R, gr), (M, gar) szemi-Riemann-sokasdgok, és ¢ :
R x M — R egy sima pozitiv fiigguény. Vegyik az R x M sokasdgon a
kovetkezd szemi-Riemann metrikdt, g|.m) el o(r,m) - gr + gu, azaz ha
XY € Typmy (R X M), és X = X+ Xpr, Y = Yo+ Yas a Ty (R x M) =
T.R & T,,M szerinti felbontdsa a vektoroknak, akkor g(X,Y) = ¢*(r,m) -
9(Xgr,Yr) + 9(Xy, Yr). Az igy képzett

RX¢M

szemi- Riemann-sokasdgot dltaldnositott gorbitettszorzatnak nevezzik.

Ez valéban altalanositasa a gorbitettszorzat definiciéjanak, hiszen, ha
a ¢ fliggvény nem fiigg R pontjaitdl, csak M-tol, akkor a gorbitettszorzat
definicidjat kapjuk vissza. A gorbitettszorzatra ismert, hogy az R sokasag
egy v geodetikusat véve, egy tetszileges R x {m} fibrumban, azaz tekintjik
a (y(t),m) gorbét, akkor a gorbitettszorzatnak egy geodetikusat kapjuk.
Ez azon mulik, hogy az R X, {m} szemi-Riemann-sokasdgnak is geode-
tikusa lesz a (y(t), m), hiszen itt R metrikdjat csak egy konstanssal szoroz-
tuk meg, igy a geodetikusok nem valtoznak. Ez az allitds az altalanositott
gorbitettszorzatra is igaz az alabbi formaban.

2.13 Lemma. Legyen R x4 M egy dltaldnositott gorbitettszorzat, és (y(t), x)
az R x4 {z}, v € M szemi-Riemann-részsokasdg egy geodetikusa, azaz, az
(R, ¢*(.,x) - gr) szemi-Riemann-sokasdg geodetikusa. Ekkor (y(t),x) az dl-
taldnositott gorbitettszorzatnak is geodetikusa. Vagyis, az R X {x} C R x M

részsokasdg totalgeodetikus.

Bizonyitds. Eloszor tegyiik fel, hogy (v(t), z) egy nem fényszeri geodetikus.
Jelolje a (y(t), z) geodetikust v(t), ha az R x, {z} részsokasig részeként

—

gondolunk ré, és v(t), ha az R x4 M éltalanositott gorbitett szorzat részeként

-

tekintjiikk. Elég v(¢) minden elegendéen kicsiny szakaszardl belatni, hogy
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az geodetikus, ezért feltehetd, hogy egy ilyen kis nem Onmetszé darabot
vizsgdlunk. Legyenek E)(t),. .., E,(t) parhuzamos vektormezdk a 7 (t) men-
tén az R x, {x} részsokasdgban gy, hogy E;(t) = +/(t) tovabbd, hogy az
Ei(t),...,En(t) a Ty (R x¢{z}) = TR egy ortonormalt bazisit adjk,
ugyanis ¢ (v (¢), )-gR(fy (t),7'(t)) = £1 feltehet(’i. Legyen Fi, ..., F, aT, M
egy ortonormalt bazisa. Mivel a T ) 2) (R x4 M) érint6tér kanonikus médon
bomlik fel a T,y R ® T, M dlrektosszegre igy F; € T,M C T(y)) (R Xy M)
miatt tekinthetjilk az F;(t) : t — F(t) = F, € Ty (R Xy M) vek-
tormezSket. Igy Ei(t),..., E,(t), Fi(t),..., Fu(t) a Tyt),2) (R X M) egy or-
tonormalt bazisat adjak.

A Levi-Civita kovaridns derivalast hasznéalva azt kell megmutatnunk, hogy
g(V@V/(\if),Ei(t)) = 0 és g(Vﬁ)v/(Tf),Fj(t)) = 0 teljesiilnek minden i =
1,...,n,7 = 1,...,m esetén, ahol g az R x4 M metrikus tenzora és V az
ennek megfelel6 Levi-Civita-féle kovarians derivalast jeloli. Terjessziik ki az
Ei(t),...,E.(t), Fi(t), ..., F,(t) vektormeziket a 7/(\25) egy kis kornyezetében
a kovetkezOképpen: Kkiterjesztjik az Ej,. .., E, mezéket a v(t) egy kornye-
zetében az R x4 {v} részsokasagban E, ey E; vektormezokké tgy, hogy
&2 (r,z) - gr(Ey(r, ), Er(r,z)) = konst teljesiiljon, ahol az (r,z) € R x {z}
pont a ’y/(t\) vizsgalt darabjanak megfelel6en kicsiny kornyezetének eleme,
¢és az F; vektormezdket M-ben az x pont egy U kornyezetében az E vek-
tormezokké. Minden R x {Z}, T € U fibrumon az E; mez8ket, és minden
v(to) x U fibrumon az F mezd6ket véve ~y ( )-nak egy Rx M-beli kérnyezetében
kapunk bazist adé mez6ket, ami a~y (t) menti Ey(t), ..., E,(t), Fi(t),..., F,(t)
bazisnak a kiterjesztése (azt is mondhatndnk, hogy az E és ]AT; vektormezok

horizontélis és verikalis lift-eit vettiik. A Koszul-fomulat hasznélva:

9V (0, Bu(0)) = 5027007 0), E:1)) — Eue) (9B, )~

g(Ei(1), [Er, E)) + g(V/(8), [Er, Bi) + g0 (1), [Ew, Ea])} =

—_—

ahol kihasznaltuk, hogy E, = ~/(t). Itt az utols6 két tag éppen egymas

|W)
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cllentettje, és a harmadik tagban [E;, Ej](f@) € Tyyxfzy R x {x}, tovdbba
a g(E(T, x),E(T, 1)) = ¢*(r,x) - gR(E(T, l‘),El(T, x)) = konst miatt a

masodik tag eltiinik ezért:

= %{27’(75)@2(7'@)7I)'QR(V(t)a Ei(1))=¢*(4(1), x)-gr(Ei(t), [v'(1),7' (O]} =

(*(1(1),2) - gr) (Vs (1), Ei(t)) = 0,

ahol Vf,?t?{x}'y’ (t) az R x4 {x} itt ismét kihaszndltuk, hogy az utolsé sor
kifejtésekor a Koszul-formuldban a masodik tag eltiinik és, hogy a két utolso

tag Osszege 0. A Koszul-formulabdl adédik, hogy:

— ~ 1 —_— ~

9(V 7 (1), Fi(1)) = 5{27/ (1) (9(v'(2), Fi())) — Fi(t)(g(E, Ev))—

g(Fi(t), By, By)) + g(v/ (1), B, F]) + g(v/(£), [Fs, Ba])} =0,

ahol kihasznéljuk, hogy T(,, 2y R x {x} ortogonalis T{, ,){r} x M-re a metrika
szerint, hogy [El,El] Y(t) € TyuyxiapR x {x}, tovabba, hogy az E, vek-
tormezdre teljesil a g(E1 (r,z), E (r,z)) = ¢* (r,x) -gR(El(r, x), E (r,x)) =
konst egyenléség. E két eredményt Osszerakva kapjuk, hogy Vﬁtﬂ/’@) =0,
azaz '?(t\) geodetikus.

Folytonossagi megfontolasok alapjan addédik, hogy az allitas fényszert

geodetikusokra is igaz. O

Sziikségiink lesz még néhany A. Helfert6l [He| szarmazé eredményre.

2.11 Definicié. Legyen n : R™ x R®* — R egy nem elfajulo szimmetrikus
bilinedris forma. Legyen tovabbd @ : I xR" xR"™ — R szimmetrikus bilinedris
formdk sima 1-paraméteres serege, ami definidlja a @ I x R* — R"™ sima

leképezést az

n(Q(t)(v), w) = n(v, Q(t)(w)) = Q) (v, w)
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eqyenlettel. Ekkor a
2

d ~
pX(t) =QX(), tel

egyenletet  Jacobi-tipusi differencidlegyenletnek hivjuk, ahol X(t) :

I — R"™ eqy sima gorbe.

Ha (M, <,>) egy (n+ 1)-dimenziés szemi-Riemann-sokasdg és v(t) egy
nem fényszerii geodetikusa, akkor csak a geodetikusra végig ortogondlis Ja-
cobi-mezok tinhetnek el tobb mint egy helyen, kivéve az azonosan eltling
trividlis Jacobi-mez6t. Azaz, ha a ~(0) ponthoz konjugdlt pontokat sze-
retnénk vizsgalni, akkor elég a geodetikusra meréleges a v(0) pontban elt{ing
Jacobi-mez6ket vizsgédlni. Legyen eq,...,e, € TyoyM a 7'(0)-ra merdleges
altér egy ortonormalt bazisa. Ezek parhuzamos kiterjesztései «y (f) mentén
olyan Ej (t),..., E, (t) parhuzamos vektormezék, melyekre E; (0) = e; min-
deni=1,...,n esetén. fgy a geodetikusra merdleges vektormezok felirhaték
az aldbbi ), fi(t) - E;(t) formaban. Legyen yi,...,y, egy bazis R"-ben és
tekintsiik a kovetkezd A, : R — ~*+ () C T, M vektortér izomorfizmust,
Ay oY vy — >, 0B (t). Ekkor ha a v,w € R™ vektorok Y. vy, Y. wiy;
alakban &llnak el6, akkor definidljuk a @ (¢) (v, w) szimmetrikus format és a
@ (t) (v, w) leképezést a kivetkez6képpen:

Q(t) (v, w) =< R(A (v) 7/ (1) (1), A (w) >
és Q) (v) Y A7 (R(A, (v),7/(1)7(t)). Legyen tovabba
n(v,w) €< Ay (v), Ay (w) > .

Ekkor a geodetikusra merdleges vektormezdkre a Jacobi-egyenlet az
X"(8) + QU)X (1) =0, X (1) =D filt) - v

alakot olti az A; izomorfizmus segitségével. Ez jol mutatja Helfer allitasanak
egyik iranyat:

Allitds (Helfer). (1) Minden nem fényszerii geodetikus menti Jacobi-
eqyenlethez taldlhato eqy Jacobi-tipusi differencidlegyenlet, amelyre létezik
eqy izomorfizmus a nem fényszeri geodetikusra merdleges Jacobi-mezok, meg-
olddasok, vektortere és a Jacobi-tipusi differencidlegyenlet megoldasainak vek-
tortere kozott gy, hogy a megfeleltetett megoldasok, melyek a geodetikus
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menti t paramétertdl figgnek, egyszerre, azonos ty paraméterekre, tinnek el
vagy nem tinnek el.

(2) Minden Jacobi-tipusi differencidlegyenlethez létezik Jacobi-egyenlet
(azaz eqy szemi-Riemann-sokasdg és abban eqy nem fényszerid geodetikus mely
a Jacobi-egyenletet adja), amelyre létezik eqy izomorfizmus a Jacobi-tipusi
differencidlegyenlet megolddsainak vektortere és a nem fényszeri geodetikusra
merdleges Jacobi-mezok, megolddsok, vektortere kozott gy, hogy a megfelel-
tetett megoldasok, melyek a geodetikus menti t paramétertdl figgnek, eqyszer-
re, azonos to paraméterre, tunnek el vagy nem tinnek el.

Az (1) = (2) irdny a fentiek alapjan bizonyithat6, mig a (2) = (1)
irdnyndl a kovetkezd a bizonyitds vézlata. Ha adott az (R",n, Q) hdrmassal
egy Jacobi-tipust differencidlegyenlet, akkor vegyiik az R"™1 = R x R" vek-
torteret, és ezen egy szemi-euklideszi metrikat ugy, hogy az R x {0} altéren
a kanonikus euklideszi metrikét vessziik, és a {0} x R™ altéren pedig az n
szemi-euklideszi metrikét, tovabba legyenek R x {0} és {0} x R™ egymadsra
merélegesek. A B, : T,R"™1 — R"! kanonikus izomorfizmus segitségével a
fenti szemi-euklideszi metrika kiterjeszthet6 egy szemi-Riemann metrikava,
jelolje ezt g, az R"™! téren, azaz g (v, w) «f n (B (v), By(w)) minden v, w €
T, R esetén. Legyen w : R"™ — R egy sima fliggvény, amely az R x {0}
egyenes, geodetikus, mentén elsérendben tiinik el, azaz ha e;,... e, az
R = R x R" tér egy ortonormalt bdzisa melyre e, az R x {0} alteret
hatérozza meg, akkor %w (t-e;) = 0minden i = 1,...,n+1ést € R
esetén. Vegyilk az R"*! téren az e*@g(v,w), v,w € T,R"*! 2 € R
metrikat. Ekkor az j metrika szerint is geodetikus lesz e, 1 - t. Legyenek az
e g metrika szerinti parhuzamos vektormezok az e, -t geodetikus mentén
Ei(t),..., E,(t), melyek az eq, . . ., e, kiterjesztései. Ezek végig ortogondlisak
lesznek a geodetikusra. Az e, -t geodetikus mentén a geodetikusra merdleges
vektormezdk korében a Jacobi-egyenletnek a kovetkezo:

n

Z z;(t) - (ai(n-i-l)w) (ens1-1) =0
i=1
6—2X(zf) — 1Q(zf)X(t) =0 (2)
ot? 2
egyenletek felelnek meg, ahol Q;;(¢) = (O;;w)(e1 - t) - nlej,e;), 1 < 4,7 <n
egy matrix (i oszlop, j sor koordindtékkal) és X (¢) = Yot Ei(t), teR
a geodetikusra merdleges vektormezo ennek kiszamitasat lasd a 6.2. Fe-
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jezetben. Ha most az z = Z?jll x;e; pontban az w (z) fiiggvény definicidja

a kovetkezd w(z) = 2219’99 xixjéij(xl) -1 (ej,e;), ahol @ij (1) ter-
mészetesen a @ (x1) : R — R™ maétrix reprezentdcidéjaban az i-edik osz-
lop j-edik elemét jelenti, akkor a fenti kiemelt egyenléségek koziil az elso
egyelet teljesiil az e; - t geodetikus mentén, mig a méasodik (2) szdmu egyen-
let épp a keresett Jacobi-tipusu differencidlegyenletet adja. Sét, a fenti w
fliggvény vélasztasa esetén még az is teljesiil, hogy a 0; vektormezdk, azaz
az eq,...,e, konstans vektormezokké valo kiterjesztései, parhuzamos vek-
tormezok lesznek az e, - t geodetikus mentén. Helfer megmutatta, hogy
létezik olyan (R™ 7, Q) Jacobi-tipusi differencidlegyenlet, melynél a @ al-
kalmas tetszolegesen kicsiny megvaltoztatasaval eltiintethetd egy konjugalt
pont, itt n sziikségszeriien szemi-euklideszi forma volt. Azaz olyan példa
adhaté ahol a [0,2] intervallumon csak az 1 lesz a 0-hoz konjugdlt pont,
de @ tetszOlegesen kicsit megvaltoztathaté gy, hogy a [0,2] intervallumon
mar nem lesz a 0-hoz konjugdlt pont. A fenti allitds miatt ugy is fogal-
mazhatnank, hogy létezik olyan szemi-Riemann-sokasag és ebben egy geode-
tikus, hogy meg tudjuk valtoztatni a metrikat, annak egy kicsiny varialasaval,
hogy a geodetikusunk geodetikus marad, de eltiinik egy konjugalt pontja.
Itt, mint lathatd, nem egy fix szemi-Riemann-sokasigrol van szd, amely-
ahol a kezdopont fix ugy, hogy a varacié hatdsara eltlinjon a konjugalt pont
a varialt geodetikusokon, hanem magat a sokasagot is megvaltoztatjuk. Ha
fokalis pontokat vizsgalunk, akkor viszont hasznélhat6 szamunkra Helfer ezen
észrevétele az altalanositott gorbitettszorzatrél mondottakkal egytitt.

2.1 Példa. Legyen (R3, grs) egy Minkowski-tér, és (xq, 2, x3) ennek eqy ka-
nonikus koordindta rendszere, melyre Oxy, Oxs térszeri, Oxs pedig iddszeri
vektormezok, és ezek egyiitt eqy ortonormadlt bazismezot adnak. Legyen to-
vdbbd (R,g) a kanonikus Riemann metrikdval elldtva, és jeldlje t a kanonikus

koordindtarendszert. Az w(x,t) = 2wl — w2a? + 2twaxy fligguény segitségéuvel

def %w(w

képezziik a ¢ (z,t) = e2*@Y figguényt, és vegyiik az ez dltal definidlt
R? x4 R

daltalanositott gorbitettszorzatot. Ha most vesszik a P wf {0} x R alteret,

és az erre ortogondlis g () e (0,0,s,0), s € Rsq geodetikust, akkor ennek
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a ¢ (9) = (0,0,s,t), s € Rso, t > 0 waridcidja, éppen a keresett fenti
példat adja, vagyis a @o(s) geodetikuson a @o(1) pont foklis pontja lesz a
P részsokasdgnak, de a p(s) varidlt geodetikusokon nem lesz fokdlis pontja

P-nek, ha t # 0.

Bizonyitds. A 2.13. Lemma miatt az R® x4 {t}, t € R részsokasdg Osszes
geodetikusa az altalanositott gorbitettszorzatnak is geodetikusa. Ezért a
24 (0,0,5) x {t} C R? x4 {t}, s € Ry geode-

tikus konjugdlt pontjai, és a geodetikus menti a @, (0) pontban eltiing

részsokasdgban haladé @, (s)

Jacobi-mez8i, a P részsokasdgra merdleges ¢ (s) C R3 x4 R geodetikus
fokdlis pontjai, és P-Jacobi-mez0i, is egyben, hiszen minden R?® x, {t}-beli
Jacobi-mez6 egy geodetikus varidciobodl szarmaztathato, amely geodetikusok
R? x s R-nek is geodetikusai, {gy egy itteni varidciét is adnak, tehat R? x , R-
ben is egy Jacobi-mez6t ad. Ahol természetesen az R® x, {t} — R3 x4 R
kanonikus beagyazas segitségével torténik a megfeleltetés. fgy még nem az
Osszes P-Jacobi-mez6t taldltuk meg, hiszen a fent emlitett mezok csak egy
3-dimenids alterét feszitik ki a ¢ (s) C R? x, R geodetikus menti P-Jacobi-
mezok terének. Mivel tudjuk, hogy ez a tér 4-dimenzids, igy elég egy ezektol

fiiggetlen P-Jacobi-mezot taldlni, ami pedig a kovetkezo:

def O

Z(ana 307t0) = E’(O?O)S(ﬁ’t\) |t~:t07

azaz a @y, (So) pontban a ¢y (s) geodetikus t paraméter szerinti variaciéjana
adodd P-Jacobi-mezot vesszik. Ez a P-Jacobi-mez6é nyilvan fiiggetlen a
kordbbiaktol, az R? x, {t} részsokasdgbdl szdrmazdaktol, és sehol sem tiinik
el, igy a fokalis pontok vizsgdlatdhoz a ¢, (s) geodetikus mentén, elegendé
az R3 x4 {t} részsokasdgbeli @, (s) geodetikus konjugalt pontjait vizsgélni.
Ehhez pedig az el6z6 Helfer allitas fog segiteni, hiszen a @, (s) geodetikus
mentén a részsokasagban a ¢? (z,t) = e*®? alak miatt a Jacobi-tipusi diffe-

renciadlegyenlet az:

(1’<s>>:<—w2 t ><f1(8)>
Y (s) —t =2 )\ fals)



alakot olti. Ha most a ¢ = 0 pontban vagyunk, akkor a fenti egyenlet

fiiggetlen megoldasai az:

<f1<s)>:<%sin(7r's)> (fl(O)):<0> <f1(0)>:<1>
f2 (s) 0 "\ f2(0) 0) "\ £(0) 0

illetve az:

() (ot ) (8- (200
f2(s) psin(m-s) )7\ f2(0) 0 )"\ f(0 1

a természetes kezdeti feltételekre. Ez jél mutatja, hogy a g (1) pont, egy
2-multiplicitasu fokalis pont lesz, és ez elétt nincsenek fokalis pontok a ¢q (0)
pontig. Mi a helyzet akkor, ha ¢t # 07 Ahhoz, hogy ezt konnyen lathassuk
egy masik béazisban kell felirni a Jacobi-egyenletet. Jelolje T' az attérési
matrixot, mely oszlopai az 1j bazisvektorok a régi bazisban felirva. A fenti
Jacobi-egyenlet X" (s) = —R (X (s), % (s)) @, (s) volt, ahol X (s) = (f1 (s) -
01 (B, (s)), f2 (5)-0x2 (B, (8))). Jeldlje R (s) a gorbiileti tenzor matrixét (az
R (., 7, (s)) @, (s) tenzor matrixat), ekkor a fenti Jacobi-egyenlet az X" (s) =
—R; (s) X (s) alakot 6lti. Lévén, hogy egy rogzitett t érték mellett vizsgald-

dunk, az R; (s) = , | matrix konstans, igy ezt roviden jelolje R;.

A T 4ttérési matrix segitségével azt kapjuk, hogy T'- X" (s) = (=T R, T7!) -
(T - X (s)), ami azt jelenti, hogy ha X (s) megodasa az eredeti Jacobi-
egyenletnek, akkor T - X (s) megoldédsa, az 1j (transzformélt) egyenletnek
is és megforditva. Azaz ha Y (s) megoldés az 1ij bazisban, akkor 771 - Y (s)
megoldasa a régi egyenletnek. Lévén, hogy T invertalhaté, igy elég a transz-
formalt rendszer megoldasait viszgalni, ha arra vagyunk kivancsiak, hogy hol,
milyen multiplicitast konjugdlt pontok vannak. Itt nem hasznaltuk ki, hogy

a T attérési matrix valés vagy sem, igy ez lehet akar komplex is. Legyen
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1

1 —i —r2 ot i1
Y/ (s) =~ .Z " ) 2% | Yi(s), azaz
1 —t -7 St —31

Yt//(s):<—7T + it O_it>n(8).

1 —3
T = ( L ), ekkor az 1j bazisban a Jacobi-egyenlet alakja a kovetkezo:

0 —72

Ez utébbi rendszernek kell a megoldasait vizsgalni Y; (0) = (0,0) kezdeti
feltétellel. Ezen megoldasoknak egy bazisat adja a kovetkezd két fiiggetlen

megoldas:

v def —\/ﬁ sin (V2 — ti - s)
t,1 (S) - 0 )

Yo (s) 0
b2 \/W;im sin (\/7r2 +ti - s) 7

az Y/, (0) = (1,0), Y/5(0) = (0,1) teljesiilésével. Itt nyilvdn, ha t #
0, s # 0, akkor Y1:(s) # 0, Yo, (s) # 0, és az alakjukbdl kovetkezik, hogy
ezek linedrisan fiiggetlenek. Azaz nincs a ¢, (0)-hoz konjugdlt pont a @, (s)
geodetikuson, ami mint lattuk azzal egyenértékii, hogy nincs fokalis pont-
ja a ¢ (s) € R x4 R geodetikusnak sem. Ez pedig a példa helyességét
igazolja. [

A fenti példa analitikus volt, és ng tipusi szingularitdsa volt az ¢g (1)

pontban. Konnyl olyan példat is mutatni analitikus Lorentz-sokasagra,
melyben az (R2) feltétel nem teljesiil:

2.2 Példa. Vegyiik az el6z6 példa szerinti (R, gn) Minkowski-téridét, az

elobbi (1, x9,x3) kanonikus koordindta rendszerrel, ahol Oxy,0x3 térszeri

2 2

és Oxy iddszertd. Legyen w (x) “f (7% + m)a} — mayze — (7% — w23, ahol

x = (21,72, 23). Ekkor az (R3,e*gyr) analitikus Lorentz-sokasdgban a y(s) e/
(0,0,s), s € Rsq geodetikuson ay (1) konjugdlt pont a~y (0) ponthoz, és~y (1)-

nél az (R2) tulajdonsdg nem teljesiil.

45



Bizonyitds. A Helfer dllitasnal mondottak alapjan a gorbiileti matrix a geode-
2
™ 4+m —T

™ 7T2—7T

tikus mentén R = ( , ahonnan egy fényszerli bazisba valo

1 1

S
attéréssel (ahol az &ttérés matrixa legyen T = T! ©ilve v )) az
V22

w2 2

4j gorbiileti tenzor métrixa T 'RT = , |- fgy az el6zo példaban
™

ismertetett mdédon az 1j bazisban a Jacobi-egyenlet:

X"(s) = ( 7T0 27; ) X(s).

Ezen rendszer X (0) = (0,0) kezdéfeltétel melleti megoldédsainak egy béazisat

def %Sin(ﬂ‘s) def s - cos (- s)
Y1<s>—( O >,Y2<s>_< )

sin (7 - )

adjak az:

Az s = 1 értékre Yi(1) = (0,0), Y/(1) = Ya(1) = (1,0). Lévén hogy a
Vi(7,7(0)) teret ay/(1), Y2(1) vektorok kifeszitik, és a Dy (7, v(0)) teret pedig
az Y{(1), igy D1(v,7(0)) & Vi(7,7(0)) # T, 1yR®. Azaz, az (R2) tulajdonsdg

nem teljesiil a (1) pontban a 2.3. Lemma alapjan. O
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3 Becslések a Maslov-indexre

Mint mar emlitettiik, a Maslov-indexet akkor tudjunk a Morse-indexhez ha-
sonléan értelmezni, ha az (R2) feltétel teljesiil. Tegyiik fel ezért, hogy ez
a feltétel teljesiil ebben a fejezetben is. Legyen tehdt (M,g) egy szemi-
Riemann sokasdg, P C M egy szemi-Riemann-részsokasaga tgy, hogy N (P)
minden pontjiban teljesiiljon az (R2) feltétel. Jelolje & = n_(g) a szemi-
Riemann metrika indexét, vagyis egy T,, M, m € M érintétérben azon alterek
dimenzidjanak maximumat, melyeken a metrika negativ definit, ez fiiggetlen
az m € M vélasztasatol. Legyen tovabbd v € N (P) egy nem fokalis vek-

tor, és ey,..., e, egy ortonormalt bazisa a T, )M érintétérnek gy, hogy az
ei, © = 1,..., k vektorok iddszertick legyenek az e;, j = k+1,...,n vektorok
pedig térszertiek, és jelolje Ey(t),. .., E,(t) ezek parhuzamos kiterjesztéseit a

¢y (t) geodetikus mentén.

Definidljak a H vektorteret azon H' Szoboljev reguldris V : [0,1] > t
V(t) € T,,;yM vektormezdk, melyekre V(0) € T, )P, V(1) =0,

tovdbba jelolje N, (illetve P;) azt a maximdlis negativ (ill. pozitiv)
disztribiciét a ¢, geodetikus mentén, amelyet az Ey, ..., Ej (illetve az
Eki1, ..., E,) vektormezék feszitenek ki. FEzek a disztribucidk fiiggenek az
Ey, ..., E, vektormezoktol, igy a tovabbiakban feltessziik, hogy ezek rogzitve
vannak a ¢, (t) geodetikus mentén, és az ezekhez tartozé maximalis pozitiv,
illetve negativ disztribuiciokrél beszéliink. Sziikségiink lesz még a H vektortér
kovetkezo két alterére is:

i %t {V.eH]|ag(V(t),Eit)) fiiggvény H' Szoboljev regularis,

és g(V"(t) + R(V(t),c,(t))C,(t), E;(t)) =0, minden i = 1,..., k esetén}

(2

GV eH|V0)=0,V(t) e N, tel0,1]).

Ekkor jeldlje I(V, W), V,W € H a szokasos, részsokasigok esetében hasz-
nalatos Morse-indexformat, azaz:

v,w)™

g (wy (V(O)%W(O)H/O g(V'(£), W'(t)) = g(R(V (2), ¢, (1)), (t), W (£))dt,
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ahol w, : T, )P — T.,(0)P a v-irdnyhoz tartozé Weingarten-endomorfiz-

mus. Mercuri, Piccione és Tausk megmutatta (lasd [M-P-T] Theorem 5.1.2),

hogy az aldbbi tétel igaz az if,. (v, P) e/ > tefo.) S80(9|py(Pe,)) fokdlis in-

dexre, ahol igazabol csak a fokalis pontokra megy az Osszegzés, hiszen a
tobbi pontra a szignatira értéke definicié szerint 0, a sgn definialasat lasd az
elozo6 fejezetben.

Tétel (Piccione-Tausk). Ha (M, g) egy szemi-Riemann-sokasdg, P ennek
egy szemi-Riemann-részsokasiga és c,(t), v € N(P) egy erre ortogondlis
geodetikus. Tegyiik fel tovabbd, hogy az (R2) tulajdonsdg teljesiil, akkor az
aldbb felbontds érvényes:

ifoc (v, P) =n_(I|x) —ns(Ilg) — n-(glr,,, P); (3)
ahol n_ a megfeleld bilinedris forma indexét jeloli, és ny a bilinedris
forma —1-szeresének az indexét jeloli.

A bizonyitést lasd [P-T2] Theorem 5.2.

Ahogyan azt mér emlitettiik, az (R2) tulajdonsdg teljesiilése esetén a
fokalis index megegyezik a Maslov indexel. A fenti egyenléségbél konnyen
kaphatunk egy alsé és egy felso becslést a fokalis indexre, és igy a Maslov-
indexre, ahogyan az aldbbiakban lathaté lesz.

3.1 Definicié. Legyen V (t) € N; egy olyan vektor mezd a c,(t) geodetikus
mentén melyre g(V"(t) + R(V (t),c,(t))c, (t), W(t)) = 0, minden W (t) € N,
vektormez6 esetén. Ekkor azt mondjuk, hogy V (t) redukdlt Jacobi-mezeje
a mazximdlis negativ disztribicionak. Jelolje J(P,N) a mazimdlis
negativ disztribicio redukdlt vektormezejei dltal alkotott vektorteret. A c,(to)
pont konjugdlt pontja a maximadlis negativ disztribicionak, ha létezik
olyan nem trividlis V(t) € J(P,N') vektormezd, melyre V(0) = V(ty) = 0.
E pont multiplicitisin a {V(t) € J(P,N)|V(0) = V(ty) = 0} altér di-
menziojdt értjik. Hasonloan definialhatjuk a fentieket a mazimdlis pozitiv
disztribuciora is. Jelolje Cpr(v), illetve Cp(v), a mazimdlis negativ, illetve
pozitiv, disztribicio konjugdlt pontjainak szamat multiplicitdssal szamolva a

c,([0,1]) geodetikus szakaszon.

3.1 Kovetkezmény. Az eldzo tétel feltételer mellett a
—n_ (g|ch(0)P) - ON(/U) S 7:fOC (U’ P) S n+(‘g|ch(O)P) + CP(U)
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becslések igazak, ha v € N (P) — F (P).

Bizonyitds. Vegyiik a trividlis n_(I|x) > 0 becslést, és vegyiik észre, hogy
ny(Ilg) = Cn(v). Igy megkaptuk a becslés bal oldalét.

Ha most megvéltoztatjuk a metrikat és g helyett a —g metrikus ten-
zort tekintjiik, akkor a P-Jacobi-mezék nem véltoznak meg az (M, —g), P C
M, v € N (P) rendszer esetén a c, geodetikus mentén, hiszen a Koszul-
formula miatt sem a Levi-Civita kovaridans derivalas, sem a gorbiileti ten-
zor nem valtozik meg, ezért a fokélis index —if,. (v, P) értékil lesz, mig
n_(—glr,, ,p) értéke éppen ny(g|r, . p), tovdbba Cy(v) értéke Cp(v)-vé
fog véltozni. A Piccione-Tausk Tétel szemi-Riemann-sokasagok esetén igaz,

ezért hasznélva az eddigieket az (M, —g), P, v rendszerre

—ifoc (v, P) > =1y (gl o P) — Cp(v)
osszefiiggést kapjuk. Ez épp a becslésiink jobb oldalat adja. ]

3.2 Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a P; disztribicio mentén a gorbilet:
tenzor maximadlis sajatértéke k, azaz k a legkissebb érték, melyre minden
to € [0,1] esetén g(R(V (to),c,(to))c,(to), V(to)) < k- g(V(to),V(to)) teljesiil
minden V (t) € P, vektormezd ésty € [0, 1] esetén. Az Ny disztribicid mentén
a gorbiileti tenzor minimdlis sajatértékét pedig jelolje 6. Ekkor teljesiilnek az

aldbbi egyenldtienségek:

—TZ_<g ch(O)P> —n- (g) ’ 9(57 1) < Z.foc (U; P) < n+(g ch(o)P) +ng (g) : Q(H7 1)7

ahol o(a, 1) a sin(t - v/«) figguény valds gyokeinek a szdma a [0,1] interval-

lumon.

Bizonyitds. A Cy(v) < dim Ny - 0(d,1), Cp(v) < dim Py - o(k, 1) becslések
egy ismert Osszehasonlitdsi tétel segitségével kaphatoak meg, lasd Szenthe
[Sz1], tovdbba dim Ny = n_(g) és dim Py = n.(g). O

Vizsgaljuk most meg a Piccione-Tausk Tételben szereplo indexforma elsé
tagjat, az n_(I|x) tagot, mivel hasznos lehet ennek a tagnak az alaposabb

49



megismerése. At fogjuk irni ezt a tagot egy masik, néha konnyebben kezel-
het6 forméaba.

Legyen Ko = {V € K|V(0) = 0} tovabba V; € K,i = 1,...,1 cgy
maximalis elemszamu rendszer, melyre a V;(0),. .., V;(0) vektorok linearisan
fiiggetlenek. (A fiiggetlenség miatt V;(0) # 0, ¢ =1,...,1 is teljesiil.) Jelolje
Ko azt az alterét a IC térnek, melyet a Vi, ..., V; mezok feszitenek ki. Ekkor
érvényes a KK = Ky & K4 elbéllitds. Ha VW € K, és V(t) = > 1" Vi(t) -
Ei(t), W(t) = Y75, Wi(t) - Ei(t) a felbontdsuk a kordbbi parhuzamos vek-
tormezok szerint, akkor jelolje

VO Ywvie), . o Va@), W)L @), .. W, (1)

a megfeleld vektor értéki fliggvényeket. Tovabba tekintsik az AY g dFxk,

DX rqn—rxn-k) métrixokat, és a

BY\By(0)] i =1,k ahol By (1) = g (R (B (1), c0 () e (1), By (1))
c _@j(t)] Ci=1,....k j=Fk+1,...,n, ahol

Cij (t) = g (R (E; (t) ,co () 0 (1), Ej (1))

£ Eij(t)} i=k+1,...n,5=1,. ..k ahol

Eij(t) =g (R(E; (t),c0 (1)) co (1), E; (1))

Jakd _Ej(t)},i,j:k—i—l,...,n, ahol

Fyj (1) = g (R(E; (1) co (8) e (8), B (1)),

matrixokat. Ekkor az indexforméban az integral mogotti részt matrix alakba
irva, a kovetkezo adodik:
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ami kiirva

g(R(Vi(t) - Ei(t), co(t))eu(t), W;(t) - Ej(t)) bt

ij=k+1
alaku. Jelolje A, B, C, D, E, F az integral megfelel6 helyein all6 6sszegzéseket
az eldjelek nélkil. Igy
1
I(V,W) = g(w,(V(0),W(0)) +/ (A—B—-C+D—-E—-F)dt
0

adodik, ahol A, B,C' ... természetesen a Av, B , C ... részmértixokbdl adédé
osszegeket jelolik. Figyelembe véve a

k k k
d
> IVIE.WiE) =) (V' E,WiE:) + ) g(V/E, W/E)  (4)
i=1 i=1 i=1
osszefiiggést, a kovetkezo atalakitasokat végezhetjiik el:

/OI(A—B—C)dt:

k 1 k
Z[Q(V/En WiE)]o + / (‘ ZQ(V"Ei, WiE;) — B — C) dt =
0 5

=1

k 1 k
> l9(V/E, WiE)]s + / (Z g(V"E;, W, E;) + B + 0) dt,
0 °

i=1



ahol kihaszndaltuk, hogy az integralon beliili fiiggvény értéke azonosan 0,
hiszen V.W € K volt, igy a trividlis 0 = —0 atalakitast végeztiik el. A
fenti (4) Osszefliggést 1jbdl alkalmazva az elobbi dtalakitdsban szerepld utolsd
integralra, az

/1 (A—B-C)dt = QZ[g(I/;’Ei,W/iEi)](1)+/1 (—A+B+C)dt

=1

osszefiiggés adodik. Azaz, ha V, W € K akkor
I(V,W) = g(w,(V(0) +2§: (VI E;, W, E) b+

1
l/&%+B+C+D—E—mﬁ.
0

Ha most feltessziik, hogy W € Ky, ez esetben az elsé két integralon kiviili
tag eltlinik, tovdabba ha még V =W € K is teljesiil akkor az:

1
(v, V) :/ (—A+B+D—F)dt,
0
egyenlGség lesz igaz, ahol kihasznaltuk, hogy specidlisan C' = F is teljestil.

Legyen most a Ky altéren egy szimmetrikus bilineéris forma adva a kovetkez6
modon:

HVWVd/%%+D%HB—Dﬁ:

/kihm%wwmwwﬂwwmmmﬂww

ST Gg(RVIOE(L), co(t))eol(t), Wy (£ E;(t)) }t.

i, j=k+1

Ami a korabbi matrix alakban kiirva:

A (7’ @ (7o) -7 o




—B(@) 0

0 F()
kus, ami formalisan olyan alakd, mint egy Riemann-sokasag gorbiileti mat-
rixa egy geodetikus mentén. Sot az el6z0 fejezetben leirt Helfer médszerrel,
valoban konstrualhato egy olyan Riemann-sokasdg, és abban egy geodetikus,
mely mentén ez a matrix lesz a gorbiilet matrixa, azaz éppen [ lesz a Morse-
index forma a geodetikus mentén. A fenti szamolas a kovetkez6 egyenlGséget
igazolja:

ahol a fenti formalis indexforméban a matrix szimmetri-

n(Ll,) = -, )-
Itt azonban az 1ij indexforma csak olyan, mintha egy Riemann indexforma

volna. A valédi Morse-index forma a Ky térnél nagyobb téren, a H el

{V.e H|V(0) = 0} téren van értelmezve. Ezt a nagyobb teret haszndlva a

~

kovetkezé n_(I|x,) < n_(Ilx,) = Cp(v) + Cu(v) dsszefiiggést kapjuk, ahol
a jobb oldal bizonyos konjugalt pontokat szamol multiplicitassal, tovabba az

egyenlOoség bizonyitasa trivialis, ha az alabbi 3.1. Lemmat az ott szereplo
Fi = N, S = P; esetre nézziik.

3.1 Lemma. Legyen (M,g) egy Riemann-sokasdg ~v(t) : [0,1] — M egy
geodetikusa, tovdbbd Fi(t),..., E,(t) pdrhuzamos ortonormdlt vektormezdk
v mentén gy, hogy minden ~y(t) pontban egy ortonormdlt bdzist adjanak.
Ezen felil legyenek F; illetve S; azok a disztribiciok v mentén, amit az
Ey, ... Ey, illetve az Eyyq, . .., B, vektormezdk feszitenek ki. Jelolje Hy azon
H?' Szoboljev requldris vektormezbket a v mentén, melyek eltinnek a kezdé-,
és végpontokban. Ha az F; disztribiuciot a gorbuleti tenzor onmagadba képezi,
azaz Fy 2 V(t) — R(V(t),v(t))(t) € F, akkor

n*([‘Ho) = n*([’Hoﬁft) + n*([’HOQSt)‘
Bizonyitds. Lasd Szenthe [Sz1] Proposition 1. és Proposition 2. a konjugdlt,
illetve a fokalis esetre. O]

Ezt a lemmat természetesen az I indexformara alkalmazzuk. (Formalisan

a hozzé gyéartott Riemann-sokasagra.) Mivel az T formaban szerepl6 gorbiileti
tenzor matrixa, szimmetrikus és blokkmatrix alaku, ezért a fenti 3.1. Lemma
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valoban alkalmazhato lesz. Ezen megjegyzések alapjan adhatunk egy masik
bizonyitast is az elobbi 3.2. Kovetkezményre. Tekintsiik az

n_(Ilx) <n-(Ily) +n-(Ilk,,) < n-(Tl,) + dim P < n_(T|y,) + dim P =
Cp (v) +Cpy (v) +dim P

egyenl6tlenséget és azt a tényt, hogy ny(I|g) = Chr(v). Ezeket behelyettesit-
ve a Piccione-Tausk tételbe megkapjuk a 3.2. Kovetkezménybeli jobb oldali
becslést. Lathato, hogy ebben a bizonyitasban sok helyen alkalmaztunk a <
becslést. Ha egy konkrét példaval dolgozunk, akkor esetleg ez a bizonyitas a
3.2. Kovetkezénynél jobb eredményt is adhat.

Vegyiink most egy specialis esetet.

3.1 Tétel. Legyenek (M, g), illetve (M, g) szemi-Riemann-sokasdgok, melyek
dimenzidjara m < m teljesil. Legyenek tovabbd P C M, illetve PcM
ezek szemi-Riemann-részsokasdgai, €s ¢, : [0,1] — M, ¢z — M geodetiku-
sok, amelyekre v € N (P), v € N (ﬁ) Ha léteznek olyan parhuzamos
ortonormalt vektormezok dltal feszitett maximdlis negativ és pozitiv diszt-
ribicick, Ny =< Ei(t),..., Ex(t) >, Py =< Ex1(t),..., En(t) >, a ¢, (t)
mentén illetve, Ny =< Ey(t),..., Ex(t) >, P, =< E;;;(t),...,ﬁ;l(t) > a
cs(t) mentén, melyeknél a ¢ : T, ywM — ng(t)ZT/[/, O(Fi(t)) — E(t),z’ =
1,...,m vektortér monomorfizmusndl a kovetkezok teljestlnek:

1. g(ROV(1), €,(0),(8), Bi(t)) = GIR(G(V(E)), &(0)(8), Balt)), minden
V(t) e Nyyi=1,...,m esetén;

2. ¢(Tu0)P) C Tr(0) P;

3. a mazimdlis sajdtértéke az R gorbileti tenzornak a Py disztribiciora
megszoritva < minimalis sajatértéke az R gorbileti tenzornak a 75t

disztribiiciora megszoritva;

4. a w, Weingarten-endomorfizmus minimadlis sajitértéke > a wy; Wein-

garten-endomorfizmus maximadlis sajdatértéke,
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akkor
igoclv, P) < i5ucl® P) = (0 (Gl 5) =1 (9hr) )
Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy
g(V'(0), V(1)) = TV (1), (V') (5)

teljesiil, minden a ¢, (t) geodetikus menti V' (t) vektormezére.
A feltételek miatt ¢ (K) C K is teljesiil, mivel ha

g(V" (@), Ei(t)) + g(R(V (), co(t))eu(t), Ei(t)) = 0,0 =1,... .k
minden V' (t) € K esetén, akkor a

g(V" (1), Bi(t)) = g(e(V" (1)), Ei(t), i = 1,...,m,

g(R(V (1), ¢,(1))c, (1), Ei(t)) = g(R(S(V (1)), (1) e5(1), Ei(t)), i = 1,.. . k

egyenloségekbol kovetkezik, hogy

0= g(V"(t), Bi(t)) + g(R(V(2), ¢, (t))C,(t), Ei(t)) =
F(o(V" (1)), Ei(t)) + 3(
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Legyen adva egy V(t) € K vektormezd, ekkor definidlhatéak a Vis(t) =

SE VIO E(t), Ve(t) ST Vi) Ei(t) vektormezok. E jelslések segftsé-

i=k+1
gével

g(R(V (1), ¢,(t))c, (1), V(1) = g(R(Vn (L), ¢, (1)), (), Vv (t))+
29(R(Viv (1), ¢, (1))c, (1), V(1)) + g(R (Ve (L), ¢,(1))c, (1), Va(t)),

ahol kihasznaltuk, hogy a gorbiileti tenzor szimmetrikus a metrikara nézve.

A 3. feltevés szerint:
g(R(Vp (1), ¢,(£)d, (1), Va(t)) < GR(G(Va(1)), c(1))ch(t), (V) (2)).
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Az 1. feltevés azt adja, hogy

29(R(Viv(£), ¢, (£), (1), V(1)) = 2G(R(G(Var) (1), &5(£)) 5 (1), (V) (£)),

ahol fontos megjegyezni, hogy Vp(t) €< Exi1(t), ..., En(t) > miatt ¢(Vp(t)) €

—_~—

< Eyyq, ..., By, > teljesiil. Tovabba szintén az 1. feltevés miatt

9(R(Var(1), €L(0)e, (), Vi (1)) = GR(S(Vir) (1), (1)) (1), d(Var) (1)),

Ez utébbi harom Osszefiiggés eredményeként kapjuk, hogy

g(R(V (1), c,(1))c, (1), V(1)) < g(R(¢(V (1)), ¢5(1)c5(2), (V' (1)) (6)

A fenti egyenlGtlenség a 4. feltétellel, és a kiemelt (5) egyenléséggel egyiitt
pedig a kovetkezo egyenlétlenséget adja:

I(V,V) = g(w,(V(0)), V(0)) + / o (V'(8), V(1)) —

g(R(V (1), c,(t))c, (1), V(t)dt > g(wy(o(V(0)), #(V(0)))+

/0 G(@(V' (1), (V'(1))) = GR(S(V (1), &)t SV (£))) =

(¢ (V), ¢ (V). (7)

Ennek eredményeként kapjuk, hogy n_(I[x) < n,(jf],g) Az 1. feltétel miatt
ny(Ilg) = ny (1] ) Igy a fenti eredmények egyiittesen a bizonyitdst adjdk.
[l

3.1 Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy n_(§|T-(O)}3) —n-(glr., o p) = 0 miatl
az

Z.foc(vap) S ifoc(’ﬁa ﬁ)
18 19az.

Riemann-esetben ismert, hogy ha az (M, g) Riemann-sokasdgban P C

P C M részsokaségok, és v € N (P) C N (P), akkor a c,|jp,1) Morse-indexe
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a P részsokasagra vonatkoztatva < c,|j,1) Morse-indexe a P részsokasagra
vonatkoztatva, mivel a fokdlis index, a Maslov-index és a Morse-index egybe
esik a Riemann estben, igy

/ifoc (U,P) < ifoc (’U,ﬁ) .

Szemi-Riemann-esetben ez azonban nem igaz. Vegyiik R™-en a kanonikus
szemi-euklideszi metrikabol szarmaztatott ggr» szemi-Riemann metrikat. Le-
gyen S"1 C R™ az egységgomb és m € S"L. Ekkor ismert, hogy az m pont-
ban az S™ !-re ortogonalisan induld egység sebességgel paraméterezett v (t)
geodetikuson a v (1) = Ogn lesz csak fokélis pont, amely multiplicitdsa n — 1.
Tekintsiik az R™ x R™ sokasagot a ggn X (—ggrn) szemi-Riemann metrikédval,
és ebben az S"1 x S™7! részsokasigot. Ekkor az (m,m) pontbdl induld
(7 (t),7(t)) geodetikus mentén a (Ogn, Ogn) lesz csak fokélis pont, mely mul-
tiplicitdsa 2 (n — 1), de a fokélis index végig 0 a geodetikus mentén, hiszen
(Ogn,Ogn)-ben (n —1) — (n — 1) = 0 az ugrasa. Konnyen lathatd, hogy az
S x {Ogn} és a {Ogn} x S™71 részsokasagok fokdlis indexei a (7 (t),~ (t))
mentén minden ¢ > 1 pontban (n — 1) illetve — (n — 1). Azaz

ifoe (7 (00,7 (0)), {0rn} x $™71) i (7 0), 7' (0)), "7 x §"7) <
igoc (7 ()7 (), "7 x {0gn})

A feni 3.1. Tétel mintajara az alabbi allitas is igaz.

3.1 Allitas. Legyen (M, g) egy szemi-Riemann-sokasig és P C PcM
szemi- Riemann-részsokasagok. Legyen v € N (ﬁ) C N (P). Tegyiik fel,

ch;<0>P) =n- (g|ch<0)15)' FEkkor

Z'foc(ﬁvvp) S ifoca\}/u ﬁ)

hogy n_ (g

teljesiil.

Bizonyitds. A ¢, (t) geodetikus mentén tetszéleges Py, N, pozitiv, ill. negativ
disztribuciét véve 72 = P, Jf\v/; = N, vélasztdsra a ¢ = id mellett, a 3.1.
Tétel 1., 2. pontjai teljesiilnek. A 3. és 4. feltételek azonban nem feltétlen
teljesiilnek. Mivel a definicidk szerint IC ck teljesiil, és a tétel bizonyitasaban

a (6) egyenlStlenség trividlisan teljesiil, (ehhez kellet a tételben a 3. feltétel),
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tovdbba a (7) egyenlStlenségnél a Weingarten-endomorfizmust tartalmazé
tagokra is egyenl6ség teljestil, (ehhez kellett a tételben 4. feltétel), igy a 3.1.
Tétel bizonyitdsa erre az esetre is igaz, amibdl I (V,V) = I(V,V) minden
V € K estén. A mér emlitett K CK tartalmazés miatt pedig n_(I]c) <
n_(I| &) teljesiil. Mivel a Piccione-Tausk altal adott (3) index felbontdsban
a tobbi tag egyenl6 P illetve P esetén, igy a bizonyitani kivant is..(v, P) <
i foc(, P) ésszefiiggés adédik. O

3.3 Kovetkezmény. Legyenek (M, g), (M, g) szemi-Riemann-sokasdgok, me-
lyek dimenzidgja m < m. Legyenek tovibbd P C M, P C M szemi-Riemann-
részsokasdgok, ésv € N(P),v € N <15) Ha vannak olyan c,(t), c5(t), t €
0, 1] geodetikusok menti pdrhuzamos ortonormdlt vektormezdk dltal feszitett
mazximdlis pozitiv illetve negativ disztribiciock Py =< Ei(t),..., Ex(t) >,
N, =< Eri(t), ..., En(t) >, a c,(t) mentén, és Py =< Ey(t),. .., Eylt) >,
N, =< E;;(t),...,ff?;@(t) > a cy(t) mentén, amelyekre a ¢ = T, oM —
Tgﬁ(o)]\A/f, O(E;(t)) — E(t), i1 =1,...,m monomorfizmusndl a kovetkezd tulaj-

donsagok teljestlnek:

1. g(R(V(t), ¢, (1)c, (1), Eit)) = GR(G(V (1)), G5(t))G(t), Ei(t)), minden
V(t) € Py, i =1,...,m esetén;

2. ¢(Te,0)P) C T 0)P;

3. a minimdlis sajdtértéke az R gorbiileti tenzornak az N disztribicidra
megszoritva > maximadlis sajdatértéke a R gorbiileti tenzornak az N,

disztribiiciora megszoritva;

4. a w, Weingarten-endomorfizmus maximdlis sajatértéke < a wy Wein-

garten-endomorfizmus minimadlis sajdatértéke,

akkor

el P) 2 i5ucl®, P) + (1 (3la 5) =7 (dlr) )
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Bizonyitds. Hasznalhatjuk a fenti 3.1. Tételt az (M, —g), P, v illetve az
(M ,—3q), P, ¥ rendszerekre. Ismét megjegyezzik, hogy a metrika —1-szeresére
valé megvaltoztatasanal a geodetikusok, a P-Jacobi-mezok, a gorbiileti ten-
zor, a Weingarten-endomorfizmus nem valtozik meg, de a fokalis index a
—1-szeresére fog véltozni. Tovabba az (M, —g), P,v és a (M, —79), P, o
rendszerek szintén teljesitik az (R2) regularitdsi feltételt, hiszen ehhez elég
a P-Jacobi-mezdket ismerni, melyek nem valtoznak a metrika —1-vel val6

szorzasanal. N
3.2 Megjegyzés. Ismét igaz a kovetkezd eqyenlitienség:

Z'foc(fua P) Z ifoc(ﬁa ﬁ)?
mivel az elézd kovetkezményben n . (§|T%(0)15) —n4(9glT., 0 P) = 0.

3.3 Megjegyzés. Legyen (M, g) egy szemi-Riemann-sokasdg és P C PcM
szemi- Riemann-részsokasdgok. Legyen v € N (ﬁ) C N (P). Tegyiik fel,

TCUw)p) =n, (g|ch(0)13)' Ekkor

ifoc(U,P) Z ifoc<57 ﬁ)

hogy n+ (g

teljesiil.

3.2 Definicié. Jelolje T, )P (t), Ne, )P (t) ac, geodetikus mentén a T, )P,
N, )P alterek parhuzamos eltoltjait a c,(t), t € [0,1] pontba. gy egy

Te,yM = T, (0)P(t) & Ne,(0)P(t)

dekompoziciot kaptunk. Ha a gorbiileti tenzor a T, )P teret onmagdba ké-

pezi, azaz
Te,P(t) 3 V() = R(V (1), c,(t))c,(t) € Te, (0 P(2),

akkor azt mondjuk, hogy a Jacobi-egyenlet felhasad c, mentén a P-re

vonatkoztatva.
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Hasznélva, hogy a gorbiileti tenzor szimmetrikus a metrikus tenzorra
nézve, azt kapjuk, hogy a gorbiileti tenzor az N, o) P(t) alteret is onmagéba
képezi. Ha a Jacobi-egyenlet felhasad ¢, mentén a P-re vonatkoztatva, akkor
minden Jacobi-mez0 is felhasad két részre.

3.3 Definicio. Az éritotér eltoltjaiban halado Jacobi-mezdket, melyek tel-
jesitik a

LV(0) € Te,0) P

2.V'(0) — w,(V(0)) =0,

feltételeket, erds Jacobi-mezbknek nevezzik, ahol w, : T, )P — T, )P
a v dltal meghatarozott Weingarten-endomorfizmus. Az erds Jacobi-mezdk
vektorterét jelolje Js(c,, P). A normalis tér eltoltjaiban haladé Jacobi-mezdk

terét, melyek teljesitik a

1.V(0) = 0;
Q.V,(O) € ch(O)P

feltételeket, jelolje Jo (cy, P).
Az erds Jacobi-mezok zérushelyeit erds fokdlis pontoknak hivjuk.

Jelolje Cx(v) (illetve C3(v)) az Ny N T, ) P(t), (illetve a P, N T, o) P(t))
disztribiiciékhoz tartozé konjugélt pontok szamat multiplicitassal a ¢,(t), t €
0, 1] geodetikus mentén, a preciz definiciét lasd a Cyr(v) definidlasédnal (3.1.
Definici6), ahol az N; helyett az N; N T, ) P(t) disztribuciét hasznéljuk.
Tovabba jeldlje i;foc (v, P) a ¢, ([0,1]) geodetikus szakaszon az erés fokalis

pontok indexeinek Osszegét, azaz a fokalis index definicigjadhoz hasonléan, ha
¢y (t;) egy erds fokélis pont, akkor legyen

DY (Pc,) @ {X' (1) | X € Ts (co, P), X (1) = 0}

a ¢, (t;) pontban eltiing erés P-Jacobi-mezOk deriviltjai altal a ¢, (t;) pontban
feszitett altér. Ekkor

. def
e (0,P) 23 sgn (glpsipe)

te(0,1]

ahol sgn definicigjat lasd a 2.6. Definicié elott.
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3.2 Allitas. Legyen az (M, g), P, v rendszer mint az el6z6 tételben. Teqyiik
fel, hogy a Jacobi-egyenlet felhasad a c, geodetikus mentén. Ekkor:

i?oc (v, P) = n—(I|Kﬂch(o)P( )) - n+(]|gﬂch(o)P( )) - n—(g|TcU(o)P);
— - (g|ch(o)P) CN < Zfoc (U P) < n+(g|TCU(0)P) + CP’
—n- (9|ch(o) ) (g|ch(0)P) (5’ 1) S Zfoc (U7 P)

<n ( cU(O)P) <g|ch(o)P> ) Q(FL, 1)7

ahol § (illetve k) a minimadlis (illetve maximdlis) sajatértékei a gorbileti ten-
zornak az Ny N Tp,0)P(t), (illetve a Py N 1o 0)P(t)) disztribicickon (ldsd
3.2.  Kivetkezményt), tovabbd a o figguény definicidgjdhoz is ldsd a 3.2.

Kovetkezményt.

Bizonyitds. A Piccione-Tausk Tétel indexformaja felhasad, (ez a Theorem
5.2 [P-T2] bizonyitdsénak értelemszerti médositdsabol latszik) igy a fenti

eredményeink a felhasadt indexforma erds részére alkalmazhatdak. ]

Megjegyezziik, hogy ha a Jacobi-egyenlet felhasad ¢, mentén, és a g|TcU P
pozitiv (vagy negativ) definit, akkor 7, (v, P) = n-(Ilner,, o Pw)s (vagy
i%oe (0, P) = n_(=I|unt,, 0, P(1)))- Igy ez olyan mintha egy ”Riemann index-
forma” lenne, ezért a Riemann-esetben ismert becslések igazak maradnak.
Példaul Szenthe J. [Szl] cikkében szereplé 2. Lemma, mely Warner egy
eredményének kiterjesztése, a szemi-Riemann-esetben az alabbi alakban fo-
galmazhaté meg;:

3.2 Lemma. Legyenek (M, g), (Mj) szemi- Riemann-sokasdgok, tovdibba
P C M, P C M ezek részsokasdgai, és v € N(P),v € N (ﬁ) Tegyiik fel,
hogy glr,, o P €S gl 0P pozitiv definit, és hogy a Jacobi-egyenlet felhasad a

¢y illetve a c; geodetikusok mentén. Ha teljestinek még az aldabbi feltételek is:

1. a mazimdlis sajatértéke az R gorbileti tenzornak a T, o\ P(t) disztri-
bicion < a minimdlis sajdtértéke a R gérbileti tenzornak a T%(O)]S(t)

disztribicion minden t € [0,1] esetén;
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2. a minimalis sajdtértéke c,(0)-hoz tartozoé w, Weingarten-endomorfiz-
musnak > a mazimdlis sajdtértéke a c5(0)-hoz tartozo wy Weingarten-

endomorfizmusnak,
akkor az i%,, (v, P) <%, (5, ﬁ) egyenldtlenség teljesiil.

Bizonyitds. A Szenthe [Szl1] cikkének 2. Lemmaja alapjan. O

Vegyiik tovabbra is azt az esetet, amikor a Jacobi-egyenlet felhasad a ¢,
geodetikus mentén, az (M, g), P, v rendszerben. Jelolje R(t) az aldbbi

def

[R()]i; = g(R(Ei(t), o (t))eo(t), E5(1)) - g(E5(1), E5(1)), 4,5 = 15,

(¢ oszlop j sor), ahol E;(t), 71 = 1,...,p pérhuzamos vektormezok a ¢, (t)
geodetikus mentén, igy hogy az E; (0 E,(0) vektorok a Tt (o) P vektortér
egy bézisat adjak. Ekkor a T; ) P(t) di SZtl"lbUCIObaIl halado Vektormezokre
a Jacobi-egyenlet a d;V( )+ ROV(t) =0, V(t) = (Vi(t),...,V,(t) € RP
alakot olti, ahol a V(t) = Y°F | V; (t) E;(t) felbontas volt érvényes. A nem
trivialis erés Jacobi-mez6k ezen egyenleten kiviill még a V(0) # 0, w,(V(0)) =
V'(0) kezdetiérték feltételeket is teljesitik. Ha V(t) egy erés Jacobi-mezd,
akkor a ¢ -V (t), c € R — {0} is az, amely zérushelyei megegyeznek V()
zérushelyeivel. Ha tehat azt a legkisebb pozitiv t; értéket keressiik, amire
létezik olyan nem trividlis erés Jacobi-mez6, amelynek ¢, zérushelye, akkor
elég, ha csak azokat az er6s Jacobi-mezoket vizsgaljuk, melyek eleget tesznek
a<V(0),V(0) >=1, V'(0) = w(V(0)) kezdetiérték feltételeknek, ahol <, >
az RP kanonikus metnkaJa azaz < F;(0), E;(0) >= §;;, ahol ¢;; a Kronecker—
delta szimbolum. Hasznélva az R? = T, P izometriat, melyet az F;(0)

) -
)

(E:(0))
vektormezok segitségével definidlunk, és a fent mar implicite bevezetett R
(Bi(1))

~
~

T, P (t) izometridt, a kovetkezét mondhatjuk:

3.3 Allitas. Ha a t — R(t) € RP*? mdtriz értékd figguénynél, eqy rigzitett
to értékre vesszik azt a minimdlis kg, értéket, melyre < R(to)W,W ><
Kigw < W, W > minden W € RP esetén, majd minden értelmezett to > 0
esetén veszzik a Ky, Szuprémumdat melyet jeloljon k, tovabbd, ha a w, : RP —

RP Weingarten-endomorfizmus minimalis sajatértéke o, akkor nincsen erds
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fokdlis pont a c,(t) geodetikus mentén a kivetkezd paraméter értékig:

inf{to | létezik az f"(t) > —kf(t), L € [0.to], f(0) =1, ['(0) = o, f(to) =
feltételeknek eleget tevd figguény}

Bizonyitds. Tekintsiik a V(t) er6s Jacobi-mezét, mint egy ¢ — V(t) € R?
gorbét, és legyen ty ennek az elsé zérushelye, ahol, mint ahogyan azt léttuk
az allitas el6tt, feltehets, hogy < V(0),V(0) >= 1. Legyen f() el
V(t),V(t) >2, ekkor

Fit) =< V(O),V(t) > i< V1), V() >=< V'(1),

') =< V(#), V() > 2< V"({#),V(t) > +

A
<
=
<
=
\/I
(SIS

< V1), V(1) > )2

<V'(t),V'(t) > — << TORG0 o1

<V, V() >\
< V(t),V(t) >

|

g ZE<v), V) > 2 L < VI0), V(1) > — <

ha t € [0,%9), mivel \/< V'(t),V'(t) > \/‘< VI(t HV( ol >’ A Jacobi-

>=< —R(OV ),V () >=
>2—m<V(t), (t) >2

egyenletbdl kovetkezik, hogy < V”(t), V(
—k < V(t),V (t) >, amelybdl < V" (t )

ami azt adja, hogy:

o

f1(t) —g(t) = —rf (1)
Mivel g (t) > 0, ha t € [0,t9) gy a folytonossig miatt:

f"(t) =2 =k (1), t € [0,10] (8)

érvényes, és a kezdeti feltétel szerint pedig:
f0)=1

teljestil. O]
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Vegyiik észre, hogy az allitdsban nem az R gorbiileti tenzornak a g met-
rikus tenzor segitségével vett maximalis sajatértékét vettiik, hanem valami
mast.
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4 Izometrikus csoporthatas

Ebben a fejezetben kompakt Osszefiiggé Lie-csoportok izometrikus hatasat
vizsgaljuk, ugynevezett globalisan hiperbolikus 0sszefiiggé Lorentz-sokasago-
kon. Miel6tt definidlndank pontoson mit is jelent ez, néhany sz6 arrél, hogy
miért lehet érdekes ennek a vizsgalata. Szamtalan eredmény van kompakt
Osszefiiggd Lie-csoportok izometrikus hatasarol kompakt 6sszefliggé Riemann-
sokasagokon. Ha meg szeretnénk vizsgdlni, hogy mi a helyzet Lorentz-esetben
az elso kérdés mit vegytink a sokasag kompaktsaga helyett feltételnek, hiszen
ha egy Lorentz-sokasdg kompakt, akkor létezik benne egy iddszerti geode-
tikus hurok. Id6orientalt Lorentz-sokasagok esetén, amelyekkel mi foglalkozni
fogunk, egy ilyen geodetikus hurok azt jelentené a fizikusoknak, hogy egy
pont jovéje és multja nem valasztodik szét, azaz a pont jovéje (a jovojében
lejétszddd események) hatdssal lennének a multjdra. Azért, hogy ilyen keve-
redés ne legyen, azaz a mult és jovo minden pont esetében jol elvalasztodjon,
de valamilyen értelemben a kompaktsagbol szarmazdé jo tulajdonsagok is meg-
maradjanak, a globalis hiperbolicitas definicigjat fogjuk alkalmazni.

E fejezetben végig minden (L, <, >) Lorentz-sokasag legyen idGorientélt,
tovabba jeloljon G egy kompakt Lie-csoportot, amely izometrikusan hat
a sokasagon, azaz G elemei az L izometriai lesznek, ahol a G x L — L
hatas sima. Jol ismert, hogy ebben az esetben az orbitok sima kompakt
részsokasagai L-nek.

4.1 Definicié. Az (L, <,>) idéorintdlt Lorentz-sokasdg globdlisan hiper-
bolikus, ha minden x,y € L esetén a J*(x) N J~(y) metszet kompakt és L
erosen kauzdlis, azaz minden pontnak létezik eqy olyan tetszdlegesen kicsiny
U kornyezete, melyre nem létezik olyan o : I — L kauzdlis gorbe, amelyre
o (I)NU nem dsszefiiggd.

Az er0s kauzalitds lényegében, a kompaktséagi feltevéstdl eltekintve, ekvi-
valens azzal, hogy minden pontnak van olyan alkalmasan kicsiny kornyezete,
hogy minden e kornyezetbdl indulé kauzalis gorbe, ha elhagyja a kornyezetet,
akkor sohasem tér vissza oda.

Kornyezeten mindig nyilt kornyezetet értiink, és az alabbi definicidkat és
jeloléseket fogjuk haznalni.

e (G (x) jeldli az x pont orbitjat, azaz G (x) et {g9-2|g € G};
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G, az x pont izotrépia részcsoportja, vagyis G, wf {g€G|lg-x=

x};

N, (x) a z € G (z) pont normdlis tere, azaz legyen N, () el {v €
T.L|g(v,w)=0,vVw e T,G(x)};

NG (x) a G (z) orbit normalis nyaldbja, vagyis NG () = U{N.G (x)

|2 € G(2)};

I (NG (z)), illetve J* (NG (z)) jelolje a jovébe mutaté idészert, il-
letve kauzalis vektorokat a N,G (x) C T, L térben;

IT (NG (z)) a null szelés idGszerii jovje a normalis nyaldbban,
def

azaz IT (NG (z)) = U{IT (NG (x)) |z € G(x)};
L : Q) — R legyen a hosszusag fiiggvény a szakaszonként sima gorbéken,
vagyis ha o : [0,a] — R egy ilyen gorbe, akkor

L) /anw' ()< o' (t).0' (t) |} dt,

ahol € (o’ (t)) értéke +1, 0, —1 attdl fiiggéen, hogy < o' (t),0’ (t) >
pozitiv, nulla, vagy negativ;

d:LxL— RU{co} aLorentz tavosag fiiggvény (vagy idészeparacid),
azaz ha QY jeloli a jovébe mutato kauzalis x-bdl y-ba mend szakaszon-
ként sima gorbék halmazat, ahol egy gorbe jovobe mutaté kauzalis,
ha a derivaltjabdl szarmazé érintévektorai jovébe mutatd és kauzalis

vektorok, akkor a Lorentz tavolsdg a d (z,y) wf linf{L (o) | o € Q¥}|

fuggvény, ahol kivételesen inf () = 0;

ha v : [0,a] — L egy jovébe mutat6 kauzalis geodetikus a v (0), v («)
pontok kozott, és d(v(0),v(a)) = L(v), akkor a 7 geodetikust
maximalisnak mondjuk;

az x € L pont kauzalisan megel6zi az y € L pontot, jelolésben x < v,
ha 1étezik x-bdl y-ba meno szakaszonként sima jovobe mutatéd kauzalis
gorbe, ekkor azt mondjuk, hogy a két pont kauzalis relaciéban all.
Ha a kauzalis gorbe nem trivialis, konstans leképezés, akkor az = < y
jelolést fogjuk hasznélni. Ez nem okoz majd félreértést, hiszen = < x
nem allhat el6 a globalis hiperbolocitas miatt;
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e v € NG (z) fokalis vektor, ha ker (T,¢) # {0};

e tovabbraisjedljec : NG (z) — L az els6 fejezetben is hasznalt exp |JV/GT:;)

leképezést, ahol NG (x) az exponencidlis leképezés értelmezési tar-
tomanya.

A kovetkezo lemma bizonyitasahoz megemlitjiik, hogy a globélis hiperbolici-
tds miatt minden z € L pontra J* (z) = J* (z), ahol természetesen J* (z)
a JT (x) halmaz lezdrdsét jeloli.

4.1 Lemma. Legyen L eqy globdlisan hiperbolikus Lorentz-sokasdg, amin a
kompakt sszefiiggé G Lie-csoport izometrikusan hat. Ekkor minden G (z),

x € L orbit eqy osszefiiggé Riemann-részsokasaga az L-nek.

Bizonyitds. JOl ismert, hogy a G (x) orbit egy sima kompakt részsokasig
L-ben. El6szor azt mutatjuk meg, hogy nincsenek kauzalis relacioban allé
pontjai a G (z) orbitnak. Tegyiik fel indirekt, hogy léteznek olyan yi, y, €
G (z), y1 # yo elemek, amelyekre y; < yo. Ekkor minden g € G csoport
elemre g-y; § ¢g-y2. Mivel G tranzitiven hat G (z)-en, igy minden y € G (2)
pontra létezik egy olyan z € G (x) amire y 5 z teljesiil.

Mivel z £ z nem fordulhat el§ a globalis hiperbolicitds miatt, igy <
egy parcialis rendezés lesz G (z)-en, ahol minden lancnak van felsé korlatja,
ahogyan azt bizonyitani fogjuk. Legyen y3 $ vo S y3 & ... egy ldnc G (x)-
ben. Mivel G tranzitiven hat G (x)-en, igy ez aldnc y1 S g2-91 S 93°Ys 5 - - -
alakban is irhat6 alkalmas go, g3, -+ € G elemekre. G kompaktsaga miatt
létezik egy olyan n, — oo részsorozat, mely konvergens, g,, — g € G. Ekkor
azonban g¢,, - y1 — g -y is teljesiil. Mivel a kauzdlis jovokre az aldbbi

tartalmazasok teljestilnek
T W) DT (g - y1) DT (G - y1) D

és mivel minden i € Z" indexre 1étezik egy olyan k € Z* index, melyre
I (G- 91) DI (95 - 91) D T (Ggas = 91)

67



tovdbbd a g,, - y1 — ¢ - y1 konvergencia teljesil, gy g - 11 € J (g;-y1)
bizonyithaté az aldbbiak szerint minden i € Z* esetén. Ha ¢ - y; nem eleme
a zart N52,J *(gj - 1) halmaznak, akkor létezik egy olyan ny index, melyre
g - y1 nem lesz eleme a zart J* (g,, - y1) halmaznak, azaz eleme lesz a nyilt
L — J* (gn, - v1) halmaznak, de a minde n; > ny esetén fenndlld g¢,, - y1 €
Jt (gn, - y1) tartalmazés ellentmondana a g,, - y1 — ¢ - y1 konvergencidnak.
Igy tehdt g-yy € J* (g; - 1) minden i € Z* esetén, azaz g;-y, < g-y; minden
i indexre, s6t ¢; - y1 5 ir1 - Y1 = g -y1 miatt g; - y1 S g -y is teljesiil. Tehdt
talaltunk egy fels6 korlatot a lanchoz. Ekkor a Zorn lemma szerint a G (x)
parcidlis rendezésénél 1étezik egy maximadlis elem w € G (x). Egy ilyen elem
azonban nem létezhet, mivel a bizonyitas elején megmutattuk, hogy minden
elemre létezik néla nagyobb, azaz létezik egy v € G (x) amire w 5 v, ami
azonban ellentmondana w maximalitasanak. Ezzel ellentmodasra jutottunk,
tehat nincsenek kauzalis reldcidban 1évé pontjai a G () orbitnak.

Elég azt megmutatnunk, hogy T, G (x) térszer(i. Ha id6szerti lenne, akkor
lenne egy a-hez kozeli olyan y € G (z) N IT (x) pont, amelyre z < y tel-
jesiilne, ami mint lattuk nem lehet. Ha T,G (z) fényszerti, G tranzitivitdsa
miatt minden 7,G (z),z € G (x) is fényszeri, igy minden érint6tér tartal-
maz egy egyértelmil fényszeri egyenest, ami adna egy fényszeri ”intergral
gorbét” G (x)-ben, ami kauzalis reldcioban allé orbit pontokat adna, de ez
nem lehetséges. Azaz T,G (z) valéban csak térszerti lehet. O

A lemmara adhat6 olyan bizonyitas is, mely a kivélasztasi axioméat nem
hasznélja.

E lemmaban a globdlis hiperbolicitas feltétele sziikséges, mint azt az
alabbi példa mutatja.

4.1 Példa. Legyen L = R x S}, ahol az R téren a kanonikus Riemann
metrikdt vessziik, az St korvonalon pedig a kanonikus metrika minusz eqysz-
eresét. Ha wvesszik az S' Lie-csoport kanonikus hatdsdt az S! sokasdgon,

akkor adodik eqy hatds az L sokasdagon is, amelyre az orbitok idoszeri rész-

sokasdgok (hurkok).
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4.1 Kovetkezmény. Legyen L eqy globdlisan hiperbolikus Lorentz-sokasdg
és G egy nem feltétlen dsszefiiggo kompakt Lie-csoport, mely izometrikusan
hat L-en. Ekkor minden orbit elddll, mint kompakt Riemann-részsokasdgok

véges unioja.

Bizonyitds. A fenti 4.1. Lemma G minden Osszefiiggdségi komponensére
alkalmazhaté. Mivel G kompakt, igy véges sok Osszefiiggdségi komponens
van. L

A kovetkezd geometriai tényt fogjuk bizonyitani: egy orbit idészerii (il-
letve fényszerii) jov6jében 1év6 minden y ponthoz talalhatunk olyan idészerti

(illetve fényszerti) geodetikust, mely az orbitra merélegesen indul és az y
pontban végzodik.

4.2 Lemma. Ha L eqy globdlisan hiperbolikus Lorentz-sokasdg, melyen a
kompakt G Lie-csoport izometrikusan hat. Ekkore (IT (NG (z))) = IT (G (2))
ése(JT (NG (z))) =J" (G (2)).

Bizonyitds. Nyilvanvald, hogy
e (I (NG (z))) =e(U{I" (N.G(2)) |z € G(x)}) CI"(G(x)).

Ha most y € I (G (z)), akkor van egy fényszerti, jovébe mutaté gorbe a
G (z) orbit és az y pont kozott, ahol feltehetjiik, hogy a gorbe kiinduld
pontjat neveztiik x-nek. A globalis hiperbolicitds miatt létezik egy maximélis
kauzdlis gorbe is z-bél y-ba (l4sd [B-E-E| Theorem 6.1). Ha ez a geodetikus
maximalis hosszisagi a G (z)-bél y pontba mend gorbék koézott is, akkor
konnyen lathat6, hogy a G (z) orbitra merélegesen kell indulnia, kiilénben
nem lenne maximalis. Amennyiben ez nem maximalis a fenti gorbék kozott,
akkor 1étezik egy olyan G (z)-bél y-ba mené kauzalis geodetikusokbdl allé
Y1,Ye, - - . sorozat, melyre L (v;) — sup{d(z,y) |z € G (x)}. Ekkor a kom-
paktsag miatt feltehetd, hogy egy olyan sorozatot vélasztottunk, melyre
G(z) 2 %(0) - w € G(x). Mivel J~ (y) zart és ~ (0) € J (y), igy
w € J~ (y) adédik. Ebbol kovetkezik, hogy létezik egy ny < ng < ...
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részsorozat és egy v kauzalis geodetikus a w pontbdl y-ba, melyekre v, — 7,
tovabba L (v,,) — L (7) is teljesiil (14sd [B-E-E] Corollary 3.32). Lévén, hogy
L () <L (i) < < L(y) bs L(v) — sup{d(2,9) |z € G (2)} volt,
igy v egy maximédlis kauzalis geodetikus a G (x) orbit és az y pont kozott.
Igy az elsé egyenléséget igazoltuk, hiszen 0 < £ (y1) < L (72) < -+ < L (%)
miatt v idOszerti.

A mésodik egyenldség igazoldséhoz legyen y € J* (G (x)) — I (G (x)),
igy létezik egy v : [0,1] — L, v(0) € G (z), v (1) = y fényszeri geodetikus.
Amennyiben ez nem lenne ortogondlis az orbitra, ugy vegyiik egy U geode-
tikusan konvex kornyezetét a v (0) pontnak. Koénnyen lathatd, hogy a G (x)
orbit elmetszi az I (v (e)) N U kornyezetet, ha € € [0,1] kellden kicsi, ami
azt mutatja, hogy az id6szerii geodetikus G () és v (€) kozott Osszefiizve a
Ylje,1) fényszerti geodetikussal, egy kauzalis gorbét ad, mely nem fényszerti, igy
létezik id&szerii gorbe is (s6t igazabdl egy geodetikus is) G () és y kozott, ami
ellentmond az y € J* (G (x)) — I (G (x)) vélasztésnak. Igy y-nak az orbitra
meroleges fényszerii geodetikusnak kell lennie, ami azt mutatja, hogy y €
exp (U{J" (N.G (2)) |z € G(2)}). Ezzel a J* (G (z)) C exp (JT (NG (x)))
tartalmazdst bizonyitottuk, mig a J* (G (z)) D exp(JT (NG (x))) irdny
trivialis. O
4.2 Definicié. Az S C L részhalmazt Cauchy hiperfeliiletnek nevezzik, ha
minden kiterjeszthetetlen kauzadlis gorbe pontosan egy pontban metszi.

E definiciét 1d4sd még [B-E-E| 65. o.

4.2 Kovetkezmény. Legyen L eqy osszefiiggo globalisan hiperbolikus Lorentz-
sokasdg, melyen izometrikusan hat eqy kompakt 6sszefiiggo G Lie-csoport, ha

létezik egy orbit melyre dim G (z) = dim L—1, akkor G (x) egy Cauchy hiper-

feliilet, és minden mds orbit is Cauchy hiperfeliilet.

Bizonyitds. Mivel G (x) 1-kodimenziés, igy az N,G (r) normdlis tér egy 1-

dimenzids iddszer(l altér minden z € G () esetén, ezért az I (N,G (z)) U
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{0.} = J* (N.G (x)) egyenléség érvényes minden z € G (z) pontra, tovdbbd
a globalis hiperbolicitds miatt I+ (G (x)) = J* (G (x)). Ekkor:

e(NG(z)) =e(I" (NG (2))Ue(l™ (NG (z))) =

M (G (x)UI- (G () =T (G () UJ (G (x) =

e (U{JT(N.G (@) |z € G(x)}) Ue (U{J (V.G () ]2 € G (2)}) =

e (U{IH (N.G(2) |z € G(x)}) Ue (U{I~ (N.G(2)) |z € G (2)}) UG (z) =
£ (I (NG (x))) Ue (I" (NG (1)) UG (x) = £ (NG (1)) .

[tt azonban a bal oldal zart, mig a jobb oldal nyilt, ez pedig csak ugy lehet,
ha e (NG (x)) = L.

Mivel dim G (z) = dim L — 1, {gy mint emlitettiik /™ (N.G (z)) egy 1-
dimenziés idészert altér minden z € G (x) esetén. A 4.1. Lemma szerint
G, trividlisan hat ezen az altéren, ezért ha minden It (N,G (z)) altérben
(egyenesen) vessziik a jovObe mutatd egység hosszisagu (—1 hosszi) vek-
tort, akkor egy G-invaridans jovobe mutaté sima idészert egységvektormezot
kaptunk, melyet jeloljon W.

A 4.1. Lemmank kovetkeztében minden y € L pontbdl csak jovébe
vagy csak miltba irdnyitott kauzélis geodetikussal érhetjiik el a G (z) or-
bitot, és a mostani bizonyitds elsé szakasza értelmében, valamelyik tipustval
el is érhetjiik az orbitot, sot azt is tudjuk, hogy idoszerii geodetikussal is
elérhetjiik, mely az orbitra meréleges. Tegyiik fel, hogy egy 7 : [0,a] —
L,y (0) = y, 1 (o) € G(x) miltha mutatd id6szerii egység sebességgel
paraméterezett geodetikussal érjiik el az orbitot, mely merdleges az orbitra.
Ha létezne egy 72 : [0, 8] — L hasonlé tulajdonsagu geodetikus, azaz v, (0) =
Y, 72 (8) € G (x) multba mutaté iddszerli egység sebességgel paraméterezett
geodetikus, mely merdleges az orbitra, akkor o = 3. Ez azért van igy, mert
tegyiik fel példaul, hogy a < 3, ekkor a bizonyitasunk mdasodik szakasza
értelmében g - 1|(0,a] = 12|[3-a,g aITa a g € G elemre, melynél g - v, (o) =
72 (B) (itt hasznéljuk ki az egység sebességii paraméterezést). Ekkor azon-

ban 72|[0,5-q) €gy multba mutaté idészerti nem trividlis geodetikus lenne a
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g -y € G(y) pontbdl az y pontba, ami ellentmondana a 4.1. Lemmaénak.
Ebbél adédik, hogy minden ¢ € R esetén az exp (¢ - W) halmaz egy orbit lesz,
és minden orbit eléall ilyen alakban valamely ¢ € R esetén. Azt is mond-
hatnank, hogy egy fow) : L — R, faw) (y) — to, melyre G (y) = exp (to - W)
alaku id6szeparacié fliggvényt alkottunk, mely konstans szintjei az orbitok.
Ez a fiiggvény jol definialt, épp ezt mutatta a ~;, 7. geodetikusokra elmon-
dott érvelés. Es ez a fliggvény valéban az idészeparaciot, azaz a Lorentz
tavolsagot fogja megadni egy pont és a G (x) orbit kozott.

Vegyiink egy tetszoleges G (y) = exp (to - W) orbitot. Ekkor az fq(,) fiigg-
vény folytonossdga miatt konnyen ldthatd, hogy az {y € L| fow) (y) < to} és
az {y € L| fow (y) > to} halmazok diszjunktak, tovabba

{yeL|fow ) <t} U{yeL|few ) >t} =L—-G ).

Viszont, ha dim G (y) < dim L — 1, akkor L — G (y) Osszefiiggd lenne, ezért a
G (y) orbit valéban egy hiperfeliilet.

Legyen ¢ : (o, 3) — L egy kiterjeszthetetlen kauzélis gorbe. A 4.1.
Lemmank miatt az fo) o ¢ @ (a,8) — fow@) (L) C R fiiggvény injektiv.
Ezért feltehetjiik, hogy az fg(.) o ¢ fliggvény szigorian monoton nové. Elég
azt megmutatnunk, hogy fe(.) oy szuperjektiv, hiszen ebbdl kvetkezne, hogy
a ¢ gorbe minden orbitot pontosan egy pontban metsz. Ha lim, .3 fo(.) o
@ (t) =ty € fow) (L), azaz limy_,3 fe) © ¢ (t) # sup fo) (L), akkor, mivel
az fG_(lw) (to) orbit egy sima kompakt Riemann-sokasdg, ami hiperfeliilet is,
kénnyen lathatd, hogy a lim,_,5 ¢ (t) létezik (mivel ¢ kauzélis és L globélisan
hiperbolikus). gy azonban a ¢ gorbe folytathat6 lenne a lim;_.5 ¢ (t) pontbdl,

ami ellentmondana annak, hogy ¢ kiterjeszthetetlen. Hasonlbéan lathato,
hogy limy;_.q fa@) © ¢ ((a, B)) = inf fa@) (L). O

4.3 Kovetkezmény. Legyenek G és L mint fenn. Ha van eqy orbit, ami

2-kodimenzios, akkor ez eqy mazximdlis dimenzids orbit.

A fenti két kovetkezmény mutatja, hogy eltérés van a Riemann-, és a
Lorentz-eset kozott, hiszen ha S? az egységgomb R3-ban és rogzitiink egy
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origdn atmeno tengelyt, majd vessziik az e tengely koriili forgatéasokat, akkor
az S! Lie-csoport hatdsat kapjuk az S* komakt Riemann-sokasdgon. Ebben
a példaban 1-, és 2-kodimenzids orbitok is vannak.

Az orbitokon definidlhat6 egy parcidlis rendezés. A G (z) orbitot nem
kisebb orbit tipusinak mondjuk, mint a G (y) orbitot, jeldlésben G (x) =
G(y), ha G, < g-G, g ! valamely g € G elemre. Bizonyithat6, hogy
létezik egy maximalis orbit tipus erre a részben rendezésre, amit principalis
orbitnak neveziink. Konnyen lathatd, hogy egy princialis orbit maximalis
dimenzids is. Az olyan maximalis dimenziés orbitot, amely nem principalis
kivételes orbitnak hivjuk, a nem maximalis dimenzidsokat pedig kivételes
orbitoknak, ldsd Bredon [Br].

A kovetkezo tétel jol ismert, és igen hasznos az orbitok tanulméanyozasa-
ban.

[Principdlis orbit tipus tétel] Legyen L eqy osszefiiggé Lorentz-sokasdg,
melyen izometrikusan hat a G kompakt osszefiiggd Lie-csoport. Ekkor létezik
eqy eqyértelmi maximalis orbit tipus, és a maximalis tipusi orbitok eqy ossze-
fuggd nyilt siri halmazt alkotnak.

Lasd [Br].

Ismert, 1dsd A. N. Bernal, M. Sénchez [B-S], hogy egy globélisan hiperbo-
likus L Lorentz-sokasag diffeomorf R x S-vel, ahol S egy Cauchy hiperfeliilet
L-ben. A mi esetiinkben erre egy egyszert bizonyitas adhatd, mint azt az
aldbbi allitas mutatja.

4.1 Allitas. Legyen L eqy dsszefiliggd globdlisan hiperbolikus Lorentz-sokasdyg,
G egy kompakt osszefiiggo Lie-csoport, ami izometrikusan hat a sokasdgon.
Ha van egy 1-kodimenzids orbit, akkor L diffeomorf a G /G, X («, 3) sokasdggal,
ahol x € L tetszdleges, tovabbd —oo < a < 3 < o0.

Bizonyitds. A 4.2. Koévetkezmény alapjan minden orbit egy Cauchy hiper-
feliilet, tovabba az orbitok az fg(,) idOszepardcié fliggvény konstans szintjei.
Mivel az L — G (2) = L — fa) (t.) nem Osszefiiggd, mint azt lattuk, igy
a principalis orbit tétel miatt minden orbitnak principélisnak kell lennie.
Emlékezziik, hogy az elobbi bizonyitasbdl az is kijon, hogy d (y,G (z)) =
fa@) (y), minden y € L esetén. Ez azt eredményezi, hogy minden v € NG (x)
esetén a ¢, (t) geodetikus minden orbitot ortogondlisan metsz, hiszen ha lenne

egy G (y) orbit, amit nem ortogondlisan metszene a ¢, (tg) € G (y) pontban,
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akkor egyrészt minden > ty esetén £ (elg) = /(G () co (7)), hiszen
fow (e (1)) = £ (ulop ). lsd a 4.2, Kovetkezmeny bizonyitdsdt, masrésat
(G (@) e (@) = £ (eulppgy) = £ (eolosa) £ (oln) = 4G (@), G () +
£ (elpn) < d(G@),G ) +d(G),e () <d(G(2),c (D)), ahol az

egyenlitlenségnél azt hasznéltuk, hogy ¢, nem ortogondlis a G (y) orbitra.
Azaz azt kaptuk, hogy d (G () , ¢, (ﬂ) <d(G(z),c, (?ﬁ)), ami ellentmondés.

Az e leképezés injektiv, hiszen ha v,w € NG (z),v # w, melyekre
o (@) = ¢y (B), akkor az fg(, fliggvény miatt £ (cy|pa) = £ (culp,g)-
Ekkor azonban a ¢, illetve ¢, geodetikusok nem maximalisak a ¢, («) il-
letve ¢, (3) pontokon til, mivel ha példéul £ > «, akkor d (G (z)c, () =
faw) (co (f)) =L (cv|[0ﬂ) =L (Cw|[0”g} U Cv|[a,;§]), azonban e jovObe mutatd
idGszerii gorbének toréspontja van a ¢, (o) = ¢, () pontban, ami azt mu-
tatja, hogy nem maximalis a kezd6-, és végpontja kozott, igy d (G () ¢y (Z)) =
L <Cw|[07g] U Cu|[aﬂ> < d(cy(0),c, (1) < d(G(x),c, (t)) miatt ellentmon-
dasra jutunk.

Tehat megkaptuk, hogy ¢ homeomorfizmus. Annak beldtasara, hogy ez
diffeomorfizmus is elég megmutatni, hogy nincsenek fokélis pontok az NG (x)
normélis térben. Ez pedig a 2.4. Tételbol, és az utanna tett megjegyzésekbol
kozvetleniil adédik, hiszen egy fokalis pont azt eredményezné, hogy az € nem

lehetne homeomorfizmus.

Azaz L diffeomort NG (x)-vel, ami pedig kanonikus mddon diffeomorf a
G /G, x (a, B) szorzattal, ahol o = inf fg )L, B = sup fa) L. O

A bizonyitasbdl az is kideriil, hogy a fenti diffeomorfizmusndl minden
{z} x (o, B), z € G/G, gorbe egy idészerii geodetikus, melyen a metrika az
(o, B) szakasz kanonikus metrikdjanak a minusz egyszerese. Erdekes tény;,
hogy a Riemann-eset bonyolultabb a Lorentz-esetnél, ha azt vizsgaljuk, hogy
milyen lehet a sokasdg, ha van egy 1-kodimenzids orbitunk (lasd A.V. Alek-
seevsky, D.V. Alekseevsky [A-A]).
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4.1 Szingularis orbitok

4.3 Definicié. Legyen (M", <,>) az n-dimenziés Minkowski-tér és Oy en-

nek origoja. Ekkor e téren az szemi-ortogondlis csoport a

def n
MO (n) = {¢p € Iso(M",<,>) | ¢ (Opn) = Oy },
ahol 1so(M™, <,>) a Minkowski-tér izometridinak csoportja. Azon szemi-
ortogonalis izometriak csoportjat, melyek megorzik az iddorientaciot, jelolje

MSO (n), melyet a specidlis szemi-ortogondlis csoportnak hivunk.

4.3 Lemma. Minden G C M SO (n) kompakt Lie-csoportra, létezik egy olyan

iddszerti v € M™ v # 0 vektor, mely fixen marad a G csoport hatdsdndl.

Bizonyitds. Tekintstik a H = {weM"| <w,w>=—1, w jovébe mutatd}
hiperkvadrik komponenst, mely egy sima 1-kodimenziés Riemann-részsoka-
sdga M"-nek. Ezen a Riemann-sokasagon izometrikusan hat a G Lie-csoport.
Ismert, hogy H a hiperbolikus tér egy modellje, igy nem pozitiv gorbiiletii.
Ekkor azonban E. Cartan egy ismert tétele alapjan (lasd S. Kobayashi, K.
Nomizu [K-N] 111. o.) H-nak van egy v fix pontja a G csoport hatdsdnal. [J

A kovetkezo lemmaéaban a Lorentz-sokasdgnak nem kell feltétleniil globa-
lisan hiperbolikusnak lennie.

4.4 Lemma. Legyen L egy Lorentz-sokasdg, melyen a G kompakt Lie-csoport
izometrikusan hat. Tegyiik fel, hogy G (x) C L egy térszeri szinguldris orbit,
azaz minden T,G (x),y € G (x) térszeri. Ekkor a G (x) orbit nem izoldlt

szinguldris orbit, azaz G (x) bdrmely kornyezete tartalmaz szinguldris orbitot.

Bizonyitds. Tekintsiik az x pont G, izotrépia csoportjit, és annak GO egység
komponensét. A GO izometrikusan hat az N,G (z) normdlis téren, amely
legalabb 2-dimenziés G (z) szingularitdsa miatt. Mivel G (z) térszert, igy
N,G (x) egy Minkowski-térnek tekintheté, ahol a metrika a <,> |y,¢(@)
szemi-euklideszi metrikabdl szarmazik a kanonikus A, : TN, G (z) — N,G (x)

vektortér izomorfizmus segitségével. Ezen az N,G (r) Minkowski-téren a
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kompakt Osszefiiggd GY Lie-csoport izometrikusan hat, {gy G2 € MSO (n).
Az eléz6 4.3. Lemma miatt, 1étezik egy olyan v € N,G (z) id6szerii vektor,
mely fixen marad a G° hatésdnal, {gy az €| N.G(z) leképezés On, () koriili
lokalis diffeomorfitdsa miatt, a ¢, geodetikus is fix a G? hatdsdndl. Ezért

minden § € R esetén G2 < G, (5 teljesiil az izotrépia részesoportokra. Mivel
G(z) = G/G, és G (¢, (0)) = GG, ), gy

dim G (z) = dim G/G, = dim G/GY) > dim G/G., s = dim G (¢, (9)).

Azaz a G (¢, (0)) is szingularis orbit. O

Az el6z6 bizonyitasban kénnyen lathatd, hogy ha o elég kicsi, akkor ki-
haszndlva, hogy e diffeomorfizmus a null-szelés egy kis kornyezetében, G (x)
és G (¢, (9)) orbittipusa megegyezik.

A lemma nem feltétlen igaz kivételes orbitokra, ahogyan ezt az alabbi
példa is mutatja.

4.2 Példa. Legyen S! wf {a € C| ||a|| =1} a kanonikus Riemann metri-

kdval elldtva, és az Ry valds egyenes a kanonikus Riemann metrika minusz
egyszeresével elldatva. Vegyik a G = StusSt, kommutativ Lie-csoportot, ahol
elemek oy, oy alakiak, és a csoportmiuvelet oy - By = arfr € SY, arr- Brr =
arBrr €SY ar - Brr = arfir € Sk;. Ez a Lie csoport izometrikusan hat az
LY s xR!

Lorentz-sokasdgon a 0 : G x L — L hatdsndl, ahol oy X (a,x) — (o, x),
arr X (a,z) — (ara, —x). Itt a principdlis orbitok S' x {x} US! x {—x}
alakiak, ahol x € R} — {0}, és az egyetlen kivételes orbit az S' x {0}.

4.1 Tétel. Legyen L eqy globdlisan hiperbolikus Lorentz-sokasdg,melyen a G
kompakt osszefiggd Lie-csoport izometrikusan hat. Ekkor nincsenek izoldlt
szinguldris orbitok L-ben, sét minden szinguldris G (x) orbit tetszdleges kor-

nyezetében van vele azonos tipusi szinguldris orbit is.

Bizonyitds. Mivel a 4.1. Lemma miatt minden orbit térszerti, igy hasznalhat-

juk a 4.4. Lemmankat, és az utanna tett megjegyzésiinket. n
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4.2 Maximalis dimenziés orbitok fokalis pontjai és a
szingularis orbitok kozotti kapcsolatroél

Ha Szenthe egy tételének (Theorem 1. [Sz2]), Lorentz analogonjét szeretnénk
bizonyitani, akkor sziikségiink lesz a cut pont és az injektivitasi halmaz
definicidjara, melyeket a fenti cikk hasznal a bizonyitasok soran.

Régzitsiink egy G (z) orbitot. Mivel € : NG (z) — L lokélisan diffeomorf
a null-szelés egy alkalmas kornyezetében, és mivel L globalisan hiperbolikus,
igy konnyen lathat6, hogy ha r,, v € NG (z) egy kauzélis sugér, akkor annak
"lokalis” képe a ¢, ([0, d]) maximélis geodetikus lesz, ha § > 0 alkalmassan
kicsiny. Ezért 1étezik egy olyan oo > t, > 0 egyértelmli paraméter, melyre
¢y ([0, t,]) maximédlis geodetikus, de minden ¢ > t, értékre, ¢, ([0, ¢]) méar nem
maximalis geodetikus. Ekkor az r, (t,) pont, t, < co esetén, egy jovébeli
kauzdlis cut pont. Az aldbbi definicidja a cut pontnak a [B-E-E] 302. o.
Definition 9.9 természetes dltalanositasaként adodik (lasd még [B-E-E] 299.
0. és 305. o. Definitoin 9.3).

4.4 Definicié. Jelilje TL(—1) a —1 hosszusdgi vektorok halmazdt a TL
érintdtérben. Definidljuk az sgy : TL(—=1) N NG (x) — R U {oo} fiigguényt

a kovetkezd maodon
saw) (V) Zosup {t > 01d (G (2) e, (1) =t} .

Ekkor eqy v € NG (z) pontot jévdbeli iddszeri cut pontnak hivunk, ha
Sc) <”Z—”> = ||v||, ahol v egy joudben mutatd iddszert vektor, és ||v|| <
|<wv,v >]%.

Jeldlje TL (0) a fényszerd vektorok halmazdt a TL érintétérben. Definidljuk
az gy : TL(0)NNG () — RU {00} fiigguényt a kivetkezd modon:

e (v) € sup {t > 0[d (G (2) e, () = 0}

Egy v € NG (x) pontot jovbbeli fényszeri cut pontnak hivunk, ha az

la() (v) = 1 teljestil, és v jovdbe mutato.

Tekintsiik most a definicié el6tti jelolést, azaz egy r, sugar mentén oo >
t, > 0 jeloli a cut pont paraméterét (t, = oo esetén természetesen nincs
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valédi cut pont). Ekkor tekinthetjiik az
U{r, ([0,t,)) |v e I (NG (z))} 9)

halmazt. Ennek a halmaznak a képe az alabbi 4.7. Lemma alapjan, majdnem
lefedi a G (z) orbit j6vEjét, és ezen a halmazon nyilvanvaléan injektiv az e
leképezés. A fenti (9) halmazt forméalisan az alabbiak szerint is definidlhatjuk.

4.5 Definicié. A G (x) orbit jovébe mutato iddszerid injektivitdsi hal-
maza:
v

ity (G () {ve 1 G ) s (1) > 1ol |

o]

ahol ||v]| = |< v,v >|%.

A G (z) orbit j6vébe mutato fényszeri injektivitdsi halmaza:
Injty (G (2)) € {v € J* (N.G () = I' (N.G () |2 € G(z), 1 (v) > 1},
és a jovébe mutato kauzdlis injektivitdsi halmaza:

Injy (G () < j,y (G () Unj, (G (2))

El6szor megmutatjuk a cut pontok, és az injektivitasi halmazok néhany
elemi tulajdonsagat.

4.5 Lemma. Az ¢ leképezés injektiv az injektividsi halmazokon.

Bizonyitds. A 4.4. Definici elétti jeloléseket hasznalva, ha ¢, (o) = ¢, (),
0 <a<t,0< 8 <t ahol w, v a vizsgdlt idoszerti, fényszerd, vagy
kauzalis injektivitasi halmaz elemei, akkor minden o < § < t,, esetén egyrészt
d(G(x),cy (6)) = L(cy ([0,6])), masrészt L (¢, ([0,a])) =d (G (z),c, () =
L (¢, ([0, 8])) a maximalitdsok miatt. Azonban L (¢, ([0,6])) = L (¢, ([0, a]))+
L(cy ([e,6])) = L(ew ([0,6]) + L (o ([, 6])) = L(cw ([0,8]) Uey ([, 6])),
ahol a jobb oldali kauzélis gérbe megtorik a ¢, (a) pontban, igy nem lehet
maximélis a ¢, (0) € G (x) és a ¢, (0) pont kozott, azaz L (¢, ([0,0])) <
d(cy (0),¢,(0)) <d(G(x),c,(0)), ami ellentmond a bizonyités elején mon-
dott d (G (x),¢, (0)) = L(cy ([0,6])) egyenléségnek. O
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4.6 Lemma. Ha L eqy globdlisan hiperbolikus Lorentz-sokasag, melyen eqy
G kompakt dsszefiiggd Lie-csoport izometrikusan hat, akkor minden G (x) or-
bitra létezik egy jovdbe (illetve eqy mailtba) mutatd kiterjeszthetetlen kauzdlis
geodetikusy : [0,a) — L, v (0) = x kezdeti feltétellel, melyre d (v (t),G (x)) =
L (Y|p), minden t € [0,a) esetén. Ez a vy geodetikus ortogondlis a G (x)

orbitra.

Bizonyitds. A bizonyitds a [B-E-E| Theorem 8.10 alapjan torténik, mely e
lemmaénak specidlis esete a trividlis G (z) = x Lie-csoport hatds esetén. A
Theorem 8.10 bizonyitasdnak lényege, hogy vehetiink maximaélis geodetiku-
soknak egy olyan alkalmas sorozatat, melyek hossza monoton nd, és amelyek
épp a kiterjeszthetelen maximalis geodetikushoz fognak konvergalni. A mi
esetiinkben annyi a kiillénbség, hogy mig az eredeti bizonyitasban a kezdépont
fix volt, addig nalunk ez valtozhat, de a kompakt G (z) orbiton marad. fgy
egy alkalmas részsorozatra, ezen kezd6pontok is konvergalni fognak, és a
maximélis geodetikusok is egy kiterjeszthetetlen maximalis geodetikushoz
fognak konvergdalni. A bizonyitds soran azt a tényt kell még kihasznalni, hogy
ha g € I (G (z)), akkor 1étezik egy ¢ : [0,1] — L, ¢(0) € G (), c(1) = ¢
geodetikus a globdlis hiperbolicitds miatt, melyre £(c) = d(c(0),c(1)),
tovabba hasznélni kell még G kompaktsagat is. A kiterjeszthetetlen geode-
tikus ortogonalitdsa a maximalitasbol kovetkezik. O]

A fenti lemmabdl kivetkezik, hogy 1étezik egy kauzdalis sugér az N, G (x)
norméalis térben minden x € L esetén, amelyen nincs egyetlen cut pont
sem. A kovetkez6 lemma azt adja, hogy egy orbit kauzalis jovéjében 1évo

tetszoleges pontra létezik az orbitot és a pontot 0sszekoté maximalis geode-
tikus.

4.7 Lemma. Ha L, G mint fenn, akkor az

I'* (G (z)) = (IT (NG (2))) = ¢ (Injgo (G () N I* (NG (x)))

JH(G (@) == (J* (NG (2))) U =& (Inj, (G (2)))

eqyenloségek igazak.

79



Bizonyitds. Az els6 egyenléséget az idGszeri halmazoknal mar igazoltuk a
4.2. Lemméban. A mésodikhoz azt kell csupan beldtnunk, hogy e (I™ (NG (x))) C
5 <Ian<r0 (G(z))NIT (NG (3:))) Ha y € e(I" (NG (x))), akkor a globalis
hiperbolicitds és G (x) kompaktsiga miatt, létezik egy v : [0,a] — L, v (0) €
G(z),v(a) = y,v L G(x), L(y) = d(y,G(z)) tulajdonsdgokkal bird
idGszert geodetikus, azaz egy maximalis id&szerti geodetikus G (z) és y kozott.
Ebbél pedig az kovetkezik, hogy 7o) (o) € InjZ, (G (x)), melynek képe
e(ryy(a)) = y(a) = y, hiszen (t) idészert, igy r,)(e) € IT(NG(z)).

A kauzélis halmazokra kimondott egyenléségek hasonléan igazolhatéak. [

4.6 Definicié. Legyen Vi(p) azonv € NG (x) pontoknak a halmaza, melyekre
Ty (), t € [0,1] nem tartalmaz fokdlis pontokat.

4.1 Megjegyzés. Az 8|VG(96) leképezés immerzio.

4.4 Kovetkezmény. Az 5|VG<I)QIHJ.J<FO(G(I)) eqy G-ekvivarians diffeomorfizmus,
ahol NG (z)-en a G csoport NG () normdlis nyaldbon indukdlt hatdsdt tek-

intjiik, tovabbd az e (Vae) NInjty (G (2))) halmaz G-invaridns.

Bizonyitds. A Vi) és Inj, (G (z)) halmazok definiciéja G-invaridns, igy
Va@NInjL, (G (x)) is az. Mivel a4.5. Lemma miatt € injektiv az InjZ, (G (x))
halmazon, és lokélisan diffeomorfizmus a Vg () halmazon, hiszen csupa nem
fokalis vektorbél all, igy e diffeomorfizmus a V) N InjL, (G (2)) halma-
zon. A G-ekvivariancia, ekkor a sugarak segitségével kozvetleniil lathato. A
Ve NInjL, (G (2)) halmaz G-invariancidja és a G-ekvivaridns diffeomorfiz-
mus miatt & (Vi) NInjZ, (G (2))) G-inavridns lesz. O

Bebizonyithat6 a [B-E-E] 327-334. o. illetve a 365-394. oldalakon 1év6
allitasok értelemszerti médositdsainak segitségével, hogy a J* (NG (z)) hal-
mazban futé minden r, (t) sugaron, az elsé cut pont r, (¢,) elérébb helyezkedik
el, mint ez elsé fokdlis pont r, (tf), azaz t, < t;, (ha van egyéltalan fokélis
pont a sugdron), vagy az elsé cut pont az els6 fokélis ponttal esik egybe.

Igy az InjZ, (G (2)) C V) tartalmazés teljesiil, ezért a fenti 4.4. Kovetkez-
ményben 5|InjiO(G(a:))‘t irhattunk volna.
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4.7 Definicié. Legyen x € L, eqy S C L halmazt az x pontndl lévé szeletnek
hivunk, ha létezik egy olyan U kornyezete a G (x) orbitnak, amely G-invari-
dns, és létezik egy r : U — G (x) sima retrakcid, melyre S = r~1 (z).

A szeletnek ez a definiciéja megtalalhaté Bredon kényvében [Br]. Az
aldbbi eredmények Riemann-esetre megtaldlhatéak Szenthe [Sz2] cikkében,

az altalunk kimondott Lorentz kontextusbeli megfogalmazasuk ugyantgy bi-
zonyithatdak, csak az objektumok Lorentz megfelel6it kell hasznalnunk.

4.8 Lemma. Legyen L egy globdlisan hiperbolikus Lorentz-sokasag, melyen
izometrikusan hat a G kompakt dsszefiiggé Lie-csoport. Legyen tovabbd G ()
eqy principdlis orbit, mely G, izotropia részcsoportja mazximdlis rangi, €s
V C NG (x) egy olyan G-invaridns kérnyezete az orbitnak, melyre |y diffe-
omorfizmus. Ekkor minden az e (V') kornyezetbe esd, x pontndl lévd szelet az

e (N,G (x)) szelet egy részhalmaza.

Bizonyitds. Mivel |y diffeomorfizmus, {gy konnyen ldthaté, hogy e (N, G (x))
egy szelet. Tovdbba az [Sz2| Lemma 1. bizonyitdsa igaz marad, igy kész

vagyunk. ]

4.5 Kovetkezmény. Legyenek L,G,G (x) és G, mint az elobbi lemmdban,
ekkor az e (N,G (z) NInjy) és aze (N,G (2) N Vg(w)) halmazok totdl geode-
tikusok.

Bizonyitds. Lésd Szenthe [Sz2] cikkében a Lemma 1. kovetkezményét. [

4.8 Definicib. Legyen w € NG () €s x» € RU{oo} az a legnagyobb érték,

melyre a cy|jp,y.,) szakaszon nincsenek konjugdlt pontok.

4.9 Lemma. Legyen L eqy globdlisan hiperbolikus Lorentz-sokasdag, melyen
izometrikusan hat a G kompakt dsszefiiggd Lie-csoport. Legyen tovdbbd G (z)
eqy principdlis orbit, mely G, izotropia részcsoportja mazimalis rangi, tovab-
bi w € NG (x). Tekintsink a c,(t) geodetikus mentén eqy X (t) Jacobi-
mezot. FEkkor az

Xt)=Y )+ Z(t),te]0,xuw)
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egyértelmi felbontds érvényes, aholY (t), Z (t) olyan Jacobi-mezdk a cy|o,y.,)
geodetikus mentén, melyekre Y (t) € T., e (Vaw N NG () és Z(t) €
T, )G (cw (1)) teljesiil.

Bizonyitds. Ha w nem fényszerii, akkor az [Sz2| cikk beli Lemma 2. bi-
zonyitasanak Lorentz analogonja miikodik.

Ha w fényszer(i, akkor a bizonyitdsban vegyiink egy (ei,...,e,) orto-
normélt bazist ugy, hogy (e1,...,e,—k) az N,G (z) normdlis tér egy bazisa
legyen, tovabba ugy, hogy az e; + e; = w felbontas érvényes legyen. Létezik
olyan bazis, melyben e; + ey = konst-w, konst # 0, majd a ¢, (7) geodeikust
atparaméterezhetjiik ugy, hogy konst = 1 legyen. fgy a bizonyitasban sze-
replé E;(7) vektormezdkre, az (Ey + Es) (1) = ¢, (7), tovdbba az

R((Er+ E3) (1,) E; (1)) (B + Es) (7) € Tey(ry Us

érvényes minden j = 1,...,n — k esetén. Ezen valtoztatasok mellett a bi-

zonyitas az eredeti bizonyitas mentén halad. O

4.6 Kovetkezmény. Az ry, () € NG (z), € > 0 pont akkor, és csak akkor
az elsd fokdlis pontja a G (x) orbitnak az 1y, (t) sugdr mentén, ha az aldbbi
két lehetoséq kozul legaldbb az eqyik teljestil:

1. Az 1y () pont az elsd konjugdlt pont az r,, sugdr mentén;

2. Létezik egy nem-trividlis G (x)-Jacobi-mezd, jeldlje ezt Z (1), a ¢, geode-
tikus mentén, melyre Z (t) € T., G (cw (t)) nem a nulla vektor minden
t €10,€) esetén, és Z () = 0.

Bizonyitds. Lasd az [Sz2] cikkben a Lemma 2. kovetkezményét. O

4.10 Lemma. Legyenek 0 : G X M — M ésv : G x N — N az 6sszefoggd

kompakt G Lie-csoport sima hatdsai az M, N sima sokasdagokon, tovdabbd:
p:N—->M

eqy sima ekvivarians leképezés a 0,1 hatdisokra nézve. Tegyiik fel, hogy a

hatdsndal van az y € N pontndl egy olyan S, szelet, tovabbd a 0 hatdsndl az
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x = (y) € M pontndl egy olyan S, szelet, melyekre:
¢ (Sy) C S,

érvényes. Ekkor a Ty érintdleképezés magja K megkaphatd a kovetkezd
direktosszegként:
K — K/ @ _[(l/7
ahol K, C T,S, és K" C T,G (y).
Bizonyitds. Lésd [Sz2] Lemma 3. O

4.7 Kovetkezmény. Legyen L eqy globdlisan hiperbolikus Lorentz-sokasdg
melyen izometrikusan hat a G kompakt 6sszefiiggé Lie-csoport. Legyen to-
vdbbd G () egy principdlis orbit, mely G, izotrdpia részcsoportja mazximdlis
rangi. Tekintsik a w € N,G (x) vektort és tegyiik fel, hogy rv (x), x > 0 egy
fokdlis pontja o G (x) orbitnak. Ha K a T, e érintdleképezés magja, akkor

K — K/ @ K,/,
ahol a K', K" C K alterekre K' C T, NoG (z) és K" C T, )G (1w (X))-

Bizonyitds. A G csoport kanonikusan ha a T'L érint6téren is, igy az NG (x)
normalis téren is. A G (ry, (x)) orbitot ennél a hatasnél vessziik. A bizonyitas
pedig az [Sz2] cikkben szereplé 3. Lemma koévetkezményének mintdjara
torténik. n

4.11 Lemma. Legyen G,L,G (z),G, mint fenn, és ry (1,) € NG (x) az
elsd fokdlis pontja oG () orbitnak az r,, sugdar mentén. Tekintsik az elobb

definidlt dekompozicidjdat a T, (-, )€ €rintdleképezés K magjdnak:
K=K ®K"

Ekkor a ¢, (1y) pont orbitja akkor, és csak akkor szinguldris, ha a K" altér

nem-trividalis.
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Bizonyitas. Lasd az [Sz2] cikk beli Lemma 4.-et. O

4.8 Kovetkezmény. Legyen 1, (7,) € NG (z) az elsé fokdlis pontja a
G (z) principdlis orbitnak az r,, sugdr mentén, mely izotrépia részcsoportja
maximdlis rangi. Ha 1y, (T) nem konjugdlt vektor (azaz a ¢, (T,) pont nem
konjugdlt az x ponthoz a ¢, geodetikus mentén), akkor a c, (T,) pont orbitja

szinguldris.
Bizonyitds. Lasd [Sz2] Lemma 4. kovetkezménye. O

4.2 Tétel. Legyen L eqy globdlisan hiperbolikus Lorentz-sokasdg, mely met-
szetegorbiilete a kauzdlis geodetikusok mentén nem pozitiv, tovdbbd G eqy
kompakt oOsszefiggé Lie csoport, mely izometrikusan hat az L sokasdgon.
Ha G () egy principdlis orbit, mely G, izotrépia részcsoportja mazimdlis
rangi, akkor eqy G (2), z € J* (G (x)) orbit akkor, és csak akkor szinguldris,
ha z eqy elsé fokalis pontja a G (x) orbitnak valamilyen kauzdlis geodetikus

mentén.

Bizonyitds. Léasd [Sz2] Thoerem 1. bizonyitdsat, ahol az Injf, (G (x)) hal-
mazt hasznaljuk V. helyett a bizonyitasban. [

Egy specidlis esetben valami hasonlot bizonyithatunk anélkiil, hogy az
izotropia részcsoport maximalitasat feltennénk.

4.3 Tétel. Legyen L eqy globdlisan hiperbolikus Lorentz-sokasdg, melyen
izometrikusan hat a G kompakt dsszefiiggé Lie-csoport, tovabba G () egy
olyan orbit, melyre codimG (x) = 2. Legyen tovdbbd ¢, : [0,a) — L, ¢, (0) =
x,v € NG (x) egy fényszeri geodetikus. Ha c, (ty) egy fokdlis pont a geode-

tikus mentén, akkor a G (¢, (ty)) orbit szinguldris.

Bizonyitds. Eloszor azt bizonyitjuk, hogy ha v € NG (z), akkor ¢, (t) meré-
legesen metsz minden orbitot, azaz ¢ (t) L T¢, )G (cy (t)). Legyen X €

g egy Lie algebra elem és jelolje X (f) az X altal generalt infinitézimélis
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izometrianal el6allé vektormezot a ¢, (t) geodetikus mentén. Ez, mint ismert,

egy G (x)-Jacobi mezé lesz. Ekkor a Jaobi-mez&kre ismert
< () (1), Xa () >—<d, (), X5 (t) >= konst.

osszefiiggés alapjan, () (t) = Ve )c, () = 0 miatt, — < ¢, (), X¢ (t) >=

v v

konst. adédik. Azaz
konst. = — < d, (t), X; (t) >=<d, (t), Ax. () (t) >,

ahol Ay, az X vektormezobdl szarmaztatott konstans tenzormezd. Mivel
X¢g egy Killing-mez6, hiszen egy infinitézimélis izometria generdlta, ezért
az Ax, konstans tenzormezd antiszimmetrikus lesz a metrikdra nézve, azaz
< d(t),Ax, () (t) >= — < Ax, (¢, (t)).c, (t) >. Ez viszon csak akkor
lehet, ha mind két oldal 0, azaz

d
0=<d(t),X;(t) >= 7 <d (), Xa(t)>.

Amibdl < ¢ (t), X¢ (t) >= konst. adédik. Mivel < ¢, (0), X¢ (0) >= 0, igy
ez a konstans 0. Ez pedig az {X¢ (t) | X € g} = T,, G (¢, (t)) miatt azt
eredményezi, hogy a ¢, (t) geodetikus végig ortogonélis az orbitokra.
Tegyiik fel, hogy ¢, (ty) egy fokélis pont. Ekkor létezik egy olyan w €
T,y NG (x), w # 0 vektor, melyre Te (w) = 0. Emlékezziik rd, hogy
az NG (x) normélis nyaldbon indukalédik a G csoportnak egy hatdsa, és
mivel G (z) maximalis dimenzids volt, igy minden orbit az NG (x) normélis
nyalabban ugyanilyen dimenziés. Ez pedig egy kanonikus dekompoziciot ad

a Ty, ) NG (x) érintStérre:
L) NG (2) = To, 40) NoG () © Ty (1) G (70 (o)) -

fgy egy w = wy + wg, Wy € Tr 1) NG (2), we € T 10)G (14 (to)) felbon-
tas adédik. Ha wy = konst. - 7 (ty), akkor Te (wy) = konst. - ¢, (ty). Ha
wy # konst. - 1l (ty), akkor a Gaus lemma miatt (ldsd [B-E-E] 338. o.)
a < d (ty),Te(w) ># 0 adédik, hiszen az N,G (z) tér 2-dimenzids, igy a
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fényszert 7} (tp) nem ortogondalis semmilyen w # konst.-r] (ty) vektorra sem,
hiszen v fényszerti volt. Mivel T¢ )G (¢, (to)) L ¢, (to), ezért Te (wy) ¢
T, (t0)G (cy (to)). Jegyezziik meg azt is, hogy ha wy # konst. - 1, (1), akkor
Te(wy) # 0, igy Te (wy) = 0 akkor, és csak akkor, ha wy = 0. Mivel az ¢
leképezés G-invarians, igy Te (wg) € Tt 110G (cv (t0)), ami a fenti tényekkel
egyiitt azt adja, hogy ha Te (w) = 0 akkor wy = 0. Emiatt 1étezik egy olyan
A eleme a g Lie algebrdnak, melyre a w = wg vektort az A elemhez tartozo
infinitézimédlis izometria adja az r, (tg) pontban. [gy tehat A ¢ g, de A€
Ge,(to), hiszen w # 0, de T'e (w) = 0. Mivel g, C gc, () igaz a mi esetiinkben,
hiszen G (x) maximélis dimenziés volt, igy a GY egységkomponens trividlisan
hat NG (x)-en, gy A ¢ go, A € e, (1) Miatt go G ge,(1). Ezért a G (x) orbit
dimenzidja nagyobb, mint a G (¢, (tg)) orbité, ami igy szingularis orbit kell

legyen. [

4.9 Kovetkezmény. Legyenek L, G, G (x) mint fenn, ekkor egy G (z) orbit
a JU(G (z)) — IT (G (x)) térben szinguldris akkor, és csak akkor, ha ez egy
elsé fokalis pont valamely az orbitra merdlegesen indulo fényszeri geodetikus

mentén.

Bizonyitds. Ha z egy elso fokalis pont egy fényszerii geodetikus mentén, mely
ortogondlis a G (z) orbitra, akkor G (z) szinguldris orbit, mint azt az el6z6
tétel mutatja.

Ha G (2) egy szinguldris orbit, ahol z € J* (G (z)) — I (G (x)), akkor
hasznalva a 4.5. Lemmat azt kapjuk, hogy van egy olyan fényszeri geode-
tikus ¢, : [0,1] — L, v € NG (2), ¢, (1) = 2, melyre r,|p1) € Inj%, (G (),
ahol emlékezziink, hogy Inj*, (G (z)) volt a jovébe mutaté fényszerti injek-
tivitasi halmaz. Ahogyan azt lathattuk a fenti 4.3. Tétel bizonyitasaban, a
¢, geodetikus ortogonalisan metszi a geodetikus menti orbitokat, tovabba a
G (¢, (1)) = G (2) orbit szingularis a feltételek szerint. Igy, mivel a G (z) =
G (¢, (0)) orbit maximélis és G (¢, (1)) szinguldris, van egy olyan A Lie-
algebra elem amire A € g. 1), A € gc,(0) teljesiil. Az ehhez a Lie-algebra

elemhez tartozé infinitézimélis izometrianal az r, (t) sugar mentén keletkezé
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X (t) € T,,;y NG (x) vektormezére, és a ¢, (t) geodetikus mentén keletkezd
Y (t) € T,, 1)L vektormezére az alabbi tulajdonségok teljesiilnek:

o Te(X (t)) =Y (t), hiszen a ¢ leképezés G-ckvivaridns;

o Y (t) egy G (x)-Jacobi-mez6, mivel ezt egy infinitézimalis izometria in-
dukalta;

e X (1) #0,de Te(X (1)) = Y (1) = 0, 1évén, hogy G () maximalis
dimenziés volt, igy @r,(0) = @r,(1), minden t € [0,00) esetén, tovabba

A€ ge,(1)s A E Be,(0) = Br,(0) = Bro(p) VOLL.

Azaz ¢, (1) a G (z) orbit fokélis pontja, és mivel 7|1 € Inj%, (G (z))
volt, igy nincsen fokalis pont az c,|,1) szakaszon, ez a 4.4. Kovetkezmény
utani megjegyzésbol, vagy a 2.4. Tételbol és az utanna tett megjegyzésekbol
lathaté. O

Az aldbbi példdk azt mutatjdk, hogy ha a G (z) principélis orbithoz tar-
toz6 G, izotrépia részcsoport nem maximalis rangi, akkor a G (z) orbithoz

tartozo fokalis pont mely els6 fokalis pont egy ido-, vagy egy fényszert geode-
tikus mentén nem feltétlen tartozik szingularis orbithoz.

4.3 Példa. Vegyiik az S* C R® gombfeliiletet, és az S' C R? kérvonalat a
kanonikus Riemann metrikdval elldtva. Vegyiik tovdabbd az R} valds egyenest,
ahol a kanonikus Riemann metrika minusz eqyszeresét vesszuk. Ha most

vesszik a kovetkezd gorbitett szorzatot
S? x S' x Ry,

ahol az S* Lie-csoport kanonikusan hat énmagdn, akkor minden orbit prin-
cipdlis, de minden orbit esetében taldlhatoak olyan fény-, illetve iddszeri

geodetikusok, melyek mentén vannak fokdlis pontok.

A most kovetkezo példa azt mutatja, hogy egy cut pont nem feltétlen
tartozik egy szingularis orbithoz, tartozhat kivételes orbithoz is.
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4.4 Példa. Vegyiik az R x [0, 1] szalagot a kanonikus Riemann metrikdval, és
ragasszuk dssze a két szélét (R x {0}, illetve R x {1} ) igy, hogy eqy Mébiusz-
szalagot kapjunk, melynek {0} x [0,1] a kézép kére. Jeldlje ezt a Riemann-
sokasdgot M. Ha most vessziik az R} valds egyenest a kanonikus Riemann

metrika minusz eqyszeresével, akkor az
M x R}

gorbitettszorzat lesz a keresett sokasdg. FEzen az S' Lie-csoportnak van eqy
kanonikus hatdsa, ami a kovetkezd. Vegyiik az S*'-nek az M -en vett kanonikus
hatdsdt, melyre a principdlis orbitok {a} x [0,1] U {—a} x [0,1] alakiak,
ahol a # 0, az egyetlen kivételes orbit pedig {0} x [0,1], a gdrbitettszorzat
Ri részén pedig legyen a hatds trividlis. Ekkor, ha veszink az R x {0} x
R} részben eqy mailtba mutatd fényszert v (t) geodetikust a {0} x {0} x {0}
pontbdl, és ezen eqy a {0} x {0} x {0} ponttdl killonbozé = pontot, akkor a
G (z) € M x R} orbitra merélegesen induld v (—t) jovébe mutatd fényszeri
geodetikuson a {0} x {0} x {0} pont egy cut pont lesz, ami kivételes orbithoz
tartozik. (Itt v (—t) a v (t) geodetikus eqy ellenkezd irdnyi paraméterezését
jeloli). Kéonnyen lathatd az is, hogy az N,G (x) normdlis térben lesznek olyan
iddszerd sugarak is, melyeken vannak cut pontok, (amik kivételes orbitokhoz

tartoznak).
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5 (")sszegzés

Célunk az volt, hogy minél tobb szempont szerint vizsgaljuk meg a Lorentz-
sokasagok exponencialis leképezéseit. Mi foként a talan izgalmassabb fokalis
pontokat vizsgaltuk elsésorban. Altaldban bizonyos feltételek mellett vizs-
galodtunk csak, mivel az altalanos eset vizsgalata tulsagosan szerteagazo
lett volna, mint azt a bevezet6ben emlitett Piccione, Tausk [P-T] példa is
mutatja, és a specidlis feltételekkel jobban atlathaté képet tudtunk nyujtani.
Persze szamtalan nyitott kérdés maradt, mint példaul a nem reguléris fokalis
pontok kornyezetében az exponencialis leképezés leirasa vagy, hogy az utolso
fejezetben mit tudunk mondani a térszerti geodetikusok fokélis pontjairol.
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6 Appendix

6.1 A Masov-index

A Maslov-indexnek tobbféle definiciéja ismert, mi azt a definicét adjuk meg,
melyet a Mercuri, Piccione, Tausk szerzék [M-P-T] cikke is hasznal. Az elsé
1épés, hogy egy n-dimenziés (M, g) szemi-Riemann-sokasig egy P szemi-
Riemann-részsokasdgara merdlegesen induld, ¢, (t),v € N (P),t € [0,1]
geodetikus szakaszdhoz konstrudlni fogunk egy (R*", w) szimplektikus vektor-
teret és ennek A (R?") Lagrange-sokasagdban egy L (c,,t), t € [0,1] gorbét,
ahol az L (c,, 1) altér a c,(to) ponthoz fog tartozni.

Legyen tehat (M, g) egy szemi-Riemann-soksig, P C M egy szemi-Rie-

mann-részsokasag és ¢, (t), v € N (P), t € [0, 1] egy a részsokasagra ortogo-
ndalisan indulé geodetikus. Legyen U C M a ¢, (0) pont egy alkalmasan ki-
csiny kornyezete és (W1, ..., W,,) egy ortonormalt bazismez6 az U halmazon,
azaz (W1 (z),...,W, (2)) vektormezOk egy ortonormélt bazist adnak min-
den z € U pontban, tovédbba feltehet az is, hogy (W (2),..., W, (2)) aT.P
alteret fesziti minden z € PNU esetén. Ez a Riemann-esetben ismert Gram-
Schmidt ortogonalizacids eljards megfelelgjével lathaté be. A T, )M térben
ortonormalt béazist adé (Wi (¢, (0)),..., W, (¢, (0))) vektorokat terjessziik ki
a ¢, (t) geodetikus mentén parhuzamos eltolassal (F; (t), ..., E, (t)) parhu-
zamos vektormezékké, melyek igy a geodetikus barmely ¢, (¢) pontjaban, a
T,, )M érintétér egy ortonormélt bazisat adjdk. A Jacobi egyenlet a c, (1)
geodetikus mentén a kovetkezo:

X" (1) + R(X(t),c, (1), (t) =0, t € [0,1] (10)

’ v

ahol X (t) egy vektormez6 a ¢, (t) geodetikus mentén. Ez a differenci-
alegyenlet az elébbi parhuzamos vektormezok segitségével, egy tgynevezett
Morse-Sturm rendszert ad a kévetkez6 médon. Legyen (ay,...,a,) az R
egy bazisa, K : T, (yM — R™, az (£, (0),...,E,(0)) — (ai,...,a,) altal
definialt kanonikus izomorfizmus, és tekintsiik azt az n : R" x R" — R szemi-

euklideszi metrikat, melyet 7 (a;, a;) = g (E;(0), E;(0)) értelmez. Ekkor

R(E; ()¢, (1) c, () Zzgf(t)Ej(t), i=1,...,n
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felbontas érvényes az egyértelmiien meghatarozott Qz fiiggvényekel. Ez definialja
a @y :[0,1] — L (R" R") folytonos fliggvényt az alabbi

Qu () (@) < 30l (1) a; (1)

egyenlettel, ahol @, (t) egy n-szimmetrikus linedris leképezés. Fz abbdl a-
dédik, hogy az R gorbiileti tenzor szimmetrikus a g metrikus tenzorra, és
az F; vektormezok egy ortonormalt bazist adnak végig a geodetikus mentén,
igy csupdn a gorbiileti tenzor metrikdra vett szimmetridjat fogalmaztuk meg
egy masik alakban. Vegytk az A:Y (t) = >0y () Ei (t) — >i v () i
leképezést, mely a geodetikus menti folytonos vektormezok vektortere és az
R™ folytonos gorbéinek a pontonkénti 6sszegre vett vektortere kozott ad meg
egy linedris izomorfizmust. Ez az A leképezés egy azonositdst is megad a
Jacobi-egyenlet és a kovetkezo Morse-Sturm egyenlet kozott:

() +Qu () [J ()] =0, (11)
ahol J : [0, 1] — R™ egy vektor értékii fiiggvény és J' (t) a szokdsos derivalast
jeloli. Jelolje R? C R™ az ay,...,a, vektorok altal feszitett p-dimenzids

alteret, azaz a K : T, )M — R" izometridndl a T; )P altér képét. A
wy : Tey) P — Tt 0P Weingarten-endomorfizmusnak a K izometridndl egy
w : R? — RP endomorfizmus felel meg. Azon megolddsai az (10) Jacobi-
egyenletnek, melyek eleget tesznek az

L.X(0) € ¢ o) P;
2. X'(0) — w,(X(0)) € T, 0) P,
kezdetiérték feltételeknek, a P-Jacobi-mezdk. A P-Jacobi-mezdknek az A

leképezésnél azon gorbék felelnek meg melyek kielégitik a (11) Morse-Sturm
rendszert az

1.J(0) € R?;

2..J'(0) — @W(J(0)) € (RP)",
kezdetiérték feltételekkel, ahol (RP)* az RP-re ortogonalis altér az n szemi-
euklideszi metrika szerint. Jelolje a fenti feltételekkel vett megoldésok vek-

torterét 7 (Q,@). Ekkor A(J (cy, P)) = J(Q,®), ahol A egy vektortér
izomorfizmus J (¢, P) és J (Q,w) kozott. A P-Jacobi-mezOkre ismert

g(X'(t),Y () —g (X (t),Y'(t)) =0
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egyenletnek a A izomorfizmusnél az

(A 0, A0 ®) =0 (AX) 0, A0) (1)) =0 (12)

egyenlet felel meg, hiszen g (E; (t), E; (t)) = g (E; (0), E; (0)) = C;; konstans
miatt, a kovetkezo Osszefiiggés érvényes

minden a ¢, (t) geodetikus menti X (t), Y (t) vektormezdre. Tekintsiik most
az R?" = R" x R® = R" x (R")" vektorteret az aldbbi w szimplektikus
formaval, ahol természetesen az n-szerinti dudlis vektorteret vettiik, azaz

v =n(v,.):
w (v, 09), (21, 22)) % 22 (01) — v (21), ahol (v1,v9), (21,20) € R™ x (R™)* .
Ekkor az (12) egyenlet alapjan minden J;, Jo € J (Q, W) gorbére

w((S (@), J1 (1), (L (t), ]y (1) =0 (13)
teljestil. Sziikségiink lesz még egy leképezésre amit

B:J(Q,®) % [0,1] 3 (J,t) — (J (), J (t)) € R" x R"

értelmez. Vegyiik észre, hogy (13) egyenlet miatt B (j (Q,w) x {f}) tér egy
Lagrange-altere lesz az (R**, w) szimplektikus térnek minden ¢ € [0, 1] esetén,
hiszen dim B (7 (Q, W) x {%}) = n és az (13) egyenlet miatt minden z,q €
B(J(Q, ) x {f}) esetén, w (z,q) = 0. V. 1. Arnol’d [A] eredményei alapjin
az (R*", w) szimplektikus tér Lagrange altereinek A (R*") halmaza egy kom-
pakt, Osszefiiggo, sima részsokasdga a G,, (R*") Grassmann-sokasdgnak, me-
lyet Lagrange-sokasagnak neveziink. fgy a fentiek alapjan az

L() % B(T Q)< {1}) ={(J (1), (D) | T € T (Q D)}

egy Lagrange-altér lesz minden ¢ € [0, 1] esetén, azaz
L(t)=B (Zx(j (0, P)) X {t}) L te0,1]
egy sima gorbét definidl A (R**)-ben. Az
Lo ™ {0} x R"
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Lagrange-altérnek kitiintetett szerepe lesz a Maslov-index definialdsa soran,
mivel a fokalis pontok ennek segitségével keresheték. A ¢, (ty) pont pon-
tosan akkor fokélis pont, ha létezik egy X € J (¢, P) P-Jacobi-mez6 melyre
X (to) = 0, ennek bizonyitdsa (2.4) Lemma alapjin lathaté. Ez utdébbi
feltétel viszont az A leképezés miatt pontosan azt jelenti, hogy van egy J =
A(X) € J(Q,w) gorbe, melyre J (tg) = A(X) (to) =0, azaz B (J x {tp}) =
B (A’ (X) x {t0}> € Lo, ahol definicié szerint B (J x {to}) € L (fo) is tel-

jesul. fgy tehat azt kaptuk, hogy ¢, (ty) pontosan akkor fokélis pont, ha
L (to) N Ly # {0}. Ez a megfigyelés motivalja a kovetkez6 definiciot:

AR YL, e AR™) | dim (L, N Lo) =k}, k=0,...,n,
ckkor az M U A" (R?") halmazt Maslov-ciklusnak hivjuk. Ennek
segitségével uigy is fogalmazhatnank, hogy ¢, (t9) pontosan akkor fokalis pont,
ha az L (t) gorbénk, melyet a geodetikushoz asszocidltunk, metszi a Maslov
ciklust a to paraméternél, azaz L (t;) € M. Tovabba egyszertien lathaté az
is, hogy L (ty) € A* (R?") pontosan akkor teljesiil, ha a ¢, (to) pont multi-
plicitdsa pontosan k, azaz éppen k darab linearisan fiiggetlen P-Jacobi-mezot
véalaszthatunk, melyek mind eltiinnek a ¢, (fy) pontban. A Maslov-ciklus
strukturdjat V. I. Arnol’d [A] irta le. Innen tudjuk tobbek kozt, hogy a
Maslov-ciklus a A* (R?") | 4 > 0 sima bedgyazott sztratumok uniéjabdl all. Je-
gyezzitk még meg, hogy ha L, € A* (R?"), akkor létezik ennek a pontnak egy
olyan alkalmasan kicsiny U, C A (R*") kornyezete, melyre Uy, NA* (R?") = ()
teljesiil, minden ¢ > k esetén, azaz ha egy L, Lagrange altérre az L, N L
metszet k-dimenzids, akkor minden az L,-hoz elég kozeli L, Lagrange altérre

dim (LN N L0> < k. Tovébba a A® (R?") egy nyilt siirli halmaz A (R?")-ben,
és Hy (A (R?™) , A° (R?"):Z), az els6 relativ homoldgia egész egyiitthatékkal,
kiszamolhaté és az eredmény:

H, (A (R™) , A° (R™)  Z) = Z.

Tegyiik fel, hogy ¢, (1) nem fokélis pont, azaz L (1) € A°(R?*"), ekkor ha
d > 0 kell6en kicsiny, akkor L (t), t € [0,1] egy relativ homoldgia osztalyt
reprezentdl H; (A (R?"), A° (R?");Z)-ben, mely fiiggetlen a kelléen kicsiny
0 > 0 valasztasatol. Ez a homoldgia osztaly egy egész szam, melyet a
¢, (t),t € [0,1] geodetikus szakasz Maslov-indexének neveziink. Ha

most v € N(P),v ¢ F(P), akkor a ¢, (t),t € [0,1] geodetikus szakasz
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Maslov-indexét a v vektor Maslov-indexének nevezziik. Mint lathato ez
egy i : N(P)— F(P) — Z egészértékii fiiggvény. Mercuri, Piccione és
Tausk [M-P-T] cikkiikben egy un. "non-degeneracy” feltételt hasznélnak.
Az 5.1.2 Tételiik [M-P-T| bizonyitdsédbdl kideriil, hogy ez éppen a mi (R2)
feltételiinknek felel meg. Ez a "non-degeneracy” kikotés annak a leforditasa,
hogy az L (t) gorbe transzverzalisan metszi a Maslov-ciklust. E feltétel mel-
lett egy ¢, (t),t € [0,1] geodetikus szakaszon véges sok ¢, (to),...,c, (tk)
fokélis pont van, és ahogyan azt cikkiikben bizonyitottdk, az (R2) feltétel
mellett, a Maslov-index megegyezik a fokalis indexxel, azaz

k
p(v) = sen(<,> |p, (e)): (14)
1=0

ahol a képlet jobb oldaldn szerepd fokalis indexben a sgn(<,> |p, (c,)) kife-
jezés a <, > \Dti(p,cv) szemi-euklideszi metrika szignaturdjat jeloli, azaz a
{pozitivdefinit alterek dimenzdinak maximuma} minusz a {negativdefinit al-
terek dimenzidinak maximuma}, és az Osszegzés a geodetikus szakasz fokélis
pontjaira megy.

Ne felejtsiik el, hogy az L (t) gorbe fiigg a ¢, (t) geodetikustél, pontosab-

ban a v € N (P) ponttdl, ezért helyesebb az
Ltv)“ L@

jelolés. Azt szeretnénk elérni, hogy ha egy masik, a ¢, (t)-hez elég kozeli
cw (t) geodetikust vesziink, akkor L (¢,w) ugyanabban a A (R*") Lagrange-
sokasagban legyen értelmezve. Itt kap szerepet az az U kornyezet, és az
ezen vett (W;) bazismez6, amit e fejezet elején vélasztottunk. Mivel minden
z€ PNU esetén (Wi (2),...,W,(2)) a T, P alteret fesziti, és (Wy,...,W,,)
az U kornyezet minden pontjaban egy ortonormélt bazist ad, ezért

g(Wi(z) W (2)) = g (Wi(cy (0), W; (¢ (0))) = n (ai, a5)

minden z € U esetén, specidlisan minden z € P N U pontra is. fgy K, :
(T.M, glr.p) — (R™n), (Wi(2),...,W,(2)) — (a1,...,a,) egy izometri-
kus izomorfizmus lesz minden z € P N U esetén, ahol még K, (T,P) = RP is
teljestil. Ezért minden ¢,, (t), w € N (P) geodetikusra, melyre ¢, (0) € PNU
teljestil, ugyanabban az (R",n) térben vehetjiik a geodetikushoz asszocialt
Morse-Sturm-rendszert, ahol a geodetikus menti R (., ¢, (t)) ¢, () gorbiiletbol
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szérmaz6 (1, 1) tenzornak megfelel @, (t) tenzor, és a Morse-Sturm-rendszer

—_—~—

kezdeti feltételei simén fliggnek az w € N (P) ponttdl. Azaz az L (t,w)
gorbék, mind ugyanannak a A (R?") Lagrange-sokasagnak a gorbéi, melyek
simén fliggnek a t és w paraméterektsl. Ebbdl 14tszik, hogy ha v (1) : [0, €] —

N (P)—F (P)av=wv(0) pont egy egyparaméteres sima varidcidja, akkor az
L (t,v) gorbéknek egy L (t,v (7)) egyparaméteres varidcidja addodik, ahol az
L (t,v (7)) gérbék mind ugyanazt a homoldgia osztalyt reprezentaljak, azaz
au:N(P)—F(P)— Z fuggvény folytonos, igy lokalisan konstans.

Erdemes megjegyzeni, hogy Riemann-esetben az 2.3. Lemma miatt az
(R2) feltétel mindig teljesiil, igy a Maslov-index egyenl6 a fokalis indexel. Az
(14) egyenl6ség jobb oldaldn szerepld fokalis indexben sgn(<,> |p, () =
dim Dy, (¢,), ami igy éppen a fokélis pontokat szdmolja multiplicitassal, és
mint tudjuk ezt teszi a Morse-index is. Azt kaptuk tehat, hogy Riemann-
esetben a Maslov-index megegyezik a Morse-indexxel.

6.2 Helfer allitasanak igazolasa

Tekintsiink egy (n + 1)-dimenzids szemi-euklideszi vektorteret és a bel6le
szarmaztatott (R"!, < .. >) szemi-Reimann sokasigot. Jeldlje V en-
nek a (R"! < .. >) szemi-Riemann-sokasdgnak a Levi-Civita-féle kova-
ridns drivélasat. Rogzitsik egy eq,...,e,11 ortonormalt bazisat a szemi-
Euklideszi térnek, ahol e, térszeri, azaz < e, 11, e,.1 >= 1, jelolje tovabba
Ey, ..., B, ezek kiterjesztéseit konstans vektormezdkké R™ l-re. Legyen
w : R — R egy sima fiiggvény, mely a t +— t - e,,; egyenes mentén

azonosan nulla és O;wli.e, , = 0 minden i esetén, azaz w elsérendben tlinik

el at- e,y egyenes mentén. Vegyiik az (R™, p W ). < .. >) szemi-

Riemann-sokasagot, mely a Helfer-féle allitasnal is szerepelt. Jelolje V a
Levi-Civita-féle kovarians derivalast ezen a sokasagon. Ekkor a Koszul for-
mula szerint

1 ~
n(inEj; Ek) = 5 'ew(y){< VEiEj,Ek > —i—@zw(y)(S;k%—a]w(y)é:k—8kw(y)6l*]},

az y € R pontban, ahol 6}; = (e, ¢;) = (E; (y) , E; (y)) , azaz e szimbdlum
a 0,1, —1 értékket veheti fel. Mivel < Vi, B}, By >= 0 ezért
n+1

1
e*W VB =W 5 Z{aiw(y) e T 0jw(y)05, — Oww(y)07; 1 B - 0y

k=1
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Mivel e“®) £ 0, igy ezzel le is egyszertisithetiink a fenti formuldban. Vegyiik
észre, hogy Vg, E; = 0 érvényes a t - e,,41 mentén, hiszen Qw(t - e,41) = 0,
amib6l rogton kovetkezik, hogy t - e,41 geodetikusa lesz az (R™,n) szemi-
Riemann-sokasagnak és, hogy FEy, ..., E, 1 parhuzamos vektormezok marad-
nak e geodetikus mentén. Haszndlva, hogy Vg FE; = 0 a t - e,41 geode-
tikus mentén, és d;; tulajdonsdgait, tovdbba, hogy 0ny10p11W]te,,, = 0 a
kovetkezok adodnak:

n+1 n+1 n+1
VEn+1VEn+1 (Z fk ( Z an—l—lan-i-lfk Ek+2 Z an—‘,—l fk n+1Ek
k=1 k=1
n+1
+ Z e W) Vg, Ve, By =
n+1 n+1 n+1

Zan-l-lan-i-lfk( Ek+0+z Je (y VEn+1{Z Op+10(Y) 05 +0kw(Y) O 1y —

k=1

n+1
0w ()65 1) B} = Ons10nsr fi (v) - Bit
k=1
n+1 n+1
1
Z fr (y n+1an+1w( )5k Erors + Z fr (y) =0n410kw(y) Eng1—
k=1 2
n+1 n+1

1
§fn+1 (y) Z On4101w0(y) E107; + 0 = Z On410n+1fi (y) - Ex+

=1 k=1
n+1 n+1

0+ = ka n+1akw( ) nt+l — fn+1 )Zanﬂazw(y)El(Sl*z

=1
Hasonlbéan az elozo megjegyzések felhasznalasaval, a t - e,.1 mentén egy y
pontban a kévetkezok adédnak

R<Ez; En+1)En+1 VE vEnJrl nt+1 — vEn+1 vE En+1 V[Ei,En+1]En+1 =

n+1
VE, {Z Onaw(y n+1)k + 0 n+1)W(y)5fn+1)k - 5’kw(y>5fn+1)(n+1))Ek52k}—

n+1

VE(n+1>{Z (Giw( Otk T Onanw w(y)og, — 8kw(?/>5(*n+1)i)Ek51:k} +0=
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hiszen [E;, E;] = 0. Kihasznélva §;; tulajdonsdgait, hogy Vg, Ej =0 at e,
mentén, és azt, hogy 0p410,41W|te, . = 0:

n+1

= —{Z 0 an—i—lw 5 (n+1)k kT 3z‘3n+1w(y)5(*n+1 — 0 akw( )5 (n41)(n+1) )Ek5 k}

n+1

——{Z (0;0ns1w(y (n+1 g+ Ong10n11w(y) 05, — 3n+1akw(y)5(*n+1)i)Ek5/:k} =

1 n+1 X n+1
§{aian+1w(y)En+1 - Z(aiakw<y)Ek5kk) + Z(anﬂakw(?/)5(*n+1)¢Ek5Zk)},
k=1 k=1

adodik. Ekkor a fenti két szamolas alapjan a t - e, ; mentén egy y pontban:

n+1 n+1

vEnJrlvEnJrl(Z fe (y) - Bi) + R(Z fi(Y) - Ex, Epi1) Epga =
k=1 k=1

n+1 n+1
Zan+1an+1fk B+~ ka Ont10kw(Y) Epyq —
=1

n+1 n+1

1
SFner (v Zemm VES + = Zfz ) {0:0n410(y) En1—

n+1 n+1

Z(aiakw(y)Ek5Zk) + Z(an+1akw(y)5(*n+1)iEk52k)}
k=1 k=1

n+1 n+1

= Zan+lan+lfk B+ - ka On+10kw(y) Ern 1+

n+1 n+1 n+1
5 Z fi(y) 0:0n1w(y) En1 — 5 Z fily Z 0;0ww(y) 031, E)-
k=1
Ha most S_17 fx (y) By egy Jacobi-mez6 a t - e, 11 geodetikus mentén, akkor

VEn+1vEn+1< n+1 fk( )Ek) + R(( n+1 fk( ) ) n+1>En+1 = (0 alapjan azt
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kaptuk, hogy Ej szorzdjanak a fenti formulaban 0-nak kell lennie. fgy k=
n + 1 esetén

n+1

an+1an+1fn+l E 2,010 n+1w

mivel minket csak a t- e, geodetikusra ortogonalis megoldésok érdekelnek,
igy feltehetd, hogy f,+1 (y) = 0, aminél a fenti egyenlet a (2) egyenlet elsé
sorat adja. Ha k # n + 1 akkor

n+1

Ont10n41 [k () — = Z fi (y) 00w (y) 5, = 0,

akkor szintén kihaszndlva, hogy f,+1 (y) = 0, a (2) egyenlet masodik sorat
kapjuk.
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