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Bevezetés

A mérgezett csoki jaték évtizedek ota a figyelem kozéppontjaban all. Ez egy egyszert
szabalyokkal rendelkez6 jaték, am ennek ellenére mar tobb, mint 20 éve dacol az Osszes
probélkozassal, ami az elemzésére iranyul. Bizonyos esetekben ismerjiik a stratégiat,
altalaban azonban nem.

Csakany Béla konyve alapjan a jaték a kovetkezd: ,Szamtanfiizetben keretezziink
be egy m és n egység oldalu téglalapot. Mez6i megadasara ... a nemnegativ egész
szamokat hasznalhatjuk. A jaték kezdete elott jeloljiilk meg — ikszeljiik ki’ — a
délnyugati sarokban allo (0,0) négyzetet. A jatszma abban &ll, hogy Anna és Balazs
felvaltva kiikszelnek egy még tires (i, j) négyzetet, és azzal egyiitt az 6sszes olyan (s, t)
négyzetet is, amelyek (i, j)-b&l északra és keletre haladva elérhetsk, vagyis az Osszes
olyan (s,t) négyzetet, amelyre ¢ < s, 7 <. Aki nem tud ikszelni, az veszit.” [3]

A jatékot David Gale [6] talalta ki 1982-ben, és GNIM-nek nevezte el. Am a
G betd hozzdadas a jol ismert NIM jatékhoz nem volt jogos, ugyanis a jaték spe-
cidlis esete a korabban Fred Schuh [8] &ltal bevezetett un. osztojatéknak. A jatek
mégsem GNIM, vagy divisor game néven valt ismertté a vildgon, hanem CHOMP
néven. A ,chomp” angol sz6 jelentése: csdamcsog, ragesal. De mi koze van ennek a
szonak a jatékhoz? Thomas S. Ferguson [5| cikkében elmeséli, hogy a jatékot egy
téabla csokolddéval jatszak, melynek bal fels§ sarka mérgezett. A két jatékos fel-
altva torhet a csokoladébol tigy, hogy kijelol egy mez6t, s mindent letor, ami ettdl
a mezGtol jobbra vagy alatta van. Az veszit, aki kénytelen a mérgezett darabot le-
torni. Ferguson emlitést tesz egy internetes cikkrdl is, ahol a jatékot ki lehet probalni.
(http://207.106.82.89/Puzzles/Chomp/Chomp.htm)

Ismert, hogy mindig a kezdének van nyeré stratégiaja, valamint ismert egyszert
nyerd stratégia n X 2-es, valamint n X n-es csokoladék esetén. Annal meglepbb, hogy
méar n X 3-as csokoladé esetén sem tudunk mondani szinte semmit. David Gale 100 $-t
ajanlott fel az n x m x k-as jaték teljes elemzéséért.

A problémat a fent emlitetteken tul vizsgalta J. H. Conway (2], [1]). Hivatkozik
David Gale és Fred Schuh munkéira. Azonban a jatékkal kapcsolatban csak néhany
nyerd allast emlit meg, lényegesen nem jut kdézelebb a nyerd stratégidhoz.

Az egyik legutolso cikket, ami a jatékkal kapcsolatban megjelent, Doron Zeilber-
ger [11] irta. O is megfogalmaz egy-két szabalyt, amelyek specialis elrendezések esetén
mondanak valamit, valamint feltérképezte a nyers éallasokat, ha az utolsé oszlopban
115-nél kevesebb mez8 van. Zeilberger [9] cikkében targyalja, hogy hogyan hasznal-
hato fel a szamitogép a jaték elemzéséért folytatott harchan. Irt is egy programot [10],
mely az Gsszes nyeré mezét kilistazza egy adott tablara.

Az ezzel kapcsolatos kérdéskér Magyarorszagon is nagy népszeriiségnek orvend.
Noha Csakany Béla [3] konyvében tgy emlegeti, mint Gale lefedés jatéka, a koztudatba
inkabb téglalapos jatékként, vagy mérgezett csoki jatékként vonult be. Poésa Lajos a
tehetséggondozo taboraiban rendszeresen fel szokta adni altalanos iskolas gyerekeknek
a 2 X 8-as, 4 x 4-es, valamint a 3 X 4-es speciélis eseteket. A Dienes Zoltan kéziratat
feldolgozo, Dienes Professzor Jatékai cimd konyvben is megtaldlhatd, mint ,lefedés
jatek” [4]. O is, mint sokan mésok, leirja, hogy miért mindig a kezddének van nyerd
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stratégidja, megmutatja a 2 X n-es és az n x n-es tablakra a nyerd stratégiat, illetve
beszél a specidlis 3 x4-es tablarol. Megmutatja azt is, hogy az osztojaték és a téglalapos
jaték ugyanaz. Megmutatja még néhany jatékallasrol is, hogy az nyerd, de ennél tébbet
6 sem ir. A dolgozat a fenti terminoldgiak koziil végig a mérgezett csokoladé verziot
fogja hasznélni.

A jaték tehat mind a mai napig aktivan foglalkoztatja az embereket, kiillonosen az
n X 3-as eset. Megdobbents ugyanis a tény, hogy a jaték rendkiviil egyszert, mégsem
tudunk hasznos dolgokat mondani a nyerd stratégiarol. Ertelmes kérdés példaul, hogy
egyértelmi-e egy adott helyzetben, hogy hova kell 1épniink, hogy biztosan nyerjiink? A
valasz azonban nemleges, mar n X 3-as csokoladé esetén is van olyan jatékallas, amibél
elérhetd két nyerd mezd is. Akkor vajon egyértelmii-e az els§ nyerd lépés? A valasz
erre a kérdésre is tagadd: 10 x 8-as csokoladé esetén két kezdeti nyerd 1épés van. Az
n X 3-as esetben nem tudjuk a véalaszt. Valoszintleg egyértelmi a kezdd nyers 1épés,
de bizonyitani eddig senki nem tudta.

A dolgozatban (mely [7] kibovitett és atdolgozott valtozata) az n x 3-as jatékot j
megkozelitésben elemezziik. ElGallitjuk a nyer§ mezdéket egy parcidlis rekurziv fligg-
vény segitségével, majd a tovabbiakban ezen fiiggvényt vizsgaljuk tovabb. ElsGsorban
a kezd6 nyer6 mezgkre koncentralunk. Csak két kezdd lépés lehet: vagy a kozépsé
oszlopba toriink, vagy az utolsoba. Jelolje (A, B, ') azt a jatékallast, amikor az elsé
oszlopban A, a méasodik oszlopban B, a harmadk oszlopban pedig C' mez6 van. Ekkor
a kezdd lépés (A, B, B) vagy (A, A, C') tipusu lehet. Reészlet az (A, B, B) nyeré mezsk
sorozatabol: (3,1,1), (4,2,2), (6,3,3), (8,4,4), (10,5,5), ...(87,50,50). Idaig minden
szam el6fordult (1-t61 50-ig), valamint a tablak mérete is monoton nétt, igy az sejthetd,
hogy ez a két tulajdonsag késébb is megmarad. A sorozat kovetkezd eleme azonban
(88,52,52), vagyis a két sejtés egyike biztosan megddl, konkrétan: a monotonitas. A
kovetkezs kezdd nyerd 1épés ugyanis (89,51,51). A 2.17. tételben belatjuk, hogy a mé-
sik sejtés mindig all. Az (A, A, C) tipusi kezds nyers mezoket vizsgalva rajohetiink,
hogy itt nem fog minden C' el6fordulni, sikeriilt viszont igazolni a 2.20. tételben, hogy
végtelen sok ilyen tipusii nyerd kezdé lépés van. Tovabba a 2.26. allitasban megfogal-
mazunk egy elégséges feltételt arra vonatkozoan, hogy csak 1 nyerd kezd 1épés legyen
minden n X 3-as csokoladé esetén.

A jaték tehat tovabbi elemzésre szorul, remélhetéleg ezzel az 1 megkozelitéssel
kénnyebben meg lehet majd fogni a nyerd stratégiat.
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1. Az altalanos jaték

Adott egy n x m-es csokolddé, melynek bal felsé sarka mérgezett. Két jatékos felvaltva

tor a csokoldadébol egy darabot tgy, hogy kijelol egy kockat a még meglevs tablan,

majd letori a kijelolt kockat, valamint mindazokat, melyek t6le jobbra és/vagy lefele

esnek. Az a jatékos veszit, aki kénytelen a mérgezett darabjat letérni a csokoladénak.
Jeloljiik az i-edik sor j-edik kockajat (i, 7)-vel.

1.1. Példa. A két jdatékos egy 3 X 4-es tdblan jatszik. Az elsd jdatékos letori a (2,3)-as
mezdt, s vele egyiitt a (2,4), (3,3), (3,4) mezdket is. Erre a masodik jdtékos letori a
(2,2)-es, s vele egyiitt a (3,2)-es mezdket. Erre az elsd jatékos az (1,4) mezdt tori le.
A mdsodik jdatékos letéri a (2,1), valamint (3,1) mezdket, majd az elsd jatékos letori
az (1,2) és (1,3) mezdket, és ezzel nyert, hisz a mdsodik jatékosnak mdr csak az (1,1)
(mérgezett) kocka maradt (1. dbra).

1. abra. Példajaték

A jaték kiilonboz6 csokoladéméretekre mas és mas, kiillonboznek a nyerd stratégiak
is. A stratégialopas” modszerével azonban konnyen lathatod, hogy az els6 jatékosnak
mindig van nyerd stratégidja.

1.2. Allitas. Az elsd jatékosnak tetszéleses n x m-es csokolddéméret esetén nyerd
stratégidja van.

Bizonyitds. A jatékrol azonnal latszik, hogy véges, hiszen legfeljebb nm lépésben véget
ér, és dontetlen nem fordulhat els. A véges, kétszemélyes jatékok esetén mindig van
valamelyik jatékosnak nyerd stratégiaja [12].

Tegyiik fel, hogy nem az els§, hanem a masodik jatékosnak van nyerd stratégiaja.
Ez azt jelenti, hogy barmelyik mez6t torje is le kezdetben az els6 jatékos, arra van
egy olyan lépése a masodik jatékosnak, melybdl biztosan tud nyerni. Vagyis ha az els6
jatékos az (n,m) mez6t tori le, arra is van egy nyerd lépése, mondjuk (7, j). Azonban
ha az els§ jatékos az (i,7) kockat torte volna le kezdésnél, akkor ezzel a lépéssel az
el6z6 helyzet allt volna eld, csak most a masodik jatékos kévetkezik. Viszont innen a
feltételezés miatt az elsé jatékos biztosan nyer, ellentmondasban azzal, hogy a masodik
jatékosnak erre is van nyerG valaszlépése. Az ellentmondas bizonyitja az allitast. [
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A jaték stratégiaja két specidlis esetben ismert, ezen esetek elemzése meglehetésen
egyszert [3].

1.1. A 2 x n-es jaték

Az els6 jatékos jatsszon a kovetkezSképpen: kezdetben az (2,n) kockat (a jobb alsd
sarkot) tori le, majd a tovabbiakban ha a méasodik jatékos az (1,4) kockat tori, akkor
az elsg jatékos az (2,7 — 1)-t, ha pedig a masodik jatékos az (2,14) kockat tori le, akkor
valaszul az els6 jatékos az (1,4 + 1)-et tori le.

2. abra. Stratégia a 2 x n-es csokoladén

Konnyt latni, hogy a fenti modon az elsd jatékos mindig nyer, mert a jaték folyamén
végig fenn tudja tartani azt az allapotot, hogy a 1épése utan az elsé sorban 1-el t6bb
mez6 legyen, mint a masodikban.

1.2. Az n X n-es jaték

Az els6 jatékos letori a (2,2) mez6t, majd ha a méasodik jatékos az (i,1) mezdt tori le,
akkor 6 az (1,7) mezét, ellenkezd esetben pedig pont forditva.

3

3. dbra. Stratégia az n x n-es csokoladén

Ez a modszer is egy szimmetrikus helyzet fenntartasan alapszik, amivel végil az
elsG jatékos nyer.

A tovabbiakban csak az n x 3-as esetet fogjuk vizsgalni, &m ott mér sajnos nem fo-
gunk tudni hasonldéan szép elvet mutatni, mely egy szimmetrikus struktira megérzésén
alapszik.
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2. Az n x 3-as jaték

2.1. Nyerds mezék

Mostantol a jatéknak csak azzal a specialis esetével foglalkozunk, melyben a csokola-
dénak 3 oszlopa van.

2.1. Jelolés. Jeloljink (A, B, C)-vel egy olyan jatékallast, melyben a csokoladé elsd
oszlopadban A, a masodik oszlopban B, mig a harmadik oszlopban C' mez§ van még
meg. Tovabbé ha az egyik jatékos torése utan az (A, B,C') jatékallas allt els, akkor
azt mondjuk, hogy a jatékos (A, B, C)-t lépte.

A jaték szabalyaibol azonnal adodik, hogy egy (A, B, C) jatékallasra A > B > C.
2.2. Definici6. Nevezziik (A, B, C)-t nyerd mezdnek, ha az egyik jatékos ezt 1lépve ké-

pes ezutan nyerni, barhogyan jatsszon is a masik jatékos. A tobbi jatékallast nevezziik
vesztd mezonek.

Nyilvan (1, 0, 0) nyer6 mezd, hiszen ekkor a mésik méar csak a bal felss sarkot torheti.
A definiciobol az is vilagos, hogy nyers mezérél csak veszté mezdre 1éphetiink, viszont
minden veszté mezorsl tudunk legalabb egy nyerd mezére 1épni. Ez lehetGséget ad a
nyerG- ¢és veszté mezdk rekurziv megallapitasara.

2.3. Kovetkezmény. Ha (A, B,C) nyerd mezd, akkor az aldbbiak vesztd mezdk:

1. (A, B,C), ha C' > C,

(

2. (A,Cy,Cy), ha C > Cy,
3. (C1,Cy,Cy), ha C > C,
4. (A,B,,C), ha B> B, > C,
5. (By,B:,C), ha B> B, > C,
6. (A,,B,C), ha A> A, > B.

Bizonyitds. Az (A, B,C') allasbol csak a fent felsorolt allasokba léphetiink. ]

Vilagos, hogy egy nyerd stratégia ismeretéhez a nyerd mezdket kell ismerniink, egy
nyerd stratégia ugyanis abbdl all, hogy minden egyes 1épésiinkkel nyeré mezdékre lépiink.
A nyer6 mezdk felderitését segitik az alabbi fliggvények.

2.4. Definicié. Legyen f: N x N — N az alabbi kétvaltozos parcidlis fiiggvény:
£(0,0) = 1. B < C esetén f nem értelmezett, B > C-re akkor értelmes, ha nincs
B-nél kisebb Bj, melyre f(B;,C) = Bj, valamint nincs C-nél kisebb C}, melyre
f(Cy,Cy) = C1, ekkor az értéke legyen

A# f(B),C), haC< B, <B
f(B,C)=min{ A>B: A#f(B,C)), haC,<C
A#f(Cy,Cy), haCy <C
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A fenti definiciobol kivilaglik, hogy f parcialis rekurziv fliggvény, aminek a legna-
gyobb elénye, hogy kiszamolhaté (a késGbbiekben latni fogjuk, hogy a bonyolultnak
ting definicio ellenére meglehetGsen egyszerten).

2.5. Definicié. Legyen g: N x N — N az a kétvaltozos parcidlis fiiggvény, melyre
g (B,C) = A pontosan akkor, ha (A, B, C') nyer6 mez5. Amennyiben (B, C)-hez nincs
megfelels A, Ggy f nem értelmezett.

B < C esetén tehat g nincs értelmezve, valamint a 2.3. kdvetkezmény 6. pontja
miatt nem fordulhat els, hogy egy (B, C') parhoz legyen A és A; is, melyre (A, B,C)
is és (A, B, C') is nyerd mezdk lennének, vagyis ¢ definicioja értelmes.

Vil4gos, hogy ¢ ismeretében ki tudunk alakitani nyers stratégiat, hiszen g valami-
lyen értelemben ,elkodolja” a nyers 1épéseket.

Az alabbi tétel megadja a fenti két fliggvény kozotti kapcsolatot.

2.6. Tétel. A fent definidlt f és g fiigguények ugyanott vannak értelmezve, és ha egy
(B, C) pdron értelmesek, akkor f (B,C) = g(B,C).

Bizonyitds. A tételt teljes indukcioval bizonyitjuk. Tudjuk, hogy f (0,0) = ¢ (0,0) = 1.
Vilagos tovabbéa, hogy B < C esetén f (B,C') és g (B, C) egyike sincs definialva.

Tegyiik most fel, hogy f(Bi,C1) = ¢g(By,Cy) minden olyan B; < B, ¢} < C
esetén, ahol (B, () # (B, C1). Belatjuk, hogy ekkor f (B,C) = g (B, () is teljestil.

Ha f(B,C) nincs értelmezve valamilyen B > C' esetén, akkor a definicié alapjan
van By < B, hogy f (By,C) = By, vagy van C; < C, melyre f (C1,C1) = C;. Az els6
esetben az indukci6 miatt (By, By, C') nyeré mezd, ahova léphetiink az (A, B, C') jaték-
allasbol, vagyis (A, B, C) semmilyen A esetén nem lehet nyeré mezs, tehat g (B, C)
sincs definidlva. A masik esetben (C,C1,C}) nyer6 mezd az indukci6 miatt, és az
(A, B, () jatékallasbol szintén tudunk mindig ide 1épni, vagyis (A, B, C') szintén nem
lehet nyer6 mez6, igy g (B, C) ekkor sincs értelmezve.

Tegyiik most fel, hogy f(B,C) = A. Belatjuk, hogy (A, B,C) nyer6 mezs, igy
g(B,C) = f(B,C). Az (A, B,C) jatekallasbol csak a 2.3. kovetkezményben leirt
jatékallasokba léphetiink: (ha mindegyik veszté mezd, akkor (A, B, C') valoban nyerd
mez0)

1. (A, B,CY), ahol C > Cy, de A # f(B,C) = g(B,C1), igy (A, B,C}) veszts

mezo.

2. (A, 01,01), ahol C' > Ol, de A 7é f(Ol,Cl) =4g (C’l,C'l), igy (A, Cl,Cl) veszt§

mezo.

3. (Cl, 01,01), ahol C > Cl, de Cl 7é f (C’l,(]l) =g (Cl,Cl), fgy (01701, Ol) vesztd

mezo.

4. (A,By,C),ahol B> By > C,de A+# f(By,C) = g(B1,C), igy (A, By, C) veszts

mezo.

5. (Bl,Bl,C), ahol B > By > (C,de A 7é f(Bl,Bl) = g(Bl,Bl), igy (A, Bl,Bl)

vesztd mez6.
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6. (A1, B,C), ahol A > A; > B, de mivel f definici6jaban a legkisebb lehetséges
A-t valasztjuk, ezért 1éteznek By < B, C; < C, hogy tudunk lépni az (Ay, By, Ch)
jatékallasra az (Ay, B, (') jatékallasbol, valamint A; = f(By,Cy) = g (B, Ch),
vagyis (Aj, B, C) veszt6 mez6 kell legyen.

Az (A, B, C) jatékallasbol csak veszt6 mezdkre léphetiink, igy (A, B, C') nyer6 mezd.
Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. O]

2.2. A tablazat

Most mar rekurzivan ki tudjuk szamitani az f fiiggvényt (a nyerd mezdket), amit
abrazolhatunk egy tablazatban tgy, hogy az oszlopok adjak az elsé koordinatat, a
sorok pedig a masodik koordinatat, vagyis f (B,C) = A azt jelenti, hogy A szerepel a
C-edik sor B-edik oszlopaban (4. abra).

[OTT]2]3]4[5[6[7[8]9[10]11[12]13]14]15]|
0 2137456789 J10]11]12]13 15[ 16
1 2 * k * * k ES * * k k * k
2 506 789 10[11]12]13] 14 16 | 17
4 9 10 7 B3 * * k B3 * k
5 9 [11]12]13]14]15] 16 18 | 19
6 1211319 *x [ * ] * kK
7 41215 ]16 |17 19 | 20
8 1416 [17] 12 F
9 1714718 20 | 21
10 || 19 | 20 4] *
11 22 [ 17] 23
12 211232224
13 24 [ 23] 22
14 25 | 26
15 27

4. dbra. A tablazat eleje

Lassuk, miként jelentkezik a 2.4. definici6 a tablazatban: Ha f(B,C) definialt,
akkor f (B,C) a legkisebb olyan természetes szam, ami legalabb B, valamint nem
szerepel B-edik oszlopban f6ljebb, nem jelenik meg a C-edik sorban korabban, valamint
nem szerepel a fatloban a C-edik sorral bezaroan.

2.7. Példa. f(13,11) = 22, ugyanis f (13,11) az a legkisebb pozitiv egész, mely legaldbb
13, és nem szerepel a 4. dbrdban szinnel.
A fiiggvény nincs definidlva a C-edik sor B-nél nagyobb oszlopaiban, ha f (B, C) =

B, vagy ha valahol is el6fordul, hogy f (A, A) = A. Belatjuk, hogy az utobbi eset
azonban lehetetlen.
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2.8. Lemma. A fddtloban szerepld elem mindig nagyobb, mint a kozvetlen felette levd
(amennyiben mindkettd létezik), azaz f(C,C —1) < f(C,C). Tovabbd f(C,C) és
f(C,C —1) egyszerre értelmezett.

Bizonyitds. f(C,C) és f(C,C — 1) definicidja mindossze annyiban tér el egymastol,
hogy az elébbiben eggyel tobb elemet zarunk ki, konkrétan f(C,C — 1)-et. Vagyis
f(C,C) pontosan akkor értelmezett, mint f (C,C —1),és f(C,C) > f(C,C —-1). O

2.9. Kovetkezmény. Semmilyen A-ra nem lesz f (A, A) = A, vagyis (A, A, A) mindig
vesztd mezd. lgy a kezdd jatékosnak van nyerd stratégidja.

Bizonyitds. Indirekt modon legyen A a legkisebb természetes szam, melyre f (A, A) =
A. Ekkor f (A, A—1) is definialt, és f (A —1,A—1) # A —1 a feltevés miatt. Az f
fiiggvény definiciojabol A < f (A, A—1) < f(A, A) = A, ellentmondaés. O

A kovetkezmény alapjan az f fliggvényt egyszeriibben is definialhatjuk:

2.10. Definicié. Legyen f: N x N — N az aldbbi kétvaltozos parcialis fiiggvény:
£(0,0) =1. B < C esetén f nincs definialva, B > C-re akkor van definiélva, ha nincs
B-nél kisebb By, melyre f (B;,C) = By, ekkor az értéke legyen

A#f(Bl,C), haC’ﬁBl<B
F(B,C)=mind A>B: A#f(B,Cy), haCi<C
A#f(C’l,Cl), ha ¢ < C

Lathato tehat, hogy a tablazat meglehetGsen egyszerten és gyorsan tolthetd ki: Ha
fel akarjuk tolteni az els6 n sor els6é m oszlopat, akkor O (nm) helyen kell kiszamolnunk
az f fiiggvény értékeét, egy érték kiszamolasa pedig O (n + m) lépésben megtehetd, igy a
tablazat els6 nxm-es része O (nm (n + m)) idében tolthets ki. Ha nx 3-as csokoladéval
jatszunk, akkor a tablazatnak legfeljebb elsé n sorara és n oszlopéara van sziikségiink,
amit tehat O (n?) lépésben kiszamithatunk.

Tovabbé, ha mar kiszdmoltuk elére a tablazatot, és jatszanunk kell a segitségével,
akkor sincs nehéz dolgunk. Ha az ellenfél az (A, B, C') mezére tort, akkor vizsgaljuk
meg f (B, C)-t! Ha nincs definidlva, akkor annak az az oka, hogy van B; < B, melyre
f(B1,C) = By, vagyis (B, By, C) nyer6 mezd, torjiink oda! Ha A; = f (B, (), és A =
Ay, akkor nincs mit tenni, torhetiink barhova, hiszen az ellenfél nyerd mezére tort, igy
mi nem tudunk. Ha A; < A, akkor (A, B, C') nyerd mezd, valamint elérhetd az aktuéalis
jatékallasbol, ezért torjlink oda! Ha pedig A < A, akkor ez azt jelenti, hogy amikor
kiszamoltuk f (B, C)-t (a tablazat C-edik soranak és B-edik oszlopanak elemét), akkor
ott azért szerepel A-nal nagyobb szam, mert A-t kizartuk, vagyis szerepel a B-edik
oszlopban kordbban, vagy a C-edik sorban korabban, esetleg a f6atloban korabban. A
fenti esetek koziil barhol legyen is A, az egy olyan nyerd mezét jelent, ahova tudunk
torni az (A, B, C') jatékallasbol, igy torjiink odal

Ez vilagos moédon nyerd stratégia, és az is latszik, hogy az (A, B,C) mez6rol a
kovetkezs 1épés kiszamitasa O (B + C') miveletet igényel.

Ez a tablazat minden informaciét tartalmaz a jaték nyerd stratégiajarol,
igy a tovabbiakban elegendd ezt a tablazatot vizsgalni.
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2.3. A kezdé6 nyerS mezd

Az els6 nyerd lépés szintén egy érdekes kérdés: hova torjiink elgszor? Az (A, A, A)
jatékallasbol 3 féle pozicioba tudunk torni: (A, A, C)-be, (A, B, B)-be és (B, B, B)-
be, &m az utobbirdl belattuk, hogy mindig veszté mezs. Az (A, B, B) tipusa nyerd
kezddlépések a tablazat f6atlojaban talalhatok, mig az (A, A, C) tipustiak a véges sorok
végén. Az utobbiak piros szinnel lettek megjelélve a 4. abraban.

Erdekes kérdés, hogy egyértelmt-e mindig a nyerd lépés. Sajnos nem, bizonyos
helyekrdl tobb nyerd mezdre is torhetiink. Kérdezhetjiik azt, hogy egyértelmi-e a nyerd
kezdslépés. Am erre a kérdésre is nemleges a valasz. Ismert, hogy 8 x 10-es csokoladé
esetén két nyer6 kezdd lépés van. Akkor: egyértelmtii-e a nyer§ kezdd lépés n x 3-
as csokoladé esetén? Valoszintleg igen, am még senkinek sem sikeriilt bizonyitania.
Vil4dgos azonban a kovetkezd:

2.11. Allitas. Legfeljebb két kezdd nyerd mezd létezhet az n X 3 csokolddé esetén, és
ha valdban kettd van, akkor azok (A, B, B) és (A, A, C) alakiak, ahol C < B (5. dbra).

[OJT]2][3]4[5[6[7[8[9J10[11]12][13]14]15]
Of1(2(3(4|5|6 |7 |89 10|11 12|13 |14 |15]|16
2 41516789 |10|11|12 |13 |14 15|16 |17
) 109 1112|1314 |15 16|17 |18 |19
6 11112 13| 9 | * | * | * | * | * | *
7 13114 (12 (15|16 | 17| 18|19 | 20
8 1514 |16 [ 17 |12 * | * | *
9 16 | 17 14 | 18 | 19 | 20 | 21
10 14| *
11 20 | 19 | 22 23
12 21 | 23 24
13 24 22
14 26
15 27

5. abra. Két nyerd kezdslépés lehetséges elhelyezkedése

2.12. Példa. (14,14,10) nyerd mezd. Ahhoz, hogy legyen eqy (14, B, B) tipusi nyerd
mezd 1s, az kell, hogy a 14-es szam eldforduljon a tabldzatban a kékkel jelolt helyeken,
vagyis 10 < B < 14 sziikséges (5. dbra).

A 2.11. dllitds bizonyitdsa. Ha (A, B, B) nyerd mezd, akkor A szerepel a fgatloban. Ha
(A, A, C) nyer6 mezs, akkor A szerepel az A-adik oszlopban. A fgatloban is, valamint
egy oszlopban is legfeljebb egyszer fordulhat el minden szam, igy ketténél tobb kezdd
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nyer6 mez3 nem lehet. Tovabba ha (A, B, B) nyer6 mez6, akkor az A szdm nem
fordulhat el6 a tabldzatban a B + 1-edik sortdl kezdédéen, vagy akar a B-edik sorban
késébb, igy ha (A, A, C) is nyer6 mezd, akkor C' < B. H

2.13. Tétel. Minden (B, C) pdrra, amelyre f (B, C) értelmezett, fenndll az f (B,C) <
B+ C + 1 egyenldtlenség.

Bizonyitds. A tételt indukcioval bizonyitjuk. A kezdeti eset: f(0,0) =1 <0+ 0+ 1.
Tegyiik fel, hogy a fenti egyenlGtlenség teljesiil minden olyan B; < B, (' < C' esetén,
ahol (By,Cy) # (B,C). Amikor kiszamitjuk f(B,C) értékét (ha értelmezve van),
bizonyos szamokat kizarunk, melyek egyike sem lehet tobb B + C-nél az indukcid
szerint, vagyis f (B, C)-nek nem fogunk B + C 4+ 1-nél nagyobb szamot véalasztani. Ez
pedig éppen a bizonyitandé volt. l

Hasonléan igazolhatok az alabbiak:
2.14. Allitas. Ha 2 < C, akkor f (B,C) < B+C.
2.15. Allitas. Ha 5 < C, akkor f (B,C) < B+ C — 1.
2.16. Kovetkezmény. Ha (A, B, B) nyerd mezd (és b < B), akkor A/B < 2.

Ha megvizsgéljuk az (A, B, B)-tipust kezd6 nyers mezdket, azt sejtjiik, hogy min-
den B-hez létezik egy megfelels A, melyre (A, B, B) nyer6 mez6, valamint B = 50-ig
felirva ezeket a nyers mezdéket (ezek éppen a f6atloban megjelend szamok), azt is sejt-
juk, hogy nagyobb B-hez nagyobb A tartozik, hogy (A, B, B) nyer6 mez6 legyen:

(1,0,0),(3,1,1),(4,2,2),(6,3,3),(8,4,4),(10,5,5), (11,6,6),

(72,41,41) , (73,42, 42) , (74,43,43) , (76, 44, 44) , (78,45, 45) ,
(80,46, 46) , (82,47, 47), (83,48, 48) , (85, 49, 49) , (87, 50, 50) .

Erdekes modon a kévetkezd (A, B, B) tipust nyerd mezé (88,52,52), igy a fent
megfogalmazott két sejtés legalabb egyike hamis. Vajon melyik marad érvényben a
tablazat tovabbi részében? A monotonitas, vagy minden lehetséges B érték elGfordul?
A kovetkezd (A, B, B) tipusu nyeré mezd (89,51,51), igy a monotonitds megddlt. A
maésik sejtés viszont mindig fennall, precizen:

2.17. Tétel. Minden B-hez létezik eqy A > B, hogy (A, B, B) eqy kezdd nyerd mezd.

Bizonyitds. Az allitas vilagos az f fliggvény definiciojabol, ugyanis f (B, B) minden B
esetén definialva van. O

Vizsgéljuk most az (A, A, C') tipust kezdd nyerd mezsket! Az els§ szembeting tény,
hogy (A, A,2) mindig veszté mezs:

2.18. Allitas. Ha B > 2, akkor f (B,2) értelmezett, és f (B,2) = B + 2.
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Bizonyitds. Konnyt latni, hogy f(B,0) = B+1 (ez tulajdonképpen az n x 2-es jaték),
valamint B > 2 esetén f(B,1) nincs definidlva. f definiciojabol igy méar vildgosan

adodik, hogy f(B,2) = B + 2. Wl

Ez azt jelenti, hogy nem minden C' esetén tudunk talalni megfelel6 A-t, hogy
(A, A, C) nyer6 mezd lenne. Nem vilagos azonban, hogy mely C-kre tudunk meg-
felel6 A-t mutatni, azt azonban be tudjuk bizonyitani, hogy végtelen sok C-hez van

A.
Az alabbi megfigyelés egyszertien kovetkezik a tablazat képzési szabalyabol:

2.19. Allitas. Ha (A, A, C) nyerd mezd, akkor csak véges sok (pontosan A — C + 1
darab) olyan (E,F) pdr létezik, melyre (E, F,C) nyerd mezdé. Tovdbbd: ha (A, A,C)
nyerd mezd, és C < F < A, akkor egyértelmiien létezik hozzd E, hogy (E,F,C) is
nyerd mezd legyen.

2.20. Tétel. Végtelen sok C esetén taldlhato olyan A, hogy (A, A,C) nyerd mezd
legyen.

Bizonyitds. Tegytk fel az allitassal ellentétben, hogy csak véges sok (A, A, C) tipust
nyeré mez6 van. Ez azt jelenti, hogy van olyan N, hogy ha A > N, akkor nincs
(A, A, C) tipust kezdd nyerd mezd, igy ezekre a A-kra (A, B, B) tipust nyerd mezé kell
legyen. Tehat ha A > N, akkor van hozza B, hogy A = f (B, B). Legyen M a f6atlo
els6 N elemének maximuma, azaz M = max{ f(B,B) | B < N }. Legyen tovabba P
az a szam, ami legfeljebb M, és ezek koziil a legutoljara fordul el§ a féatloban, legyen
éppen a D-edik sor D-edik oszlopaban. Formalisan D = max{ B | f (B,B) < M }, és
legyen P = f(D,D). Ha most B > D, akkor f(B,B) > M, igy B > N is teljesiil,
amibsl N < D. Vizsgaljuk most az X = f(D,D — 1) elemet. A 2.8. lemma miatt
X = f(D,D-1) < f(D,D) = P < M, vagyis P definici6ja miatt X mar nem
fordulhat el a D-edik sor utédn a féatloban, a D-edik sor el6tt pedig f definicidja
miatt nem fordulhat el6. Am N < D < f(D,D — 1) = X miatt valamikor fel kellene
bukkannia a f&atloban X-nek. Az ellentmondas bizonyitja a tételt. m

2.4. A sorok minimuma

2.21. Definicié. A tovabbiakban a véges sorokat révid sornak, a végtelen hosszi
sorokat pedig hosszi sornak nevezziik.

Ugy ttinik, hogy a sorok minimumeértékeit és minimumbhelyeit érdekes vizsgalni,
ugyanis rendkiviil érdekes sajatossagokat mutatnak. ElGszor is, az Osszes kiszamolt
értékre igaz, hogy a rovid sorok minimumai éppen a sorok végén helyezkednek el. Ez
azt jelenti, hogy ha (A, A, C) kezd6 nyer6 mezd, akkor minden C' < B < A esetén
van C4, hogy (A, B,C}) nyer§ mezs. Mésodszor, a minimumok monoton nének, a
minimumhelyek jobbra toloédnak, valamint a hossz sorok minimuma éppen a kévetkezd
rovid sor vége (és egyben minimuma is). A fentiekbsl mar az is kovetkezik, hogy csak
egyetlen kezdd nyerd mezé van n x 3-as csokoladé esetén, am sajnos a fentiek koziil
nem tudjuk mindet bizonyitani.
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2.22. Definici6. Jelolje Mo a C-edik sor minimumat, valamint Bg azt az oszlopot,
amiben M¢ fellép. Ekkor f (Be,C) = M. A sorok minimumait (ha nem a sor végére
esnek) lila szinnel jeloltiik a 4. abraban.

El6szor a kovetkezot latjuk be:

2.23. Allitas. A sorok minimumai névekednek, valamint jobbra tolddnak:

1. Ha Cy < Cy, akkor Mo, < Mg,
2. ha ekkor M¢, = Mc,, akkor Be, < Bg,.

Bizonyitas. Jelolje M = M¢, és By = Bg,. Tekintslink egy C' > Cj-et, és vizsgéljuk,
hogy mi lehet f (B, C)!

Ha f (B, C}) értelmezett, akkor f (B, C}) > M azt jelenti, hogy az dsszes B < K <
M szamot kizartuk valahol a 2.10. definicioban. Am mivel a C; sor minimuma M, ezért
csak az lehet, hogy véve egy fenti K-t, az szerepel a f6atloban, vagy a B-edik oszlopban
méar valahol a Cj-edik sor el6tt. Mindkét eset azt jelenti, hogy K nem keriilhet be a
C-edik sor és a B-edik oszlop metszetébe. Ha még B < B; is teljesiil, akkor K = M-re
is elmondhat6 a fenti gondolatmenet, B = B; esetén pedig f (B,C) # M, mivel a
B-edik oszlopban M mar szerepelt egy korabbi sorban.

Ha f (B, C}) nincs definialva, akkor van olyan B > L > By, hogy f(L,C}) =L >
M. Viszont ekkor f (B,C) > B> L > M.

A két részt Osszetéve kapjuk mindkét allitas bizonyitasat. m

2.24. Kovetkezmény. Ha Mq = B¢ (azaz a sor minimuma éppen a sor végén van),
akkor Mo < Mcyq, vagyis Mo tobbé nem lép fel a tdabldzatban.

Bizonyitds. A 2.23. allitds miatt M < Mgy, és ha Moy, = Me lenne, akkor My =
Be < Boy1 < f(Beg1,C + 1) = Me ellentmondast ad. O

2.25. Kovetkezmény. Ha f (C,C) = M¢ (azaz a sor minimuma a sor legelején van),
akkor Moy < Mo < Mey.

Bizonyitds. Mo megjelent a f6atloban, vagyis a tablazat tovabbi soraiban nem léphet
fel, igy a 2.23. allitas miatt Mo < Mey1. Tudjuk, hogy Moy < Mg, ésha Moy = Mg
lenne, akkor C — 1 < Be_; < Bo = C, igy Be-1 = C — 1, vagyis f(C —-1,C —1) =
Me_1, de ebben az esetben Mc_1 = Mg nem léphetne mar fel a C-edik sorban. O

A tablazat ismert részei azt sugalljak, hogy a révid sorok minimumai a sor végén
vannak, valamint a révid sorok hossza né. Amennyiben ezt tudnank, gy az alabbi
fontos dolgot bizonyithatnank:

2.26. Allitas. Ha a révid sorok minimumai éppen a sor végén vannak, akkor n X 3-as
csokoldadén jdatszva egyértelmi a kezdd nyerd mezd.

Bizonyitds. A 2.11. allitasban belattuk, hogy ha (A, A, C) és (A, B, B) egyarant nyerd
mezk, akkor C' < B teljesiil. Am ekkor A a C-edik sor végén lenne, vagyis a sor
minimuma lenne, és ekkor a 2.24. kivetkezmény miatt tobbet nem lépne fel a tabla-
zatban. O]
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A fenti két észrevétel egyébként nem fiiggetlen egymastol, pontosan:

2.27. Allitas. Tekintsiik az aldbbi két dllitdst:

1. A révid sorok minimuma éppen a sor végén van.

2. Ha a Cy < Cy sorok rovidek, a végiik a By ill. By oszlopban van, akkor By < Bs.

Ha az elsd dllitds teljesiil a C-edik sorig, akkor a mdsodik is.
Ha sor minimuma (a harmadik sortol kezdddden) nem lehet a fédatlcban, valamint a
masodik dllitds teljestil a tabldzatban, akkor az elsd is.

Bizonyitds. Tegyiik fel elGszor, hogy az elsg allitas teljesiil. Ekkor egy ¢ < C rovid
sor vége egyben a minimuma is (legyen ez M), és ekkor a 2.24. kovetkezmény miatt a
késébbi Cy < C' révid sor My minimuma nagyobb: M; < M,, valamint ez a minimum
egyben a sor vége is, vagyis az My-edik oszlopban 1ép fel, vagyis valoban késébb.

Ha a masodik allitas teljesiil a tablazatban, akkor legyen C az els§ olyan révid
sor, melyre az M; minimuma nem a sor végén van. Legye a sor vége B;. M fel kell
lépjen a féatloban, vagy valahol egy sor végén, hiszen a M; x 3-as csokolddé esetén
az els6 jatékosnak van egy kezdd nyerd lépése. Viszont a féatloban nem fordulhat
el6: a C-edik sorig azért nem, mert M fellép késébb a C-edik sorban, késébb pedig
a 2.23. allitdas miatt. Ez viszont azt jelenti, hogy M; valamikor a C}-edik sor utan sor
végén lép fel, ami viszont M; < B; miatt ellentmond a mésodik allitasnak. l

Lathato, hogy a fenti két allitds majdnem ekvivalens a tablazatban, nem vilagos
azonban, hogy a kozbeszurt technikai feltétel (miszerint sor minimuma nem esik a
féatloba) hogyan hagyhato el.

3. Tovabbi megjegyzések

Mint lattuk, a tablazat minden informéciét tartalmaz a 3 soros mérgezett csoki jatékrol,
igy csak a tablazat tulajdonsagait kell vizsgalnunk. Mar most is rengeteg informéacionk
van a tablazatrol, és még tobb megfigyelésiink.

Megmaradtak a kovetkezdk:

3.1. Probléma. Teljesiilnek-e az alabbi allitasok a teljes tablazatra? (Az els6 500
sorig igen.)

1. A rovid sorok minimuma a sor végén van;
2. A rovid sorok hossza né;
3. Sor minimuma nem esik a fgatloba (ez a 0. és 2. sorra nem teljesiil);

4. Egy hosszt sor minimuma éppen a kovetkezé révid sor minimuma.
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Ha jobban megfigyeljiikk a hosszu sorokat, akkor észrevehetjiik, hogy egy id6 utan
egy hosszi sorban szerepld szamok 1-gyel nének, ami azt jelenti, hogy ha a C-edik sor
hosszt, akkor van egy «, hogy (A + «, A, C') nyer6 mezdk, ha A elég nagy.

3.2. Probléma. Ha a C-edik sor hosszi, akkor van-e mindig megfelel6 «, hogy ha A
elég nagy, akkor (A + a, A, C') nyer6 mezsk?

Az els6 500 sort vizsgélva teljesiil, hogy hosszt sor utdn mindig egy révid kévetkezik.
Valoszintileg ez kés6bb is fenndll. Ha ez igaz lenne, akkor kozelebb lennénk ahhoz, hogy
belassuk, hogy a rovid sorok hossza né (am ez a feltétel sajnos még nem elegendd).

3.3. Probléma. Van-e két egymast kovets hosszu sor a tablazatban?

Vizsgéljuk most kozelebbrdl a fGatlot és a fo6lotte levs atlot! Tobb érdekes megfigye-
lést is tehetiink: elGszor is, ha valamikor megtorik a fGatlobeli elemek monotonitésa, az
azonnal korrigadlodik a kovetkezd elemmel. Masodszor, az 0sszes természetes szam el-
fordul a féatloban vagy a folotte levs atloban (ami ekvivalens azzal, hogy ha (A, A, C)
nyeré mez6, akkor A el6fordul valamikor a f64tlo feletti atloban). Els6 ranézésre ugy
tinik, hogy ezen atlo elemei névekednek, &m ez nem igy van: amikor megtorik a f6atlo
monotonitasa, akkor meghomlik a f6lotte levs atloé is.

Tekintsiik a kezd6 nyerd mezsket, és koncentraljunk elssorban az A/B és A/C
aranyokra, ahol (A, B, B) illetve (A, A, C) nyeré mezék. Ugy tiinik, hogy a fenti ha-
nyadossorozatok konvergélnak:

3.4. Probléma. Igazoljuk, hogy
1. az A/C sorozat hatarértéke v/2,

2+ V2,
5

2. az A/B sorozat hatarértéke

Egy masik érdekes észrevétel, hogy ha egy adott A-ra B és C' azok a természetes
szamok, melyekre ‘A/ B — %‘ és |A/C — /2| minimalis, akkor a kezdd nyers mezsk
az alabbi hat koziil keriilnek ki:

1. (A,B—1,B—1),
2. (4, B, B),

3. (A, B+1,B+1),
4. (A, A0 —1),

5. (A, A,C),

6. (A, A,C+1).
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Ez A <500 esetén fennall, valoszintileg késébb is. Nyilvan rengeteg kovetkezménye
lenne, ha valéban igaz lenne.

Lathato tovabba, hogy az itt megfogalmazott modszer a nyerd mezdk kiszamolasara
hasznalhaté az altaldnos esetben is. n x m-es csokoladé esetén a parcidlisan rekurziv
fiiggvényiinknek m — 1 argumentuma lesz, és a rekurzié abboél fog adoédni, hogy csak
vesztS mezSkrsl tudunk nyerd mezdre 1épni. Vagyis nyerd mezé lesz az elsé olyan mezd,
amelyrél nem tudunk nyerd mezdére 1épni. A 2.4. definicié mintajara tehat definidlhato
a nyeré mezdket megado fiiggvény, amivel mar a keziinkben lesz a nyerd stratégia is
konkrét n, m-ek esetén. Persze a nyerd mezdk kiszamitésa, valamint a jaték koézben
annak eldontése, hogy melyik nyeré mezére tudunk lépni az aktudlis jatékallasbol, joval
tobb id6t vehet igénybe.

Nem vildgos azonban, hogy mennyivel jutottunk kozelebb egy expliciten megfogal-
mazhato6 nyerd stratégidhoz. Remélhetéleg a fenti megkozelités hozza fog majd segiteni
valakit ahhoz, hogy megfossza David Gale-t 100 $-tol.
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