1. Fejezet

ALAPOK

E munka célja, hogy a diszkrét optimalizalas néhany alapvetd megkozelitését, eredményét, fogalmat, algo-
ritmusat és alkalmazasat bemutassa. Ennek soran megismerkediink a Grafelmélet, a Matroidelmélet és a
Poliéderes kombinatorika alapeszkozeivel. Mindharom targykorbdl (hasonlo cimekkel) tovabbi jegyzetek allnak
rendelkezésre, amelyek az egyes témakorok mélyebb &s részletesebb kifejtését tartalmazzak. Idetartozik még a
Kombinatorikus Optimalizaslasi struktlrak jegyzet is.

Az itt felépitésre keriild anyag tamaszkodik a grafelmélet és a linearis programozas alapfogalmaira és
fontosabb eredményeire, melyek megtalalhatok az (???) Operacidkutatas cimi{ jegyzetben. Példaul, olyan
utakkal, folyamokkal kapcsolatos alaperedmények, mint Dijkstra legrovidebb Gt algoritmusa, a Magyar modszer
vagy a Maximalis-folyam Minimalis-vagas tétel ott talalhatok meg, hasonldan a Farkas lemmahoz vagy a du-
alitas tételhez.

1.1 Fogalmak, jelolesek

Legyen V egy alaphalmaz &s u, v két eleme V -nek. Egy X C V halmazrdl azt mondjuk, hogy v-halmaz, ha
v € X, hogy u-halmaz, ha u ¢ X, és végil, hogy vu-halmaz, hav € X,u ¢ X.

Iranyitatlan (iranyitott) grafon egy (V, E, ¢) harmast értiink, ahol V, E véges halmazok, ¢ pedig E-nek egy
leképezése a V elemeibdl allo rendezetlen (rendezett) parok halmazara. V elemei a graf csicsai vagy pontjai
(node, vertex) E elemei a graf élei (edge). Ha e egy &l és ¢(e) = {a,b} akkor iranyitatlan esetben a és b az
e &l két végpontja, mig iranyitott grafban a az e kezd@pontja (vagy tove) és b a végpontja (vagy feje). Azt
mondjuk, hogy az e &l osszekoti a végpontjait, vagy hogy a-bol b-be vezet. Tovabba az e iranyitott él az a
pontbdl kilép a b pontba belép.

A tovabbiakban a fenti pontos definicid helyett egy kissé pontatlanabb jellést fogunk hasznalni, azonban
ez zavart nem okoz &s kényelmesebb vele dolgozni. Azt mondjuk, hogy a (V, E) par iranyitatlan graf, ha E
a V halmaz bizonyos parjaibol allo halmaz. Ez a definicio formalisan azért nem jo, mert parhuzamos éleket
nem enged meg. Mi mégis gy képzeljiik, hogy a (V, E) grafban lehetnek parhuzamos élek. Egy élt, amelynek
végpontjai a és b egyszer{ien ab vagy ba-val jeloliink. Iranyitatlan grafban tehat ab = ba, de iranyitottban ab
és ba két kiilonboz6 (egymassal szemben iranyitott) élt jelol.

Grafokat Ggy lehet szemléltetni, hogy a cslicsokat egy-egy ponttal abrazoljuk, egy a, b végpontl e = ab élt
pedig az a &s b pontokat 0sszekotd vonallal. (Természetesen a vonal alakja érdektelen). Iranyitott grafnal az
élt abrazold vonalra nyilacskat tesziink, amely az él kezdGpontjatol a végpontjanak iranyaba mutat.

Altalaban grafon iranyitatlan grafot értiink. Iranyitott grafra hasznaljuk a digraf kifejezést is. Ritkan dolgo-
zni fogunk ,,vegyes” (mixed) grafokkal is, melyekben mind iranyitott, mind iranyitatlan élek el6fordulhatnak.

Hurok (loop): olyan él, amelynek két végpontja ugyanaz.

Parhuzamos (parallel) él: Két iranyitatlan &l parhuzamos, ha a végpontjaik megegyeznek. Két iranyitott él
parhuzamos, ha kezd8pontjaik megegyeznek és végpontjaik megegyeznek.

Izolalt (isolated) pont: nem szomszédos éllel.

Két cslics szomszédos, ha van koztiik él.

Egy v csics és egy e él szomszédos, ha e egyik végpontja v.

Z C V ponthalmaz elhagyasa: a Z elemeinek valamint a Z-ben lévd pontok akarmelyikével szomszédos élek
torlésével keletkez6 graf. Jelolése G — Z.

F élhalmaz elhagyasa: a (V,E — F) graf.

Egyszer{ (simple) graf: nincsenek sem hurkok, sem parhuzamos élek.



Részgraf (subgraph): a graf bizonyos pontjainak &s bizonyos éleinek torlésével keletkezd pontjainak graf. Feszito
(spanning) részgraf, ha a ponthalmaza ugyanaz, mint az eredeti grafé.

Feszitett (induced subgraph) részgraf: graf egy X ponthalmaza altal meghatarozott azon részgraf, amelyben az
osszes olyan eredeti &l szerepel, amelynek mindkét végpontja X-ben van. Masszoval, a graf bizonyos pontjainak
torlésével keletkez6 graf.

El felosztas: Az élt helyettesitjiik egy végpontjait dsszekotd Gttal, melynek belsg pontjai @j pontok. (Szemléle-
tesen, az élre (j pontokat tesziink.)

uv él sszehlizasa: az u és v pontok helyett bevesziink egy j x pontot, minden uw &l helyett vesziink egy xw
élt &s minden vw &l helyett vesziink egy xw élt. (Specialisan egy uv élbdl xx hurok lesz.)

Minor: Egy G graf bizonyos éleinek elhagyasaval illetve OsszehGizasaval keletkezd grafot G egy minorjanak
nevezink.

Két pont szomszédos (adjacent), ha van 8ket 6sszekoto él.

G = (V,E) egyszerl graf G = (V, E) komplementerében az u,v € V cslicsokra uv pontosan akkor él, ha uv
nem éle G-nek.

Egy pont szomszédos vagy érintkezik a belGle induld élekkel. Ezek szama a pont foka (degree) (vagy fokszama).
(Megallapodas: hurokél a fokszamhoz kettGvel jarul). Altalanosabban, pontok egy X részhalmazanak d(X)
foka az X &s V — X kozott vezetd élek szama.

Izolalt pont: 0 fok( pont.

Regularis graf: minden pont foka ugyanaz.

Iranyitott grafban egy v pontba 1épd élek [(\) szama a v befoka (in-degree). A v-b@l kilepd élek d(v) szama
a v kifoka. Altalanosabban, egy X C V ponthalmaz [(X) befoka az X-be IépG élek szama, azaz azon élek@,
melyek feje X-ban, tdve pedig X-en Kivil van.

Iranyitatlan Euler graf: minden pont foka paros (nem tessziik fel, hogy Osszefiiggd).

Iranyitott Euler graf, minden pontnak a kifoka egyenl@ a befokaval. Egy digraf kozel-Euler, ha minden pontnak
a befoka és a kifoka legfeljebb eggyel tér el.

Vonal: egy Vvo,€1,V1,€1,...,Vn—_1,€n,V, Sorozat, amely felvaltva (nem feltétlentl kiilonb6z8) pontokbdl és
élekbdl all tgy, hogy minden e; éle a v;,_; pontbdl vezet a v; pontba. A szerepld élek szama a vonal hossza
(igy az egyetlen pontbdl allé vonal hossza 0).

Zart vonal: olyan vonal, ahol vi = v,.

Vo a vonal kezd@pontja, v,, a végpontja. Azt mondjuk, hogy a vonal osszeksti a vy és v,, pontokat, vagy hogy
a vonal vo-bdl megy v,.-be.

Séta: Olyan vonal, amelyben minden &l kiilonbdzg.

Ut (path): Olyan vonal, amelyben minden pont (&s igy persze minden él is) kiilsnbzG.

Kor (circuit): Olyan vonal, amelyben a kezdGpont megegyezik a végponttal, de ettdl eltekintve minden pont
kuilonboz6. Digraf esetén egyiranyl korrdl beszéluink.

Hamilton kor: a graf minden pontjat tartalmazo kor.

Hamilton Gt: a graf minden pontjat tartalmazb Gt.

Ciklus (cycle): élidegen korok egyesitése (iranyitott és iranyitatlan esetben is).

Aciklikus vagy kdrmentes (acyclic) digraf: egyiranyl kor nélkuli digraf.

Forraspont (source): Digrafban olyan pont, amelybe nem Iép be él.

Nyel6pont (sink): Digrafban olyan pont, amelyb8l nem Iép ki él.

Eszerint egy izolalt pont egyszerre forras és nyeld.

Graf osszefliggd (connected), ha barmely két pontja kozott van t.

Komponens: grafnak maximalis osszefliggd része.

Digraf ertsen Osszefliggd (strongly connected), ha barmely pontjabol barmely masik pontjaba vezet egyirany
at.

Digraf gyokeresen Osszefiiggd (root-connected), ha van olyen s pontja, amelyb@l barmely masik pontjaba vezet
egyiranyl (t. Azt is mondjuk, hogy a digraf s-bdl gyokeresen Gsszefliggd.

Elvago él: melynek elhagyasa megsziinteti a graf osszefliggoségét.

Elvagd pont: melynek elhagyasa megsziinteti a graf osszefiiggdségét.

Graf k-elosszefiiggd, ha legfeljebb k — 1 éléenek elhagyasa utéan is Osszefliggé marad.

Graf k-Osszefliggd (k-szor pontdsszefiiggd), ha legalabb k+1 pontja van és legfeljebb k — 1 pontjanak elhagyasa
utan is osszefliggé marad.

Osszefiiggs grafban egy ) ¢ X C V ponthalmazra az X & V — X komplementere kozott vezetd élek
halmazat vagasnak (cut) (néha: ko-ciklus) nevezziik. X és V — X a vagas két partja. Egy vagas elemi (bond),
ha nem tartalmaz valodi részhalmazként masik vagast.

Ha egy digrafban az X ponthalmazba nem Iép be &l, akkor az X-b@l kilep6 élek halmazat egyirany( vagy
iranyitott (vagy egyirany() vagasnak (one-way cut, directed cut) nevezziik.

Fa (tree): olyan Osszefliggd graf, amelynek barmely élét elhagyva a keletkezd graf mar nem Osszefliggd.
Csillag: olyan fa, amelynek egy pontjabdl indul ki minden &éle.
Erdd (forest): graf, melynek komponensei fak.



Fenyd (arborescence): iranyitott fa, amelyben van egy specialis, gyokérnek nevezett s pont, amelybdl minden
pontba vezet egyirany Gt. s a feny8 gyokere. Roviden azt is mondjuk, hogy a fenyd s-feny®.

Fenyves (branching): Diszjunkt feny6kbol allo digraf, masszoval olyan iranyitott erdd, amelyben minden pont
befoka legfeljebb 1.

Teljes (complete) graf: minden pontpar dssze van egy éllel kotve.

Turnament (tournament): iranyitott teljes graf.

Klikk (clique): olyan részgraf, amelyben minden pontpar éllel dssze van kotve.

Stabil vagy fliggetlen ponthalmaz (stable): &l nélkiili feszitett részgraf. a(G) vagy a¢ jeldli G fiiggetlen pont-
jainak maximalis szamat, azaz a maximalis stabil halmaz elemszamat.

Parositas: olyan részgraf, amelyben minden pont foka legfeljebb 1. Masik neve: fliggetlen élhalmaz. v(G) vagy
Ve jeldli a G fiiggetlen éleinek maximalis szamat, azaz a maximalis elemszam( parositas elemszamat.

Teljes parositas: miden pont foka pontosan 1.

Elszinezés: Graf élhalmazat parositasokra bontjuk, egy parositas egy szinosztaly.

Graf kromatikus indexe, X'(G): élszinezésben a sziikséges szinek minimalis szama (mindig legalabb a legnagy-
obb fokszam).

Pontszinezés: Graf pontjait stabil halmazokra bontjuk, egy rész egy szinosztaly.

Graf kromatikus szama, X(G) : pontszinezésnél a sziikséges szinek minimalis szama.

Paros (bipartite) graf: 2-kromatikus graf.

Sikbarajzolhatd graf: olyan graf, amelyet le lehet a sikba Ggy rajzolni, hogy az éleket reprezentald gorbéknek a
végpontjaiktdl eltekintve nem lehet kozos pontjuk. (Fary tétele: egyszer(i sibarajzolhatd grafnak mindig létezik
olyan beagyazasa, ahol a gorbék egyenes szakaszok).

Sikbarajzolt graf (roviden sikgraf): egy sikbarajzolhato graf konkrét lerajzolasa a sikba.

A G = (V,E) iranyitott vagy iranyitatlan grafra 1(X), vagy specifikusabban Is(X), jeloli az X C V
ponthalmaz altal feszitett élek halmazat, mig E(X) (ill. E¢ (X)) jeltlje azon élek halmazat, melyeknek legalabb
egyik vége X-ben van. Altalaban, ha a szovegosszefiiggéshdl vilagos, hogy melyik grafrol van szd, nem irjuk
ki az indexet. Legyen i(X) := |1 (X)| &s e(X) := |E(X)|. Legyen tovabba d(X,Y) az X — Y ésY — X kozott
vezet® élek szama (iranyitott esetben mindegy, melyik iranyban). Legyen d(X,Y) az X NY ésaV — (X UY)
kozott vezett élek szama, azaz d(X,Y) =d(X,Y) =d(X,Y). Iranyitatlan esetben d(X) := d(X,V — X) jeldli
a G fokszam fliggvényét. Iranyitott esetben [(X) az X-be V — X-bdl belépd élek szama és d(X) := [(¥ — X).
[d befok fiiggvény, 6 a kifok fliggvény.

Jeldlje ¢(G) vagy ¢¢ az izolalt pont nélkiili G graf pontjait fedd élek minimalis szamat, 1(G) vagy 1¢ pedig
a G éleit lefogd pontok minimalis szamat.

1.2 Egyszerlbb tulajdonsagok

Lemma 1.2.1 (Gallai) Ha egy n ponti G = (V, E) grdfban minden pont foka pozitiv, akkor v + ¢ = n, és
a+1T=n.

Biz. Az elst részhez legyen M maximalis, v elem( parositas. Minden M altal fedetlen pontbdl egy szomszédos
élt kivalasztva G pontjainak egy |M|+(n—2|M|) = n—v elem{ fedését kapjuk, &sigy ¢ < n—v. Megforditva,
legyen F egy minimalis, azaz ¢ elem{ fedés, amely k komponensbdl all. Egy minimalis fedésben a komponensek
csillagok. Mivel egy csillag az élszamanal eggyel tobb pontot fed, az F altal fedett pontok n szama |F| + k.
Mindegyik csillagb6l kivalasztva egy élt egy k &l parositast kapunk, tehatv > k = n — |F| = n — ¢,, azaz
vV+d>nésigyv+o=n.

A masik azonossag rogton kovetkezik abbol a megfigyelésbdl, hogy egy X ponthalmaz akkor &s csak akkor
stabil, ha komplementere lefogd. e

1.2.1 Fokszamok

Grafban a fokszamok Osszege az €lszam kétszerese, igy paros. Digrafban a befokok Osszege is és a kifokok
Osszege is az élek szama, tehat a befok Osszeg egyenld a kifok Gsszeggel.

Grafban a paratlan fok pontok szama paros.

Legalabb kétpontl egyszerii grafban Iétezik két azonos fokszam( pont.

Euler grafban minden ponthalmaz foka paros. Iranyitott Euler grafban minden ponthalmaz befoka egyenld
a kifokaval.

Egy graf (digraf) akkor és csak akkor Euler graf (digraf), ha ciklus, azaz felbomlik (egyiranyQ) élidegen
korok egyesitésére.

Iranyitatlan Euler graf éleit lehet Ggy iranyitani, hogy Euler digrafot kapjunk. Altalanosabban, iranyitatlan
graf éleit lehet Ggy iranyitani, hogy kozel-Euler digrafot kapjunk (Euler-graf kozel-Euler iranyitasa sziikségképpen
Euler.)

d(X) ugyanolyan paritast, mint az X-ben lev@ paratlan fok( pontok szama.



L C_1
Digrafban [(X) — 6(X) = [L[QM) —d(v) :v e X].
di, ..., d, nemnegativ egészek akkor és csak akkor alkotjak egy n pontl graf fokszam sorozatat, ha osszegiik
paros (mind hurok, mind parhuzamos élek megengedettek). Ha hurok nem megengedett, akkor még tovabbi
feltétel, hogy a legnagyobb fokszam ne legyen nagyobb a tobbiek Gsszegénél.

1.2.2 Kaorok, vagasok
Grafban, ha minden pont foka legalabb 2, akkor van kor. Digrafban, ha minden pont kifoka legalabb 1, akkor
van egyiranyQ kor.

Osszefiiggs grafban egy vagas akkor és csak akkor elemi, ha mindkét oldala Gsszefiiggs.

Minden vagas felbomlik elemi vagasok diszjunkt unibdjara

Vagasnak és kornek paros sok kozos éle van.

Turnamentnek van Hamilton Gtja. Er6sen osszefliggd turnamentnek van Hamilton kore.

Digraf akkor &s csak akkor aciklikus, ha pontjait sorba lehet gy rakni, hogy minden &l visszafelé mutasson.

1.2.3 Utak, fak, fenyok

Ha van x-b8l y-ba vonal, akkor van Gt is.

Graf akkor és csak akkor paros, ha nincs benne paratlan hosszlsaga kor.

Grafban, a ,,létezik Gt x és y kozott” relacio ekvivalencia relacié. (Egy osztaly neve : komponens).

Digraf ponthalmazan a ,,lIetezik egyiranyl Gt x-bdl y-ba &s letezik egyiranyl Gt y-bol x-be” relacio ekviva-
lencia relacio. Egy osztaly neve: erds komponens.

Digrafban, ha mindegyik er6s komponenst egy pontta hlzzuk ossze, aciklikus digrafot kapunk.

Digrafban van olyan erds komponens, amelybe nem Iép be &l: forraskomponens, &s olyan is, amelyb8l nem
lep ki: nyeld komponens.

Graf akkor &s csak akkor 0sszefliggd, ha minden ) ¢ X c V részhalmazra d(X) > 0.

G hurokmentes grafra a kovetkezd tulajdonsagok ekvivalensek. (1) G fa. (2) G barmely két pontja kozott
pontosan egy Ut vezet. (3) G Osszefiiggd és kdrmentes. (4) G Osszefliggd és eggyel kevesebb pontja van mint
éle. (5) G felépithetd tetszBleges pontjabdl kiindulva élek egyenkénti hozzavételével Ggy, hogy az aktualisan
hozzavett 0j &l egyik végpontja Gj pont, a masik végpontja pedig a mar megkonstrualt fahoz tartozik.

D hurokmentes digrafra, amelyben az s pont befoka 0, a kovetkezd tulajdonsagok ekvivalensek. (1) D
s-feny8. (2) D iranyitott fa, amelyben s-b8l D minden pontjaba vezet egyiranyla Gt. (3) D iranyitott fa,
amelyben az s-t6l eltekintve minden pontba egy &l Iép be. (4) D az s pontbdl kiindulva felépithetd élek
egyenkénti hozzavételével gy, hogy az aktualisan hozzavett (j &l tove a mar megkonstrualt feny6hoz tartozik,
a feje pedig Gj pont.

Ekvivalensek: (a) digraf gyokeresen osszefliggd s-bol, (b) Iétezik s-gyoker( feszitd fenyje, (c) minden @ C
X CV — s részhalmazra [(X) > 0.

Digraf akkor &s csak akkor erGsen osszefiiggd, ha minden ) ¢ X c V részhalmazra [(X) > 0.

Digrafban akkor &s csak akkor van s-bgl t-be vezetd Gt, ha [(X) > 0 minden X ts-halmazra.

A jegyzetben néha nem tesziink kiilonbséget az egyelem{i halmaz (singleton) és annak egyetlen eleme kozott.

f . S — R fliggvényt gyakran a természetes modon kiterjesztiink az S részhalmazaira az @) =

[f(v) : v € X] definicioval. Analdg niﬁd;onl egy S-en értelmezett  halmazfiiggvényt kiterjeszthetiink az S

részhalmazainak rendszerére: ﬂ@) = [f(Z):Z e F] ahol F az S részhalmazainak egy rendszere.

1.2.4 Hasznos azonossagok és egyenlotlenségek

Kozismertek az alabbi azonossagok.

dX) +d(Y) =d(X NY)+d(X UY)+2d(X,Y) (1.1)

iX) +i(Y)=i(XNY)+i(XUY)—d(X,Y) (1.2)
e(X)+e(Y)=e(XNY)+e(XUY)+d(X,Y). (1.3)

X))+ [¥)=XNY)+ [CXUY)+d(X,Y). (1.4)
5(X)+8(Y)=38(XNY)+3(XUY)+d(X,Y). (1.5)

X))+ [¥) = OX — Y)+ ¥ —X)+d(X,Y)+[XNY)-3XUY)I. (1.6)

D = (V,A) digrafban az f : A — RU{—00} g : A — RU{+o0} fliggvényekre legyen b(X) := 3,(X) — LX).
Ekkor
b(X) +b(Y)=b(XNY)+b(XUY)+d,—;(X,Y), 1.7

amibdl adodik, hogy f < g esetén b szubmodularis.



Gyakorlat 1.1 Igazoljuk, hogy ha minden v € X NY pontra, [(N) > d(v), akkor (X)+ [Y) > (X -Y)+
Y — X)+d(X,Y). Ha minden v € V — (X UY) pontra [(d) > d(Vv), akkor 8(X) +d(Y) > (X —Y)+5(Y —
X)+d(X,Y). Had(XUY) =X UY), akkor X))+ [(¥Y) =d(X —=Y) +3(Y — X)+d(X,Y).

Legyen H := (V,.A) hipergraf, (ahol A a V nemiires, nem feltétleniil kiilonboz8 részhalmazainak egy
rendszere). Tetszbleges X C V részhalmazra jeldlje px(X) az X-t6l diszjunkt hiperélek szamat.

Lemma 1.2.2 A py fiigguény szupermoduldris, sét minden X,Y CV részhalmazra fenndll az aldbbi azonossdg
Pa(X) +pua(Y) =pa(XUY)+pa(XNY)—-du(X,Y), 1.8

ahol dg(X,Y) jeloli azon hiperélek szamdt, amelyek tartalmaznak pontot mind X — Y -bol, mind Y — X-bdl,
de diszjunktak X NY -tdl. e

G = (S,T;E) paros grafban az S részhalmazain definialjuk a y halmazfiiggvényt: y(X) jeldlje az X
szomszédainak szamat, azaz y(X) = |F(X)|. Ekkor

YX)+y(Y) > y(XNY)+y(XUY). 1.9)

Hasznalni fogjuk a ¢ = o¢ halmazfiiggvényt: a(X) a G-bdl az X C V ponthalmaz eltorlésével keletkezd
graf komponenseinek szamat jeldli, ha X # () és a(P) := 0. Hasznosnak fog bizonyulni az alabbi kis lemma.
AT KELL TENNI A SZUB NEVU FILEBE

Lemma 1.2.3 A 0 fiiggvény metsz6 G-szupermoduldris, azaz X NY # O esetén

o(X)+0(Y) <o(XNY)+o(XUY)+da(X,Y). (1.10)
Biz. Elszam szerinti indukcid. Ha a grafnak nincs éle, akkor o(X) = |V —X| miatt (1.10) egyenldséggel teljestil.
Legyen e = uv tetszoleges &él. Amennyiben X &s Y egyikébe sem Iép be, Gigy Osszehlizasa az (1.10)-ben szerepld
mennyiségeket nem valtoztatja meg, igy indukcidval készen vagyunk. Hasonldan, ha e egyik vége X NY -ban
van, akkor elhagyasa nem valtoztatja meg a szobanforgd mennyiségeket.

Ha e mind X-be, mind Y -ba belép, akkor az elhagyasaval keletkez6 G’ grafra dg(X,Y) = da(X,Y) — 1.
Tovabba o(X) = o’(X),0(Y) =0a'(Y),o(XUY)=0d'(XUY),o'(XUY) <a(XNY)+1, amibdl indukcioval
megint készen vagyunk.

Veégiil e egyik vége V —(XUY )-ban van, a méasik pedig X —Y -ban vagy Y —X-ben, mondjuk X —Y -ban. Most
der(X,Y) =da(X,Y), o(X) = o'(X),0(XUY) = ¢’ (XUY) & mivel XNY CY,igy oc(XNY)—0a(XNY) <
oe{Y) — aa(Y ), amiket Osszetéve a lemma indukcidval kovetkezik. (Az utolsd egyenlGtlenség azért érvényes,
mert egyrészt nyilvan 0 < ¢’ — o, masrészt, ha og(X NY) — 0c(X NY) pozitiv, akkor 1 és az e &l a
G’ — (X NnY) graf két komponensét koti dssze. De ekkor persze a G’ — Y grafnak is két komponensét koti
ossze, esigy oY) —og(Y) =1). e

1.3 NP-teljes probléemak

Felsorolunk néhany alapvet6 grafelméleti feladatot, melyekrdl igazoltak, hogy NP-teljesek.

Maximalis stabil: grafban keresslink maximalis méret{i stabil halmazt.

Maximalis klikk: grafban keressiink maximalis méret{ klikket. A feladat ekvivalens a komplementer graf
maximalis stiljanak megkeresésével. Paros grafban mindkét feladat stlyozott valtozata is polinomialisan megold-
hato.

Halmaz lefogas vagy fedés: adott H halmazrendszerrdl dontsiik el, hogy tagjai k ponttal lefoghatok-e.
Ekvivalens alakban: k halmazzal lefedhet6-e az alaphalmaz. NP-teljes mar k = 2-re is. NP-teljes azt elddnteni,
hogy egy graf élhalmaza lefedhet6-e 2 Euler-gralall (A négyszin tétel azzal ekvivalens, hogy 2-éldsszefliggd
sikgrafban ez mindig megtehed.)

Pontszinezés: hatarozzuk meg egy graf kromatikus szamat. Dontsiik el, hogy a graf pontjai k szinnel
megszinezhetdk-e Ggy, hogy minden szinosztaly stabil. Mar k = 3-ra is NP-teljes. A k = 2 esetben van
egyszer{ algoritmus és karakterizacio. Hipergraf esetén mar k = 2-re is NP-teljes azt eldonteni, hogy létezik a
pontoknak olyan k-szinezése, amelyre nincsen egyszin{ hiperél.

Elszinezés: hatarozzuk meg egy graf kromatikus indexét, vagyis azt, hogy hany parositassal lehet az
élhalmazt lefedni. Mar 3-regularis egyszerii grafban is NP-teljes azt eldonteni, hogy a kromatikus index harom-
e, azaz, hogy az élhalmaz felbonthato-e 3 teljes parositasra. (A négyszin tétel azzal ekvivalens, hogy 3-regularis
egyszer( sikgrafban ez mindig megtehetd.)

Leghosszabb Gt, Hamilton (t, Hamilton kor: mind iranyitott, mind iranyitatlan grafban NP-teljes, mar
3-regularis sikgrafban is.



Diszjunkt Gt probléma: dontsiik el, hogy iranyitott vagy iranyitatlan grafban adott (si,t1),...,(Sk,tx)
pontparokra léteznek-e P4, ..., Py utak (gy, hogy P; az s;-b8l vezet t;-be és az utak paronként él- vagy pont-
idegenek. Mindkét valtozat NP-teljes. Rogzitett k-ra iranyitatlan grafban vagy aciklikus iranyitott grafban
van polinomialis algoritmus. Az altalanos iranyitott esetben mindkét valtozat mar k = 2-re is NP-teljes!

dopt alap, 2013. januar 28.






2. Fejezet

BIZONYITAS TECHNIKAK

Ebben a fejezetben attekintlink néhany standard bizonyitasi technikat és segitséguikkel belatjuk a grafelméletnek
a diszkrét optimalizalas szempontjabol legfontosabb alaperedményeit is.

Egy tipikus grafelméleti eredmény valamilyen elirt tulajdonsagl részgraf (teljes parositas, Hamilton kor, k
stlyl feszito fa) Ieétezését allitja megfeleld feltételek fennallasa esetén. A bizonyitasok egy része csupan egzisz-
tencia bizonyitas. Szamunkra kiilonosen értékesek az olyan konstruktiv, algoritmikus bizonyitasok, amelyek
hatékony algoritmust eredményeznek a szobanforgd részstruktira kiszamitasara. Ebben és a kovetkezd részben
egy-egy tipikus algoritmikus elvet targyalunk.

2.1 Algoritmikus bizonyitasok I: a mohd megkozelitées

Ha egy matematikai allitast be akarunk bizonyitani, természetes els6 probalkozas ,,toronyirant” elindulni,
bar tobbnyire a mohd megkozelités nem segit. Példaul Kénig tételet (miszerint pdros grdfban a figgetlen
élek mazimdlis szama egyenld az éleket lefogd pontok minimdlis szdmdval)) nem tudjuk Ggy bizonyitani, hogy
egymas utan valasztunk foggetlen éleket, mert igy egy olyan tovabb mar nem bovithetd parositashoz jutha-
tunk, amely nem maximalis elemszami. Vannak esetek azonban, amikor a mohd hozzaallas eredményes. Ezek
kozil a legismertebb Kruskal eljarasa minimalis vagy maximalis salyG fa megkeresésére.

2.1.1 Legolcsobb feszito fak
A grafokon tekintett optimalizalasi feladatok koziil a legkorabbi egy G = (V, E) Osszefliggd iranyitatlan graf

minimalis koltség( feszitd fajanak megkeresését célozza. Ez a mohd algoritmussal torténik, ami valami olyasfélét
akar kifejezni, hogy az algoritmus soran mindig a lokalisan legjobbat valasztjuk. A fakra vonatkozd mohd
algoritmusnak szamos valtozata ismert: az alabbiakban ezek egységes leirasat adjuk meg. Jeldlje c: E — R a

koltségfliggvényt. A kovetkezd lemma a fak egy fontos kicserélési tulajdonsagat irja le.

Lemma 2.1.1 Jelolje T és To két V -t feszitd fa élhalmazdt. Ekkor bdarmely e € Ty élre van olyan £ € To €l,
amelyre mind Ty —e +F, mind T, — F + e fa.

Biz. Ha e € To, akkor f := e jo lesz. Tegyuk fel, hogy e = st € T,. T: — e-nek két komponense van, K; és
Ks. To-ben van egy egyértelmii P Ut, amely 0sszekoti az s &s t pontokat. Legyen f a P Gtnak egy olyan éle,
amely K; és K, kozott vezet. Ezen f &l kielégiti a lemma kivanalmait. e

Legyen T a G = (V,E) egy feszitd faja. Az e € F élhez tartozd alapvagdson a G azon vagasat értjuk,
amelyet a T — e két komponense hataroz meg. Egy f = uv € E — T élhez tartozd alapkoron azt a kort értjuk,

amely az T €lbdl és az u és v pontokat a T faban Osszekotd egyértelm( Gtnak az éleibdl all. A 2.1.1 lemmabdl
rogton kovetkezik:

TETEL 2.1.1 A G graf valamely T feszitd fajdra az aldbbiak ekvivalensek:
(a) T minimdlis koltségd,

(b) c(e) < c(F) fenndll minden e € T élre, ahol T az e alapvdgdsdnak egy eleme,
(c) c(e) > c(F) fenndll minden e ¢ T élre, ahol T az e alapkiérének egy eleme.

MOHO ALGORITMUS [Boruvka, 1926], [Kruskal, 1956] Az eljaras egy feszitd erddt épit élek egyenkénti
hozzavételével. Az V ponthalmaz( élt nem tartalmazd erddvel indul, és akkor ér véget, amikor az aktualis
feszitd erdd mar fa. Az altalanos Iépés abbdl all, hogy az aktualis mar megkonstrualt erdéhoz hozzaadjuk a
legolcsdbb olyan élt, amely két komponensét koti ossze.



Ismeretes a moho algoritmusnak masik valtozata is.

DIJKSTRA-PRIM ALGORITMUSA [Dijkstra 1959], [Prim 1957] Egy tetsz6leges xo pontbdl indulva
élek egyenkénti hozzavételével fat épitiink, egészen addig, amig feszitd fat nem kapunk. Az altalanos Iépésbhen
a legolcsobb olyan gllel noveliink, amelynek pontosan az egyik végpontja tartozik a mar megkonstrualt fahoz.

A kovetkez6 algoritmus dvatosnak nevezhetd; ahelyett, hogy olcsd €lekbdl probalna fat vagy erddt épiteni,

megszabadul a draga élektdl, persze ligyelve az osszefliggéség megtartasara.

FORDITOTT MOHO (OVATOS) ALGORITMUS Az eljaras soran éleket hagyunk ki a grafbol arra
ligyelve, hogy a visszamaradd részgraf Osszefliggd legyen. Az altalanos Iépésben kivalasztjuk a maximalis
koltségl élt, amely nem elvagd él, és ezt elhagyjuk a grafbol.

Ezen algoritmusok egyetlen kozos altalanos keretbe foglalhatok.
Gyakorlat 2.1 Mutassuk meg, hogy az el6bbi algoritmusok mindegyike az alabbi specidlis esetének tekinthetd.

ALTALANOS ALGORITMUS Az eljaras az alabbi két mivelet tetszSleges sorrendben torténd egymas
utani alkalmazasabol all. Az els6 miivelet aV cstcshalmazon egy F feszitd erddt épit élek egyenkénti hozzavételével,
mig a masodik bizonyos éleket kitorol. Kezdetben F := ().

1. LEPES Ha az aktualis F erdd mar feszitS fa, az algoritmus befejez6dik. Ha F nem Osszefliggs, akkor
valasszunk G-nek egy tetszGleges olyan B vagasat, amelyben nincs F-nek éle és legyen e a B vagas legolcsobb
eleme. Adjuk e-t F-hez.

2. LEPES Amig van kor, valasszunk ki egy tetszGleges C kort. Legyen e € C a legdragabb éle C — F -nek.
Toroljuk e-t G-bdl.

TETEL 2.1.2 Az algoritmus dltal taldlt végsd feszité F fa minimdlis kéltségi.

Biz. Az algoritmus futasanak tetsz@leges kozbensd allapota egy (F, D) parral jellemezhetd, ahol F az addig
megkonstrualt erddt, D pedig az addig eltorolt élek halmazat jeldli. Azt igazoljuk indukcidval, hogy létezik
olyan T minimalis koltségl feszitd faja G-nek, amelyre F C T C E — D. Vilagos, hogy barmelyik minimalis
koltségl fa jo lesz, amikor F = D = (). Tegyuk most fel, hogy az allitast mar belattuk valamely (F, D) parra,
vagyis hogy van egy olyan T minimalis koltségli feszitd fa, amelyre F C T C E — D.

Tegyuk fel el@szor, hogy az 1. lépést alkalmaztuk, és legyen e € B az Gjonnan F-hez vett él. Legyen
F':=F +e. Hae e T, akkor készen vagyunk, mert a valtozatlan T jo lesz az (F’, D) parra nézve is. Ha
e ¢ T, akkor legyen C. az e alapkore a T -re nézve. Az e él a szabaly szerint a B vagasban van, igy C.-nek kell
lennie egy masik T élének B-ben. Miutan e, f € B, az 1. Iépés szabalya szerint c(e) < c(f). Mivel e, f € C. és
T minimalis koltségd, azt kapjuk, hogy c(f) > c(e). Ezekbdl c(e) = c(F), és T’ := T — f + e is egy minimalis
koltségl feszitd fa, amelyre F C T CE — D.

Masodszor, tegyuk fel, hogy a 2. Iépést alkalmazzuk, és legyen e € C a frissen eltorolt él. Ha T nem
tartalmazza e-t, készen vagyunk, mert a valtozatlan T jo lesz az (F, D + e) parra nézve is. Tegyuk fel tehat,
hogy T tartalmazza e-t, és legyen B. az e-nek T -re vonatkozd alapvagasa. Ekkor Iétezik egy f # e €l, amelyre
f € CNB.. Mivel e,f € C, a 2. lépés szabaly szerint c(e) > c(f). Mivel e, f € B. &s T minimalis koltségd,
kovetkezik, hogy c(e) < c(f). Ezekbdl c(e) = c(f), és T’ := T — f + e is egy minimalis koltségli feszitd fa,
amelyre FCT'CE - (D+e¢). o

Feladatok

2.2 Ha minden koltség kiilonbozd, akkor a min. koltségi feszitd fa egyértelmd.

2.3 Tegyiik fel, hogy két koltségfiigguény adott az éleken: C1,C2. Adjunk algoritmust olyan feszité fa meg-
keresésére, amely a Ci-re nézve minimdlis kéltségl és ezen beliil Co-re nézve minimdlis kéltségii. Hogyan
altaldnosithaté az eljards tobb kéltségfiigguényre.

2.4 G = (V,E) dsszefiliggd grdf eqy F feszitd fdja akkor és csak akkor minimdlis kéltségd, ha a fa bdrmely e
élének a koltsége nem nagyobb, mint az F — e két komponense kozott vezets barmely él koltsége. Tovdbbd F
akkor és csak akkor minimdlis kéltségii, ha barmely uv € E — E(F) él koltsége legaldbb akkora, mint a faban
az U és V kozott vezetd egyértelmd wut bdrmely élének a kéltsége.

2.5 Legyen r(u,V) szimmetrikus, nemnegativ egészértéki fliggvény a V alaphalmaz elempdrjain. Akkor és
csak akkor létezik olyan G = (V, E) grdf, amelyre A(u,v; G) = r(u,Vv) minden {u,v} pontpdrra, ha r(ui, ux) >
min{r(ui, Uz), r(Uz, Us),...,r(Ux_1, Ux)} fenndll minden, a V kiilonbozé elemeibdl készitett uy, ..., Us soroza-
tra.



2.1.2 Lancok, utak, részfak

Valbdjaban egy teljes elmélet épiilt ki (a matroidelmélet) annak feltérképezésére, hogy a Kruskal tipusi mohd
algoritmus milyen korlilmények kozott miikodik helyesen és ezt a matroidokrdl szolo fejezetben targyalni is
fogjuk. Vannak azonban masféle mohd megkozelitések is, &s most ezekre mutatunk példakat.

TETEL 2.1.3 Ha egy H = (V,F) digrdfban az s és t pontokra [as) = 0 =3y (t) és Lal(v) = 8x (V) minden
v eV — {s,t} pontra, akkor D-ben létezik 6(S) élidegen it S-bdl t-be.

Biz. Az s-b6l kiindulva mohd mbdon épitsiink egy sétat. A fokszam feltételek miatt egyrészt s-be sohasem
érhetlink vissza, masrészt barmely v € V — {s,t} pontbdl mindig tovabb tudunk haladni addig még nem
hasznalt élen. Igy a végiil kapott séta t-ben végzddik. A séta magaban foglal egy P utat s-bdl t-be. A P
éleinek kihagyasaval keletkez6 H’ digrafban s kifoka eggyel kisebb, mint H-ban, és a fokszam feltételek H'-re
is fennallnak. Az eljarast iteralva megkapjuk a keresett 6(s) élidegen utat. e

Bar egy tetszGleges D digrafban ez a mohd megkozelités nem alkalmas k élidegen s-bdl t-be vezetd Gt
megkeresésére, a 2.1.3 tétel azonban meégis elvi lehetGséget teremt erre. A tétel alapjan ugyanis nem kell
az utakat kozvetleniil keresniink, hanem elég D-nek egy olyan H részgrafjat megkonstrualnunk, amelyben
0(s) = k &s teljesiilnek a 2.1.3 tétel fokszam feltételei. Megjegyezzik, hogy ez az egyszer(i megfigyelés inspiralta

a folyamok fogalmanak megsziiletését.

TETEL 2.1.4 (Mirsky) A P részbenrendezett halmazt fedd antildncok minimdlis szdma egyenld a leghossz-
abb lanc elemszamdval.

Biz. Vilagos, hogy max < min. Az egyenl@ség igazolasahoz legyen A; a P minimalis elemeinek halmaza. Ez
nyilvan antilanc. Legyen A, az A; elhagyasa utan a minimalis elemek halmaza. Ezt folytatva megkonstrualjuk
az A1, Az, ..., A. antilancokbdl alld felbontasat P -nek. Ezutan visszafelé haladva elGallitunk egy ¢ elembdl allé
lancot. Legyen a. az A. antilanc tetszGleges eleme. Az a. elem nem keriilt bele A._1-be, ezért van A._;-nek
egy a.-nél kisebb a._; eleme. Ez az elem nem keriilt A._2-be, tehat van A._»-ben egy a._» elem, amely Kisebb,
mint a.—1. Ezt az eljarast folytatva, megkapunk egy c elemi lancot. e

A fenti bizonyitas egy kétfazisi moho eljarasnak tekinthetd. Az elsd fazisban mohd mddon megkonstrualtuk
az antilanc felbontast, a masodikban pedig szintéen mohd mbdon, de mar az elst fazis altal szolgaltatott
antilanc-felbontas ismeretében, megkonstrualtuk a maximalis lancot.

A Mirsky tételt egyszerii fogassal kiterjeszthetjiik a stlyozott esetre is.

TETEL 2.1.5 (stulyozott Mirsky) Legyen adott a P elemein egy nemnegativ egész S silyozds. A mazimdlis
stlyi ldnc sulya egyenld a sulyokat fedd (nem feltétlenil kiilonb6z8) antildncok minimdlis szdmdval.

Biz. Toroljiik ki a nulla stlyG elemeket, majd minden p elemet helyettesitsiink egy s(p) elem{ lanccal, melynek
tagjai pontosan ugyanazon elemekkel legyenek osszehasonlithatok, mint p. A kiterjesztett részbenrendezett
halmazra megfogalmazott Mirsky tétel éppen a sllyozott esetet adja. e

Feladat 2.6 A fenti kétfdzisu eljards dtalakitdsdval adjunk direkt bizonyitdst a sulyozott Mirsky tételre.

TETEL 2.1.6 (Dirac) Adott azF fa részfdinak eqy F rendszere. Az F-bdl kivdlaszthatd diszjunkt fak mazimdlis
V szdma egyenld az F-t lefogd csicsok minimdlis T szdmdval.

Biz. Nyilvan v < 1, igy csak a forditott irany( egyenl@tlenség igazolasaval foglalkozunk. Valasszuk ki F-nek
egy tetszOleges r pontjat. Egy részfa talppontjan az r-hez legkozelebbi pontjat értjiik, & ennek tavolsagat
r-t6l a részfa r-tol valo tavolsaganak hivjuk.

Ameddig csak lehet, valasszunk ki egymas utan F-bol fakat Ggy, hogy mindig az r-t6l legtavolabbi olyan
fat valasztjuk, amely diszjunkt az addig mar kivalasztottaktol. Jeldlje az igy kivalasztott fak halmazat Z,
talppontjaik halmazat pedig T. Belatjuk, hogy T lefogja az & minden tagjat, amibdl v > T mar kovetkezik.
Valoban, ha indirekt volna egy F' € F lefogatlan fa, akkor az metszi Z valamely tagjat. Jeldlje 1 az Z-
nek az algoritmus soran legkorabban valasztott azon tagjat, amely metszi F'-t. Az F’ lefogatlansaga miatt |
talppontja nincs F’-ben &s F’ diszjunkt az Z dsszes 1-nél korabban kivalasztott tagjatol, vagyis | valasztasakor
nem a kivalasztasi szabaly szerint jartunk el, ellentmondas. e

TETEL 2.1.7 (Gallai) Adott az S szakasz zdrt részintervallumainak egy F rendszere. Akkor és csak akkor

lehet az F tagjait K pdronként diszjunkt intervallumokbdl dllé osztdlyba sorolni, ha S minden pontjdat legfeljebb
k darab F-beli szakasz feds.
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Biz. A sziikségesség nyilvanvaldo. Az elegend@séghez igazolasahoz S-t vizszintesen képzeljiik. Az interval-
lumokat (baloldali) kezdGpontjuk sorrendjében tekintve egymas utan betessziik a k szinosztaly koziil a legkorabbi
olyanba, amelybe betehetd a diszjunktsadg megsértése nélkiil. Amennyiben egy F € F intervallumot nem
tudunk elhelyezni, mert semelyik szinosztalyba nem tehetd be a diszjunktsag megséertése nélkiil, agy F
kezd@pontjat a valasztasi szabaly miatt mind a k szinosztaly egyik intervalluma tartalmazza, ellentmondasban
a feltevéssel, hogy egy pontot osszesen csak k intervallum fedhet. o

Gyakorlat 2.7 Adott az S szakasz zdrt részintervallumainak egy F rendszere. Igazoljuk Gallai mdsik tételét,
miszerint az F-bdl kivdlaszthato diszjunkt intervallumok mazimdlis szdma egyenld az F tagjait lefogd pontok
minimdlis szdmdval.

Feladat 2.8 Adott A és B diszjunkt halmaz és egqy m : AUB — Z, fokszdm eldirds. Gale és Ryser tétele
szerint akkor és csak akkor létezik olyan egyszeri G = (A, B;E) paros graf, amelyre d(v) = m(v) minden
v € AU B cstcsrg—hayh(A) = (B) és minden j = 1,...,|A| értékre a j legnagyobb A-beli m(v) érték
Osszege legfeliebb . min{j, m(u)}. Igazoljuk a feltétel sziikségességét, majd egy alkalmas mohd algoritmus
segitségével az elegenddséget is.

2.1.3 Iranyitasok

A G = (V,E) iranyitatlan graf éleinek (vagy roviden G-nek) egy irdnyitasan egy olyan iranyitott grafot
értiink, amely G-bdl keletkezik azaltal, hogy G minden uv élét helyettesitjik az u-b8l v-be és a v-bdl u-ba
vezet@ iranyitott élek egyikével. Kicsit altalanosabban beszélhetlink egy vegyes graf iranyitasarol, amikor is a
vegyes graf iranyitott éleit valtozatlanul hagyjuk, mig az iranyitatlan éleket helyettesitjiik egy-egy iranyitottal.

Gyakorlat 2.9 FEgy irdnyitatlan grdfnak akkor és csak akkor van olyan irdnyitdsa, amelyben minden pont
elérhetd egy megadott S gyokérpontbdl, ha G dsszefiiggd.

TETEL 2.1.8 (Robbins) Egy G irdnyitatlan grdifnak akkor és csak akkor létezik erésen dsszefiiggd irdnyitdsa,
ha G 2-€élésszefiiggd.

Biz. A sziikségesség nyilvanvald. Az elegend@séghez tetszbleges sorrendben tekintjlik a graf éleit és egyenként
megiranyitjuk Oket, csak arra ligyelve, hogy ne keletkezzék iranyitott vagas. Azt kell igazolnunk, hogy az
eljaras mindig befejezhetd. Ennek érdekében tekintsiink egy kozbensd allapotot, amikor éleknek egy F C E
részhalmazat mar megiranyftottuk és jelslje £4 megiranyitott F-t. Legyen e = uv € E — F a soron kovetkezd
iranyitatlan él. Amennyiben az u-bol v felé torténd iranyitas egy iranyitott vagast hozna létre, gy létezik
egy olyan X vu-halmaz, amelyre az e-t6l eltekintve az X &s V — X kozotti valamennyi &l iranyitott (eleme
E-hek) éspedig V — X-t6l X-fele. Hasonloképp, amennyiben e-nek a v-b6l u-fele torténd iranyitasa hozna
letre iranyitott vagast, akkor létezne egy olyan Y uv-halmaz, amelyre e-t6l eltekintve az Y &sV — Y kozotti
valamennyi &l iranyitott Y -tol V — Y -felé. Ekkor viszont az X N'Y halmazbol nem Iép ki sem iranyitott, sem
iranyitatlan él, és ugyanez all az X UY halmazra is. Mivel a feltevés szerint eddig még nem hoztunk Iétre
iranyitott vagast, igy sziikségképpen X NY =@ és X UY =V, azazY =V — X. Igy az X &V — X kozott
egyediil az e &l vezethet, ellentétben a feltevéssel, hogy G 2-élosszefiiggt. e

Figyeljik meg, hogy a bizonyitas az alabbi altalanosabb eredményt is kiadja:

Kovetkezmény 2.1.9 Egy vegyes grdf akkor és csak akkor irdnyithatd erdsen dsszefliggévé, ha nincs benne
tisztdn irdnyitott vdgds és irdnyitatlan értelemben 2-€élosszefiiggl. o

Az 2.1.8 tétel Ggy is megfogalmazhatd, hogy egy iranyitott graf bizonyos éleit at lehet forditani Ggy, hogy
erdsen osszefiiggd digrafot kapjunk, feltéve persze, hogy az iranyitatlan alapgraf 2-élosszefiliggs. Természetesen
kinalkozik a kérdés, mennyi az atforditandd élek minimalis szama. Meglepd moddon a valasz sokkal mélyebb
eszkozoket igényel, mint a Robbins tétel, de legalabb létezik. Lucchesi és Younger tétele szerint a keresett
minimum éppen az élidegen iranyitott vagasok maximalis szamaval egyenl@.

Természetesen vetddik fel a Robbins tétel (egy masirany() altalanositasanak kérdése: mikor lehet egy grafot
k-élosszefliggbre iranyitani. Nyilvan ehhez sziikséges, hogy a graf 2k-élosszefliggd legyen, &s Nash-Williams
bebizonyitotta, hogy ez a feltétel elegendd is. A bizonyitas a fentinél joval ravaszabb eszkozoket igényel.
A nehézséget jelzi, hogy mar k = 2-re sem igaz az, ami k = 1-re, amint azt fentebb lattuk, még érvényes
volt; nevezetesen, hogy az éleket mohd mbdon egymas utan, tetszdleges sorrendben iranyithattuk, csupan
arra Ugyelve, hogy ne hozzunk Iétre hibas (azaz a k = 1 esetben iranyitott) vagast. Tekintsiik példaul azt
a G = (V,E) grafot, ahol V. = {vi,v2,Vvs,vs} & G-nek a kovetkezd 11 éle van: viVva,Vsvy, 3-3 parhuzamos
&l vy &s vy kozott, vq és vs kozott, valamint vo és vs kozott. Ennek a grafnak az olvasdé konnyen talalhat 2-
élosszefliggd iranyitasat. Ugyanakkor, ha két parhuzamos vivy €It v, felé iranyitunk, a harmadikat v; felg; két
parhuzamos vivs élt vs felé iranyitunk, a harmadikat v, felé; végiil két parhuzamos vavs élt vs felé iranyitunk,

11



a harmadikat v, felg, akkor egyrészt, amint azt szimpla eset szétvalasztas mutatja, az iranyitatlanul maradt
V1Va, V3Vy €leknek mar nem tudunk Ggy iranyitast adni, hogy 2-éldsszefiliggd digrafot kapjunk, masrészt ennek
a ténynek nincs egyszerlien megfogalmazhat6 altalanos oka.

Az igy kapott vegyes graf tehat azt is mutatja, hogy a Nash-Williams féle iranyitasi tétel és a 2.1.9 tétel
természetesen kinalkozd kozos altalanositasa k > 2-re nem érvényes: Egy vegyes D = (V, A) iranyitott és
G = (V,E) iranyitatlan grafbol allo vegyes grafban az E elemei akkor &s csak akkor iranyithatok Ggy, hogy
k-Elosszefliggd digrafot kapjunk, ha minden X c V halmazra dg(X) > (k — [XX))" + (k —3p(X))". Nyitva
marad tehat a kérdés, hogy mikor létezik egy vegyes grafnak k-élosszefiiggd iranyitasa, és az el6bbi Kicsiny
példa jelzi, hogy a valasz nem igérkezik egyszer{inek. A szubmodularis aramok elmélete segitségével azonban
az iranyithatosag feltétele megadhato.

Feladatok
2.10 Igazoljuk Robbins tételét eqy mélységi fa segitségével.

2.11 Legyen D olyan digrdf, amely iranyitatlan értelemben 2-élosszefiiggd. Legyen F egy tartalmazdsra nézve
minimdlis részhalmaza az éleknek, amelynek elemeit dsszehizva erdsen osszefiiggd digrdfot kapunk (azaz F
minimalis olyan, hogy minden iranyitott vagast lefog). Igazoljuk, hogy ha 0sszehizds helyett F minden elemének
megforditjuk az irdnyitdsdt, mdr akkor is erdsen oOsszefliggd digrdfot kapunk.

2.12 Igazoljuk, hogy egy elvdgo élt nem tartalmazo digrdf élei két szinnel szinezheték gy, hogy minden
irdnyitott vagds mindkét szinbdl tartalmazzon é€lt.

2.13 Egy irdnyitatlan G grdfnak adva van két erdsen 0Osszefiiggs irdnyitdsa. Igazoljuk, hogy az eqyikbdl el
lehet jutni a masikba irdnyitott utak illetve iranyitott korok egymds utani megforditdsdaval gy, hogy minden
kézbensd irdnyitds erdsen 6sszefiiggd!

2.14 Egy G = (V,E) dsszefiiggd grifnak akkor és csak akkor létezik olyan irdnyitdsa, amely eqy megadott
T CV halmaz pontjaiban pdratlan kivile meg pdros, ha |E| és |T| ugyanolyan paritdsi.

2.15 Egy 2-€élosszefiiggs grdafnak létezik kézel-Euler erdsen dsszefiiggd iranyitdsa.

2.1.4 SZinezések

TETEL 2.1.10 Egy G = (V,E) dsszefiiggd irdnyitatlan grdf kromatikus szdma legfeljebb a &+ 1, ahol A\ a
G mazimadlis fokszdmadt jeloli. Rdaddsul létezik olyan A + 1 szinnel torténd szinezés, ahol a A+ 1-dik szint
legfeljebb csak egy elére meghatdrozott Vi pont haszndlja.

Biz. A v; ponttal kezdve konstrualjuk meg a graf pontjainak egy olyan v4,...,v, sorrendjét, ahol a v;-t&l
eltekintve minden pontbdl megy kisebb index{ ponthoz él. A graf dsszefiiggdsége folytan ez mindig megtehetd.

E sorrendben visszafelé haladva egymas utan szinezziik meg a cslicsokat a A+ 1 szin koziil mindig legkisebb
indext hasznalva, arra lgyelve csupan, hogy szomszédos cslicsok kiilonboz6 szint kapjanak. Mivel minden
csticsnak legfeljebb A szomszédja van a grafban, ezért egy v; (i > 2) cslics megszinezésekor, miutan van
kisebb index, még szinezetlen szomszédja, legfeljebb csak A — 1 tiltott szin van, és igy a A rendelkezésre allo

szinb@l tudunk valasztani. A A + 1-dik sZinre esetleg a v; cslicsnal lehet sziikség. e

Keérdés, hogy meg lehet-e szabadulni, a A + 1-dik szintdl. A paratlan kor mutatja a A = 2 esetben és egy
teljes A+ 1 pontQ graf A > 3-ra, hogy a valasz altalaban nemleges. Az elbbi mohd szinezési eljaras csoppnyi
finomitasa azonban 3-Osszefiiggd grafok esetén segit.

TETEL 2.1.11 Legyen G = (V,E) grdf 3-dsszefiiggé nem teljes grdf. Ekkor G pontjai megszinezheték A
szinnel.

Biz. [Lovasz] Mivel a graf nem teljes, igy van két nem szomszédos pontja. Az ezeket Osszekotd legrovidebb
Ut els6 harom pontjat jeldlje rendre v,,, v1,Vy—1. EKkor v,, &s v,,_; is szomszédos v;-gyel, de egymassal nem
szomszédosak. Mivel a graf 3-sszefiiggd, igy G’ = G —{V,,, V.,_1 } Osszefiiggd, és ezért G’ pontjainak letezik egy
Vi,...,Vn—2 sorrendje, amelyben minden v; (i > 2) cslicsbol vezet visszafelé él. A v,,-t6l kezdve e sorrendben
visszafelé haladva egymas utan szinezziik meg a csticsokat a A szin koziil mindig legkisebb sorszamt hasznalva,
arra ugyelve csupan, hogy szomszédos cslicsok kiilonbozg szint kapjanak. Ekkor tehat v,, &s v,,_1 az egyes szint
kapja. Mivel minden csticsnak legfeljebb A szomszédja van a grafban, ezért av; (i > 2) cslics megszinezésekor,
miutan van kisebb index{i még szinezetlen szomszédja, legfeljebb csak A — 1 tiltott szin van, &s igy a A
rendelkezésre allé szinbdl tudunk valasztani. A v; cslcsnak viszont a v,, és a v,—1 két egyformara szinezett
szomszédja, igy a vi szomszédjaira is legfeljebb A — 1 szint hasznaltunk fel, tehat ezt is meg tudjuk szinezni
a A szin valamelyikével. o
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Feladat 2.16 Igazoljuk Brooks aldabbi tételét.

TETEL 2.1.12 (Brooks) Ha egy egyszerd osszefiiggd grdf mem a teljes grdf és mem pdratlan kor, akkor
kromatikus szdma legfeljebb a mazximdlis fokszdm.

2.1.5 Forras telepités

Egy G = (V, E) iranyitatlan graf minden csicsan adott egy r(v) egész szam. Azt mondjuk, hogy az S halmaz
forras, ha S-b8l minden v € V — S pontba vezet r(v) élidegen Ut. Ezek szerint a V csticshalmaz maga forrés.
A feladat a legkisebb elemszam@ forrast meghatarozni. Legyen R(X) := max{r(v) : v € X}. A Menger
tétel szerint egy S halmaz pontosan akkor forras, ha minden X C V — S halmazra dg(X) > R(X). Ennek
megfelel6en a forrasok azok a részhalmazok, melyek lefognak minden hianyos halmazt, ahol X hianyos, ha
de(X) < R(X). Természetesen elég lefogni a tartalmazasra nézve minimalis hianyos halmazokat.

TETEL 2.1.13 A minimdlis elemszdma forrds elemszama egyenld a diszjunkt hidanyos halmazok mazximdlis
szdmadval.

Biz. Vilagos, hogy min > max. Az egyenl@ség igazolasahoz egy mohd algoritmus segitségével megkonstrualunk
egy S forrashalmazt valamint minimalis hianyos halmazoknak egy |S| tagl diszjunkt rendszerét.

Rendezziik nagysag szerinti novekvd sorrendbe a csticsokat: r(vi) < r(vz) < ... < r(v,). Kezdetben legyen
S =V majd az adott sorrendben a pontokon egyenként végighaladva az aktualis S-b6l akkor dobjuk ki a
soron kovetkez8 v; pontot, ha a csokkentés utan még mindig forrast kapunk. Ez azt jelenti, hogy ha v;-t nem
lehet kidobni, akkor létezik egy olyan X; minimalis hianyos halmaz, amelynek S-sel az egyetlen kozos pontja
v;, €s igy specialissan v; a legnagyobb index{ pontja. A novekvd sorrend miatt R(X;) = r(v;).

Jeldlje S az algoritmus altal szolgaltatott végsd forras halmazt és legyen v;,v; két eleme S-nek. A tétel
kovetkezik az alabbi allitasbol.

Allitas 2.1.1 X, N X; = 0.
Biz. Legyen X; = X; — X; &s Xj = X; — X;. Ha, indirekt, a metszet nem-iires, akkor X; & X} nem hianyos,
azaz d(X;) > R(X]) &s d(X}) > R(X}). Miutan X; NS = {v;} &s X; NS = {v,},1gy v; € X &s v; € X]. Ezért

R(X)) =r(v;) és R(X}) =r(v;), amibdl r(v;) + r(v;) = R(X;) + R(X;) > d(X;) +d(X;) > d(X)) + d(X]'-) >
R(X!) + R(X}) = r(vs) + r(v;), ellentmondas. e

2013. januar 28.dopt file: moho
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2.2 Algoritmikus bizonyitasok I1: javitd utak
2.2.1 Kbonig és Hall tételei

Most bemutatjuk az egész elmélet egyik alapkovének tekinthetd Konig tételt és annak javitdo utas bizonyitasat.

TETEL 2.2.1 (Konig Dénes) Egy G = (S, T;E) pdros grdfban a diszjunkt élek mazimdlis v = v(G) szdma
egyenld az éleket lefogd pontok minimdlis T = T(G) elemszdmdval.

Biz. Egy v elemii parositas lefogasahoz kell legalabb v csiics, igy az osszes élhez is kell, ezért v < T1.

A nemtrivialis v > T irany igazolasahoz konstrualunk egy M parositast és egy L lefogast, melyek el-
emszama ugyanaz. Az eljaras tetszoleges M parositasbol indul ki, ami kezdetben az lires halmaz is lehet.
Az altalanos lépésben vagy talalunk egy nagyobb elemszam{ parositast, és ekkor a nagyobb parositasra
vonatkozodan iteraljuk az eljarast, vagy pedig egy |M|-mel megegyez6 elemszadmU lefogast, amikoris az al-
goritmus véget ér.

Iranyitsuk meg M éleit T-t61 S fele, mig az Osszes tobbi élt forditva. Jeldlje Rs illetve Ry az S-ben illetve
a T-ben az M altal fedetlen pontok halmazat. Jeldlje Z az Rs pontjaibdl az igy kapott iranyitott grafban
egyirany( Gton elérhetd pontok halmazat (amit példaul szélességi kereséssel talalhatunk meg).

Keét eset lehetséges. Amennyiben Rr-nek esik pontja Z-be, akkor megkaptunk egy olyan Rg-t &s Rp-t
Osszekotd P utat, amely M-ben alternal. Most M és P szimmetrikus di [erknciaja egy M-nél eggyel tobb élbdl
allo M’ parositas. (Technikailag az eljarast konnyd végrehajtani: a megtalalt Gt éleinek iranyitasat egyszertien
megforditjuk.) ;

A masik esetben Rt diszjunkt Z-t8l. Z definicidja folytan Z-bdl nem Iép ki iranyitott él. Ervényes tovabba,
hogy Z-be nem Iép be megiranyitott uv € M parositas él, hiszen v csak u-n keresztiil érhet6 el, igy v csak
akkor lehetett egyirany Gton elérhetd Rs-bdl, ha u is az volt.

Kovetkezik, hogy az L := (T N Z) U (S — Z) halmaz egyrészt lefogja az osszes élt, masrészt minden M-beli
élnek pontosan az egyik végpontjat tartalmazza, tehat M| = |L|. e

A fenti bizonyitas egyUttal egy O(nm) Iépésszami algoritmust is jelent a szébanforgd optimumok meghataro-
zasara. Kozvetlen folyomanyként adodik Hall tétele.

TETEL 2.2.2 (Hall) Egy G = (A,B;E) pdros grdfban akkor és csak akkor létezik A-t fedd pdrositds, ha
A minden X részhalmazdra teljesil az un. Hall féle feltétel, azaz |F(X)| > |X|, ahol T(X) jeloli azon B-beli
pontok halmazdat, melyeknek van szomszédja X-ben.

Biz. A feltétel sziikségessége kézenfekvd. Az elegendBséghez azt kell belatnunk, hogy v > |A|. Ha ez nem
allna, akkor Konig tétel szerint letezik az éleknek egy A-nal kevesebb pontbdl allo L lefogasa. De ekkor az
X :=A—L halmazra |[BNL|<|X]|&ésT(X)CBnNL, azaz X megsérti a Hall feltételt. o

Iranyitasok segitségével algoritmikus bizonyitast adunk Lovasz egy kapcsolodd tételére.

TETEL 2.2.3 (Lovész) Ha egy G = (S, T; E) pdros grdfban akkor és csak akkor létezik olyan erdd, amelyben
minden S € S pont foka 2, ha minden X C S nemdires halmazra

IFC)| > X[+ 1. (2.1)

Biz. Az X és I'(X) altal feszitett részgrafban egy erddnek egyrészt legfeljebb |X|+ | (X)| —1 éle van, mésrészt
2|X|, amennyiben teljesiti, hogy S-ben minden pontjanak foka kett8. A kettd osszevetésébdl (2.1) szlikségessége
adodik.

Mivel a Hall-féle feltétel még szigorQan is teljeslil az S minden nemires részhalmazara, G-nek létezik S-t
fed6 M parositasa. Jelolje R a T azon pontjainak halmazat, melyeket M nem fed. Hlzzuk Gssze R-t egy
r pontta. Iranyitsuk az M elemeit T-felé, mig az dsszes tobbi &lt S-felé. Allitjuk, hogy az igy létrejott D
digrafban r-bél S minden eleme elérhetd. Valdban, ha az S nem elérhetd pontjainak X halmaza nemiires,
akkor "' (X) = Ny (X), azaz X megsértené (2.1)-t. Ha viszont S minden pontja elérhetd r-bdl, akkor a T-nek
is minden pontja, és igy D-nek van r gyoker( feszitd fenyGje, amelynek élei az eredeti G grafban egy S minden
pontjaban masodfok( erd6t alkotnak. e

Nevezziink egy hipergrafot erd6-reprezentalhatonak, vagy roviden erd8snek, ha minden hiperélebdl kivalaszt-
hatd két elem Ggy, hogy a kivalasztott parok mint grafélek erddt alkotnak. Egy hipergrafrol azt mondjuk, hogy
erdsen teljesiti a Hall feltételt, ha barmely j > 0 hiperélének az egyesitése legalabb j + 1 elemd.

Kovetkezmény 2.2.4 Egy hipergrdf akkor és csak akkor erdds, ha erdsen teljesiti a Hall feltételt.
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Biz. Alkalmazzuk Lovasz tételét a hipergrafhoz tartozo paros grafra. e

Kovetkezmény 2.2.5 Ha egy hipergrdf erdsen teljesiti a Hall feltételt, akkor csiucsait két szinnel lehet gy
szinezni, hogy ne legyen egyszini hiperél.

Biz. Mivel a hipergraf ersen teljesiti a Hall feltételt, igy erdds. Marpedig egy erd6 pontjainak létezik két-
sZinezése. e

Feladat 2.17 Legyen S C V a G = (V,E) dsszefiiggd grdf pontjainak egy stabil halmaza. Dolgozzuk ki a
sziikséges és elegendd feltételét eqy olyan feszitd fa létezésének, amely minden S-beli pontban mdsodfoki. Algo-
ritmikusan hogyan taldlhaté meg egy ilyen fa?

Feladat 2.18 A 2.2.3 tétel bizonyitdsi mddszerével igazoljuk a tétel aldbbi kiterjesztését.

TETEL 2.2.6 Legyen G = (S, T;E) egyszerti pdros grdif és m : S — Zi egy szigorian pozitiv fligguény.
Akkor és csak akkor létezik G-ben olyan erdd, amelyben minden S € S pont foka pontosan m(S), ha minden
X C S nemdiires halmazra

IF)] = iX) — [X|+ 1. (2.2)

2.2.2 Fokszamkorlatos iranyitasok

Vizsgaljuk meg olyan iranyitasok létezésének feltételét, amelyeknél a graf minden csGicsanak a befoka elGre
megadott korlatok kozé esik. Kicsit konkrétabban, legyen f : V. — Z, U{—-c0} &g :V — Z, U{co} két
fuggvény, melyekre f < g. (Egy cslicson a —co alsd korlat azt jelenti, hogy ezen a cslicson egyaltalan nincs alsod
korlat. Itt nullat is irhatnank, de jobb a —oco, mert igy a feltételben rogton latni lehet, hogy az ilyan csticsok
nem jatszanak szerepet. Analdg a helyzet a {co} felsd korlattal.) Kezdjiik egy nagyon egyszer{ specialis esettel.

Egy iranyitatlan grafot akkor neveziink Euler-grafnak, ha minden pont foka paros (filiggetlenil attol, hogy
a graf Osszefiiggd-e vagy sem). Egy iranyitott grafot vagy egy iranyitatlan graf egy iranyitasat akkor neveziink
Euler-grafnak, ha minden pont befoka egyenld a kifokaval. Kicsit altalanosabban, egy graf iranyitasat
kozel-Eulernak hivjuk, ha minden pontnak a befoka és a kifoka legfeljebb eggyel tér el. Természetesen egy
iranyitatlan Euler graf kozel-Euler iranyitasa Euler iranyitas.

TETEL 2.2.7 Egy G irdnyitatlan grdfnak akkor és csak akkor van FEuler irdnyitdsa, ha G Fuler.

Biz. Iranyitatlan Euler-graf konnyen lathatd mddon mindig felbonthatd élidegen iranyitatalan korok egyesitésére.
E korok mindegyikét korbe iranyitva egy iranyitott Euler-grafot kapunk. e

Kovetkezmény 2.2.8 Tetszdleges G grdfnak van kézel-Euler irdnyitdsa.

Biz. Jelolje a paratlan fok( pontok halmazat T. Adjunk a grafhoz egy Gj pontot, és kossiik Gssze a T minden
elemével. Igy Euler-grafot kaptunk, amelynek az elébbi tétel szerint van Euler iranyitasa, és ezt az eredeti
élekre megszoritva G-nek egy kozel-Euler iranyitasat kapjuk. e

TETEL 2.2.9 Ha egy irdnyitatlan grifnak D1 és Do két olyan irdnyitdsa, amelyre V) = [2Qv) minden v
csucsra fenndll, akkor egyirdnyi korok eqgymds utdni megforditisdval el lehet jutni D1-bdl D2-be.

Biz. Ha egy @l iranyitasa ugyanaz a két iranyitasban, Ggy azt kihagyva indukcidval készen vagyunk. ’Igy
minden &l forditva szerepel a két iranyitasban, és ezért [ {v) = [2{v) = 6:1(v), vagyis D, iranyitott Euler graf.
Emiatt élidegen korok unidjara bomlik, amiket egymas utan atforgatva D.-t kapjuk. e

TETEL 2.2.10 A G = (V,E) grdfnak akkor és csak létezik olyan irdnyitdsa,
(i) amelyben () > F(v) minden v csucsra fenndll, ha

e(X) > @) minden X CV -re, (2.3)
(i) amelyben () < g(v) minden Vv csicsra fenndll, ha
i(X) < dHA) minden X CV -re, (2.9)

(iii) amelyben F(v) < W) < g(v) minden V csicsra fenndll, ha mind (2.3), mind (2.4) fenndall.
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Biz. (2.3) sziikségessége. Tegyiik fel, hogy létezik jo iranyitas. Ekkor fid) < [[W) : v € X] < e(X).

(2.3) elegend@sége. G egy iranyitasaban nevezziink egy s pontot hibagnakyjagy pontosabban be-hidnyosnak,
ha [(3) < f(s). Valasszunk G-nek egy olyan iranyitasat, amelynek a [f(v) — [(¥)) : v be-hianyos] dsszeggel
definialt hibaja minimalis. Ha ez a hiba 0, vagyis ha nincs be-hianyos csics, akkor készen vagyunk.

Legyen most az s cslics be-hianyos és jeldljik X-szel apmeggdott iranyitasban azon pontok halmazat,
amelyek s-bol elerhettk. Ekkor X-b68l nem lép ki él, ésigy [[(M) : v € X] = e(X). Most X szUkséqkéiplen

tartalmaz egy olyan t pontot, amelyre [{(f) > f(t), mert ha nem létezne ilyen pont, akkor @) > [ :
v € X] = e(X) volna ellentmondasban (2.3)-gyel. Egy s-bdl t-be vezetd Gt éleinek iranyitasat megforditva
G-nek egy olyan iranyitasat kapjuk, amelynek hibaja kisebb, mint a meglévd iranyitase. A modszer ismételt
alkalmazasaval legfeljebb Q) Gt megforditasaval egy jo iranyitast kapunk.

Analdg modon igazolhatd a tétel masodik része (azzal az eltéréssel, hogy most egy t pont akkor hibas, ha
ki-hianyos, azaz ha a meglévg iranyitasban [(f) > g(t) és X-szel azon pontok halmazat jeldljiik, amelyekbdl t
elérhetd). Valdjaban a masodik rész formailag is ekvivalens az elsg azon valtozataval, amikor olyan iranyitast
keresilink, amelyben minden v pont kifoka legalabb f(v) := da(v) — g(v).

Végiil a harmadik rész igazolasahoz induljunk ki egy olyan iranyitasbol, amelyre (x) [(4) < g(v) teljesil
minden v pontra. Alkalmazzuk az elsd rész algoritmusat &s figyeljik meg, hogy ennek soran egy pontnak a
befoka csak akkor ng, ha [(3) < f(v) < g(v), vagyis (x) automatikusan érvényben marad. e

Feladat 2.19 Adjunk sziikséges és elegendd feltételt arra, amikor nem csak a pontok befokdra van also-felsé
korldt eléirds, hanem a kifokdra is. (A megoldashoz szabad hasznalni a 2.2.10 tételt.)

Erdemes kiemelni a tétel alabbi, mindenképp meglepGnek minGsitendd kivetkezményét.
Kovetkezmény 2.2.11 Tegyiik fel, hogy a G grdfnak van olyan irdnyitisa, amelyre [(N) > F(v) minden v
cstcsra €s van olyan iranyitdsa, amelyre [Q1) < g(v) minden V csicsra, akkor olyan is van, amely egyszerre
elégiti ki mindkét kivdnsdgot.

Az itt megfogalmazott tulajdonsagot (jobb hijan) linking tulajdonsagnak nevezhetjiik. Szamos helyen
felt@inik, hatterében, amint majd latni fogjuk, egy polimatroidokra vonatkozo tétel all.

Kovetkezmény 2.2.12 (Irdnyitasi Lemma) Adoit G = (V,E) grdfra ésm :V — Z figgvényre a kovetkezdk
ekvivalensek.

G irdnyithatd gy, hogy minden v csiucsra [Q) = m(v), (2.5)
e(X) > ra(X) minden X CV -re és h(¥ ) = |E| (2.6)
i(Y) <(¥) minden Y CV -re és a(¥ ) = |E]|. 2.7

Biz. Miutan e(X) +i(V — X) = |[E| = rh(¥) = ra(X) + (Y — X), az (2.6) and (2.7) feltételek ekvivalenciaja
kivetkezik. (2.6) nyilvan sziikséges (2.5)-hez. Megfigyeljik, hogy f := m-re (2.6) &s (2.3) ugyanaz, igy p220
tetelbdl kapjtkhogy van olyan iranyitasa G-nek, amelyre [(1) > m(v) minden v cslcsra. Mivel |[E| = [L(V) :
veV]> [m(v):veV]=rml)=|E|, minden v pontra egyenldség van, azaz [(\) = m(v). e

Gyakorlat 2.20 Igazoljuk, hogy ha [ds [a G két olyan irdnyitdsdnak befok fiigguénye, amelyekre (W) =
m(v) = (V) minden V csicsra fenndll, akkor [CK) = [(X") minden X C V -re.

Feladat 2.21 A G = (V, E) grdf csicsainak legyen U egy részhalmaza. Egy m' : U — Z fiigguényhez akkor és
csak akkor létezik G-nek olyan irdnyitdsa, amelyre [QF) = m’(v) mindenv € U-ra, haic(X) < m’'(X) < ec(X)
fenndll minden X C U halmazra.

Fentebb mar emlitettiik, hogy egy iranyitatlan Euler graf mindig iranyithatd Ggy, hogy minden pontnak a
befoka egyenld a kifokaval. Az alabbi altalanositas dnmagaban is csinos, de az élidegen-utakrol sz6l6 fejezetben
meglepd alkalmazasra is lel majd.

Kovetkezmény 2.2.13 (Ford és Fulkerson) Adott egy M = (V, A + E) vegyes grdf, amely a G = (V,E)
wranyitatlan és D = (V, A) irdnyitott grdfok dsszetevésével keletkezett. Akkor és csak akkor lehet gy irdnyitans
az E elemeit, hogy az elddlld irdnyitott grdf Euler-féle legyen (azaz minden pont befoka megegyezzék a ki-
fokaval), ha M -ben minden pont pdros sok (iranyitott és iranyitatlan) éllel szomszédos azaz

Op(v) + [BKVv) +dg(v) pdros (2.8)

és
da(X) > [p(X) — dp(X) teljesil minden X C V -re. (2.9)
Biz. A G egy G&-& (v, E)liranyitasanak befok illetve kifok fliggvényét jeltlje [glés 35. D + G-akkor Euler-féle,
ha minden v cslicsra [p(v) + [zlv) = dp(v) +85(v), ami [z(v) + 65(v) = de(v) miatt azzal ekvivalens, hogy

Lalv) = (dp (V) — [blv) —dg(v))/2. A jobboldalt jelljik m(v)-vel. Ez (2.8) miatt egész. Alkalmazzuk a 2.2.12
kovetkezményt, és figyeljiik meg, hogy az m adott valasztasanal (2.9) ekvivalens az (2.6) feltétellel. o
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Feladatok

2.22 A 2.2.12 kévetkezményt haszndlva vezessik le Hall tételét. (Segitseg: A G = (S, T; E) paros graf éleinek
keresslink olyan iranyitasat, amelyben minden S-beli pont befoka 1 &s minden T-beli t pont befoka d (t) —1.)

2.23 Mutassuk meg, hogy a 2.2.10 tétel bizonyitdsdban szerepld wtdtforditds technika az elébbi feladat megolddsa
nyomdn a Kénig tételre leirt javito utas bizonyitdst adja vissza.

2.24 Bizonyitsuk be a 2.2.12 kovetkezményt a Hall tételre tdmaszkodva. (Segitség: Készitslink el egy paros
grafot Ggy, hogy G minden élét osszunk fel egy ponttal [ezen osztopontok alkotjak a paros graf pontjainak
egyik osztalyat], tovabba minden v pontjat helyettesitsiink m(v) darab ponttal. Az igy kapott paros graf
egy teljes parositasa G egy (2.5)-t teljesitd iranyitasanak felel meg, mig a Hall féle feltétel az (2.6) feltétellel
ekvivalens.)

2.25 A 2.2.10 tétel segitségével adjuk meg annak sziikséges és elegendd feltételét, hogy eqy adott pdros grdafnak
létezzék olyan részgrdfja, amelyben minden pont fokszdma elére megadott korldtok kézé esik.

2.26 Az elbz6 feladatot felhaszndlva adjuk meg annak sziikséges és elegendd feltételét, hogy egy irdnyitott
grifnak létezzék olyan részgrdfia, amelyben minden pont befoka is és kifoka is elére megadott korldtok kézé
esik.

2.27 A 2.2.11 kévetkezmény segitségével igazoljuk az alabbi eredményt, amely a linking tulajdonsdg egy korai
megjelenése.

Kovetkezmény 2.2.14 (Mendelssohn és Dulmage) Ha egy G = (S, T; E) pdros grdfban létezik pdrositds,
amely fedi az X C S halmazt és létezik pdrositds, amely fedi azY C T halmazt, akkor létezik olyan pdrositds
is, amely egyszerre fedi X-t ésY -t. e
2.28 [Landau tétele] Legyen my > mse > ... > m, nem-negativ eg@ek eqy sorozata. Akkﬁk_ﬁl csak
akkor létezik olyan turnament, amelyben az i-dik pont befoka m;, ha .m; =n(n—1)/2 és <
k(k—1)/2+k(n—k) (k=1,...,n).
2.29 Legyen D = (V, A) irdnyitott grdfban s és t két olyan csics, melyekre [p(S) =0 =303p(t) és

(@) > k fenndll minden ts-halmazra. (2.10)

Igazoljuk, hogy D tartalmaz egy olyan D’ részgrdfot, amelyben U(W) = d'(V) teljesil minden v € V — {s,t}
pontra és 8'(S) = k = (). Vezessiik le ebbbl a Menger tétel élidegen vdltozatdt, amely szerint D-ben akkor
és csak akkor létezik K élidegen 4t s-bdl t-be, ha (2.10) fenndll. (Segitség: Legyen G az az iranyitatlan graf,
amelyet D-b@l kapunk az élek iranyitasanak elhagyasaval. Keressiink G-nek olyan G-ranyitasat, amelyben
minden v € V — {s, t} pont befoka az eredeti, s befoka k és t befoka [pKt) — k. D azon élei altal alkotott D’
részgraf, melyek G-ben forditva vannak, jo lesz.)

Iranyitasok egy alkalmazasa

Egy G = (V,E) iranyitatlan graf minden v pontjan adott tiltott fokszamok egy F(v) C {0,1,...,dc(v)}
halmaza, ahol dg(v) jeldli v pont G-beli fokat. A G egy G’ = (V, E’) részgrafja F-elkeriils, ha dg(v) € F(v)
minden v cslcsra.

TETEL 2.2.15 (Shirazi és Verstraéte) Ha
|[F (V)| < |da(v)/2| minden Vv cstcsra, (2.11)
akkor G-nek létezik F -elkerild részgrdfja.

Lattuk, hogy minden G grafnak van D = (V, E}Jkozel-Euler iranyitasa. Ebben minden v pontra [5(v)
|da(v)/2] &s igy az alabbi eredménybdl kovetkezik a 2.2.15 tétel.

Y

TETEL 2.2.16 Ha egy G grdfnak van olyan D = (V, EY irdnyitdsa, amelyben minden v pontra [p(v) >
|[F(V)|, akkor G-nek létezik F -elkerild részgrdfia.

Biz. Elszam szerinti indukcio. Egy e € E élre jellje & megfelel iranyitott élt D-ben. Ha 0 semelyik csticsban
sem tiltott fokszam, akkor a (V, () élmentes részgrafja G-nek F-elkeriilG. Tegyiik fel, hogy 0 € F (t) valamely
t csGicsra. Ekkor [p(t) > |F(t)| > 1 és ezért van olyan e = st él G-ben, amelyre &1l felé van iranyitva.

Legyen G~ := G —e & D™ := D — & Definialjuk F ~-t a kovetkezOképp. Legyen F~(t) :={i—1:1i €
F@®)\{0}}, F7(s) :={i—1:i€F(s)\{0}}, végul z € V — {s,t} esetén legyen F ~(z) := F(z). Mivel
[F-®)| =|F@®)|—1,1gy p-(v) > |F~(v)| fennall minden v cstcsra. Indukcid miatt G~ -nek létezik egy G”
F ~-elkerlld részgrafja. Az F~ konstrukciojabol adodoan G-nek a G’ := G” + e részgrafja F-elkerlld. e

A 2.2.10 tétel (i) részét a 2.2.16 tétellel kombinalva kapjuk a kovetkezGt.
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. C_1
TETEL 2.2.17 Ha egy G irdnyitatlan grifban eq(X) >  [|[F(v)| : v € X] minden X C V részhalmazra
fenndll, akkor G-nek létezik F -elkerild részgrdfja. e

Feladat 2.30 Igazoljuk, hogy eqy 0sszefiiggd grdfnak mindig van olyan irdnyitdsa, amelyben egy esetleges pont
kivételével minden pont befoka pdratlan.

Nyitott probléma. Keressiink az utdbbi feladatnak &s tételnek kozos altalanositasat.

2013. januar 28.dopt file: javito
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2.3 Algoritmikus bizonyitasok I11: helyi javitasok

A javitd utakat hasznald megfontolasok hasznos bizonyitasi (és algoritmikus) eszkdznek bizonyultak, hatranyuk
viszont, hogy egy Iépés viszonylag nagymérvii valtoztatassal jar: a Kénig tétel bizonyitasaban példaul egy tel-
jes alternald Gt mentén torténd cserével, vagy a 2.2.10 iranyitasi tételben egy egész egyiranyl Gt egyszerre
vald atiranyitasaval. A mohb eljarasoknak ehhez képest sokkal jobbak voltak, mert ott valamilyen elv szerint
haladtunk a cél felg, javitgatas mar nem tortént. A kettd kozott el lehet képzelni egy olyan eljarast, amely-
ben van ugyan javitgatas, de ezek mindegyike csupan lokalis, kis leéptek{ valtoztatas. Peldaul az iranyitasi
feladatban egyszerre mindig csak egy @l iranyitasat forditjuk meg, vagy a parositasi feladatban egyszerre csak
egy parositasbeli élt cseréliink fel egy kinti élre. Az alabbiakban egy ilyen jellegli megkozelitést adunk meg.
ElGszor (j bizonyitast adunk a 2.2.10 tétel elsd részének nemtrivialis iranyara.

2.3.1 Iranyitasok

A tétel a kovetkezd volt.

TETEL 2.3.1 A G = (V,E) grdfnak akkor és csak létezik olyan irdnyitdsa, amelyben (1) > F(V) minden v
csucsra fenndll, ha
e(X) > @) minden X CV -re, (2.12)

ahol e(X) jeloli azon élek szamdt, melyeknek legalabb az egyik végpontja X-ben van.

Biz. (Elegenddség) Az eljaras egy tetszoleges iranyitasbol indul. Egy pontot tébbletesnek illetve hidanyosnak
neveziink annak megfelelGen, hogy [(@) > f(z) vagy [(@) < f(z). Végig fenntartunkegy © : V — {0,1,...,n =
|V |} szintfliggvenyt, amelyrdl azt koveteljuk meg, hogy

minden tdbbletes pont a 0 szinten van, (2.13)
minden uv iranyitott élre O(v) > O(u) — 1, (2.14)

azaz minden &l legfeljebb egy szintet lep lefele. Kezdetben © = 0.

Készen vagyunk, ha nincs hianyos csics, igy tegyiik fel, hogy van. Akkor is készen vagyunk, ha van olyan
ures szint, amely felett van hianyos cstics. Ekkor ugyanis az Ures szint felett fev8&-gslcsok g-hatjnazabdl nem
[ephet ki &l (hiszen egy ilyen €l legalabb ket szintet Iépne lefelé) esigy e(2) =, ) <, F(v) = i),
azaz Z megsérti a feltételt. Specialisan, ez az eset all fenn, ha van hianyos cstcs az n-dik szinten, akkor biztosan
van ures szint.

Az eljaras egy n-dik szint alatti u hianyos cstcsnal kétféle lépést hasznalhat. Amennyiben létezik lefelé
mend uv &él, amelyre tehat ©(v) = ©(u) — 1, Ggy ennek forditsuk meg az iranyitasat. Ha nem létezik ilyen &l,
gy emeljlik meg u szintjét eggyel. Mindkét mvelet fenntartja a ©-ra el@irt tulajdonsagokat.

Mivel mindig lefelé mend él iranyitasat forditjuk meg, igy egy uv &l két megforditasa kozott a ©(u) + O(v)
Osszeg legalabb kettGvel nd. Tovabba minden pont szintje legfeljebb n, igy a ©(u) + ©(v) Osszeg legfeljebb 2n,
&s ezért minden élt legfeljebb n = 2n/2-szor forditunk meg. Emiatt élforditasbol osszesen legfeljebb mn lehet,
mig szintemelésbdl legfeljebb n?, vagyis az eljaras legfeljebb 2mn lépés utan véget ér. o

2.3.2 Parositasok

Nézziik meg, hogy miképp mikodik a szintezd algoritmus Konig tételére.

TETEL 2.3.2 (Kénig) Egy G = (S,T;E) pdros grdfban a mazimdlis elemszdmi pdrositds Vv elemszdma
egyenld az éleket lefogd pontok minimadlis T szdmdval.

Biz. Mivel barmely M parositas éleinek lefogasahoz kell legalabb |[M | pont, igy a v = T egyenl@ség igazolasahoz
kell talalnunk egy M parositast és egy L lefogd pontrendszert, melyekre [M| = |L|. Feltehetjiik, hogy nem
létezik izolalt pont. Elek egy M részhalmazat félparositasnak nevezziik, ha S-ben minden pont foka pontosan
1, azaz s € S-re dp(s) = 1 (a T-beli fokokra nincs megkotés).

Az eljaras soran adott egy © : T — {0,1,...,n = |T|} szintfliggvény, amelyre

minden M altal fedetlen pont szintje 0 (2.15)

uesS,uv e M,uz € E— M esetén ©(z) > O(v) — 1. (2.16)
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Nevezziink egy T -beli t cslcsot aktivnak, ha dy(t) > 2. Amig létezik, tekintslink egy aktiv t pontot az n-dik
szint alatt. Ha ehhez vannak e = st € M és f = sz € E — M ¢élek, melyekre ©(z) = ©(t) — 1, akkor legyen
M = M —e+T. Amennyiben ilyen élek nem Iéteznek, emeljiik meg eggyel t szintjét. Mindkét miivelet megorzi
a feltételeket.

Az eljaras vagy akkor ér véget, ha nincs tobb aktiv pont, azaz M parositas, mert ekkor M bizonyosan
maximalis elemszam, hiszen L := S lefogja a graf osszes €lét. Vagy pedig akkor, ha minden aktiv pont
a legfelsd, n-dik szinten van. Ekkor ugyanis létezik Ures szint. Jeldlje Z az ennél magasabb szint{i pontok
halmazat, &s legyen Z’ azon S-beli pontok halmaza, melyeknek M-beli szomszédja Z-ben van. Ekkor (2.16)
feltétel miatt Z’-b6l kizardlag Z-be megy &l, azaz L := Z U (S — Z’) az Gsszes élt lefogja. Masrészt minden
Z-beli & minden S — Z’-beli pontnal kivalasztva egy M-beli élt kapunk egy |L| elemszam( parositast kapunk.

Az eljaras soran a fedetlen pontok szama sohasem ng, és igy legfeljebb n-szer csokken. Ha mindig a legalac-
sonyabb szint{i aktiv ponttal dolgozunk, akkor legfeljebb n élcsere utan vagy a fedetlen pontok szama csokken
vagy szintemelés kivetkezik, igy legfeljebb n?® lépés utan az eljaras véget ér. o

A fent leirt szintezd eljarast (push-relabel néven) Goldberg és Tarjan dolgozta ki a maximalis folyamok
kiszamitasara. Az iranyitasi probléma és a parositasi probléma is egyszer(ibb &s jobban mutatja az eljaras
lenyegét. Az alabbiakban bemutatjuk az eljaras egy valtozatat a folyam probléma egy enyhe kiterjesztésére.

2.3.3 A szintez0 algoritmus megengedett m-aramok kiszamitasara

A Ford &s Fulkerson altal bevezetett noveld utas modszer, illetve annak finomitott valtozata, az Edmonds—
Karp - Dinits algoritmus segitségével erfsen polinomialis id8ben, nevezetesen O(nm?) Iépésben meg tudtunk
hatarozni egy s-bdl t-be mend maximalis nagysagh folyamot és egy minimalis vagast.

Az alabbiakban bemutatunk egy ettdl gyokeresen kilonboz6 eljarast, az Ggynevezett szintezd algorit-
must, amely minden szempontbdl feltilm@lja a noveld utas modszert. (Az angol nyelvi{i szakirodalomban az
ilyen tipus( eljarasokat push-relabel algoritmusnak hivjak, mi a szintezd eljaras nevet hasznaljuk). A Gold-
bergtdl és Tarjantdl szarmazd eljaras elvileg is s gyakorlailag is hatékonyabb a novel6 utas algoritmusnal.
Nem hasznal novel6 utakat, nem hasznal segédgrafot, s6t még folyamokat sem! Egyetlen Iépése csak kicsiny,
lokalis valtoztatasbol all (szemben a ndveld utas eljarasnak egy egész it mentén torténd valtoztatasaval), és
helyességének illetve a Iépésszamara adott korlatnak bizonyitasa is egyszerd.

Legyen D = (V, A) digraf élhalmazan adottaz f : A — R U{—oc} &sg : A — R U{oo} fliggyenynelyekre
f <g. Egy x: A — R fliggvény (vagy vektor) megengedett, ha f < x < g. Legyen [.{Z) ;.= [x(e):ec A
belép Zbe], 8, (Z) = AV —Z) &s W, (Z2) := (Z)—-d.(Z) (Z C V). Konnyen belathatd, hogy a W, fliggvény
modularis abban az értelemben, hogy

1

Y. (2) = [Wo(v) :v ezl (2.17)
Adott m:V — R fliggvény esetén azt mondjuk, hogy x : A — R moduldris dram, roviden m-aram, ha
W, (v) = m(v) minden v € V cslcsra. (2.18)

Ha m = 0, visszajutunk a mar ismert aram fogalomhoz. Egy masik specialis esetben f = 0 < g &és m-et olyképp
definialjuk, hogy m(t) = k, m(s) = —k két kijelolt s és t pontra, mig m(v) = 0 minden mas pontra. Ekkor
egy megengedett m-aram nem mas, mint egy k nagysagd folyam s-bgl t-be.

Gyakorlat 2.31  Tegyiik fel, hogy (') = 0. Igazoljuk, hogy X akkor és csak akkor m-dram, ha [Qv) —
8- (V) < m(v) minden V csticsra. Ha X m-dram, akkor [{Z) — 8,(Z) = (X)) minden Z CV halmazra.

TETEL 2.3.3 (Hoffman, 1960) Akkor és csak akkor létezik megengedett m-dram, ha rh(¥) =0 és
LX) — 34 (X) < h(X) minden X CV -re. (2.19)
Ha T, g és m egészértéki és (2.19) fenndll, akkor létezik egészértékii megengedett m-dram is.

Feladat 2.32 Vezessik le a D = (V,A) digrdfra vonatkozé 2.3.3 tételt azon eggyel tobb pontu digrdfra
vonatkozd specidlis alakjdbol, amelyben m = 0.

Ho [mhn tétele specialis esetben kiadja a kovetkezot.

TETEL 2.3.4 Akkor és csak akkor létezik K nagysdgu megengedett folyam s-b6l t-be, ha 8,(S) > k fenndll
minden S St-halmazra. Ha g egészértéki, a folyam is vdlaszthatd egészértékiinek.

A tétel ekvivalens alakban is megfogalmazhatb.
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TETEL 2.3.5 (Max-flow Min-cut) Adott g kapacitds fiigguény és D = (V, A) digrdf esetén, a megengedett
st-folyamok mazimdlis nagysdga egyenld a d4(S) értékek minimumdval, ahol a minimum az dsszes St-halmazra
megy. Ha g egészértékd, a mazximdlis folyam is vdlaszthaté egészértékinek.

Biz. Alkalmazzuk az el6z8 tételt a szbbanforgd minimum k értékére. e

Egyszeriiség kedvéert feltessziik, hogy nincsenek parhuzamos élek. Az algoritmus fenntart egy megengedett
X : A — R vektort és igyekszik a (2.18) kdvetelményt elérni. Egy v € V pontra akkor mondjuk, hogy pozitiv,
negativ vagy semleges, ha W, (v) —m(v) pozitiv, negativ vagy nulla. Egy &l e is csokkenthetd, ha x(e) > f(e)
&s novelhetd, ha x(e) < g(e).

Szint tulajdonsagok és megallasi szabalyok

A megengedett x-en Kiviil az algoritmus fenntart egy © : V — {0,1,...,n} szintfliggvényt, ahol ©(v) a
v cslcs szintje. (Szokas szerint n a V cslcshalmaz elemszamat jeldli.) Adott j € {0,1,...,n} szintre az
L; :={v €V : O(v) = j} halmazt szinthalmaznak hivjuk. Tekintsiik a kbvetkezd szint tulajdonsagokat.

(LP1) Minden negativ csics az Lo szinthalmazban van.
(LP2') ©(v) > O(u) — 1 minden ndvelhetd uv élre, azaz, minden novelhetd él legfeljebb egy szintet Iep le.

(LP2") ©(v) < O(u) + 1 minden csokkenthetd uv €lre, azaz, minden a csokkenthetd él legfeljebb egy szintet
lep fel.

Az algoritmus futasa akkor fejez6dik be, ha a kovetkez6 két megdllasi szabaly egyike bekovetkezik.

(A) Nincs pozitiv cslcs.
(B) Létezik egy z pozitiv cslics és a szintje alatt egy Ures L; szinthalmaz (azaz, j < ©(z)).

Lemma 2.3.1 Tegyiik fel, hogy X és © teljesitik a szint tulajdonsdgokat. Ekkor (A) esetén X megengedett
m-dram, mig (B) esetén a Z := {v € V : O(V) > j} halmaz megsérti a (2.19) feltételt.

Biz. Ha nincs pozitiv cslcs, akkor h(Y) = 0 = W, (V) miatt negativ sincs, és igy X megengedett m-aram.
Tegytik fel, hogy (B) teljestil. Miutan (LP1) miatt minden negativ cslcs Lp-baf van Z nem tartalmaz

negativ cslcsot. Ugyanakkor Z tartalmazza a pozitiv z-t és ezért W,(Z) = [W.(v) : v € Z] > rh(X).

Masrészr6l, az L; szinthalmaz Uiressége miatt minden Z-bdl kilepd e €l legalabb két szintet Iép le &s ezért (LP2")

folytan x(e) = g(e), vagyis 8, (Z) = 84(Z). Hasonloképp, minden Z-be Iép& e él legalabb két szintet Iép fel ésigy

(LP2") miatt x(e) = f(e) vagyis LAZ) = [{Z). A kettohdl [H{Z) — 8,(Z) = [AZ) — 8,(Z) = Y. (Z) > rh(Z)
adodik, mutatva, hogy Z megsérti (2.19)-t. e

Alapmiveletek egy pozitiv z cstcsnal

Az algoritmus egy kozbensd, altalanos helyzetében adott egy x : A — R megengedett vektor és egy ©
szintfiiggvény, melyek teljesitik a szint tulajdonsagokat. Tegyiik fel, hogy egyik megallasi szabaly sem all fenn.

Egy z pozitiv cslcsra bizonyosan ©(z) < n, mert ©(z) = n esetén létezne z alatt Ures szinthalmaz, azaz
(B) fennallna. Két alapmiveletet alkalmazhatunk z-nél: élérték csere (push) és cstcs-emelés (relabel).

Elérték csere z-nél modositja x(e)-t egy z-ben kezdddd vagy végzodd e élen, a kivetkezokepp.

(Novelés) Ha e = zu ndvelhetd &l, amely lelép z-bdl, akkor noveljik x(e)-t az o := min{g(e) — x(e), ¥»(z) —
m(z)} értékkel.

(Csokkentés) Ha e = uz csokkenthetd él, amely fellep z-be, akkor csokkentsik x(e)-t az a := min{x(e) —
f(e), W.(z) — m(z)} értékkel.

Csiics-emelés z-nél Amennyiben élérték csere nem alkalmazhatd z-nél, emeljiik meg z szintjét eggyel, azaz
noveljuk eggyel a ©(z) értéket.

Lemma 2.3.2 Az alapmiveletek megdrzik a megengedettséget és a szint tulajdonsdgokat.

Biz. Az a értelmezése miatt egy élérték csere fenntartja a megengedettséget. Mivel nem hogy létre (j negativ
csicsot, az (LP1) tulajdonsag is fennmarad. Miutan egy élérték csere csak olyan uv élen okoz valtozast,
amelyre |©(u) — ©(v)| =1, az (LP2) tulajdonsag sem tud elromlani.

A z cscs-emelés nem érinti (LP1)-et, hiszen ©(z)-t csak akkor noveljiik, ha z pozitiv cslics. Megorzi (LP2)-t

is, mert csak akkor alkalmazhatjuk, ha mar nincsen z-b8l lelépd novelhetd, vagy z-be fellepd csokkenthetd él.
[ )
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Az eljaras és lepésszam becslés

Az algoritmus tetszbleges x : A — R vektorral indul, amelyre f < x < g, tovabba © kezdetben azonosan
nulla. Egy kozbens@ helyzetben adott egy megengedett x és egy © szintfiiggvény, melyekre fennallnak a
szint tulajdonsagok. Ha nincsen pozitiv cslcs, akkor az adott x megengedett m-aram &s az algoritmus futasa
befejezbdik.

Ameddig van pozitiv cslcs, az algoritmus kivalaszt koziiliik egy legmagasabb szinten lévét és a kovetkezs-
képpen kezeli. Amig csak z pozitiv marad és van belGle lelepd novelhetd vagy z-be fellépd csokenthetd &l, alka-
Imazzuk az élérték csere miiveletet z-nél. Ha ezek utan z még mindig pozitiv marad, alkalmazzuk a cstcsemelést

z-nél. Ennek megfelelGen, a z kezelésének a végére z vagy semlegessé valt vagy a szintjét megemeltiik.

Az egyik lehetséges leallasi mod az, amikor egy élérték csere nyoman (A) igazza valik: a kapott x megengedett
m-aram az 2.3.1 Lemma folytan. A masik lehetséges leallasi mdd az, amikor egy cslics-emelés nyoman (B)
igazza valik, vagyis a z emelésekor a z (emelés elGtti) szinthalmaza uressé valik. Ekkora Z = {v : ©(v) > ©(z)}
halmaz megsérti (2.19)-t az 2.3.1 Lemma miatt.

Ho [mhn 2.3.3 tételének nemtrivialis iranya rogton kovetkezik, amint belatjuk, hogy a megallasi szabalyok

egyike véges sok lépés utan bizonyosan bekovetkezik. Valojaban érvényes a kdvetkezd élesebb becslés.

Lemma 2.3.3 Legfeljebb N alapmdvelet utdn (A) vagy (B) bekovetkezik.

Biz. Azt mondjuk, hogy egy z-nél Ievd e élen végrehajtott élérték csere semlegesits, ha z-t semlegessé teszi
(amely akkor fordul elg, ha a = W,(z) — m(z)). Az algoritmus egy fazisan a futasnak azon szakaszat értjuk,
melynek soran a © filiggvény valtozatlan. Miutan egy cslicsnal legfeljebb n szintemelés lehet, a fazisok teljes
szama legfeljebb n?.

Egy z’ cslcsnal végrehajtott €lértek csere csak egy z’ alatti cslicsot alakithat pozitivva, a legmagasabb
szint valasztasi szabaly miatt, ha a z cslics semlegessé valik, ugyanabban a fazisban mar nem lesz Gjra pozitiv.
Emiatt egy fazison bellik legfeljebb n semlegesitd élérték csere fordulhat el, és igy a semlegesitd élérték cserék
teljes szama legfeljebb n3.

Egy nem-semlegesitd élérték csere az e élen vagy felndveli x(e)-et g(e)-re, amivel nem-novelhetdvé teszi
e-t, vagypedig lecsokkenti x(e)-t f(e)-re amivel nem-csokkenthet6vé teszi e-t. Emiatt egy nem-semlegesitd
élertek csere miiveletet kovetden csak akkor keriilhet Ujra sor az e élen élérték cserére, ha a ©(z) — ©(u) eldjele
megfordul. Ekkorra viszont a ©(z) + ©(u) 0sszeg legalabb kettdvel megndtt. Emiatt a nem-semlegesitd éléerték
cserék szama egy e élen legfeljebb n, és igy a nem-semlegesitd élértek cserék teljes szama legfeljebb |Ajn < n3.
[ ]

Osszefoglalva, az algoritmus futasa legfeljebb O(n?) élérték csere &s cstics-emelés utan befejezdik. Meg-
jegyzend®, hogy alkalmas adatstruktira hasznalataval biztosithatd, hogy az alapmiiveletek konstans id8ben
végrehajthatok &s ezért a szintezd algoritmus teljes bonyolultsaga O(n®).

Feladat 2.33 Dolgozzunk ki egy olyan szintezd eljdrast teljes parositds megkeresésére pdros grafban, amely
csak az egyik pont osztdly pontjaihoz rendel szinteket.

A leginkabb sértd halmaz kiszamitasa

Amnnyiben nem létezik megengedett m-aram, a fenti algoritmus megtalalt egy (2.19)-t megsértd Z halmazt.
Az eljaras minimalis modositasaval egy legjobban sérté Z halmaz is megkereshet6 vagyis olyan, amelyre

LX) — 84(X) — ra(X) a lehetd legnagyobb.

kovetkeztében lehetnek cslicsok a legfelsd L,, szinten &s emiatt a z valasztasat gy modositjuk, hogy mindig az
n-dik szint alatti legfelsd pozitiv cslcsot valasztjuk. Az algoritmus akkor ér véget, ha mar nincs pozitiv cslics
az n-edik szint alatt. Ha egyaltalan nincs pozitiv cslcs, akkor az aktualis x megengedett m-aram &s ilyenkor
nincsen hianyos halmaz.

TETEL 2.3.6 Ha a mddositott algoritmus futdsanak befejezésekor van pozitiv csiucs, akkor egy fires szint
feletti pontok Z halmaza a legjobban sérti (2.19)-t, azaz

LHZ) — 04(Z) — h(Z) > LX) — §,(X) — m(X) minden X CV -re. (2.20)
C_ 1
Biz. NtivelZ minden pozitiv cslicsot tartalmaz, de negativat nem, W.(Z) — m@)= [W,(v)—m(v):ve

Z] > [Wo (V) —m(v) v € X] = W, (X) —M(X), amibl [AZ) —8,(Z2) — () = [LA4Z) - 8.(2) — () =
W.(2) — th@) > W.(X) — h(X) > LX) — §5(X) — ia(X). o
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Maximalis nagysagu st-folyam kiszamitasa

Amint mar emlitettik, Ho[mbn tétele az f =0 < g, m(t) = k,m(s) = -k, é&sm(v) =0 (v eV — {s,t})
valasztassal az 2.3.4 tételre specializalodik. Ebben az esetben egy m-aram épp egy megengedett k nagysagl
folyam. Tovabba, ha az S megsérti (2.19)-t, azaz —04(S) = L(S) — §,(S) > m(3), akkor 0 < §,(S) < ra(3)
Esezertse S CV —tés(3) =k.

Amikor a k folyamnagysag el van irva, a fenti (mbdositott) algoritmus vagy megad egy k nagysagi st-
folyamot vagy pedig egy olyan S st-halmazt, melyre 04(S) < k. Ha k nincs el6re megadva, hanem maximalis
nagysaga folyamot kerestink, akkor alkalmazzuk els menetben a fenti algoritmust a k := §,(s) értékre.
Amennyiben létezik k nagysagh st-folyam, akkor ez bizonyosan maximalis nagysaga, hiszen S := {s} egy
minimalis vagast definial. Ha nem létezik k nagysaga st-folyam, akkor a modositott algoritmus megtalal egy
legjobban sértd S st-halmazt, vagyis egy olyant, amelyre 8,(S) minimalis. Legyen k' := 3,(S). Az MFMC tétel
miatt biztosan létezik k' nagysagl st-folyam és ezért az algoritmust k’-re Gjrafuttatva ezt kiszamithatjuk.

Megjegyzendd, hogy Goldberg és Tarjan eredeti algoritmusa egyetlen menetben szamolja ki a maximalis
st-folyamot (&s nem kett8ben), viszont meg kell engednie, hogy a cslicsok az n-dik szint folé is keriilhessenek.
Emiatt kiilon igazolni kell, hogy a csticsok nem tudnak a 2n — 1-dik szint f6lé menni.

Egy specialis eset

Ha valaki a fenti eljarast vagy a bizonyitast kissé bonyodalmasnak érzi, érdemes a kovetkezd specialis esetet
kiilon atgondolnia.

Tegyiik fel, hogy f = 0,9 = co. EKkkor az x megengedettsége egyszeriien azt jelenti, hogy x nemnegativ. Az
x(e) mindig novelhetd, és akkor csokkenthetd, ha pozitiv. Ho [mhn tétele ekképp egyszer{isodik.

TETEL 2.3.7 Akkor és csak akkor létezik nemnegativ m-dram, ha (Y ) = 0 és
0 < h(X) minden olyan X C V -re, amelybdl nem lép ki él. (2.21)
Ha m egészértékid és (2.21) fenndll, akkor létezik egészértékii nemnegativ m-dram is.

A szint tulajdonsagok az alabbira egyszer(isodnek.

(LP1) Minden negativ csucs az Lo szinthalmazban van.
(LP2’) Minden &l legfeljebb egy szintet Iép le.

(LP2") Minden pozitiv értekd &l legfeljebb egy szintet Iép fel.

A 2.3.1 lemma (B) részének bizonyitasa is kicsit egyszer{ibbé valik: Miutan (LP1) miatt minden negativ
cptiesHpo-ban van Z nem tartalmaz negativ csticsot. Ugyanakkor Z tartalmazza a pozitiv z-t &s ezért W, (Z) =

[W. (V) : v € Z] > rh(X). Masrészr6l, az L; szinthalmaz Uressége miatt minden Z-bdl kilépd e &l legalabb
két szintet lep le és ezért (LP2’) folytan ilyen &l nem létezhet. Tovabba minden Z-be Iépd e él legalabb két
szintet Iép fel és igy (LP2") miatt x(e) = 0) vagyis [{Z) = 0. A kett6bdl 0 = [(Z) —93.(Z) = V. (Z2) > &)
adodik, mutatva, hogy Z megsérti (2.19)-t. ¢

Az eléerték csere miivelet is egyszerlisodik.

(No6velés) Ha e = zu &l lelép z-bdl, akkor noveljik x(e)-t az W, (z) — m(z) értékkel. (Ezaltal z semlegessé
valik).

(Csokkentés) Hae = uz csokkenthet6 él, amely fellép z-be, akkor csokkentsiik x(e)-t az o := min{x(e), W.(z)—
m(z)} értékkel.

2013. januar 28.file: dopt szint
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2.4 Szétszedés pontos halmaz mentén

A 2.2.1 részben a Konig tételbdl mar levezettiik Hall tételet. Most lassunk egy nem-konstruktiv, direkt bi-
zonyitast.

TETEL 2.4.1 (Hall) Egy G = (A,B; E) pdros grdfban akkor és csak akkor létezik A-t fedd pdrositds, ha A
minden X részhalmazdra teljesil az un. Hall féle feltétel, azaz

T = [X], (2.22)

ahol T'(X) jeléli azon B-beli pontok halmazat, melyeknek van szomszédja X-ben.

Biz. [Halmos és Vaughan] A feltétel sziikségessége kézenfekvd. Az elegend@séghez el6szor tegyiik fel, hogy
az A minden valodi nemiires részhalmazara a (2.22) feltétel szigora egyenlGtlenséggel teljesiil. Ekkor a graf
tetszBleges uv €lére (u € A), az u és v kihagyasaval keletkez6 G’ grafban még mindig teljestil a Hall-féle feltétel,
igy indukcid miatt G’-ben letezik A — u-t fedd parositas, amit az uv éllel kiegészitve A-t fedd parositast kapunk.

Tegyuik most fel, hogy létezik A-nak egy A’ valddi nemiires részhalmaza, melyre |F(A’)| = |A’|. Ekkor
egyrészt az A’ U M(A") altal feszitett G’ részgrafban teljestil a Hall feltétel, hiszen egy X C A’ halmaz G’-
beli szomszédai ugyanazok, mint a G-beli szomszédai. Emiatt indukcio folytan Iétezik G’-ben A’-t fedd M’
parositas. Masrészt allitjuk, hogy az A’ U I'(A’) torlésével keletkezG G” grafban is az A” := A — A’ halmaz
X részhalmazaira teljestil a Hall feltétel, mert " (X) = (A’ U X) — [(A"), amibdl a Hall feltételt A’ U X-re
alkalmazva kapjuk, hogy [ (X)| = |[F(A’ U X)| — [FT(A)| > |A"UX]| — |A'| = |X]. e

Kovetkezmény 2.4.2 (K8nig élszinezési tétele) G = (A, B; E) A-reguldris pdros graf kromatikus indexe
A. Mdsszoval, G élhalmaza felbomlik A\ teljes pdarositdsra.

Biz. A szerinti teljes indukcidot hasznalva elegend@ azt igazolnunk, hogy G-nek létezik teljes parositasa. Az
A egy X részhalmazara tekintsiik az X és M(X) altal feszitett G’ = (X, [(X); E’) részgrafot. Kihasznalva G
regularitasat, kapjuk, hogy A|X| = |E’| < A|F(X)|, s igy a Hall tétel alapjan létezik teljes parositas. e

Azt mondjuk, hogy egy H = (V, &) hipergrafnak van reprezentdns rendszere, ha minden hiperéléhez
hozza lehet rendelni egy elemét Ggy, hogy kiilonbozd hiperélhez kiilonbdzd elemet rendeliink.

TETEL 2.4.3 Egy hipergrdfnak akkor és csak akkor van reprezentdns rendszere, ha bdrmely j élének egyesitése
legaldbb j elemdl.

Biz. Alkalmazzuk a Hall tételt a hipergrafhoz tartozd paros grafra. e

A pontos halmaz mentén torténd szétszedés modszere olyan esetekben hasznalhatd, amikor bizonyos feltételek
fennallasa esetén valamely konfiguracio létezését akarjuk igazolni. A lényege abban all, hogy vagy valami
egyszer{ redukciot végre tudunk hajtani a feltételek megsértése nélkiil &s ekkor indukcidval készen vagyunk,
vagy pedig egy ,.kritikus” (masszoval pontos) halmaz mentén két (esetleg tobb) kisebb részre bontjuk a fe-
ladatot, &s az azokra induktivan nyert megoldasok Osszeragasztasaval az eredeti feladat megoldasat kapjuk.

Gyakran ez a megkozelités a teljes bizonyitashoz elegendd, de ha nem, akkor is jelentdsen egyszerUsitést tesz
lehet6vé. Lassuk a mbddszer néhany tovabbi alkalmazasat.

TETEL 2.4.4 (Dilworth) Egy P részbenrendezett halmazban a fedd ldncok minimdlis szdma egyenld a
mazimdlis antildnc méretével. Ekvivalensen, P akkor és csak akkor fedhetd le K ldnccal, ha nincs K-ndl nagyobb
antildnc.

Biz. Mivel lancnak és antilancnak legfeljebb egy kozos eleme lehet, a feltétel sziikséges. Az elegend@ség iga-
zolasahoz jeldlje k a maximalis antilanc méretét. A tétel trivialis, ha nincs két dsszehasonlithato elem, igy
tegylik fel nem ez a helyzet.

Legyen u egy minimalis elem &s v egy u-nal nagyobb maximalis. Amennyiben az u és v kihagyasa utan mar
nincs k elem{ antilanc, Ggy indukcioval a maradék halmaz k — 1 lanccal lefedhetd. Ehhez hozzavéve az {u, v}
(kételem(i) lancot, az egész P -nek egy k-lanchdl allo fedését kapjuk.

Feltehetjiik tehat, hogy van egy k-elem{i A antilanc, amely sem u-t, sem v-t nem tartalmazza. Jelolje A"
azon x elemek halmazat, melyekre x > a valamely a € A elemre. Mivel A antilanc, AN AT = (), tovabba
AUAT-ban a minimalis elemek halmaza éppen A. A v maximalitasa miatt v € A", mig u minimalitasa miatt
u ¢ AUAT. Indukcioval kapjuk, hogy AU AT fedhetd k lanccal.

Analdg moddon definialva A™-t, indukcidval kapjuk, hogy A U A™-ban a maximalis elemek halmaza A &s
A UA" is fedhetd k lanccal.

Miutan A antilanc, kapjuk, hogy ATNA~ = () és a két k tag(l lanc-csalad a k elem{i A mentén dsszeilleszthetd
P -nek egy k lancbol allo fedéséve. e
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TETEL 2.4.5 Ha egqy G = (S,T;E) pdros grdafban minden pont foka pozitiv, akkor a pontokat fedd élek
minimdlis szama egyenld G fliggetlen pontjainak maximdlis szamdval.

Biz. Tekintsiik azt a részbenrendezést S U T-n, amelyben egy s € S elem pontosan akkor nagyobb egy t € T
elemnél, ha st € E. Alkalmazzuk a Dilworth tételt, &s figyeljiik meg, hogy minden egyelem lanc kiterjeszthetd
kételem(ivé, hiszen G-ben minden pontnak van szomszédja. e

Az 1.2.1 Gallai lemma felhasznalasaval rogton kiadodik Kénignek a bevezetdben mar algoritmikusan bebi-
zonyitott 2.2.1 tétele.

Feladat 2.34 Tetszbleges grafban egy M pdrositds akkor és csak akkor mazimdlis elemszamai, ha nincs olyan
ut, amely két fedetlen pontot kot dssze és minden mdsodik éle M -bels.

Feladat 2.35 Tetszbleges grdfban ha egy halmazt fed pdrositds, akkor fed mazimdlis elemszdma pdrositds is.

TETEL 2.4.6 (Iranyitott él-Menger) Egy irdnyitott grdifban akkor és csak akkor vezet s-bél t-be kK > 1
élidegen 1it, ha minden S st-halmaz kifoka legaldbb K.

Biz. A feltétel sziikségessége nyilvanvalo. Amennyiben Iétezik s-bdl t-be egyélli vagy kétéll P Gt, Ggy ennek
éleit kihagyva minden st-halmaz kifoka pontosan eggyel csokken. A keletkezd D’-ben indukcioval letezik k — 1
élidegen Gt, melyekhez P -t hozzavéve megkapjuk az eredeti digraf k élidegen Gtjat.

Létezik tehat e = uv olyan él, amely sem s-sel, sem t-vel nem szomszédos. Ha e-t tordlve tovabbra is minden
sf-halmaz_befoka legalabb k, akkor indukcioval készen vagyunk, igy feltehetjiik, hogy e kilép egy S pontosan
k kifokd st-halmazbdl.

Az S Osszehlizasaval keletkezG D’ digrafban indukcido miatt van k élidegen Gt az S-bgl keletkez6 s’ pontbol
t-be. Analog, D-b6l a T :=V — S Gsszehlzasaval keletkezg D” digrafban indukcid miatt letezik s-bdl kiinduld
k élidegen Gt a T-bdl keletkezG t'-be. Miutan D-ben az S-b6l pontosan k &l megy ki, ez a két (k Gtbol allo)
Gtrendszer Osszeilleszthetd, &s igy D-ben kapunk k élidegen utat s-bdl t-be. o

TETEL 2.4.7 (Irdnyitatlan él-Menger) Egy irdnyitatlan grdfban akkor és csak akkor létezik s és t kozott
k > 1 élidegen 1it, ha minden S st-halmaz foka legaldbb K.

Az iranyitatlan él-Menger tétel bizonyitasa teljesen analdg a fenti iranyitott bizonyitassal.

Gyakorlat 2.36 Mind az irdnyitott, mind az irdnyitatlan esetben adott S, T C V diszjunkt részhalmazokra
az élidegen S-bOl T -be vezetd utak maximdlis AN(S,T) szdma egyenld az X-be 1épd élek szdmdnak minimumdval
az 0sszes T C X CV — S részhalmazra.

Az eddigi tételek egy szinten vannak abban az értelemben, hogy egyszer( elemi konstrukciok segitségével
egymasra visszavezethet8k. Most viszont az el6bbieknél mélyebb tétel kovetkezik.

TETEL 2.4.8 (Tutte) Egy irdnyitatlan G = (V, E) grdfban akkor és csak akkor létezik teljes pdrositds, ha
teljestl a Tutte-féle feltétel, azaz minden X C V halmazra az X eltorlésével keletkezé pdratlan pontszdmu
(roviden paratlan) komponensek q(X) szamdra q(X) < |X].

Biz. Sziikségesség. Ha M egy teljes parositas és C C V a cslicsoknak egy paratlan részhalmaza, akkor C-bdl
lep ki M-beli &l. Ezért X C V-re a G — X-ben lévd q(X) darab paratlan komponens mindegyikébdl lep ki
M-beli él, amelyek masik végpontja sziiksegképpen X-ben van. 'Igy a q(X) < |X| feltétel valoban sziikséges.

Elegend@ség. Pontszam szerinti indukcioval dolgozunk. A 0 pontl grafra a tétel semmitmondd, ezért
feltessziik, hogy |V | > 1. Az X = () halmazra a Tutte feltétel azt adja, hogy G minden komponense paros, és
emiatt |V | paros.

Nevezziink egy X C V halmazt pontosnak, ha q(X) = |X|. Egy egyelemi X := {v} halmaz bizonyosan
pontos, hiszen egyrészt |V —v| paratlansaga miatt q({v}) > 1 = |[{v}|, mésrészt a Tutte feltétel miatt q({v}) <

[{v}|, vagyis valoban q({v}) = |[{v}|. Legyen X, egy maximalis elemszam( pontos halmaz.
Allitas 2.4.1 G — Xy minden komponense pdratlan.

Biz. Indirekt, legyen K a G — X, egy paros komponense. Legyen v € K tetszoleges elem és X' := X, + v.
Mivel K paros elemszama, igy q(X’) > q(Xo) + 1. Ezt, az X, pontossagat valamint a Tutte feltételt X'-re

hasznalva kapjuk, hogy q(X’) < [X’| = |Xo|+1 = q(Xo) +1 < q(X"). Emiatt végig egyenlség all, specialisan
q(X") = |X’|, vagyis X' is pontos, ellentmondasban X, maximalis valasztasaval. e

Nevezziink egy Osszefiiggd grafot faktorkritikusnak, ha barmely pontjat kihagyva létezik teljes parositasa.
(Egy paratlan kor példaul faktorkritikus &s kdnnyen igazolhatd, hogy egy faktorkritikus grafhoz egy paratlan
fulet adva faktorkritikus grafot kapunk.)
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Allitds 2.4.2 G — Xo minden C komponense faktorkritikus.

Biz. A C halmaz egy v elemére legyen V' :=C —v &s G’ = (V',E’) jeldlje a G grafnak a V' altal feszitett
reszgrafjat. X C V'-re jeldlje g'(X) a G’ — X paratlan komponenseinek szamat.

Tegyiik fel indirekt, hogy G’-nek nincs teljes parositasa. Indukcid alapjan letezik egy X{ C V'’ halmaz,
amelyre q’'(Xg) > |Xg| + 1, &s raadasul itt nem allhat egyenl@ség hiszen |V ’| parossaga miatt az |X| &s g’ (X;)
ugyanolyan paritasd.

Ekkor az X; := X UX( + Vv halmazra egyrészt q(X1) = [q(Xo) — 1] +q'(X{) > [|Xo| — 1] + | Xo| +2 = |X4],
masrészt a Tutte feltétel miatt q(X:) < |Xi|, vagyis X; pontos halmaz, ellentmondasban X, maximalis
véalasztasaval. e

Toroljik ki az X, altal feszitett éleket és a G — Xo komponenseink mindegyikét hGizzuk ossze egy-egy
pontra. A keletkezd paros grafot jeldlje Gy = (Xo, Yo; Eo), ahol Y, az 6sszeh(izott pontok halmaza (és ezért
[Xo| = q(Xo) = [Yol).

Allitas 2.4.3 Go-ban van teljes pdrositds.

Biz. A Hall tétel alapjan elég azt kimutatni, hogy Y, részhalmazaira teljestil a Hall feltétel. Tegyik fel indirekt,
hogy Yo-ban létezik j pont, amelyre az Xo-beli szomszédok X’ halmaza j-nél kevesebb pontbol all. Ez azt
jelenti, hogy G-bdl az X’ kihagyasaval keletkezd komponensek kozott ott lesz a j pontnak G-ben megfeleld j
paratlan komponens, azaz q(X’) > j > |X’|, ellentmondasban a Tutte feltétellel. o

A Gy egy teljes parositasa G-ben egy olyan M’ parositasnak felel meg, amely minden Xo-beli pontot egy
G — Xp-beli paratlan komponenssel kot Ossze &s ezek mindegyikébdl egyetlen pontot fed. Mivel a paratlan
komponensek mind faktorkritikusak az M’ parositas kiegészithetd G teljes parositasava. e e

Még a XIX. szazadban tlizték ki a négyszin sejtést, amely azt allitja, hogy minden sikgrafban lehetséges
a tartomanyokat négy szinnel szinezni (gy, hogy szomszédos tartomanyok szine kiilonbozzek (&s amelyre
mindmaig csak szamitogépes bizonyitas ismeretes). Nem tll nehéz igazolni, hogy a négyszin sejtés ekvivalens
azzal, hogy egy 2-élosszefliggd 3-regularis sikgraf éleit meg lehet szinezni harom szinnel Ggy, hogy azonos
szin{i élek végpontjai kiilonbozoek legyenek. Masként fogalmazva, a graf élhalmaza felbonthatd harom teljes
parositasra. Petersen példaval megmutatta, hogy a feltételek koziil a sikbeliseg nem hagyhatd ki. Azt azonban
sikeriilt belatnia (joval a Tutte tétel el6tt), hogy egyetlen teljes parositas létezéséhez a sikbelisaget mar nem
is kell kikotni.

Kovetkezmény 2.4.9 (Petersen) Minden 2-élésszefiiggd 3-requldris G = (V, E) grdfban van teljes pdrositds.

Biz. Tutte tétele alapjan elég a Tutte feltétel fennallasat igazolnunk. Figyeljik meg el8szor, hogy minden C
paratlan halmazbol legalabb 3 &l Iep ki, hiszen a 3-regularitas miatt paratlan sok, mig a 2-élgsszefliggdség
miatt legalabb kettd.

Legyen X C V a pontok egy részhalmaza. Tekintsiik a graf éleinek azon F részhalmazat, melyek X &s
az X elhagyasaval keletkez6 q(X) paratlan komponens kozott vezetnek. Ekkor F egyrészt e paratlan kompo-

nensekbdl kilépd élek halmaza &s igy |F| > 3q(X), masrészt F minden elemének egyik végpontja X-ben van
és igy 3-regularitas miatt |F| < 3|X]|, amib8l qg(X) < |X|, tehat a Tutte feltétel tényleg teljesil. o

file: dopt nemalg 2013. januar 28.
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2.5 Elemi konstrukciok

Ebben a részben bemutatunk néhany egyszerl fogast (,,elemi konstrukciot™), melyek segitségével megléve
tételeket atalakithatunk vagy altalanosithatunk. El8szor mutassuk meg, hogy a Hall tételbdl miképp vezethetd
le annak altalanosabb, deficites alakja.

TETEL 2.5.1 (Ore) Egy G = (A,B;E) pdros grdfban egy pdrositds dltal fedetlen A-beli pontok minimdlis
szdma egyenld az A-beli X részhalmazok h(X) := |X| — | (X)| hidnydnak P mazimumduval.

Biz. Egy parositas az X elemei kozil legfeljebb |I'(X)|-t tud fedni, igy legalabb h(X) pont fedetlen marad.
A forditott iranyhoz azt kell kimutatnuk, hogy létezik egy olyan parositas, amely legfeljebb pu A-beli pontot
nem fed. Ennek érdekében egészitsiik ki a B halmazt egy p pontbdl allé (j halmazzal, és ennek minden elemét
kosstik Ossze A minden elemével. Az igy nyert G’ grafban minden X C A halmaznak p (j szomszédja van,
s ezért G’-re mar teljestil a Hall fele feltétel. Ebbdl a Hall tétel alapjan adodik, hogy G’-ben Iétezik egy M’
parositas, amely fedi A-t. M’-nek legfeljebb p Gj éle van, amiket kihagyva G-nek egy olyan parositasat kapjuk,
melynek legalabb |A| — p éle van, azaz amely A-nak legfeljebb p €lét nem fedi. e

Gyakorlat 2.37 Mutassuk meg, hogy Kénig és Ore tételei ekvivalensek.
Ugyanez a megkozelités hasznalhatd a Tutte tétel esetén is.

TETEL 2.5.2 (Berge-Tutte formula) Egy G = (V, E) grdfban egy pdrositds dltal fedetlen pontok minimdlis
szdma egyenld az X CV részhalmazok q(X) — | X| hidnydnak g mazimumdval. Ekvivalens alakban, a figgetlen
élek mazximdlis Vv szdma, mdsszéval a maximadlis pdrositdis elemszdma egyenld a

min{([V] - @0X) - [X)}/2 (229)
értékkel.

Biz. Az X elhagyasaval q(X) paratlan komponens keletkezik. Ha egy parositas e paratlan komponensek
valamelyikének minden pontjat fedi, akkor tartalmaz az X és a komponens kozott vezetd élt. Emiatt legfeljebb
|X]| teljesen fedett paratlan komponens Iétezhet, vagyis legalabb q(>X) — |X| péaratlan komponensnek van
fedetlen pontja, azaz tetsz6leges parositas legalabb q(X) — |X| pontot hagy fedetleniil &s igy legalabb p-t.

A megforditashoz azt kell kimutatnuk, hogy létezik olyan parositas, amely legfeljebb p pontot nem fed.
Ennek érdekében egészitsiik ki V -t egy u (j pontbdl alldo U halmazzal, és ennek minden elemét kossiik dssze
egymassal &s V. minden elemével. Az igy kapott G’ grafban ha egy X’ halmaz megsérti a Tutte féle feltételt,
akkor X’ nem lehet res, hiszen q(X) — |X| és |V | mindig megegyezG paritast és ezért p + |V | paros. Emiatt
X’-nek tartalmaznia kell mind a p Gj pontot (hiszen azok minden mas ponttal Gssze vannak kotve). Legyen
X = X" —U. Ekkor G’ — X' =G — X, &s mivel G’ — X’ az |X'|-nél tébb paratlan komponenst tartalmaz, X
hianya nagyobb, mint p = |U|, ellentétben p definicidjaval.

A Tutte tétel alapjan adodik, hogy G’-ben Iétezik egy M’ teljes parositas. M’-nek legfeljebb p Gj éle van,
amiket kihagyva G-nek egy olyan parositasat kapjuk, amely legfeljebb p pontot hagy fedetlentil. o

Feladat 2.38 Igazoljuk a Berge-Tutte formula aldbbi ekvivalens alakjdt.

TETEL 2.5.3 (Berge-Tutte formula mds alakban) Egy G = (V,E) grdfban a mazimdlis pdrositds Va
elemszdma egyenld a 1
min{|X| + [IK|/2] : X CV} (2.24)
K
értékkel, ahol az 0sszegzés a G — X részgraf K komponenseire megy.

2.5.1 Pontszétnyitas

Kézenfekvo elemi mivelet a pontszétnyitas, amelynél egy iranyitott graf pontjait helyettesitjiik kettGvel

szétosztva kozottiik az eredeti pontba be- &s kimeng éleket. Tobb varians is lehet aszerint, hogy a szétnyitott
pont két példanya kozott vezetlink-e élt vagy sem, megtartjuk-e az élek iranyitasat vagy sem.

TETEL 2.5.4 (Menger, irdnyitott pont valtozat) Fgy D = (V, A) irdnyitott grdifban, amelyben nincs él

S-bdl t-be, akkor és csak akkor létezik S-bdl t-be K belsbleg diszjunkt ut, ha az St utakat nem lehet K-nal kevesebb
V — {s, t}-beli ponttal lefogni.

27



Biz. [Az él-Mengerbdl] A feltétel nyilvan sziikséges. Az elegend@ség igazolasahoz készitstink egy Gj D’ digrafot.
Minden u pontot helyettesitsiink két Gj csccsal, melyeket jeloljon u’ és u”, de tordljiik az s” &s t’ cslicsokat.
Minden uv € A &lre vegyiik D’-be az u’v” élnek k + 1 parhuzamos példanyat, tovabba minden u € V. — {s, t}
csticsra tegylik D’-be az u”u’ élt. Amennyiben D’-ben van s’-b6l t”-be k élidegen Gt, gy a konstrukcié miatt
ezek k pontidegen Gtnak felelnek meg az eredeti D-ben. Ha viszont D’-ben nincs k €lidegen Gt, akkor az
iranyitott él-Menger tétel szerint (2.4.6) létezik k — 1 &l, amely lefogja az Gsszes s’-bol t”-be vezetd utat. Ismét
csak a konstrukcid miatt ezen €élek sziikségképpen u’’u’ tipustiak, és igy k —1 V — {s, t}-beli cscsnak felelnek
meg, melyek lefogjak az osszes s-bdl t-be vezetd utat, ellentmondasban a tétel feltevésével. e

Gyakorlat 2.39 Vezessik le a Menger tétel (eredeti) irdnyitatlan pont vdltozatdt.

TETEL 2.5.5 (Menger, irdnyitatlan pont valtozat) Egy G = (V, E) irdnyitlan grdfban, amelyben nincs
él's és t kozott, akkor és csak akkor létezik S-bdl t-be K belsdleg diszjunkt it, ha az st utakat nem lehet K-ndl
kevesebb V — {s, t}-beli ponttal lefogni.

Gyakorlat 2.40 Vezessik le Hall tételét az irdanyitatlan pont-Menger tételbdl.
A Menger tétel egyéb ekvivalens alakokban is megfogalmazhatd. Példaul:

TETEL 2.5.6 Egy D = (V,A) digrdfban legyen S és T a csiucsoknak két K elemt diszjunkt részhalmaza.
Akkor és csak akkor létezik S-b8l T -be K diszjunkt 1it, ha az S-b6l T -be vezetd utakat nem lehet K-ndl kevesebb
ponttal lefogni.

Biz. A tétel rogton kovetkezik a 2.5.4 tételbdl: Adjunk D-hez egy Gj s pontot & minden v € S-re egy sv élt,
tovabba egy Uj t pontot és minden v € T-re egy vt-élt. Most azonban egy direkt bizonyitast is bemutatunk,
amely a Hall tételt hasznalja.

KeésZzitslink egy G = (A’,B”; E) paros grafot a kovetkezoképpen. Minden u pontot helyettesitstink két 0]
csticesal, melyeket jel6ljon u’ &s u”, de S minden s elemére tordljiik az s” cslicsokat &s T minden t elemére
toréljuk a t’ cslicsokat. Az egy vesszGs pontok halmazat jellje A’, a kétvesszdsokét B”. Minden uv € A élre
vegyiik G-be az u’v” iranyitatlan élt, tovabba minden u € V — S — T cslicsra tegylik G-be az u”u’ élt.

Amennyiben G-ben van M teljes parositas, akkor ez meghataroz k diszjunkt utat S-bdl T-be. Ugyanis
barmely s € S-beli pontra legyen s'uy € M,uju; € M,...,ujt” € M, ekkor s,u1, Uz, ...,u;,t egy D-beli
iranyitott Gt, és ezek az utak sziikségképpen diszjunktak. Ha viszont nincs teljes parositas G-ben, gy a Hall
tétel szerint létezik egy X’ C A’ halmaz, melynek |X’|-nél kevesebb szomszédja van. Legyen Y’ := S’ — X’ é&s
Z" :=T(X") — (X = S)". Ekkor |F(X")| < |X'| azt jelenti, hogy |Y | +|Z"| < k. A konstrukcid miatt Y UZ
D-beli halmaz lefogja az dsszes S-bl T-be vezetd utat, ellentmondasban a feltevéssel. o **

Feladat 2.41 Vezessiik le a 2.5.4 tételt a 2.5.6 tételbdl.
Az el6bbihez hasonld pontszétnyitasos konstrukcidval levezethetjiik Dilworth 2.4.4 tételét is.

TETEL 2.5.7 (Dilworth) A P -t fedd ldncok minimdlis szdma egyenld a legnagyobb antildnc elemszdmduval,
vagyis P szélességével.

Biz. A max < min egyenl6tlenség ismét nyilvanvald. A forditott irany igazolasahoz készitsiink el egy G =
(X,Y; E) paros grafot, melynek mindkét osztalya a P halmaznak felel meg, &s valamely x; elem y;-vel akkor
van Osszekotve, ha p; > p;. (X; NINCS Osszekotve y;-vel.) P elemszamat jeldlje n.

Lemma 2.5.1 G tetszdleges M pdrositdsinak megfelel P -nek egy n — M| ldncbdl dlls felbontdsa.

Biz. Tekintsik a B halmaz M altal fedetlen pontjait. Ezek szama n — |[M|. Legyen x; olyan pont, amelyet
M nem fed. Mindegyik ilyen x; elemhez megkonstrualunk egy C; lancot, a kovetkez6képpen. Ha y; fedetlen,
akkor C; alljon az egyetlen p; elemb8l. Ha y;-t fedi valamely M-beli x;y; él, akkor p; > p;, és legyen p; a lanc
kovetkezd eleme. Ha y;-t fedi valamely M-beli xy; &l, akkor legyen p, a lanc kdvetkez8 eleme. Igy folytatva,
a lancot addig noveljiik, amig a lanchoz utolsonak vett p,, elemhez tartozd y,, csGcsot mar nem fedi M-beli
él.

1ly madon az M altal nem fedett n — M| darab X-beli cstics mindegyikéhez definialtunk egy lancot P -ben.
A lemma kovetkezik abbol, hogy az igy kapott lancok paronként diszjunktak &s lefedik P-t. e

Lemma 2.5.2 Legyen L C X UY a pdros grdaf éleinek minimdlis lefogdasa. Ekkor P -ben van olyan A antildnc,
amelyre |L| + |A| = n.
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Biz. ElGszor belatjuk, hogy ha x; € L, akkor y; ¢ L. Ha indirekt mindkét cstcs L-ben volna, akkor L
minimalitasa miatt a grafnak Ieétezne olyan x;y; illetve xzy; éle, melyekre y;, X ¢ L. EkKor tehat p, = p; = p;,
amib®l p, > p;, sigy xrYy; éle a grafnak. Ezt az élt viszont nem fogja le L, amely ellentmondas azt bizonyitja,
hogy valéban nem lehet x; és y; mindegyike L-ben.

Legyen most A := {p; : x; € L,y; & L}. Rogton latszik, hogy az A halmaz kielégiti a lemma kdvetelményeit.

** A két lemmat felhasznalva Dilworth tétele rogton kovetkezik a Konig tételbdl, ami szerint egy paros
grafban a fiiggetlen élek maximalis szama egyenld az éleket lefogd pontok minimalis szamaval. e e

**

Az iranyitott pont-Menger tételnek illetve a Dilworth tételnek a Hall illetve Konig tételre torténd fenti
visszavezetése egyUttal algoritmust is biztosit a szbbanforgd max &s min értékek meghatarozasara, hiszen a
Konig tételre adott javitd utas bizonyitas konstruktiv.

file: dopt delemi, 2013. januar 28.
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2.6 Szub- és szupermodularis fuggvéenyek hasznalata

A szubmodularis fliggvények hatékony bizonyitasi modszereket Kinalnak. Ezt el6szor Hall tételén szemléltetjuk.

2.6.1 Hall tétel Gjra

TETEL 2.6.1 (Hall) Egy G = (A,B; E) pdros grdfban akkor és csak akkor létezik A-t fedd pdrositds, ha A
minden X részhalmazdra
IFO)| = [X], (2.25)

ahol T'(X) jeloli azon B-beli pontok halmazdt, melyeknek van szomszédja X-ben.

Biz. (elegend@ség) Nevezziink egy X C A halmazt pontosnak, ha |F(X)| = |X]|, &s a rovidség kedvéért jeloljuk
[F(X)|-t y(X)-szel.

Lemma 2.6.1 Két pontos halmaz metszete és unidja is pontos.

Biz. Legyen X &s Y pontos. A Hall-féle feltétel miatt y(X NY) > [ X NY|ésy(XUY) > |XUY|. gy ay
szubmodularitasa, valamint X &sY pontossaga folytan |X|+|Y | = y(X)+y(Y) > y(XNY)+y(XUY) > | XN

Y |+ |XUY | = |X]|+]|Y |. Emiatt minden egyenlGtlenség egyenldséggel teljesil, specialisan y(XNY) = | XNY |
Bsy(XuUuY)=|XUY]| e

A lemma ismételt alkalmazasaval kovetkezik, hogy egy z megadott pontot tartalmazd pontos halmazok
B(z) metszete is pontos.

A bizonyitasra térve feltehetd, hogy G minimalis abban az értelemben, hogy barmely él elhagyasa utan mar
megsériil (2.25). Allitjuk, hogy A-ban minden pont elsg foka. Tegyiik fel ugyanis, hogy egy z € A cslcsbdl
kiindul két él: e = zu &s f = zv (u # v). Mivel az e kihagyasa mar elrontja (2.25)-t, igy létezik egy z-t
tartalmazb olyan X pontos halmaz, amelyben z az egyetlen u-val szomszédos pont. B(z) C X miatt feltehet®d,
hogy X = B(z). Ugyanigy kapjuk, hogy B(z)-ben z az egyetlen v-vel szomszédos pont. Ekkor viszont B(z) —z-
nek sem u, sem v nem szomszédja, és ezért |B(z)| —1=|B(z) —z| <y(B(@2) —2z) =y(B(2)) —2 =|B(2)| — 2,
ellentmondas.

Tehat valdban minden A-beli pont foka egy, &s ekkor E maga egy A-t fedd parositas, hiszen (2.25) miatt
barmely két A-beli pontnak van két szomszédja. e e

Most megmutatjuk, hogy ugyanez a bizonyitasi Gtlet szinte valtoztatas nélkiil hasznalhatd Lovasz 2.2.3

tételeben az elegend@ség igazolasara. Valbjaban Lovasz eredeti, altalanosabb eredményét igazoljuk.

TETEL 2.6.2 (Lovasz) Legyen G = (S,T; E) egyszerti pdros grdf. Legyen p az S alaphalmazon értelmezett
nemnegativ, egészértéki metszd szupermoduldris halmazfiiggvény, amely rdaddsul elem-szubadditiv, azaz p(X)+
p(z) > p(X + z) fenndll minden X C S halmazra ész € S — X elemre. Amennyiben

IO = p(X) (2.26)

fenndll minden X C S halmazra és G élelhagydsra nézve minimdlis ezen tulajdonsdgra nézve, gy | (S)| (=
d(s)) =p(s) minden s € S elemre.

Biz. Hasznaljuk ismét a y(X) := | (X)]| jelolést. Nevezziink egy nemiires halmazt pontosnak, ha a (2.26)-t

egyenl@séggel teljesiti, azaz y(X) = p(X).
Lemma 2.6.2 Két metszé pontos halmaz metszete és unidja is pontos.

Biz. Legyen X és Y pontos. A (2.26) feltétel miatt y(X UY) > p(X UY) & y(XNY) > p(XNY) (itt
hasznaljuk, hogy X NY # 0). lgy a y szubmodularitasa, valamint X és Y pontossaga folytan p(X) + p(Y) =
YX)+y(Y)>y(XNY)+y(XUY)>p(XNY)+p(XUY) < p(X)+p(Y). Emiatt minden egyenlGtlenség
egyenl@séggel teljesil, specialisan y(X NY)=p(XNY) & y(XUY)=p(XUY). e

A lemma ismételt alkamazasaval kovetkezik, hogy egy megadott s € S pontot tartalmazd pontos halmazok
B(s) metszete is pontos.

G minimalitasa miatt barmely &l elhagyasa utan (2.26) mar megsériil. Tegyiik fel indirekt, hogy valamely
s € S pont foka nagyobb, mint p(s). Ekkor B(s) —s # @ és minden su; élre (i = 1,2,. .., d(s)) létezik egy olyan
s-et tartalmazd pontos X; halmaz, amelyben s az egyetlen u;-val szomszédos pont. B(s) C X; miatt feltehet®,
hogy X; = B(s). Ekkor viszont a nemiires X := B(s) — s halmaznak d(s)-sel kevesebb szomszédja van, mint
B(s)-nek, igy az elem-szubadditivitast hasznalva, y(X) = y(B(s)) —d(s) = p((B(s)) —d(s) < p((B(s)) —p(s) <
p(X), vagyis az X megsérti a (2.26) feltételt. o

Kovetkezményként adodik a 2.2.6 tétel:
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TETEL 2.6.3 Legyen G = (S, T;E) egyszert pdros grif és m : S — Z egy szigorian pozitiv fligguény.
Akkor és csak akkor létezik G-ben olyan erdd, amelyben minden s € S pont foka pontosan m(S), ha minden
X C S nemdres halmazra

IFX)| = hX) — [X] + 1. (2.27)

Biz. Szilkségesség. Legyen H = (S, T;F) egy olyan részerdeje G-nek, amelyre dx(s) = m(s) minden s € S-re.
Tekintstik H-nak a X U [(X) altal feszitett H' = (X, [(X); F’) részerdejét grafjat. Mivel ez is erdd, kapjuk
dg(X) =dyc(X) = |F'| < | XUFg(X)|—1 = [X]|+|Fz(X)|—1, amibdl [F(X)| > [FTa(X)| > da(X)—|X|+1 =
m(X) — |X| + 1.

Elegend@ség. Legyen p(X) := ra(X)—|X|+1. Ez nyilvanvaldan metsz8 szupermodularis &s elem-szubadditiv.
Feltehetjiik, hogy G élelhagyasra nézve minimalis olyan gréaf, amelyre |F(X)| > p(>X) minden nemiires X C S-
re fennall. Ekkor a Lovasz tétel miatt d(s) = p(s) = m(s) minden s € S-re, &sigy a kovetkezd lemma implikalja
a tételt.

Lemma 2.6.3 Legyen G = (S,T;E) egyszerd pdros grdf, amelyben minden X C S nemdres halmazra
[F(X)| > d(X) — |X| + 1. Ekkor G erdd.

Biz. Feltehetd, hogy a grafban nincsen izolalt pont. Barmely élt kihagyva a feltétel fennmarad, hiszen ha
[T (X)| az élkihagyassal csokken, akkor d(X) is csokken. Indukcibval kovetkezik, hogy G —e erdd mindene € E
élre. Ezért, ha G indirekt tartalmaz kort, akkor G maga egy kor, de ekkor |S| = [[(S)| > d(S) — |S|+1 =
2|S| —|S|+1=|S|+1, ellentmondas. e e

2.6.2 El-Menger Gjra

Hasonlo triikkel lassuk be az iranyitott el-Menger tételt.

TETEL 2.6.4 (Irdnyitott él-Menger) Egy D = (V,A) irdnyitott grifban akkor és csak akkor vezet s-bél
t-be k > 1 élidegen 1it, ha minden S st-halmaz kifoka legaldbb K, azaz

5(S) > k. (2.28)

Biz. (elegenddség) Nevezziink egy X st-halmaz pontosnak, ha §(X) = k.
Lemma 2.6.4 Két pontos halmaz metszete és unidja is pontos.

Biz. Legyen X &Y pontos. (2.28) miatt 3(XNY) > k & 3(XUY) > k. Igy a & szubmodularitasa, valamint X
és'Y pontossaga folytan |k|+|k| =3d(X)+58(Y) > d(XNY)+d6(XUY) > k+k. Emiatt minden egyenl&tlenség
egyenl@séggel teljesiil, specialisan (X NY) =k &sd(XUY) =Kk. e

A lemma ismételt alkamazasaval kovetkezik, hogy egy megadott z pontot tartalmazd pontos halmazok B(z)
metszete is pontos.

A bizonyitasra térve feltehetd, hogy D minimalis abban az értelemben, hogy barmely él elhagyasa utan
mar megsériil (2.28). Allitjuk, hogy minden z € V — {s, t} pont befoka és kifoka egyenld. Valdban, ha mondjuk
0(z) > [(3@), akkor a minimalitas miatt barmely z-bdl kilepd él kilep egy pontos halmazbol &s igy kilep B(z)-bol
is. De ekkor 6(B(z) —z) <d(B(z)) — 6(z) + (@) < d(B(z)) = k, ellentétben a (2.28) feltétellel. (A 6(z) < [(@)
eset analog).

Tehat valoban minden V — {s, t}-beli pontra 6(z) = [(d) &s persze a minimalitds miatt () = 0 . De
egy ilyen digrafban létezik 6(s) > k €lidegen @t, hiszen s-b@l kiindulva és csatlakozd élek mentén haladva
0(z) = [{@) miatt megkapunk egy t-be vezetd utat, és ezt 3(s)-szer megismételhetjiik, mert a maradékra
8'(z) = (k) fennmarad. o

2.6.3 lranyitasi lemma Ujra

Szubmodularitast hasznalva belatjuk a 2.2.12 kovetkezményben megfogalmazott iranyitasi lemma nemtrivialis
iranyat. Tegyuk fel tehat, hogy adott G = (V, E) grafra ésm: V — Z fliggvényre rh(Y¥ ) = |E| &s teljesul (2.6),
azaz h(X) < e(X) minden X C V halmazra fennall, ahol e(X) jeldli azon G-beli élek szamat melyeknek
legalabb egyik végpontja X-ben van. Emlékezziink ra, hogy az e fliggvény szubmodularis. Nevezziink egy
halmazt pontosnak, ha rh(X) = e(X). Eszerint az lires halmaz pontos.

Allitas 2.6.1 Két pontos halmaz metszete és unidja is pontos.
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Biz. m(X)+m¥) =e(X)+e(Y)>e(XNY)+e(XUY)>mMXNY)+mXuUY) =rmX)+mQ ), amibsl

az allitas kovetkezik. o

Az iranyitasi lemma bizonyitasahoz rh(Y) szerinti indukciot hasznalunk. Az allitas semmitmondd, ha
m(l) = |[E| = 0, igy feltehetjiik, hogy van olyan s pont, melyre m(s) > 0. A lemma miatt Iétezik egy
egyértelm{ legb6vebb s-t nem tartalmazd Z pontos halmaz. Van olyan f = us él, melyre u ¢ Z, mert
kiilonben e(Z +s) = e(Z) = rh(@) = (& +s) — m(s) < rh(X +s), azaz Z +s megsértené a feltételt. Hagyjuk
ki az T élt és csokkentstik eggyel m(s) értekéet. A keletkezG G’ grafra és m’ befokszam elGirasra teljesiil a (2.6)
feltétel, mert ha egy X halmaz megsértené, akkor X eredetileg egy pontos us-halmaz volt. De a Z valasztasa
folytan u € X C Z, ellentétben az u ¢ Z feltevéssel.

Indukcidval G’-nek letezik m’ befok( iranyitasa, amihez az us iranyitott élt hozzavéve a G-nek m befoka
iranyitasat kapjuk. e e

2.6.4 Megengedett aramok: Ho [mhn tétele

Jeldljon D = (V, A) egy iranyitott grafot. Legyen f : A — R U {—oo} alsd kapacitas, g : A — R U {4oo}elsd
kapacitas gy, hogy f < g. Valamely x : A — R vektorra és S C V részhalmazra legyen L(S) := (x(uv) :
uv € A, uv belép S-be) és legyen 3,(S) := LV —S). Az x vektort d&ramnak (circulation) nevezziik, ha teljesul
ra a megmaradasi szabdly (conservation rule), azaz [.{v) = 6.(v) fennall minden v cslcsra. (Figyelem: az
f-ben megengediink —oco komponenst, ami persze csak annyit jelent, hogy az illetd élen az aram értéke nincs
alulrdl korlatozva. Ez azt is jelenti, hogy csak az olyan e élen rendeliink majd az f(e) < x(e) egyenl6tlenséghez
dual valtozot, amelyen az f(e) korlat véges. Analdg moddon a g-nek lehetnek +oco komponensei, de az x aram
komponensei mindig valdésak. Az f alsd korlatban +oco-t, a g fels8 korlatban pedig —oo-t nem engediink meg.
Néha el6irjuk, hogy az f vagy a g komponensei egészértékiiek legyenek; ebbe beleértjiik a +oo-t is.)

Gyakorlat 2.42 (a) Igazoljuk, hogy X akkor és csak akkor dram, ha LQv) < 0-(V) fenndll minden v csicsra.
(b) Ha X dram, akkor {Z) = 8,(Z) minden Z CV részhalmazra is fenndll.

Az x aramot megengedettnek (feasible) mondjuk, ha f < x < g.

TETEL 2.6.5 (Hoffman) Akkor és csak akkor létezik megengedett dram, ha
LX) <34(X) minden X CV halmazra. (2.29)
Tovdbbd, ha T és g egészértékiek és (2.29) fenndll, akkor létezik egészértékid megengedett dram is.

Biz. A sziikségesség igazolasahoz, tegyik fel, hogy x megengedett aram. Ekkor §,(X) — LX) > 8.(X) —
LX) = 0, amibdl (2.29) kovetkezik.

Tekintsiik a kovetkezd fliggvényt. B(X) = 84(X) — LX). Most (2.29) azzal ekvivalens, hogy 3 nem-
negativ. Az X,Y CV halmazokra jeldlje d. (X, Y ) az x(e) értékek osszegét mindazon e élekre, melyek X —Y
&s' Y — X egy-egy pontjat kotik ossze (mindegy melyik iranyban). A bizonyitas kulcsa a kovetkezd lemma.

Lemma 2.6.5 B(X)+PB(Y)=BXNY)+BXUY)+dy_ (X, Y).

Biz. Konnyen ellendrizhetjiik, hogy minden lehetséges &l hozzajarulasa a két oldalhoz ugyanannyi. e

A Ho[mhn tétel bizonyitasahoz visszatérve nevezziink egy e élt pontosnak, ha f(e) = g(e). Nevezziink
cslicsok egy Z részhalmazat pontosnak, ha 3(Z) = 0. Tegyiik fel indirekt, hogy a D digrafra nem igaz a tétel,
&s valasszunk egy olyan ellenpéldat (adott D), amelyben a pontos élek és a pontos halmazok egyiittes szama
maximalis. Az nem lehet, hogy minden &l pontos, mert akkor x := f (= g), (2.29) miatt, megengedett aram
volna. Legyen a = st olyan &l, amelyre f(a) < g(a).

Allitjuk, hogy a belép egy pontos T halmazba. Valoban, ha nem lépne be, akkor f(a)-t meg tudnank tgy
novelni, hogy a modositott f’ alsd korlatra tovabbra is fennallna f' < g és Ca(Z) < 64,(Z) minden Z C V -re,
tovabba vagy az a él valna pontossa, vagy pedig egy olyan halmaz, amelybe az a €l belép. Ez a lehetség
azonban ellentmondana a pontos élek és halmazok maximalis egyiittes szamara tett feltevésiinknek. Tehat az
a &l valdban belép egy T pontos halmazba. Analég mddon lathatd, hogy a kilép egy S pontos halmazbdl.

Az a @l létezése folytan tudjuk, hogy a dy— ¢ (S, T) érték szigorGan pozitiv. A lemmat és (2.29)-t alkalmazva
kapjuk, hogy 0 +0 = B(S) +B(T) > B(SNT)+B(SUT) > 0+ 0, amely ellentmondas mutatja, hogy
nem létezhet ellenpélda, &s igy a tétel kovetkezik. Ugyanez a gondolatmenet azt is mutatja, hogy ha f és g
egészeértékd, akkor van egészértekli megengedett aram is. o o

Megjegyezziik, hogy Ho [mhn tételébdl kbzvetleniil kiolvashatd a Maximalis-folyam Minimalis-vagas (MFMC:
max-flow min-cut) tétel.
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TETEL 2.6.6 (Ford és Fulkerson, MFMC) Egy D = (V,A) digrdfban adott g : A — R, kapacitdsra
nézve a megengedett st-folyamok mazimdlis nagysdga egyenld a min{d4(S) : s € S C V — t} minimummal.
Amennyiben g egészértéki, létezik egészértékd maximdlis folyam is. e

Feladat 2.43 Vezessiik le az MEMC tételbdl a Menger tétel aldbbi ,,vegyes” vdltozatat.

TETEL 2.6.7 (Menger: vegyes pont-€él valtozat) Legyen D = (V, A) digrdf és legyenek K, | pozitiv egészek.
Akkor és csak akkor létezik D-ben K &lidegen 1t S-bdl t-be gy, hogy minden csicson legfeljebb Tlarab it ha-
lad keresztil, ha bdrhogy kihagyva egy X C V — {s,t} halmazt (0 < |X| < k — 1), a maradékban minden
st-halmazbdl legalabb (k — | X|)C#l Iép ki.

file: dopt dszub 2013. januar 28.
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3. Fejezet

OPTIMALIZALAS GRAFOKON

3.1 Minimalis koltsegl fenyok

Legyen D = (V,E) iranyitott graf, amelynek egy adott s pontjabdl minden mas pontja elérhetd egyiranyd
Gton, azaz D tartalmaz feszitd s-fenydt. (A kovetkezBkben s-fenydn mindig feszitd feny6t értiink.) Adott az

éleken egy nem-negativ ¢ : E — R koltségfliggvény. Keressiink minimalis ossz-koltségli (azaz legolcsobb)
s-feny6t. Az alabbiakban egy D.R. Fulkersontdl szarmazo eljaras kerlil bemutatasra.

Feladatok

3.1 Mutassuk meg, hogy a minimdlis kéltségii S-fenyd problémdga dltaldnositja az irdnyitatlan grdfra vonatkozo
minimdlis kéltségi feszitd fa problémdjdt.

3.2 Hogyan lehet minimdlis koltségili s-fenyd segitségével iranyitott grdfban egy S-bdl t—be vezetd legkisebb
koltségi utat megkeresni?

3.3 Mutassunk példdt arra, hogy a kovetkezd természetes mohd eljards NEM mindig ad optimdlis S-fenydt:
Kiindulva az S pontbdl élek egyenkénti hozzavételével épitsink fel eqy S-fenydt az alabbi szabaly szerint. Mindig
a legkisebb kiltségid olyan élt vdlasztjuk, amelynek a téve a mdr megkonstrudlt részfenydben van, mig a feje j
pont.

3.4 Miként lehet az dltaldnos koltség-fligguényre vonatkozo feladatot visszavezetni nem-negativ kéltségek esetére?

3.5 Ha egy S-tdl kilénbozé v pontba belépd valamennyi €l kéltségét ugyanazzal az A szdmmal csokkentjiik,
akkor minden s-fenyd koltsége d-val csokken.

Ezen utolsd gyakorlat alapjan feltehetjiik, hogy minden s-t6l kiilonbozd pontba Iép be 0 kdltségl él. Ameny-
nyiben a 0 koltségl élek Dy részgrafja tartalmaz s-feny@t, akkor ennek 0 6sszkdltsége nyilvan minimalis, hiszen
a ¢ koltség-fliggvenyrdl feltettiik, hogy nem-negativ. A megoldandd eset tehat az, amikor Dy nem tartalmaz
s-fenyGt, azaz nem minden pont érhetd el s-bdl.

Lemma 3.1.1 Dy tartalmaz olyan C egyirdnyu kort, amelyben S nincs benne.

Biz. Legyen S az s-b6l Dy-ban elérhetd pontok halmaza. Ekkor S-b6l nem vezet ki 0 koltség( él, és a feltevés
szerint V — S nem Ures. Most tetszBleges v € V — S pontba Iép be uv 0 koltségl él és tudjuk, hogy u nem

S-ben van. Kovetkezésképpen V — S tartalmaz 0 koltségl élekbdl alld kort. e

A dontd észrevétel az alabbi:
Lemma 3.1.2 A C 0-kéltségii kort dsszehizva az S-fenydk koltségének minimuma nem vdltozik.

Biz.

Egy tetszoleges &l Osszehlizasaval a minimum bizonyosan nem n@, hiszen az Osszehlizas az eredetileg a
koltsegl fenyGt egy legfeljebb o koltségl gyokeresen “osszefliggd digra [ahlakitja, ami tartalmaz legfeljebb o
koltségd fenydt. Ebb6l adodik, hogy tetszBleges kor Gsszehlizasaval a minimum nem n@.

Annak belatasahoz, hogy C Osszehlzasakor nem is csokken, valasszunk egy legolcsobb F’ s-fenyGt az
osszehGzott D’ digrafban. Ennek egyetlen e’ éle I1ép be a C kor Osszehlizasaval keletkezett v pontba. Jeldlje
e = uv az e’ élnek megfeleld eredeti élt, ahol v a C kdrnek pontja, mig u nem. Ha a C-beli élek koziil kihagyjuk

a v-be léptt, akkor egy olyan v-bdl induld P utat kapunk, amelynek minden éle 0 koltségd.
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Most F’-t és P -t Gsszetéve az eredeti D digrafnak kapunk egy s-fenyGjét, amelynek kdltsége ugyanannyi,
mint F’ koltsége. o

A 3.1.2 alapjan elegendd meghatarozni az dsszehGizott D’ digrafnak egy minimalis koltsegl s-fenydijét,
&s e meggondolasokat rekurzivan alkalmazva D egy minimalis koltségl s-feny@je kiszamithatd. Ez tehat a
kovetkezd algoritmust jelenti. Az eljaras két fazisbol all. Az els6ben valtakozva koltségeket csokkentlink és
koroket hGizunk gssze, mig a masodikban megkeressiik a kivant s-fenyot.
1. fazis (A) Minden s-t8l kiilonbozd v pontra csokkentsiik a v-be 1&pd élek kdltségét ezen minimumaval.

(B) Dbontsiik el, hogy minden pont elérhetd-e s-bdl 0 kiiltségl éleket hasznalva. Ha igen, menjiink a 2.
fazisra. Ha nem, keressiink egy 0 kiiltség( élekbdl allé egyiranyl kort, hlizzuk Gssze, és az dsszehlGzott digra[all
menjiink vissza az (A) pontba.

2. fazis Hatarozzunk meg az aktualis (osszehlizasok utan keletkezett) digrafban egy 0 koltségl élekbdl
allo s-feny6t. Az osszehlizott koroket az Osszehlizas sorrendjében visszafelé haladva egymas utan egyenként
”fajjuk vissza”, &s a 3.1.2 lemma bizonyitasaban leirt mddon a meglévd s-feny6bdl hatarozzuk meg a visszafljt

digrafnak egy s-fenydgjét.

3.1.1 Feladatok
3.6 Hogyan lehet egy iranyitott grdifban mazimdlis silyd fenyvest megtaldlni?

3.7 Tegyiik fel, hogy egy D irdnyitott grifban nem létezik S-fenyd (merthogy van olyan s-et tartalmazé X C V
részhalmaz, amelybdl nem lép ki €l) és uj élek hozzdvételével akarjuk elérni, hogy létezzék. Hogyan lehet ezt
minimadlis koltséggel megtenni, ha minden lehetséges uj élre adott a hozzdvételének a kéltsége?

3.8 Adott egy erdsen dsszefiggd digrdf, élein kiltségekkel. Mutassuk meg (valamely kozismert NP-teljes felada-
tra torténd visszavezetéssel) hogy minimalis koltségli erdsen dsszefiiggd feszitd részgrdf keresésének problémdja
NP-teljes. Készitsiink olyan polinom ideji eljdrdst, amely az optimumnak legfeljebb kétszeresét adja.

3.9 Igazoljuk, hogy egy digrdf akkor és csak akkor erdsen dsszefiiggd, ha egyirdnyd kordk egymds utdni
osszehuzasaval egyetlen pontra hiuzhato.

A fenti eljarasrol konnyen kimutathatd, hogy polinomialis futasideji. Gyakorlati szempontbdl azonban
nem tdlsagosan okonomikus. Az 1. fazis (B) lepésében példaul, amikor egy C kort osszehlGzunk, lehet hogy az
Osszehlizassal keletkez6 pontba Iép be 0 koltségl él, &s ilyenkor az (A) lépésre vald visszatéréskor ott semmi
sem torténik, hanem a koltségek valtoztatasa nélkiil ismét a (B) lépésre keriil a sor. Hogyan lehetne ezeket az
lires (A) lepéseket kiiktatni? Ugy, hogy egyszerre nem csak egyetlen kirt hiizunk dssze, hanem a 0 kiltségi élek

D, digrafjanak egy olyan s-et nem tartalmazo er6sen osszefliggd komponensét, amelybe nem vezet 0 koltségl
él. Nevezziink egy ilyen halmazt forrds-komponensnek.

Lemma 3.1.3 Az 1. fdzis folyamdn az aktudlis Do-nak mindig van S-et nem tartalmazd forrds-komponense.

Biz. Tudjuk, hogy egy tetszGleges D’ digraf erGsen Osszefliggd komponenseit dsszehlGzva aciklikus digrafot
kapunk, amelyben biztosan van forraspont, ami az osszeh(izas el6tti digraf egy forras-komponensének felel
meg. Marmost legyen D’ az a digraf, amely Do-bol keletkezik Ggy, hogy minden v pontbol behGzunk egy
s-be mend j élt. Mivel az 1. fazisban vagyunk, Do-ban az s-b8l elérhetd pontok S halmaza sziikebb V -nél
gs az S a D’-nek egy erdsen Gszefliggd komponense lesz, amely nem forras-komponens. Tehat D’ barmely

forras-komponense jo lesz, mert nem tartalmazza s-et. o

Moddositott 1. fazis A lemma alapjan modositsuk Ggy az 1. fazist, hogy a 2. Iépésben nem csupan egyetlen
egyiranyd kort hGzunk ossze, hanem egy teljes s-et nem tartalmazd K forras-komponenst. Figyeljiik meg,

hogy K nem egyetlen pontbdl all, hiszen az (A) lépés miatt minden s-t6l kiilonboz6 pontba vezet 0 koltségl
él, tehat egyetlen pont nem lehet forras-komponens.

Ezen lépés bsszevonasnak nagy eldnye, hogy egy-egy mélységi keresés segitségével linearis idében mind egy
digraf er6s komponenseit, mind egy aciklikus digraf forras-pontjait meg tudjuk hatarozni, vagyis Do-nak az
s-et nem tartalmazo forras-komponense linearis idében megtalalhato.

Kellemetlenség azonban, hogy a 2. fazis feny@épitési eljarasa attekinthetetlenné valik. Ezt a nehézséget
leklizdend®d, el@szor is figyeljik meg, hogy a 3.1.2 lemma érvényben marad akkor is, ha kor helyett forras-
komponensrgl beszéliink. Ebbgl kovetkezik, hogy a 2. fazisban a D digrafnak egy olyan s-fenygjét kell megk-
eresni, amelynek minden élének modositott koltsége nulla, & amely () minden valamikor is OsszehGzasra

keriilt halmazba egyetlen egy éllel 1ép be. Ezt a célt éri el a kovetkezo:

Modédodositott 2. fazis s-bdl kiindulva 0 (mbdositott) koltségl elek egyenkénti hozzavételével D-ben épitsiink
fel egy F s-feny@t, mindig olyan &It véve a mar meglévo rész-feny6hoz, amelynek koltsége az els6 fazis soran
leghamarabb valt nullava.
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Lemma 3.1.4 A megkonstrudlt F s-fenyd kielégiti a fenti (x) tulajdonsdgot és igy optimdlis.

Biz. Legyen K az 1. fazis soran valamikor osszeh(zott forras-komponens és tegyiik fel indirekt, hogy F tobb
mint egyszer Iép be K-ba. Legyen e = uv az F-nek a K-ba belépd masodik éle (a 2. fazis fenyG-épitésének
sorrendjében) és jeldlje K’ a K-nak azt a részhalmazat, amely az e bevétele eltti pillanatban a meglévd rész-
feny6hoz tartozik . Tekintsiik az 1. fazisnak a K osszehlzasa el6tti pillanatot. Ekkor K-ba nem lép 0 koltségi
él, de a K altal feszitett 0 koltségl élek erdsen Osszefliggd digrafot alkotnak. Tehat e koltsége késtbb valt
nullava, mint ezen éleké. Ily modon a modositott 2. fazis elGirasa szerint az e helyett egy K’'-b6l K — K’-be

vezetd 0 koltségl élt kellett volna a meglévo rész-feny6hoz venni. Ez az ellentmondas bizonyitja a lemmat. e e

A fenti algoritmus segitségével most igazoljuk a legolcsobb fenydk koltségére vonatkozd minlimasx tételt.
Ennek kimondasahoz nevezziink egy y : 2V ~° — R, halmazfliggvényt c-megengedettnek, ha

L 1
c(e) > (y(X) : e belep X-be) minden e € E &lre. (3.1)

, C_1
TETEL 3.1.1 (Fulkerson, 1974) Az s-fenyék minimdlis koltsége egyenld max{ [y(X): X CV —s]:y
c-megengedett}. Tovdbbd, ha C egészértékii, akkor az optimdlis y vdlaszthatd egészértékinek.

Biz. Legyen F feszit6 ro-feny® és y egy c-megengedett vektor. Ekkor

1 1T 1T 1 1
¢A) = [c(@):eeF]> ( [y(X):ebelep X — bel:ecF) > [y(X): X CV —g9] (3.2)

amib8l max < min kovetkezik. (3.2)-ben akkor van végig egyenl@ség, ha a kovetkez6 optimalitasi feltételek
teljestilnek.

L1
c(e) = [y(X) : e belep X-be] minden e € F élre, (3.3)
y(X) > 0 esetén [=(X) = 1. (3.4)

Az alabbi algoritmus egy olyan F feszitd ro-fenySt és megengedett y-t konstrual, amelyre (3.3) és (3.4)
teljestil. Két fazisbol all. Az els6ben y-t konstrualjuk meg, mig a masodikban F-t. Mindkét rész egyfajta
értelemben moho lesz. Az elst fazis minden lépésében modoitjuk a koltségfiiggvényt, és az aktualis kdltségfliggvényt
¢’-vel fogjuk jeldlni. Egy e élt a ¢’ aktualis koltségfliggvényre nézve 0-élnek nevezziik, ha ¢’(e) = 0.

1. fazis Amig van V — ro-nak olyan nemiires részhalmaza, amelybe nem Iép be 0-&l, ismételjiik a kovetkez6
lepést. Valasszunk egy olyan minimalis nemiires X C V — ro részhalmazt, amelybe nem Iép 0-&l. Legyen

y(X) := min(c’(e) : e belep X-be) &s csokkentsiik ¢’(e)-t a y(X) értékkel az dsszes X-be 1epd e élen.

A modositott ¢’ tovabbra is nemnegativ, &s mindazokon az X-be belépd éleken 0-va valt, amelyeken az
el6bbi minimum eléretik. Az 1. fazis tehat akkor fejezddik be, amikor mar minden X C V — ry részhalmazba
lep be 0-&l, vagyis amikor mar Iétezik 0-élekbdl allo feszitd ro-fenyd.

2. fazis Az rp pontbdl kiindulva, 0-élek egymas utani hozzavételével felépitiink egy F ro-feny6t. Ha az épitési
eljaras egy lépésében tobb, mint egy olyan 0-&l van, amely a mar megkonstrualt részfenyd ponthalmazabol
kilép, akkor azt az €élt adjuk a részfeny6hoz, amely az 1 fazis soran a leghamarabb valt 0-éllé.

Az elGallitas szabalyai miatt vilagos, hogy a megkonstrualt y vektor c-megengedett, tovabba, hogy (3.3)
fennall.

Lemma 3.1.5 y és F kielégitik (3.4)-t.

Biz. Legyen X olyan halmaz, amelyre y(X) > 0 és tegyiik fel indirekt, hogy [=(X) > 1. Ekkor a 2. fazisnak van
egy olyan pillanata, amikor az aktualis F’ részfeny@ olyan, hogy [=H{(X) = 1 &s az F’-hoz éppen hozzaadasra
keriilg e &l beléep X-be.

Tekintsiik most az 1. fazisnak azt a pillanatat, amikor y(X) pozitiv lett. Ekkor az X-be még nem Iépett 0-&l,
ugyanakkor az X-nek mar minden valodi nemiires részhalmazaba Iépett. Specialisan, az X —V (F’) halmazba
is lepett egy T 0-€l, s mivel ez X-be nem léphetett, igy f tove X NV (F')-ben van. Az f tehat mar y(X)
pozitivva valasanak pillanataban 0-él volt, amikor még e nem volt az. Miutan az f éllel is lehetne novelni az
F’ részfenyGt, ellentmondasra jutottunk a 2. fazis valasztasi szabalyaval, amely szerint a legkorabban 0-élle
valt éllel kell novelni az aktualis részfeny6t. e

A lemmabdl kovetkezik, hogy az algoritmus altal megtalalt F feszitd ro-fenyd és y megengedett dualis
megoldas kielégitik az optimalitasi feltételeket, amibdl az algoritmus helyessége, valamint Fulkerson tétel is
kovetkezik. o o
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Maximalis sulyl fenyvesek

Az elBbbihez kapcsolodik a kovetkezd probléma. Legyen D = (V, E) ismét egy iranyitott graf élhalmazan egy
w stlyfliggvénnyel. Keresslink maximalis stly( fenyvest!

Egy (p,y) part fedéspek neveziink, hap:V — Ry ésy: 2V — R, nemnegativ fuggvenyek-pelyekre
w(u,v)ﬁ(v) + (y(B) : u,v € B C V) teljesil minden uv € E élre. A fedés értéke (p(v) : v €
V)+ ((B)(B|-1):BCV).

TETEL 3.1.2 (Chu and Liu — 1965, Edmonds — 1967) Egy fenyves silydnak mazimuma a fedések minimdlis
értékével eqgyenld. Ha W egészértéki, akkor az optimdlis fedés is vdlaszthato annak.

Biz. Konnyen latszik, hogy max < min. A forditott irany belatasahoz egészitsik ki D-t egy (j s pont-
tal és vezesslink s-b8l minden v € V pontba egy Gj sv élt. A megndvelt D’ digrafon definialjunk egy c
koltségfuiggvényt a kovetkezoképpen. Az (j élek koltsége legyen M := max(w(e) : e € E), mig minden eredeti
e € E élre legyen c(e) = M — w(e).

Az 3.1.1 tétel szerint létezik z : 2V — R c-megengeglett-yektor &s egy D’-nek egy F feszitd s-fenyGje
amelyek kielégitik (3.3)-t és (3.4)-t. Legyen p(v) :== M — (z(B) : v € B), és |B| > 1 esetén legyen y(B) :=
z(B) (B C V). Konnyen lathatd, hogy az igy kapott (p,y) fedést alkot, tovabba, hogy az értéke egyenld a D
digraf F N A fenyvesének sulyaval. e

Feladatok

3.10 Legyen T C V —s adott halmaz olyan, hogy a digrdf minden pozitiv koltségi élének a feje T-ben van
(a kéltségfiggvény nemnegativ). Olyan minimdlis koltségli s gyokerd fenyd keresése, amely T minden pontjdt
tartalmazza (de nem feltétlenil feszit8) specidlis esete a T-metszd halmazrendszerek kordbban tdrgyalt lefogdsi
problémdjdanak. Mutassuk meg, hogy a feladat visszavezetheté a minimdlis kéltségi feszté fenyd problémdjdra.

3.11 Igazoljuk hogy egy D = (V,E) digrdfban éleknek egy adott F C E részhalmaza akkor és csak akkor
egészithetd ki s gyokerd feszitd fenyévé, ha nem lehet ugy megadni aV —s halmaznak |V | —|F| darab nemiires
részhalmazdt, hogy ezek egyikébe sem lép F -beli él és E — F minden eleme legfeljebb egybe lép.

3.12 Tegyiik fel, hogy adott V —s részhalmazainak egy {A1, ..., At} rendszere. Hogyan lehetne algoritmikusan
eldonteni, hogy a digrdf tartalmaz-e olyan feszité fenydt, amely mindegyik A; halmazba pontosan egyszer lép
bele?

3.13 Tegyiik most fel, hogy létezik olyan S-gyokerd feszitd fenyd, amely az {A1,...,A:t} halmazok minde-
gyikébe egyetlen éllel lép bele. Készitsunk algoritmust, amely az ilyen fenydk kézil egy megadott kéltségfiigguényre

vonatkozé minimalis koltségiit taldl.

2013. januar 28.dopt, minfenyo
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3.2 Fenyok és fak pakolasa

Egy iranyitott fat akkor neveztiink feny®nek, ha a gyokérpontja kivételével minden mas pontjaba pontosan
egy €l Iép be, azaz a gyokérpontjabdl minden mas pontjaba el lehet jutni egyiranya Gton. Egy iranyitott erddt
akkor neveztiink fenyvesnek, ha minden pont befoka legfeljebb egy, azaz ha az erdd minden komponense
fenyG. A 0 befokd pontok halmazat a fenyves gyokér-halmazanak nevezziik. Egy D = (V,A) iranyitott
graf feszit6 fenyvesén olyan fenyvest értiink, amelynek ponthalmaza V, mig élhalmaza az A-nak része. Egy
D = (V, A) digrafot egy s pontjara nézve gyokeresen k-élosszefliggbnek nevezziik, ha

[X) > k minden nemiires X C V — s halmazra. (3.5)

Menger tétele alapjan ez azzal ekvivalens, hogy a digraf minden pontjaba vezet s-b6l k élidegen Gt.

TETEL 3.2.1 (Edmonds: gyenge alak) Egy D = (V,A) digrdf akkor és csak akkor tartalmaz K élidegen
S-gyokert feszitd fenydt, ha D az S-re nézve gyokeresen K-éldsszefiiggd.

Biz. (Lovasz) Mivel egy s-gyoker( feszité fenyd minden X C V —s nemiires halmazba belép, a Kivant k fenyd
letezése esetén [(X) > k, azaz D gyokeresen k-élosszefliggt.

Az elegend@ség igazolasahoz élek egyenkénti hozzavételével egy s gyokerli F; fenyt épitiink csak arra
vigyazva, hogy a maradék D — F; digraf (x) gyokeresen (k — 1)-élosszefliggd legyen. Megmutatjuk, hogy igy
egy feszitd fenyd felepithetd, amibdl a tétel indukcioval kdvetkezik.

Legyen tehat F; egy s gydker( feny@, amelyre igaz, hogy D’ = D — F; gydkeresen (k — 1)-élosszefliggd.
Jeldlje _h D’ digraf befok fliggvényét, mig V; az F; feny@ ponthalmazat.

Egy X C V — s nemiires halmazt nevezziink pontosnak, ha [C(X) = k — 1. Mivel D gyokeresen k-
élosszefliggd, X metszi Vi-et. Ha raadasul X a V — V;-et is metszi, akkor veszélyesnek nevezziik.

Nincs mit bizonyitanunk, ha F; feszitd fenyd. Tegyuk fel tehat, hogy nem ez a helyzet.

Kimutatjuk, hogy létezik olyan e € A — F; él, amely Kkilép V1-b8l és amelyet F1-hez véve (x) tovabbra is
fennall. Valamely V;-bdl kilépt e élnek az F;-hez torténd hozzavétele pontosan akkor rontja el a (x)-ot feltételt,
ha belép egy veszélyes X halmazba. Ekkor ugyanis az e-nek F;-be vételével ['(0X) eggyel csokken.

Ha nincs veszélyes halmaz, akkor barmely V;-b@l kilépd él (van ilyen!) Fi-hez vehetd a (x) feltétel elrontasa
nélkiil. Tegylk fel tehat, hogy vannak veszélyes halmazok, és legyen M egy tartalmazasra nézve minimalis
veszélyes halmaz.

All’ltjuk, hogy létezik e = uv € A &l, amelyre u € M NVy,v € M — V;. Valoban, ha nem létezne ilyen &l,
akkor k —1 = [(M) > (M — Vi) = [(M — V,), azaz ilyenkor M — V; megsértené a tétel feltételét.

Allitjuk, hogy e nem Iép bele veszélyes halmazba. Valéban, ha indirekt e belépne valamely X veszélyes
halmazba, akkor a (k — 1) + (k — 1) = M) + (X)) > COX N M) + COIX U M) > (k — 1) + (k — 1), amibdl
kovetkezik, hogy X N M is veszélyes, ami ellentmond M minimalis valasztasanak. (Az u pont M — X-ben

van, tehat M N X valoddi része M-nek.) Talaltunk tehat egy olyan e élt, amellyel az F; fenydt kibdvitve a (x)
feltétel tovabbra is érvényben marad. e e

Feladatok

3.14 Hogyan lehet algoritmikusan megkeresni a kivdnt fenydket? (Szubrutinként hasznalhatjuk a maximalis-
folyam minimalis-vagas megkeresésére vonatkozo algoritmust.)

3.15 Igazoljuk, hogy ha egy digrdfban bdrmely élt elhagyva a A(S,V) értéke csokken valamely v csicsra, akkor
minden V cstcsra A(S,V) = [(W).

3.16 Legyen ¢ olyan nem-negativ valds sulyozds a D digrdf élhalmazdn, amelyre L.0X) > 1 teljesiil minden
0 # X C V —s halmazra. Nevezziink egy X halmazt pontosnak vagy szorosnak, ha itt egyenlbség teljestil.
Igazoljuk, hogy létezik olyan S-gyokerd feszitd fenyd, amely minden szoros halmazba pontosan egyszer lép be.

3.17 Igazoljuk az Edmonds tétel aldbbi kiterjesztését. Legyen D = (V, E) irdnyitott grdf. Legyen F aV — S
részhalmazainak olyan rendszere, amelyre X,Y € F, X NY # (0-b8l kévetkezik, hogy X UY,X NY € F.
Amennyiben minden X € F halmaz befoka legaldbb K, akkor E felbonthatd k részre gy, hogy minden X € F-
re mind a K rész tartalmaz X-be lépd élt.

3.18 Mutassuk meg, hogy az aldbbi dllitds ekvivalens Edmonds erds tételével. A D = (V, A) irdnyitott grifban

legyen R1,..., Rk a pontoknak K (nem feltétlenil diszjunkt, vagy kiloénbozd) nemiires részhalmaza. Akkor és
csak akkor létezik D-nek K élidegen feszitd fenyvese, melyek gyokér-halmaza rendre Ry,..., Ry, ha bdrmely
0 #Z CV részhalmazra a [(Z) befok legaldbb azon R; halmazok szdma, melyek diszjunktak Z-tél.
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Gyokeres k-élosszefliggdve iranyitas
Kovetkez6 célunk levezetni Tutte tételét diszjunkt feszito fak lIétezésérdl. Ehhez igazolunk egy iranyitasi tételt,
majd alkalmazzuk Edmonds tételét.

Egy G iranyitatlan grafnak pontosan akkor van olyan iranyitasa, amelyben egy megadott s pontbdl minden
mas pont iranyitott Gton elérhet8, ha a graf osszefiiggd. Kérdés, hogy altalanosabban adott k > 1 egészre
mikor létezik a G-nek adott s pontjara nézve gyokeresen k-élosszefligg6 iranyitasa, azaz olyan, amelyben
minden nemiires V — s-beli részhalmaz befoka legalabb k. Az alabbi tétel nemcsak ezt a tulajdonsagot karak-
terizalja, hanem rogtdn megadja az Gn. deficites alakot is, amely azt mondja meg, hogy legkevesebb hany @j
&l hozzaadasaval létezik a keresett iranyitas.

TETEL 3.2.2 Legyen a G = (V,E) irdnyitatlan grifnak s egy kijelolt pontja, és legyen Y nemnegativ egész.
Akkor és csak akkor lehet G-hez Yy uj élt gy hozzdadni, hogy a megndvelt grifnak létezik s-bél K-éldsszefiiggd
irdnyitdsa, ha

e(F)>k(t-1)—-vy (3.6)
teljesil V- minden F := {V1,...,V¢} particidjdra. Az ij élek mind vdlaszthatdk s-bdl induldnak.

Biz. Egy s-bol k-elosszefiiggd iranyitast nevezziink roviden jonak. Ha y 0j &l hozzdadasa utan létezik jo
iranyitas, akkor mindegyik s-t nem tartalmazo V; részhalmazra [(Y;) > k, igy e(F) +y > et (F) > k(t — 1),
ahol az e™ jeldlés a megnovelt grafra utal, azaz (3.6) fennall.

Az elegend@ség igazolasahoz adjunk G-hez minimalisan sok s végpont( Gj élt Ggy, hogy a kiegészitett
grafban mar letezzek jo iranyitas. Jeldlje a minimumot y’. Célunk azt kimutatni, hogy y’ <.

Jeldlje [Ca megnovelt graf jo iranyitasanak a befok fliggvényét. Feltehetjiik, hogy [(d) = 0. Nevezziink
egy X C V — s halmazt pontosnak, ha [(X) = k. Ha X és Y két metsz0 pontos halmaz, akkor k + k =
[X)+Y)>IXNY)+ XUY) > k+k miatt a metszet is és unio is pontos. Ebb8l az is kiadodik, hogy
ha pontos halmazok egy rendszere osszefliggd hipergrafot alkot, akkor a halmazok metszete is pontos.

Jeldlje T azon pontok halmazat, melyek legalabb egy Gjonnan hozzaadott &l végpontjabol az adott iranyitasban
elérheték. Nyilvan s ¢ T és (¥ — T) = 0.

Lemma 3.2.1 Ha Z pontos ésZNT #0, akkor Z C T.

Biz. Tegyiik fel, hogy Z Z T.Ekkor Y ==V —T-rek=[Y)+ [@Z) =Y NZ2)+ Y UZ) +d"(Y,Z2) >
k+0+dT(Y,Z) > k. Ebb8l (Y UZ) =0&s d"(Y,Z) = 0 adodik. Az els§ egyenldség miatt van olyan e = st
0j &l, amelyre t € Z-ben van (mert kiilonben T N Z pontjai semelyik Gj él fejébdl nem lehetnének elérhettk).
Ekkor viszont az e &l miatt d*(Y,Z) = 0, amely ellentmondas a lemmat bizonyitja. e

Keét eset lehetséges. Ha létezik T-ben olyan v pont, amely nincs benne pontos halmazban, akkor vegyiink
egy olyan st Gj élt, amelyre t-b8l vezet v-be egy P iranyitott Gt. Forditsuk meg P éleinek iranyitasat, és
hagyjuk ki az e élt. Mivel v nincs pontos halmazban, az @j iranyitas tovabbra is jo lesz, ellentmondasban az
j élek szamanak minimalitasaval.

Nézziik most azt az esetet, amikor T minden pontja benne van pontos halmazban. Jeldlje V1, ..., V:_1 azon
maximalis pontos halmazokat, melyek metszik T-t. Fentebb lattuk, hogy ezek paronként diszjunktak &s hogy
a T particiojat alkotjak. Legyen Vii=\ — T & F = {Vi,...,Vg—Mvel [(¥;) = 0, & minden 0] &l belép
T-be, azt kapjuk, hogy k(t—1) = [[QV,):i=1,...,t=D]= [[@):i=1,....tfl=e"(F)=e(F)+Y,
igy (3.6)-t hasznalva, y’ = k(t — 1) — e(F) <y adodik. e e

Adott pozitiv egész k-ra és egész | szamra egy G = (V, E) iranyitatlan grafot akkor neveziink (k, I)-particio
osszefiiggbnek, ha V pontjainak minden t > 2 részes particidjara a koztes élek szama legalabb k(t—1) +1. A

(k, 0)-particio-UsszefiiggGgrafokat roviden k-particio-osszefiiggdnek nevezziik. A (3.6) feltétel tehat azt jelenti,
hogy a G graf (k, —y)-particio-oOsszefliggd. Erdemes a y = 0 specialis esetet kiilon megfogalmazni.

Kovetkezmény 3.2.3 Egy G grdfnak akkor és csak akkor létezik s-b6l K-élosszefiliggd irdnyitdsa, ha G k-
particio-osszefliggs. o

TETEL 3.2.4 (Tutte) Egy irdnyitatlan G = (V, E) grdfban akkor és csak akkor lédtezik K élidegen feszitd
fa, ha G K-partico-osszefiiggd.

Biz. A tétel kozvetleniil adodik Edmonds diszjunkt fenySkre vonatkozd tételébdl és a 3.2.3 kovetkezménybdl.
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3.2.1 Fedés fenyvesekkel és erdokkel

Az Edmonds tétel egy masik érdekes alkalmazasa a kovetkez®.

TETEL 3.2.5 A D = (V,A) digrdf élhalmaza akkor és csak akkor fedhetd le k fenyvessel, ha (i) minden pont
befoka legfeljebdb k, és (ii) i(X) < k(|X| — 1) teljesul minden X C V halmazra, ahol i(X) jeloli az X dltal
feszitett élek szamdt.

Biz. Mindkét feltétel sziikségessége nyilvanvald. Az elegenddséget elemi konstrukcidval igazoljuk. Adjunk a
digrafhoz egy Uj s pontot és minden v pontrgk— [(1) parhuzamos &It s-bGl v-be. Az Gj D’ digrafban minden
X CV halmazra fennall C(X) = (X)) + [k — W) : v € X] = [(X) — [(X) —i(X) +Kk|X]| > k. A 3.2.1
tétel szerint létezik k diszjunkt s-gyoker( feszitd fenyd. Ezeket az eredeti D-re megszoritva k fenyvest kapunk,
melyek fedik D Eleit. o

TETEL 3.2.6 (Nash-Williams) Egy G = (V, E) irdnyitatlan grdf élhalmaza akkor és csak akkor fedhetd le
k erddvel, ha a csicsok tetszéleges X nemiires részhalmaza legfeljebb K(|X| — 1) élt feszit.

Biz. Egy erdd legfeljebb |X| — 1 darab X altal feszitett élt tud fedni, k erdd pedig legfeljebb k-szor ennyit,
igy a feltétel szokséges.

Az elegendséghez figyeljiik meg, hogy a 2.2.10 iranyitasi tétel (iii) része alapjan G-nek van olyan iranyitasa,
amelyben minden pont befoka legfeljebb k, igy a 3.2.5 tételt alkalmazhatjuk.

Feladat 3.19 Igazoljuk, hogy ha egy (egyirdnyi) pdrhuzamos élt és hurkot nem tartalmazd digrdfban minden
pont befoka legfeljebb K, akkor az élhalmaz lefedhetd K + 1 fenyvessel.

dopt pakfed, 2013. januar 28.
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3.3 Maximalis parositasok

Valamely G iranyitatlan grafra jeldlje v = v(G) a fiiggetlen élek maximalis szamat vagyis a legnagyobb
parositas elemszamat. Konig tétele szerint paros grafban ez egyenld a pontokat lefogd élek minimalis T
szamaval. Nem paros grafokban a v = 1 min-max relacio mar nem feltétleniil igaz, amint ezt a haromszog
példaja mutatja. Itt v = 1, = 2. Altalanos grafokra vonatkozik az alabbi jellemzés, amit valojaban mar a
2.5 szakaszban levezettiink a Tutte tételbdl. Most bemutatunk egy direkt bizonyitast, amelynek hatranya,
hogy ez sem algoritmikus, ugyanakkor az itt szerepld megkozelités kiterjesztésévl lehet a maximalis stlyQ
parositas slyara vonatkozd min-max tételt igazolni (lasd pl. Frank A. Poléderes kombinatorika c. elektron-
ikus jegyzetét).

TETEL 3.3.1 (Berge-Tutte formula) G-ben a fiiggetlen élek mazimdlis v(G) szdmdra érvényes:

V(@) = min{|V|—q(X) + X[} 72, (3.7

ahol q(X) jeloli az X elhagydsdval keletkezd pdratlan pontszdmi komponensek szamdt.

Ezt a tételt mar kordbban levezettiik Tutte tételebdl, most egy kozvetlen bizonyitast is adunk. Egy
Osszefiiggd grafot nevezziink faktorkritikusnak vagy roviden kritikusnak, ha barmely pontjat elkertili maximalis
elemszami parositas.

Lemma 3.3.1 (Gallai) G kritikus grafban a mazimdlis pdrositds egyetlen pontot hagy fedetleniil.

Biz. A definiciobdl kapjuk, hogy G-nek nincs teljes parositasa. Tegylk fel indirekt, hogy egy M maximalis
parositas legalabb két pontot nem fed. Valasszuk M-t &s a fedetlentil maradb s és t pontokat Ggy, hogy az s és
t G-beli tavolsaga a lehett legkisebb legyen. Persze ez a tavolsag nem egy, azaz s és t nem szomszédos, mert
akkor az st élt M-hez lehetne venni, ellentétben M maximalis voltaval. Legyen P egy legrovidebb Ot s és t
kozott, és legyen z ennek egy belsd pontja. Mivel G kritikus, létezik egy z-t elkerlild maximalis elemszamd M,
parositas. Az M, s, t valasztasa miatt M fedi a P (it minden bels@ pontjat, igy z-t is. Tekintsiik a z-b6l induld
M — M. -alternald utat, amelynek elsd éle M-beli, igy utolsd xy éle az M. maximalitasa miatt sziikségképpen
M. -beli. Az y pontot tehat nem fedi M, és értelemszeriien y kiilonbozik s és t egyikét6l, mondjuk s-t6l. Ekkor
az alternald Gt mentén cserélve egy olyan parositast kapunk M-bgl, amelynek elemszama megegyezik M -ével,
azaz, amelyik maximalis, tovabba szabadon hagyja z-t és s-t, ellentmondasban az M, s, t valasztasaval. e

Teérjlink ra a Berge-Tutte formula bizonyitasara. TetszGleges M parositas és X C V halmaz esetén legalabb
q(X)—|X] pont marad fedetlen, azaz M legfeljebb |V |—(q(X)—|X|) pontot fed, igy az M elemszama legfeljebb
(V] —aq(X) +|X])/2. Igy a formuladban a v(G) < min irany kovetkezik.

A forditott egyenlGtlenség bizonyitasahoz V elemszama szerinti indukciot alkalmazunk. Ha |V | = 0, akkor
(3.7) mindkét oldala 0. Tegyik fel tehat, hogy |V | > 1 &s azt, hogy a (3.7) formula érvényes minden kisebb
grafra. Nyilvan feltehet8, hogy G osszefliggd. Azt kell kimutatnunk, hogy létezik egy olyan X, C V halmaz,
amelyre

V(G) > (IV | — q(Xo) + [Xo[)/2. (3.8)

1. eset G nem kritikus, azaz van olyan v pontja, amelyet elhagyva a keletkez6 G’ grafra v(G’) < v(G) — 1.
Legyen V' :=V — v. Indukcidt hasznalva kapjuk, hogy létezik olyan Xy, C V — v, amelyre v(G') = (V'| —
q’(Xo) + |Xg)/2, ahol q'(Xy) a G' — Xj-ben jeldli a paratlan komponensek szamat. Legyen X, := X; + V.
Nyilvan q(Xo) = q'(X(). Ezeket Bsszevetve kapjuk: v(G) — 1 > v(G') = (V'] — a'(X{) + [Xo)/2 = (V| —
q(Xo) + |Xo| — 2)72, ami éppen (3.8).

2. eset G kritikus. A Gallai lemma alapjan v(G) = (|V| — 1)/2. Tehat X, := { valasztassal v(G) =
(V] =172 > (V| —q(Xo) + |Xo[)/2, azaz (3.8) fennall. e

Algoritmikus bizonyitas

A Berge-Tutte formula nem trivialis iranyara bemutatunk egy harmadik bizonyitast is, amely mar elvezet
majd egy maximalis parositas meghatarozasara szolgald algoritmushoz. A bizonyitas két megfigyelésen malik.

Legyen M egy parositas. Egy olyan M-alternald utat, amely két szabad (azaz, M altal nem fedett) pontot
kot 0ssze M-no6veld vagy roviden névels ttnak neveziink.

Lemma 3.3.2 (Berge) A G = (V,E) grdf egy M pdrositdsa akkor és csak akkor mazimdlis elemszdmai, ha
nincsen M -noveld it.
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Biz. Amennyiben P M-novel Gt, Ggy az M’ := M &P szimmetrikus di [erencia olyan parositas lesz, amelynek
eggyel tdbb éle van, mint M-nek, vagyis ilyenkor M nem lehet maximalis.

A megforditashoz tegyiik fel, hogy létezik egy M-nél nagyobb N parositas. Ekkor az M © N szimmetrikus
diCerencia komponensei M-alternald korokbdl és utakbdl all. Miutan |[N| > |[M|, az egyik komponensben
sziikségképpen tobb N-&l van, mint M-él, de akkor ez a komponens egy M-noveld Gt. e

Nevezzilk G egy K paratlan korét kehelynek, ha G-nek létezik olyan maximalis M parositasa, amely K
egy r pontjat nem fedi és és az r-bdl a koron akarmelyik iranyba elindulva minden masodik &l M-beli. Az r
pontot a kehely bazisanak hivjuk és azt mondjuk, hogy M és a K illeszkednek.

Lemma 3.3.3 (Edmonds) Legyen K egy kehely és M egy illeszkedd mazimdlis pdrositisa G-nek. Ekkor a a
K dsszehiizdsdval keletkezé G’ grdfban az M’ := M — K pdrositds mazimdlis elemszdmai.

Biz. Ha M’ indirekt nem volna maximalis G’-ben, akkor a Berge lemma miatt volna egy P’ M’-novel§ Gt
G’-ben. Amennyiben P’ nem tartalmazza vk-t, Ggy P’ egy M-novel utat adna G-ben, ami ellentmondana
M maximalitasanak. Ha viszont P’ tartalmazza vk-t, akkor ott végzddik. Jeldlje z a K-nak azt a pontjat,
ahol a P’-nek megfeleld G-beli Gt végzddik &s legyen P” a K-ban egy z s r kozott vezetd M-alternalo at,

amelynek z-nél Iév@ elst éle M-ben van. Ekkor P = P’ + P” egy M-novel§ Gt G-ben, ellentmondasban M
maximalitasaval. e

Feladat 3.20 Igazoljuk, hogy ha M nem mazximdlis G-ben, akkor M’ nem mazimdlis G’ -ben.

Bizonyitds (a Berge-Tutte formula nemtrivialis iranyara) Nevezziink gatnak egy olyan X halmazt, amelyre
a minimum a Berge-Tutte formulaban felvétetik. A Berge-Tutte formulabdl kiolvashatd, hogy tetszéleges M
maximalis parositas esetén egy X halmaz akkor és csak akkor gat, ha

(@) Az X elhagydsaval keletkezd barmely C komponensre az M-nek a C-be esd része legfeljebb egy pont hijin
fedi C-t.

(b) X nem feszit M -beli é€lt.

(©) M fedi X minden pontjdt.

Célunk egy olyan M maximalis parositas és egy X C V részhalmaz létezését kimutatni, melyre az (a), (b)
és (c) optimalitasi kritériumok fennallnak. A pontok szama szerinti indukciot hasznalunk.

Tegylk fel elGszor, hogy letezik egy K kehely és egy illeszkedd M maximalis parositas. Ekkor az Edmonds
lemma szerint M’ maximalis parositas G’-ben. Indukcio miatt Iétezik pontoknak egy olyan X részhalmaza
G’-ben melyekre (a), (b) &s (c) fennall. Mivel a K Osszehlizlsaval keletkezett vk pont fedetlen G’-ben, igy
nincs X-ben, &s ezért X az eredeti G-ben is teljesiti az optimalitasi kritériumokat.

Tegyiik most fel, hogy nem létezik kehely G-ben. Legyen M egy maximalis parositas. Egy F erddrdl azt
mondjuk, hogy M-alternalé, ha

(i) F minden komponense egyetlen szabad pontot tartalmaz, amelyet a komponens gyokerének neveziink.

(ii) F barmely pontjabdl a gyokérhez vezetd Gt M-alternald.

(iii) Ha valamely uv € M &lre a v pont F-ben van, akkor u is.

Az F erd@ben nem lév6 pontok halmazat tisztasnak hivjuk &s C := C(F)-fel jeldljik. Nyilvan az M-nek
C-ben lev@ élei C-t parositjak. Kiilsé pontnak hivjuk az F azon pontjait, melyek a gyokértsl paros tavolsagban
vannak, mig az F tobbi pontja bels6 pont. Legyen F egy maximalis M-alternald erdd és jeldlje X a belsd

pontok halmazat.
Lemma 3.3.4 Ha nem létezik kehely, akkor kiilsé pontbdl csak belsébe vezethet él.

Biz. Az F maximalitasa miatt kiilsG pontbdl nem vezet &l a tisztasra. Az F két kiilonbdz6 komponensében
lévd kiilsd pontok kozott sem vezethet él, mert egy ilyen uv élt a két komponensben kiegészitve az u-bol illetve
a v-bol a megfeleld gyokerekbe vezetd M-alternald Gtakkal, egy M-noveld utat kapnank.

Végil belatjuk, hogy az F egy Fi1 komponensébe es@ két kiilsG pont kozott sem vezethet él. Tekintsiik
ugyanis egy ilyen élnek az F; fahoz tartozd K alapkorét, amelynek az F; r; gyokeréhez legkozelebbi pontja
legyen r. Legyen P az Fi-ben az r; és r kozott vezetd alternald Gt. Most M; = M & P egy masik maximalis
parositas, amely illeszkedik K-ra ellentmondasban a feltevéssel, hogy nem létezik kehely. o

Az F definicidjabdl rogton kovetkezik, hogy a (b) és (c) optimalitasi feltételek teljeslilnek. A lemmabdl
pedig azt kapjuk, hogy (a) is fennall, hiszen G — X paros elemszam@ komponensei a tisztast particionaljak,
mig a paratlan elemszam( komponensei mind egyelemiek, éspedig a kiilsd pontok. e e
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Az algoritmus

A fenti bizonyitast konnyen algoritmussa alakithatjuk. Az eljaras fazisokbol all. Egy fazisban valamely korabban
megtalalt M parositasbol indulunk ki és kereslink egy P M-nodveld utat. Amennyiben talalunk, Ggy az
M’ := M © P szimmetrikus dilerencia olyan parositas lesz, amelynek eggyel tobb éle van, mint M-nek,
&s ekkor a kovetkezd fazisra térlink. Amikor az algoritmus mar nem talal M-alternald utat, akkor megad majd
egy X részhalmazt, amely az aktualis M parositassal egyiitt kielégiti a harom optimalitasi feltételt.

Legyen tehat M valamilyen parositas, S a szabad (fedetlen) pontok halmaza és v € V — S-re jeldljik p(v)-
vel a v parositasbeli szomszédjat. Az S pontjaira pedig definialjuk p(v) = v. Az eljaras egy F M-alternalé
erddt épit fel. Kiindulaskor F a szabad pontokbdl all és élt nem tartalmaz. Az altalanos Iépés leirasahoz legyen
F M-alternald erdd. Harom esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset Az F-nek létezik olyan u és v kiilsG pontja, melyek az F kiilonb6z8 komponenséhez tartoznak és
amelyek kozott vezet él a grafban. Ekkor az u &s v komponensében a gyckerekhez vezetd két alternalo utat az
uv &l mentén Osszekapcsolva egy P noveld utat kapunk, és ekkor az adott fazis végetér.

2. eset F-nek létezik olyan u kiils8 pontja, amely szomszédos egy tisztason lév8 v ponttal. Ekkor az uv élt
&s a vu(v) parosito élt F-hez véve nagyobb M-alternald erddt kapunk.

3. eset F-nek egy komponensében létezik u és v kiils pont, melyek szomszédosak. Ekkor az F-ben az u-t és
v-t Osszekotd egyértelm{ Gt az uv éllel egyutt egy K kelyhet HlOzzuk Gssze K-t egy vk pontta. Ekkor F-bdl
egy masik M-alternald erdd keletkezik, melynek az Osszehlzott pont kiils6 pontja.

Az Edmonds lemmabbl kovetkezik, hogy ha az 6sszehizott grafban létezik noveld Gt, akkor ebbdl elGallithatjuk
az eredeti graf egy noveld Gtjat. Ebbdl az is kovetkezik, hogy ha az 1. eset olyankor fordul el@, amikor mar
bizonyos tsszehlizasokat végrehajtottunk, akkor az eredeti grafnak is eld tudunk allitani egy noveld Gtjat. Azt
is megfigyelhetjiik, hogy (esetleg tobbszori) dsszehlizassal keletkezett pont Gsképe olyan halmaz, amelyet a

beleesé M-beli élek egy pont hijan kiparositanak.

TEHAT: Ameddig a 2. vagy 3. eset fordul eld, jarjunk el az ott leirtak szerint. Amennyiben az 1. eset
kovetkezik be, azaz az dsszehlzott grafban van novel6 Gt, akkor keressiink az eredeti grafban noveld utat és
egy nagyobb parositast, majd térjlink a kovetkez6 fazisra.

Végezetiil amikor a fenti harom eset egyike sem all fenn, akkor a belsé pontok X halmaza, amint a fenti
bizonitasban mar igazoltuk teljesiti az optimalitasi feltételeket.

Kanonikus gat

TETEL 3.3.2 (Lovéasz) Egy dsszefiiggd grdf akkor és csak akkor kritikus, ha felépithetd bdrmely pontjdbol
kitndulva pdratlan élszdmi fiilek egymds utdni hozzdvételével (ahol egy ful vagy egy egyszer(i (t, amelynek

csak a két végpontja kozos a meglévd gralall vagypedig egy kor, amelynek egyetlen pontja kozos a meglévd
gralall)

Biz. A Gallai lemma nyoman a kritikussagnak azt az ekvivalens definicidjat hasznaljuk, hogy barmely pontot
kihagyva letezik teljes parositas. Egyszer( ellendrizni, hogy a felépitési mivelet kritikus grafot eredményez.

A forditott iranyhoz legyen r a graf egy tetszbleges pontja és M, a G — r egy teljes parositasa. Azt fogjuk
belatni, hogy G felépithetd M-ben altrnal6 fiilek felhasznalasaval. Mivel ezek elsg és utolsd éle nem M-beli,
egy M-alternald fiil mindig paratlan élszama.

Tegyik fel, hogy r-b@l kiindulva mar felépitettiink G-nek egy részgrafjat a megadott modon. Jeldlje a
részgraf ponthalmazat T. (A kezdetben T az egyetlen r pontbdl all.) Készen vagyunk, ha T = V, ekkor
ugyanis a még G-bdl esetleg hianyzo éleket egyélli M-alternald utakként bevéve, megkapjuk G-t. Ha még
T # V, akkor G Usszefiiggdsége miatt Iétezik olyan uv &l, amelyre u € T,v ¢ T. A graf kritikus, igy v-bol
letezik r-be vezetd paros M-alternald Gt. Legyen ennek p az elsG T-be es6 pontja &s jeldlje P’ az Gtnak v-bdl
p-be vezetd szegmensét. Most az uv él a P’-vel egylitt egy M -alternald utat vagy kort alkot, amellyel T tovabb
épithetd. o

Most igazolni fogjuk, hogy a Berge-Tutte formulaban szerepld gatak kozott van egy “kanonikus”.

TETEL 3.3.3 (Edmonds és Gallai) A G = (V, E) grdfban jelolje D(G) azon pontok halmazdt, amelyeket
G-nek valamely mazimdlis pdrositdsa nem fed le. Alljon A(G) a V — D(G) azon pontjaibdl, melyeknek van
D(G)-beli szomszédja, és legyen C(G) a maradék pontok halmaza. Ekkor A(G) gdtja G-nek, éspedig éppen
az a gdt, amelynek elhagydsdvdl keletkezd pdratlan komponensek unidja a lehetd legszikebb. D(G) a V —
A(G) pdratlan komponenseinek egyesitése, C(G) pedig a V — A(G) pdros komponenseinek egyesitése. D(G)
komponensei kritikus grdfok. Végiil, ha eltorolyik C(G)-t valamint az A dltal feszitett éleket, és a pdratlan
komponensek mindegyikét eqy-eqy pontra huzzuk dssze, akkor olyan pdros grdafot kapunk, amelyben az A minden
X nemiires részhalmazdnak legaldbb |X| + 1 szomszédja van.
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Biz. TetszOleges A’ gathoz jeldlje D’ a G — A’ paratlan komponenseinek unidjat, C’ pedig a parosakét.
TetszGleges maximalis M’ parositas esetén az M’ lefedi a X'-t és C’-t. Ezért D(G) biztosan része D’-nek.

Legyen most A’ egy olyan gat, amelyre D’ minimalis. Ekkor D’ komponensei kritikusak, mert ha mondjuk
az egyik K komponens nem volna az, akkor a K altal feszitett G[K] grafnak letezne nemiires X’ gatja, amelyet
A’-htz véve a G-nek egy olyan gatjat kapnank, ahol a paratlan komponensek unibja valodi része volna D’-nek.

Ervényes tovabba, hogy ha eltordljik C’-t az A’-ban [évG éleket, s a D’-beli paratlan komponensek
mindegyikét egy-egy pontra hlzzuk, akkor olyan paros grafot kapunk, amelyben az A" minden X nemiires
részhalmazanak legalabb |X|+ 1 szomszédja van. Valdban, ha volna egy hibas X halmaz, akkor A" — X is gat
lenne G-ben, amelynek elhagyasaval keletkez6 paratlan komponensek unibja valodi része lenne D’-nek. Ebbdl
kapjuk, hogy D’ barmely K paratlan komponenséhez letezik maximalis parositas, amely nem tartalmaz K-ba
lepd élt, és igy K kritikussaga miatt K barmely pontjahoz létezik 6t elkerlild maximalis parositas. Vagyis
D’ = D(G). Mivel A’, gat, igy minden pontjabol vezet €l D’-be, ugyanakkor C’ semelyik pontjabdl nem vezet
él D’-be. Tehat A’ = A(G), &s emiatt C' = C(G). e

A fenti algoritmus tovabbi elemzésével igazolni lehet a kidvetkez6t.

TETEL 3.3.4 A Edmonds-Gallai tételben szerepld A(G) gdt éppen az a gdtja G-nek, amelyet az algoritmus
megtaldl, vagyis a belsé pontok halmaza. C(G) az algoritmus dltal taldlt tisztds.

file: dopt: edmgal 2013. januar 28.
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3.4 Pefekt grafok

A G = (V, E) iranyitatlan grafban a kovetkezd jeldléseket hasznaljuk.

X(G) kromatikus szam: a legkisebb szam, ahany stabil részhalmazba a cslicsokat fel lehet bontani,
w(G): a maximalis klikk elemszama,

X(G) Klikkfedési szam: a komplementer graf kromatikus szama,

a(G): a maximalis stabil halmaz elemszama (= w(G)).

Nyilvan x > w &s X > a. Egy G = (V,E) grafot akkor neveziink perfektnek, ha minden feszitett G’
részgrafjaban x(G) = w(G’), vagyis a kromatikus szam egyenl@ a maximalis klikk méretével. Egy paros graf
nyilvan perfekt, &s a komplementere is az (a Konig tétel fedési alakja miatt). H paros graf élgrafja is perfekt
hiszen az élgraf kromatikus szama éppen a H graf x’(H) élszinezési szama, mig a klikkszama a H maximalis
A(H) fokszama, marpedig Konig élszinezési tétele szerint w’'(H) = A(H). A H paros graf élgrafjanak komple-
mentere is perfekt, mert egyrészt ennek egy stabil halmaza a H egy cslicsaban végzodo élei halmazanak felel
meg, vagyis a kromatikus szama épp H lefogd pontjainak minimalis T(H) szama, masrészt pedig egy klikkje a
H egy parositasanak felel meg, marpedig Konig tétele szerint T(H) = v(H). Részbenrendezett halmaz grafja
(comparability graf) is perfekt a Dilworth tétel polarisa miatt, és a komplementer grafja is perfekt a Dilworth
tétel miatt.

TETEL 3.4.1 (Lovasz 1. perfekt graf tétele) Egy perfekt grdf komplementere perfekt.

A tétel rogvest adodik az alabbi erGsebb valtozatbol.

TETEL 3.4.2 (Lovéasz 2. perfekt graf tétele) Egy G = (V, E) grdf akkor és csak akkor perfekt, ha min-
den G' = (V' E’) feszitett részgrdfjdra
V' < a(GHw(G) (3.9)

Biz. (Gasparian) Ha G perfekt, akkor V felbonthatd w(G) darab stabil halmazra. Ezek mindegyike legfeljebb
a(G) elem(, ezért |V | < a(G)w(G) és ugyanez érvényes a G minden G’ feszitett részgrafjara is. Tehat (3.9)
szlikséges.

A forditott iranyhoz azt kell igazolnunk, hogy ha G imperfekt (=nem perfekt), akkor letezik (3.9)-t sértg G’
feszitett részgrafja. Ez avval ekvivalens, hogy ha G (tartalmazasra nézve) minimalis imperfekt, akkor n > aw,
ahol n = V|, a=0a(G), v = w(G). Ezért a tétel kovetkezik az alabbi lemmabadl.

Lemma 3.4.1 Ha G = (V, E) minimdlis imperfekt grdf, akkor n = aw + 1.

Biz. Jeldljik az aw + 1 értéket n*-gal. Mivel egy s pontra a G’ = G —s graf perfekt, igy n—1 < a(G)w(G’) <
aw, vagyis n < n*. Célunk tehat a forditott n* < n irany igazolasa.

1. Allitds Minden S # 0 stabil halmazra X(G — S) = w(G — S) = w(G).

Biz. X(G — S) = w(G — S) kovetkezik abbdl, hogy G — S perfekt. A G — S egy szinezéséhez az S halmazt
hozzavéve a G szinezését kapjuk, amibdl x(G) < x(G — S) + 1 adodik. Ha most indirekt (G — S) +1 < w(G)
volna, akkor X(G) < X(G—-S)+1=w(G—-S)+1 < w(G), ellentmondasban G minimalis imperfektségével. e

2. Allités Tetszdleges s csticsra G — s felbonthatd Si,...S. stabil halmazokra. G-nek bdarmely K w-elemd
klikkje vagy (2A) nem tartalmazza S-t és mindegyik S;-t pontosan egy elemben metszi vagypedig (2B) tar-
talmazza S-t és ekkor egyetlen S;-tdl diszjunkt, a tobbit pedig pontosan egy elemben metszi. ®

Legyen Sp egy o elemszamd stabil halmaz. A 2. allitas folytan minden s € Sp elemre G — s felbonthatd
w darab stabil halmazra. I1gy az So-lal egyutt nyerjik az S = {So, S1, ..., Saw} 055z€sen N* = aw + 1 stabil
halmazbol allé rendszert.

3. Allit4s Bdrmely K w-elemt klikk pontosan egqy S;-t6l diszjunkt.

Biz. Ha K az Sy-tol diszjunkt, akkor az Sy barmely s elemére alkalmazhatjuk a (2A) tulajdonsagot. Ha
viszont K metszi So-t, akkor egyetlen s elemben metszi, &s ezen s-re alkalmazhatjuk a (2B) tulajdonsagot. e

Az 1. allitas folytan mindegyik S;-hez van egy tole diszjunkt K; w-elem{ klikk. A 3. allitas miatt K; metszi
az vsszes S;-t6l kiilonbtz8 tagjat S-nek, éspedig mindegyiket egy pontban. Jeldlje K az igy nyert n* darab
w-klikkbdl allo halmazrendszert.

Jeldlje A azt az n* - n-es (0, 1)-es matrixot, amelynek i-dik sora az S; karakterisztikus vektora. Jeldlje B
azt az n- n*-os (0, 1)-es matrixot, amelynek i-dik oszlopa a K; karakterisztikus vektora.
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Ekkor a C = AB matrix n* - n* méretl, melynek c;; eleme az S; N K; elemszama, vagyis C egy olyan
matrix, amelynek féatldjaban minden elem 0, a tobbi elem pedig mind 1. A C matrix nemszingularis, ugyanis
ha z egy olyan vektor, amelyre Cz = 0, akkor ;cz = 0 alapjan 1z =; cz + z(i) = z(i) minden i-re, vagyis z(i)
konstans &s igy 0. Ezek szerint AB rangja n*, de ekkor az A rangja is legalabb n*, vagyis az A n* darab sora

linearisan fliggetlen, és emiatt n* < n, amire sziikségiink volt. e e

Mivel a(G') = w(G') &s w(G’) = a(G'), (3.9) pontosan akkor all fenn G’-re, ha a G komplementerre, igy
a 2. perfekt graf tétel implikalja az els6t. Tovabbi elényként megmutatjuk, hogy a perfektség co-NP-ben van,
ami azt jelenti, hogy létezik egy polinom id&ben ellen8rizhetd bizonyiték egy graf imperfektségére. Nevezziink
egy G grafot szépen particionalhaténak, ha leteznek a > 2 &s w > 2 egészek Ggy, hogy G minden s cslicsara
G — s felbonthatd a darab w elem{ klikkre és felbonthatd w darab a elem{ stabilra.

Lemma 3.4.2 Szépen particiondlhato grdf imperfekt.

Biz. A feltevés szerint G-nek n = aw + 1 cslicsa van. G-ben nem Iétezhet a+ 1 elem{i S stabil, mert akkor egy
s €V —Selemre V —s nem volna a darab klikkre particionalhatd. Emiatt a(G) = a és hasonloképp adodik,
hogy w(G) = w. Ekkor viszont G megsérti a (3.9) egyenlGtlenséget, &s igy G nem perfekt. e

TETEL 3.4.3 Eqgy G grdf akkor és csak akkor imperfekt, ha van szépen particiondlhatd feszitett részgrdfia.

Biz. A 3.4.2 lemma szerint, ha G-nek van szépen particionalhatd feszitett részgrafja, akkor G nem perfekt.
Megforditva, legyen G imperfekt. Feltehetjlik, hogy G minimalis imperfekt. Ekkor (3.9) teljesiil minden valodi
feszitett részgrafra, de G-re magara nem. Kovetkezik, hogy |V| = a(G)w(G) + 1, tovabba minden s € V
cslicsra a G’ = G — s grafra a(G’) = a(G) &s w(G') = w(G). Mivel G’ perfekt, felbonthatdo o := w(G’) darab
stabilra és ezen stabil halmazok sziikségképpen mind w elemiek. Hasonloképp, G’ felbonthatd a := a(G’)
darab klikkre és ezen klikkek mind w elemiiek. Vagyis G valoban szépen particionalhato. e

Bizonyitas nélkil emlitjiik a kovetkez6 nagyon nehéz eredményt.

TETEL 3.4.4 (Erés perfekt graf tétel) Egy grdf akkor és csak akkor perfekt, ha sem &, sem a komple-
mentere nem tartalmaz feszitett dtlémentes pdratlan kort.

Lovasz tétele alapjan ez azzal ekvivalens, hogy minden szépen particionalhatd graf tartalmaz feszitett
atlomentes paratlan kort vagy ennek komplementerét.
Seymour és tarsai azt is bebizonyitottak, hogy a perfektség NP-ben van azaltal, hogy leirtak egy konstrukciot

perfekt grafok készitésére és megmutattak, hogy minden perfekt graf el6all a megadott konstrukcid segitségével.

file: graf: dopt dperfekt 2013. januar 28.
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4. Fejezet

OPTIMALIZALAS
MATROIDOKON

4.1 Bevezetés

A matroid egy (S, F) parral megadhatd absztrakt struktira, ahol S véges halmaz, F pedig az S részhalmazai-
nak bizonyos axiobmakat kielégitd rendszere. A fogalmat Hassler Whitney vezette be 1933-ban azzal a céllal,
hogy a ,, fliggetlenséget”, kiilonosképpen pedig a linearis fliggetlenséget altalanos absztrakt keretbe helyezze.

Egy masik lehetséges megkozelités a matroidokat olyan rendszerekként vezeti be, melyekre a mohd algorit-
mus minden koltség-fliggvény esetén helyes eredményt ad. Ismert, hogy egy élstlyozott Osszefliggd iranyi-
tatlan graf maximalis stlyQ feszit6 fajanak meghatarozasa a moho algoritmussal torténhet: egymas utan
valasztunk éleket, mindig a legnagyobb stly(t, csak arra Uigyelve, hogy a kivalasztott élek erddt alkossanak.
Bebizonyithatd, hogy igy maximalis stly( feszitd fat kapunk. Ugyanakkor, ha példaul élstlyozott paros grafban
akarnank maximalis stlyl parositast keresni, akkor nem okoz nehézséget olyan példat talalni, ahol a moho al-
goritmus nem ad optimalis parositast. Ennek kapcsan felvet6dik a kérdés, hogy melyek azok a lényegi vonasok,
amelyek a mohd algoritmus helyes miikodését lehetdvé teszik. A valaszhoz mindenekel6tt definialni kell, hogy
pontosan mit is értlink moho algoritmuson. Egy lehetséges definicio a kovetkez6: az S alaphalmaz egy leszallo
F részhalmaz-rendszerére és egy S-en értelmezett tetszBleges sulyfliggvényre egymas utan valasszunk ki S-
bdl elemeket, mindig a lehetséges legnagyobb stlydt, csak arra tigyelve, hogy a kivalasztott elemek egy F-beli
részhalmazt alkossanak. Marmost a matroidok éppen az olyan leszalldo halmaz-rendszerek, melyekre ez a mohd
algoritmus tetszbleges sulyfliggvényre megadja az optimumot. (Leszallo azt jelenti, hogy Y C X € F esetén
Y eF)

Jelen felépitésiinkben azonban a matroidok bevezetésére nem ezt az utat kovetjiik, hanem a Whitney altal
eredetileg javasoltat, amely a linearis fliggetlenséget absztrahalja. A modszer a szokasos: kivalasztjuk a linearis
fliggetlenség néhany alapvetd tulajdonsagat (amelyek tehat a linaris algebraban bizonyitott allitasok) és ezeket
tessziik meg axibmaknak. A matroidok fogalmanak bevezetése tobb, egymassal ekvivalens axiobmarendszerrel
is torténhet. Ezeket azért érdemes targyalni, mert kiilonféle alkalmazasokban méas-mas axidomarendszerrel
konnyebb dolgozni.

A matroidok hasznossaga két ténybdl fakad (mint ahogy barmely egyéb jol sikeriilt struktlrag is). Egyrészt
kellGen altalanosak ahhoz, hogy szamos helyen alkalmazhatbdak legyenek, ugyanakkor elég specialisak is, hogy
mélyenfekvd, értékes eredményeket nyerjiink roluk.

Néhany probléma

Kedvcsinalonak alljon itt néhany érdekes kombinatorikus optimalizalasi feladat, melyek megoldasa matroidok
nélkiil nemigen lehetséges, de legalabb is kényelmetlen.

1. Grafban keressiink k élidegen feszito fat. Elstlyozott grafban keresstink olyan minimalis sGlyG részgrafot,
amely tartalmaz k élidegen feszitd fat. Altalanosabban: a graf élhalmazan adott k stlyfiiggvény, keressiink k
élidegen feszitd fat Ggy, hogy a fak stlydsszege minimalis legyen, ahol az i-edik fa sGlyat az i-edik stlyfliggvény
definialja.

2. Iranyitott grafban keressiink olyan minimalis stlyG részgrafot, amelyben egy gyokérpontbol a digraf
minden mas pontjaba vezet (a) k élidegen Gt, (b) k pontidegen Gt.

3. Grafban keressiink olyan minimalis koltségl feszitG fat, melynek egy adott pontban a fokszama elGirt
korlatok kozé esik. Altalanosabban: egy stabil halmaz minden pontjaban a fa fokszama megadott korlatok
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kozé essék. (Ha minden pontra elGirhatnank korlatot, akkor a feladat specialis esetként mar magaban foglalna
a Hamilton Gt keresésének NP-teljes feladatat.)

4. Pontstlyozott digrafban keressiink csticsoknak egy olyan minimalis sGlyG részhalmazat, amelyb8l minden
cslicsba vezet k diszjunkt Gt.

5. A sikban véges sok pont kozlil valasszunk ki maximalisan sok diszjunkt pontharmast, melyek mindegyike
valodi haromszoget feszit.

6. Egy iranyitatlan grafon Kot6 és VVago felvaltva valasztanak még nem tekintett éleket. Kotdé megerdsitheti
az élt, Vago eltorolheti. Koto célja, hogy megerdsitett élekbdl utat hozzon létre két eldre adott pont kozott.
Vago célja egy olyan vagast eltordlni, amely elvalasztja a két megadott pontot. Kinek, mikor van nyerd

stratégiaja?

4.2 Flggetlenség és rang

4.2.1 Figgetlenségi axiomak

Adott egy S véges halmaz &s részhalmazainak egy F rendszere. Az M = (S, F) part matroidnak nevezzik,
ha fennall a kdovetkez& harom tulajdonsag.

(1) 0eF.
(12) Ha X CY € F, akkor X € F.
(13) Minden X C S részhalmazra az F-nek X-ben fekvd, X-ben legbbvebb tagjai azonos elemszdmaiiak.

Az F tagjait szokés fiiggetlen halmazoknak nevezni, mig S tobbi részhalmazat fiiggének. Az axiomak
tehat azt Kivanjak, hogy (I11) az lires halmaz mindig fiiggetlen, (12) fliggetlen halmaz részhalmaza is fliggetlen,
(13) tetszBleges X részhalmazban az X-ben mar nem bdvithetd fiiggetlen halmazok elemszama ugyanaz. Ezt a
csupan X-tdl fliggd, r(X)-szel jelolt szamot az X halmaz rangjanak nevezik. A matroid rangjan az alaphal-
mazanak rangjat értjuk. Két matroidot akkor tekintlink izomorfnak, ha az alaphalmazaik kozott Iétezik
egy olyan egy-egy értelm{ megfeleltetés, amelynél fliggetlen részhalmaz képe fliggetlen és fliggd részhalmaz

képe fliggd. Az alabbiakban egy halmazra vonatkozo ,,legbGvebb”, ,,nem b@vithetd”, ,,tartalmazasra nézve

maximalis” jelzoket egymas szinonimaiként fogjuk hasznalni.
Konny( latni, hogy ekvivalens axidbma-rendszert kapunk, ha az (11) axidbmat kicseréljiik a kdvetkezovel:

(1) F nemiires.

Az (13) axidbma azt jelenti, hogy X-ben minden fliggetlen részhalmaz kibdvithetd X-nek egy maximalis, azaz
r(X) elemszam, fliggetlen részhalmazava. Ezt gy is fogalmazhatjuk, hogy a mohd algoritmus S-nek mindig
egy maximalis Ossz-stlyl fliggetlen részhalmazat szolgaltatja barmilyen 0 — 1 érték{ stlyfliggvény esetén is
alkalmazzuk. Amint azt kés6bb kimutatjuk, a moho algoritmus barmilyen stlyfiiggvényre helyesen dolgozik.

Az (13) tulajdonsag helyett gyakran az alabbit tekintik:

(13") Legyen K,N € F, melyekre |K| < |N|. Ekkor létezik olyan x € N — K, amelyre K + x € F. (Magyarul,

egy kisebb elemszami fliggetlen halmaz mindig b8vithetd egy nagyobb elemszam fiiggetlen halmazbdl vett
alkalmas elemmel.)

Allitas 4.2.1 (13) ekvivalens (13')-vel.

Biz. = Legyen K,N € F, melyekre |K| < |[N| &s legyen S’ := K U N. Most (I3) miatt S’-nek minden nem
bdvithetd fliggetlen részhalmaza legalabb |N| elemi &s igy (13") kovetkezik.

< Tegyiik fel, hogy A, B C X fiiggetlenek, &s hogy |A| < |B|. (13") miatt Iétezik y € B — A, melyre A +y
fliggetlen. e

Az (13) axiobma egy kevesebbet koveteld alakja a kovetkezo:
(13") Ha 1y, lxp1 € F és |lg| =K, [liq1| =k + 1, akkor létezik eqy S € lyp1 — I elem gy, hogy 1 +s € F.
Erdekes, hogy mar (13") segitségével is definialhatjuk a matroidokat, annak ellenére, hogy (13”") Gnmagaban
gyengébb, mint (13).
Allitas 4.2.2 {(11),(12),(13)} ekvivalens {(11),(12), (13")}-vel.

Biz. (13"”) nyilvan specialis esete (13")-nek. A megforditashoz azt igazoljuk, hogy (13") kovetkezik (12) és (13")-
bdl. Legyen k := |K]|, I, := K &s legyen 1,41 az N-nek egy (k + 1)-elemi részhalmaza. Az (12) axidbma szerint
1,11 flggetlen, gy létezik egy olyan s € l,41 — I, € N — K elem, amelyre 1, +s € F, azaz (13’) fennall. e
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A definiciobol rogton kovetkezik, hogy ha M = (S, F) matroid &s S’ C S, akkor M’ := (S’, F’) is matroid,
ahol 7/ :={F : F C S',F € F}. M’-t az M részmatroidjanak nevezik. Azt is mondjuk, hogy az M’ matroid
M-b6l a Z := S — S’ halmaz elhagyasaval (torlésével) keletkezik, vagy hogy M’ az M megszoritdasa S’-re.
Jelglesben M/ =M — Z vagy M’ = M|S’.

A harmadik fliggetlenségi axibmat még tovabb gyengithetjiik.

(13"") Minden S-beli legbbvebb fiiggetlen részhalmaznak az elemszdma ugyanaz az ¥ szdm, és ha l.—1,1,. € F,
1] =1 =|l,—1| = r — 1, akkor létezik olyan s € 1, — l._1 elem, amelyre 1,1 +s € F.

Allitas 4.2.3 {(11),(12),(13)} ekvivalens {(11),(12),(13"")}-vel.

Biz. Azt kell igazolnunk, hogy a masodik rendszerbgl kovetkezik (13’). Legyen K, N C S két olyan tagja F-nek,
melyekre |K| < |[N|. Ekkor (13"") miatt letezik Bx, By € F, melyekre K C Bx,N C By &s |Bx| = |[Bn| =T.
Valasszuk ezeket Ggy, hogy Bx N Bx maximalis legyen.

All’ltjuk, hogy ilyenkor (Bx — K) NN nem ures. Ennek igazolasahoz indirekt tegyik fel, hogy (x) nem
letezik x € (Bxk — K) NN elem. Mivel |K| < |N| &s |Bx| = |Bn|, kdvetkezik, hogy |Bx — K| > |Bx — N| és
igy létezik egy X1 € Bx — K, amely nincs By — N-ben. A (x) feltevés miatt x; ¢ By, igy az (13"") axioma
miatt letezik egy X2 € By — B elem, amelyre By := Bx — X1 + X2 benne van F-ben. llyen B |étezése
viszont ellentmond |Bx N By | maximalitasanak.

Tetszbleges X € (Bxk — K) NN elemre K +Xx C Bg, azaz K +x € F &sigy (13") fennall. e

Az (13") axiobma egy masiranyl gyengitése a kdvetkezg.

13"y Legyen K,N € F, melyekre |[K — N| =1, és I[N — K| = 2. Ekkor létezik olyan X € N — K, amelyre
K+xecF.

Feladat 4.1 Igazoljuk, hogy {(11),(12),(13)} ekvivalens {(11),(12), (13""")}-vel.

Miért jo, hogy az axiomaknak gyengébb és erGsebb valtozatait is tekintjiik? Amikor matroidokrol akarunk
valamit bizonyitani, akkor kényelmesebb, ha erGsebb tulajdonsagok allnak rendelkezésre. Ha viszont valamely
konkrétan megadott struktdrarol akarjuk belatni, hogy matroid, akkor egyszerlibb a gyengébb axiémak fennal-
lasat igazolni.

Lassuk be a matroid rang-fliggvényének egy alapvett tulajdonsagat.

Lemma 4.2.1 A rang-figgvény minden X,Y C S-re kielégiti a
rXX)+r(Y)>r(XnY)+r(XuUY) 4.1)
szubmodularitdsi egyenlétlenséget.

Biz. Legyen F egy maximalis fliggetlen részhalmaza X NY -nak. Ekkor |F| = r(X NY) és a 3. axidbma szerint
F kib8vithetd X UY -ban egy N maximalis, azaz r(X UY ) elemszama fiiggetlen részhalmazza. F maximalitasa
miatt NNXNY = F &sigy INNX|+|NNY | = |F|+|N|. Most NNX fliggetlen része X-nek, igy r(X) > [NNX|.

Hasonldan, r(Y) > INNY |, amibdl r(X) +r(Y) > INNX|+INNY|=|F|+|N|=r(XNY)+r(XUY). e

Egy halmaz-fiiggvényt, amely minden X,Y C S-re kielégiti (4.1)-t teljesen szubmodularisnak vagy
roviden szubmodularisnak neveziink. A matroid rang-fiiggvény tehat szubmodularis, monoton nov@ (azaz
X C Y esetén r(X) < r(Y)) és szubkardinalis (,,elemszam alatti”: minden X C S-re r(X) < |X]|). Meg-
jegyzendd, hogy vannak olyan szubmodularis fliggvények, amelyek nem matroid rang-fliggvények. Példaul,
egy G = (S, T;E) paros grafban az S részhalmazain értelmezhetjuk a |F(X)| fliggvényt, amely az X-szel
szomszédos T-beli cslicsok szamat jeldli. Ez szubmodularis, monoton, de nem szubkardinalis. Egy iranyitott
grafban a csGcsok egy X részhalmazaba belépd élek szamat [(X)-szel jelolve, kimutathatd, hogy [dzub-
modularis, bar nem monoton &s nem szubkardinalis.

A szubmodularitas érdekes kdvetkezménye az alabbi észrevétel.

Lemma 4.2.2 Legyen b tetszéleges szubmoduldris fliigguény az S alaphalmazon. Régzitett T C S részhalmazra
definidljuk az S — T részhalmazain a hr(X) := b(X UT) — b(X) ndvekmény figgvényt. Ekkor hr monoton
csokkend, azaz X CY esetén hr(X) > hr(Y).

Biz. A szubmodularis egyenlGtlenséget az X’ = X UT &sY halmazokra felirva kapjuk, hogy b(XUT)+b(Y ) =
b(X")+b(Y) > b(X'NY)+b(X'UY) =b(X)+b(TUY), amibdl h(X) =b(XUT)—b(X) > b(Y UT)—b(Y) =
hr(Y).

Feladat 4.2 Igazoljuk, hogy ha egy b halmazfigguény esetén minden egyelemd T halmazhoz tartozé névekmény

figguény monoton csokkend, akkor b szubmoduldris.
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4.2.2 Peéldak matroidokra

MATRIX-MATROID Adott (valamilyen test felett) egy A matrix. Jeldlje S az A oszlopainak halmazat.
Definialjuk F-t Ggy, hogy A oszlopainak egy F részhalmaza akkor tartozzék F-hez, ha az F -beli oszlop-vektorok
linearisan fuiggetlenek. Ekkor (S, F) matroidot alkot. Valdban, az els6 két axidoma trivialisan teljestil, mig a
harmadik egy alapvetd (elemi) tétel linearis algebrabdl (aminek matroidos altalanositasat, semmiféle linearis
algebrai tételt sem hasznalva, nemsokara be is bizonyitjuk). Az igy el6alld matroidot matrix-matroidnak
nevezziik. Hasznalatban van még a linedris vagy reprezentalhaté matroid elnevezés is. Amennyiben az alap-
test a GF (2), bindris matroidrol beszéliink. A matrix-matroidban egy X halmaz (matroidelméleti) rangja

az X oszlopai altal alkotott matrix (linearis algebrai) rangja.

AFFIN MATROID Legyen S az n-dimenzids tér pontjainak véges részhalmaza. S egy részhalmazat deklaral-
juk fliggetlennek, ha a [nfliggetlen. (Szam n-esek egy halmazat akkor mondjuk a Cnfliggetlennek, ha mind-
egyikiiket egy 1 értékl koordinataval kiegészitve linearisan fiiggetlen (n + 1 dimenzids) vektorokat kapunk.)
Konnyen ellengrizhetjiik, hogy az a [n_fliggetlenség is matroidot definial. A sikban példaul a pontok, a
pontparok, valamint a nem egy egyenesen Iévd pontharmasok a [niliggetlenek halmazokat alkotnak. Ebben a
szemléletben a matroid elemei a tér pontjai, szemben a matrix-matroiddal, ahol vektorok az alaphalmaz elemei.
Az a[ndzemléletnek az az elGnye, hogy segitségével sikban 3 (térben 4) rangl matroidokat abrazolhatunk,
mig vektorokkal sikban csak 2 (térben 3) ranglakat.

Specialis példa az Us,» matroid, amely a sikban négy darab egy egyenesen 1évd pont altal meghatarozott
a [n_hatroid, amelyben tehat a legfeljebb kételem( halmazok a filiggetlenek.

Gyakorlat 4.3 Mutassuk meg, hogy Us2 a GF (2) alaptest felett nem mdtriz-matroid (azaz nem binaris), de
GF (3) felett az. Igaz-e, hogy Ua,2 bdrmely GF (2)-t6l kilonbozd test felett mdtriz-matroid?

KORMATROID Legyen G = (V, E) iranyitatlan graf, melynek E &lhalmaza alkotja a definialandd matroid
alaphalmazat. Elek egy részhalmazat fiiggetlennek deklaraljuk, ha nem tartalmazza a grafnak korét, vagyis ha
erdd. Az els6 két axiobma ismét trivialis, mig a harmadik kovetkezik abbdl a kozismert grafelméleti tételbdl,
hogy egy grafban tetsz6leges nem bovithetd erdd élszama egyenld a pontok és a komponensek szamanak
kiilonbségével. Eszerint tehat egy X C E &lhalmaz r(X) rangja az X altal alkotott részgraf pontjainak szama
minusz a részgraf komponenseinek a szama. Az igy el6alldo matroidot a G graf kérmatroidjanak nevezik.
Hasznalatos a grafikus matroid elnevezés is. Osszefliggd graf kormatroidjaban a a maximalis fliggetlen

halmazik éppen a feszitd fak.
TETEL 4.2.1 Bdrmely T testre a grafikus matroid izomorf eqgy T feletti mdtriz-matroiddal.

Biz. Legyen &% (v, E))a G graf egy tetszbleges iranyitasa. Jeldlje A ezen digraf pont-él incidencia matrixat,
amelyben tehat a sorok V elemeinek, az oszlopok E—lemeinek felelnek meg, & egy z cscsnak és e = uv
iranyitott élnek megfeleld a.. matrix elem annak megfeleléen +1, —1 vagy 0 annak megfelelGen, hogy z = v,
zZ =uvagy z # u,v. (Itt +1 az adott test egységelemét jeldli, —1 pedig a negaltjat.)

Allitjuk, hogy a G graf kdrmatroidja és az A-hoz tartozdo matrix matroid izomorfak. Ehhez legyen F C E
eldszor egy erdd és mutassuk meg, hogy az F elemeihez tartozd A-beli oszlopok linearisan fliggetlenek. |F |
szerinti indukcidot hasznalunk. Ha F egyelem(i, akkor az eleméhez tartozd oszlop nem a nulla vektor, igy
linearisan fuiggetlen. Legyen |[F| > 2. Mivel F erdd, igy van olyan v cslcs, amely egyetlen F-beli e éllel
szomszédos. Igy az F-hez tartozd A-beli oszlopok pontosan akkor linearisan fliggetlenek, ha az F — e-hez
tartozok azok. Marpedig F —e is erdd, igy indukcid miatt az F —e-nek megfelel6 oszlopok linearisan fliggetlenek.

Megforditva, legyen F a graf éleinek egy olyan részhalmaza, amely tartalmaz egy C kort. Ki kell mutatnunk,
hogy az F-nek megfelel6 oszlopok linearisan osszefliggnek. A C elemein valamelyik iranyban korbemenve a
&-ban elre mutatd élekhez rendeljiink +1 egylitthatdt, a hatra mutatd élekhez —1-t, az dsszes tobbi élhez
pedig 0-t. Ezzel az F-nek megfeleld A-beli oszlopok egy linearis osszefiiggését kaptuk meg. o

A grafhoz rendelt kdrmatroid sok informaciot tartalmaz a grafrol, de nem mindent: nem-izomorf grafok
kormatroidja lehet izomorf. Példaul, tetszdleges két m &ll fa kdrmatroidja izomorf: minden részhalmaz fligget-
len. Nem nehéz konstrualni két nem-izomorf 2-osszefiiggd grafot, melyek kdrmatroidja ugyanaz.

4.2.3 Tovabbi fogalmak

A most megismert grafikus és linearis matroidokra tamaszkodva kiterjeszthetjiik a grafelmélet illetve a linearis
algebra néhany alapvet@ fogalmat altalanos matroidokra. A rang-fiiggvény fogalma példaul a linearis algebrabol
jott. Az S alaphalmaz egy maximalis fliggetlen részhalmazat a matroid bazisanak hivjuk. Azt mondjuk, hogy
egy X C S halmaz fesziti vagy generdlja az Y C S halmazt, ha r(X NY) = r(Y). Az X részhalmaz
altal feszitett vagy generalt halmaz vagy masnéven az X lezartja mindazon elemekbdl all, melyek X-hez
vétele a rangot nem noveli. A lezart jele cl(X) vagy a(X). (A cl jelolés a closure szobdl ered.) Nemsokara
(4.4.1 lemma) bebizonyitjuk, hogy a rang akkor sem n@, ha a lezart elemeit egyszerre vessziik X-hez. Néha
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hasznalatos a generator fogalma: ez egy olyan X C S halmaz, amely tartalmaz bazist vagy masszoval fesziti
S-t.

A grafelmélet szamos fogalma kiterjeszthetd matroidokra is. Példaul a graf egy kore olyan fliggd részhalmaz,
amelynek barmely valodi része mar fliggetlen. Ez inspirélja a kdvetkezd definiciot. Egy M = (S, F) matroid
valamely X C S részhalmazat kornek nevezziik, ha X fliggd részhalmaz, de X-nek barmely valédi részhalmaza
fliggetlen. Az egyelem{ kor neve hurok. Figyeljuk meg, hogy egy C kor rangj |C| — 1. Megjegyezziik, hogy
a matroid-kdrnek ez a definicidja a graf-kor fogalmanak csak bizonyos vonasait ragadja meg, de azt példaul
nem, hogy a graf-kor szomszédos elemei ciklikusan helyezkednek el. A matroid két elemét parhuzamosnak
nevezziik, ha kételem{ kort alkotnak. (Példaul, a matrix-matroidban két nem-nulla vektor akkor parhuzamos,
ha egyik a masik skalarszorosa. A null-vektor hurkot alkot.) Hurkot és parhuzamos elemeket nem tartalmazd
matroidot egyszertinek mondunk.

Ha egy graf e, f, g élei koziil e, f parhuzamos és f, g parhuzamos, akkor persze e, g is az. Ez a tulajdonsag
tetszGleges matroidra atmegy.

Lemma 4.2.3 Egy matroidban e, T, g elemek legyenek egyenként fiiggetlenek. Tegyiik fel, hogy e, f pdrhuzamos
és f,9 pdrhuzamos. Ekkor e,q is pdrhuzamos és r({e,f,g}) = 1.

Biz. Legyen X := {e,f} &sY := {f, g}. Hasznalva r szubmodularitasat azt kapjuk, hogy 1+1 = r(X)+r(Y) >
r(XnNY)+r(XuUY) =1+r(XUY), amibdl r(XUY) < 1 adddik. Masrészt r monotonitasa miatt r(XuyY) > 1
ésigy r({e,f,g}) = r(X UY) = 1. Ebb8l mar az is kovetkezik, hogy az {e,g} halmaz rangja is 1, ez pedig
azzal ekvivalens, miutan e és g nem hurok, hogy {e, g} kor, vagyis hogy e és g parhuzamosak. e

A graf vagasanak fogalma is kiterjeszthetd matroidokra. Emlékeztet®6iil, egy Osszefiiggd G = (V, E) graf
vagasan az X és V — X kozott vezetd elek halmazat értjiik valamely ) € X C V részhalmazra. Elemi vagdson
olyan vagast értiink, amely nem tartalmaz valodi részhalmazként vagast, vagyis az elemi vagas az éleknek egy
olyan tartalmazasra nézve minimalis élhalmaza, amelynek elhagyasa a grafot két komponensre ejti. Példaul
egy legalabb harom pontlh paros grafban az osszes €lbdl allo halmaz vagas, de nem elemi vagas. Hasznos
grafelméleti feladat annak kimutatasa, hogy egy Osszefliggd G = (V, E) graf vagasa akkor és csak akkor elemi,
ha mind X mind V — X Osszefiliggd részgrafot feszit.

Valbjaban az elemi vagas fogalmat altalanositjuk matroidra és ezt fogjuk vagasnak nevezni. A matroid
vagasan olyan tartalmazasra nézve minimalis halmazt értiink, amely metsz minden bazist. (Ebben az értelem-
ben egy graf kormatroidjanak vagasai éppen a graf elemi vagasai.) Egy olyan elemet, amely minden bazisban
benne van hidnak vagy elvdgé elemnek neveziink. A hid tehat egy egyelem{ vagas. Graf kdrmatroidjaban
ennek az elvagb él fogalma felel meg (azaz olyan él, amit kihagyva, a graf mar nem Osszefliggd). Egy elem
éppen akkor elvagd, ha nincs benne kdorben. Az S valamely X részhalmazanak valamely t elemére azt mondjuk,
hogy X-nek hidja vagy elvagé eleme, ha t benne van X minden maximalis fliggetlen halmazaban. Ez avval
ekvivalens, hogy t nincs X-beli kdrben. Hasznos megjegyezni, hogy ha t az X-nek hidja, akkor hidja X minden
t-t tartalmazd részének is.
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4.3 Korok és felbonthatosag

Egy matroid korei egyértelmiien meghatarozzak a matroidot abban az értelemben, hogy kozos alaphalmazon
adott két kiilonb6z6 matroid korhalmaza nem lehet ugyanaz. Valoban, ha létezik olyan X halmaz, amely
mondjuk az M; matroidban fiiggetlen, de az Mz-ben nem, akkor X az Mz-ben tartalmaz minimalis fliggé
halmazt, azaz egy C kort, masrészrél viszont X valamennyi részhalmaza, igy C is fliggetlen az M;-ben. Az is
vilagos, hogy a fliggetlen halmazok éppen azon részhalmazai S-nek, melyek nem tartalmaznak kort, azaz

F ={F : nem létezik C € C,C C F}, 4.2)
ahol C jeldli a korok halmazat.
Tegyiik most fel, hogy egy C halmazrendszerbdl indulunk ki. Kérdés, milyen kikotéseket kell tenntink
C-re ahhoz, hogy az (4.2) altal meghatéarozott F rendszer egy matroid filiggetlenjeit alkossa, mely matroid
korhalmaza épp C. E kérdés megvalaszolasahoz vizsgaljuk meg a korok legfontosabb tulajdonsagat.

4.3.1 KOorok tulajdonsagai, koraxiomak
Nyilvanvald, hogy az iires halmaz sohasem kor, és egy kor nem tartalmaz masik kort.

TETEL 4.3.1 Legyen C1 és Co két kiilonboz6 tagja C-nek és e € C1 NCa. Ekkor létezik olyan C € C, amelyre
CCCiUCy—e.

Biz. Tegylk fel indirekt, hogy van két olyan C;,C. kor, melyekre a tétel nem igaz. Az unidjukat jeldljiik
K-val. Most K — e fliggetlen, mig K nem az, igy r(K) = |K|— 1. Masrészt C, NC, fuiggetlen, igy kiegészithetd
K-nak egy maximalis F fliggetlen halmazava, amely tehat r(K) = |K|—1 elemd. De ekkor F a K elemei koziil
csak egyet hagy ki, amely elem nincs a korok metszetében, és igy F az egyik kort tartalmazza, ellentmondas.
[ ]

Masik bizonyitds A Ci, Cq korokre (|C1| — 1) + (|C2| — 1) =r(C1) +r(C2) > r(C1NC2) +r(C1 UC2) =
|C1NCa|+r(CiUC2), amib8l r(C; UC;3) < (|C1|—1)+(|C2| —1) —|C1NC2| = |C1UC2| -2, vagyis C; UC2-b8l
egy elemet kihagyva fiiggé halmazt kapunk, ami tartalmaz kort. e

TETEL 4.3.2 Ha F fiiggetlen halmaz és e € S, akkor F + e legfeljebb egy kért tartalmaz.

Biz. Tegyuk fel indirekt, hogy F + e tartalmazza a C, és C. koroket, akkor az el6z6 tétel szerint Iétezne olyan
C kor, amelyre C C C; UC, — e C F, ellentétben F fiiggetlenségével. e

Ezek szerint az 4.3.2 tétel kovetkezménye az 4.3.1 tételnek. Konnyen latszik, hogy ez forditva is igaz.
Amennyiben B bazis és e € S — B, gy B + e biztosan nem fiiggetlen, igy pontosan egy kort tartalmaz. Ezt a

kort az e elem B-hez tartozd alapkorének nevezziik. A B + e-ben levd alapkor barmely elemét kidobva ismét
bazist kapunk.

TETEL 4.3.3 Legyen Ci és Co két kilonbozd kor, e € C1 N Cq, €1 € Cy — Co. Ekkor létezik olyan C € C,
amelyre 1 € C CC; UC2 —e.

Biz. Legyen Cq, C» két olyan kor, amelyre a tétel nem igaz és az unidjuk, melyet K-val jeldliink, minimalis
elemszami. Az 4.3.1 tétel miatt Iétezik egy Cs-mal jellt kor, amelyre Cs C C; UCy —e. Most e; ¢ Cs, hiszen
Ci1,C: a feltevés szerint ellenpélda.

Mivel C3 nem része C;-nek, létezik egy f € C3 — C; elem, ami persze benne van C.-ben. K minimalitasa
miatt az 4.3.3 tétel allitasa mar érvényes a C., C3 korokre (az unidjuk kisebb, mint K), igy létezik olyan
C4 C Co UC3 — T Kor, amely tartalmazza e-t. Most viszont a C4 és C; korok unidja valodi része K-nak, igy
ezekre is érvényes a tétel allitasa, azaz létezik olyan C C C; UC4 — e C K — e kor, amely tartalmazza e;-t,
ellentmondasban az indirekt feltevéssel. o

Legyen adott a C halmazrendszer és tekintsiik a kovetkezd axiobmakat.

(Cyovegc.

(C2) Ha C1,Cy €C, akkor C1 ¢ Cs.

(C3) (Gyenge koraxioma) Ha Ci és Ca két kiilonbozd tagja C-nek és e € C1 N Ca, akkor létezik olyan C € C,
amelyre C C C; UCy —e.

A fentiekben mar lattuk, hogy egy matroid koreinek halmaza kielégiti mindharom tulajdonsagot. Figyeljuk
még meg, hogy az 4.3.3 tétel bizonyitasanal csupan a fenti tulajdonsagokat hasznaltuk, ezért igaz az, hogy az
alabbi tulajdonsag, az Gn. er8s koraxioma, kovetkezménye a {C1,C2,C3} axiomaknak.

(C3") (Er6s koraxioma) Legyen Ci és Co két kiilonboz6 tagja C-nek ése € C1NCa, €1 € Cy — Ca. Ekkor létezik
olyan C € C, amelyre e, € C CC; UCy —e.

92



Mas szoval a {C1,C2,C3} illetve a {C1,C2,C3'} axioma-rendszer ekvivalens. A kivetkez tétel tartalma az,
hogy ez a harom tulajdonsag mar elég is a matroid leirasahoz.

TETEL 4.3.4 HaC kielégiti a fenti hdrom tulajdonsdgot, akkor az (4.2) képlet dltal definidlt halmazrendszer
matroidot alkot, melynek kérei éppen a C tagjai.

Biz. El8szor lassuk be, hogy teljeslilnek a fliggetlenségi axiomak. Az (11) és (12) axiomak trivialisan teljestilnek.
Tegylk fel indirekt, hogy (13) nem all és legyen K, N olyan ellenpélda, amelyre |K| < |N| és |[KNN| maximalis.
Valasszunk ki egy e € N — K elemet. Ekkor K +e ¢ F, igy létezik egy C: € C, amelyree € C; C K +e. (4.2)
folytan C; nincs teljesen N-ben, igy létezik egy h € C; — N elem. Most K’ := K —h +e € F, hiszen a gyenge
kdraxioma miatt K + e-nek egyetlen részhalmaza tartozik C-hez.

Miutan [K'NN| > |[K N N]|, a K’ & N halmazokra mar érvényes, hogy létezik olyan f € N — K’, amelyre
K’'+f € 7. K + f tartalmazza C egy C. tagjat. Ce-nek tartalmaznia kell h-t, mert kiilonben C, C K’ + f,
de K’ + f-ben nem volt C-nek tagja. (C3)-t alkalmazva a C1, Co, h valasztassal, azt kapjuk, hogy létezik egy
olyan C3 € C, amelyre h ¢ C3, azaz C3 C K’ + f, ellentmondas.

Vegiil lassuk be, hogy a kapott matroid korei éppen a C elemei. Valoban, ha C’ a kapott matroid egy kore,
akkor C’-nek része egy C-beli C halmaz &s C’ erre a tulajdonsagra minimalis, azaz C’ = C. Forditva, haC € C,
akkor C nem fiiggetlen a kapott matroidban, igy részhalmazként tartalmazza annak egy C’ korét. Az elGbb
lattuk mar, hogy C’ € C, igy a (C2) axioma miatt C =C’'. e

Matrix-matroidok Gjra

Legyen A egy matrix és S az A oszlopainak halmaza. Deklaraljuk S egy C részhalmazat kornek, ha a C-
nek megfeleld oszlop-halmaz linearisan fiiggd, de C barmely valoédi része linearisan filiggetlen. Bebizonyitjuk
(linearis algebrai tételre vald hivatkozas nélkiil), hogy az igy kapott korok kielégitik a kdraxibmakat. Az elsd
kett@ trivialis. A gyenge kdraxiomahoz, legyen C,, C, két kor &s ¢ € C; N Co. Ekkor c elGall mind a C;
tagjainak linearis kombinacidjaként, W C, — {c} tagjainak linearis kombinécimt. Azaz§ = INEY
(a; € Ci —{c}, ahol A; #0), ésc = p;b; (b; € C2 — {c}, ahol p; # 0). EbbBl  N;a; — p;b; =0, azaz
C1 UCy — {c} linearisan filiggd, igy tartalmaz kort, vagyis teljesiil a gyenge kdraxioma.

Ebben a felépitésben tehat az 4.3.4 tételnek kdvetkezménye az az alapvetd linearis algebrai tétel, amit az
(13) tulajdonsag ir le matrix-matroidokra.

Vagas-matroid

TETEL 4.3.5 G = (V,E) ésszefiiggd grdf elemi vdgdsai teljesitik a kéraziémdkat.

Biz. Az els0 két koraxioma az elemi vagas definiciojabol kozvetlentiil kiolvashatd. (C3) igazolasahoz tekintsiik
a graf B, és B. elemi vagasait valamint az e € B; N B, élt. Miutan B; # B., a B; U B, eltorlésével keletkezd
grafnak legalabb harom komponense van. Ehhez visszavéve az e élt nem kapunk Osszefliggd grafot, vagyis
(B1 U B:2) — e tartalmaz vagast és igy elemi vagast is. e

A 4.3.4 tétel alapjan az F := {F C E : F nem tartalmaz vagast} halmazrendszer kielégiti a fliggetlenségi
axiomakat. Az E alaphalmazon igy el6alld matroidot a G vagds-matroidjanak hivjuk. Ebben tehat egy F
élhalmaz fiiggetlen, ha elhagyasa megorzi a graf osszefiiggdségét, magyaran, ha van F-t6l diszjunkt feszitd fa.
Kissé altalanosabban, kdnnyen igazolhat6, hogy tetszoleges (azaz nem feltétetlentil Osszefliggd) graf esetén azon

élhalmazok rendszere, melyek elhagyasa nem noveli a komponensek szamat kielégiti a fliggetlenségi axidbmakat.

Gyakorlat 4.4 Osszefiiggd graf vigds-matroidjdban | bdzis, ha feszité fa komplementere. Eqy F C E halmaz
rangja |F |+ 1 minusz G — F komponenseinek szdma.

Gyakorlat 4.5 A vdgds-matroid vdgdsai a kérmatroid kérei.

Feladat 4.6 Igazoljuk (lehetBleg a vagas-matroid rangfliggvényének szubmodularitasat hasznalva), hogy
minden X,Y C V részhalmazra c(X) +c(Y) < c(XNY)+c(XUY)+d(X,Y), ahol a(Z) jeléli a Z dltal
feszitett részgrdaf komponenseinek szamat, mig d(X,Y) az X =Y ésY — X kézott vezetd élek szdamdt.

4.3.2 Felbonthatbdsag

A graf korének fogalmat sikerrel vittiik at matroidokra. Mi a helyzet a grafok Osszefliggdségével? Ennek
értelmes kiterjesztésére nincs remény, mert barmely k él{i erd6nek, osszefiiggd vagy sem, ugyanaz a kérmatroidja.
Masszoval, a grafhoz rendelt kormatroid nem érzékeli a graf osszefliggdségét.

Ugyanakkor természetesen Kinalkozik a kovetkezd definicio. Egy M = (S,Z) matroidot akkor neveziink
felbonthaténak, ha S-nek létezik egy valddi, nem-tires Z C S részhalmaza Ggy, hogy M fliggetlen halmazai

pontosan azok a halmazok, amelyek egy Z-be es6 és egy S — Z-be est fiiggetlen halmaz unibdjaként allnak el@.
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E tulajdonsag nyilvan azzal ekvivalens, hogy M minden kdre vagy Z-ben van vagy S — Z-ben. llyenkor azt is
mondjuk, hogy M felbonthatd Z (vagy S—2Z) mentén. Konnyen ellengrizhetGen a Z menti felbonthatdsag azzal
ekvivalens, hogy minden X C S halmazra r(X) = r(X NZ) + r(X — Z). Ertelemszer(ien a nem felbonthatd
matroidokat felbonthatatlannak (vagy néha az angolban hasznalt ,,connected” nyoman 6sszefiiggdnek)

hivjuk. Az egyelem{ matroid definicid szerint felbonthatatlan. (Kis zavart okozhat, hogy a magyarban nincs
igazan kiilon szo a dependent &s a connected angol kifejezésekre. Mi a dependent-re a fliggd szot, mig a
connected-re az Osszefliggd szot fogjuk hasznalni.) Amint kimutathatd, egy graf kdrmatroidja pontosan akkor
felbonthatatlan (=0sszefiiggd), ha a graf 2-osszefliggd.

A tovabbi elemzés el6tt emlékeztetiink ra, hogy az S alaphalmazon egy H = (S,7) hipergrafot akkor
neveznek osszefiiggdnek, ha az alaphalmaz barmelyik két nemiires részre torténd felbontasanal letezik olyan
hiperél, amely mindkét részt metszi. Jeldlje G = (S, T;E) a hipergrafhoz tartozd paros grafot, amelyben T
elemei a hiperéleknek felelnek meg, ésaz s € S és t € T pontok akkor vannak &llel Gsszekotve, ha s benne van
a t-nek megfeleld hiperélben. Kénnyen latszik, hogy ) ¢ 7 esetén H és G egyszerre 0sszefiiggd. Ebbdl adodik,
hogy egy S-en Osszefliggd hipergraf mindig tartalmaz legfeljebb |S| — 1 hiperélt, melyek Osszefliggd hipergrafot
alkotnak az S-en. Valbdban, konnyen lathato, hogy a G egy feszit6 fajabol kihagyva a T -ben els@ fok( pontokat
egy S-et fedd fat kapunk, amelynek legfeljebb |S| — 1 pontja van T -ben. Hasonloképp, H sszefliggdsége azzal
ekvivalens, hogy az alaphalmaz barmely u &s v eleméhez létezik hiperélek egy C4, ..., C, sorozata gy, hogy
UcCi,veCiesl<i<j<[reC;,NC;#0.

A definiciobdl rogton latszik, hogy M pontosan akkor osszefliggd, ha koreinek (S, C) hipergrafja tsszefliggo.
Amennyiben C nem Osszefiiggd és Si1,..., Sk (k > 2) jeldli az 0sszefliggé komponenseinek alaphalmazait (ahol
tehat {S.,...,Si} az S alaphalmaz particidja), Ggy az M az S; halmazokra vett M; részmatroidjai mind
felbonthatatlanok. Ezen M; matroidokat nevezziik az M blokkjainak.

Fontos kérdés annak elddntése, hogy egy matroid felbonthatatlan-e vagy sem. Ez tdbb kérdést is takar:
milyen tanGsitvanyt tudunk elképzelni a felbonthatosagra, milyent a felbonthatatlansagra, és algoritmikusan
hogyan lehet megtalalni ezen tantkat. A kovetkezo tétel a felbonthatosagra szolgaltat egyszer(i tanGsitvanyt.

TETEL 4.3.6 Egy M matroid akkor és csak akkor felbonthatd, ha létezik S-nek olyan {Si1,S2} particidja
nem-tres halmazokra, amelyre
r(Si) + r(S2) = r(S). 4.3)

Biz. A definiciobdl rogton adodik, hogy ha M felbonthatd {S:, S2} mentén, akkor r(S;) + r(Sz2) = r(S).

A megforditashoz |S| szerinti indukcidt hasznalunk. Mivel az allitas |S| < 2 esetén semmitmondd, feltesszuk,
hogy |S| > 3. Tegyiik fel tehat, hogy valamely § C S1 C S részhalmazra (4.3) fennall. Azt fogjuk igazolni, hogy
ekkor minden U C S halmazra r(U;) + r(Uz) = r(U), ahol U; := U NS; és U := U NS,. Tegylk fel, hogy ez
nem igaz és legyen U egy maximalis halmaz, amelyre r(U;) +r(Uz) > r(U). A feltevés szerint U # S és legyen
mondjuk Sz € U. Az U maximalitasa miatt r(U;) +r(Sz2) = r(U; US3). Az 4.2.2 lemmat T := U;-re, X := Us-
re &s Y := So-re alkalmazva kapjuk, hogy r(U) — r(Uz) = r(U; UUs2) — r(Uz) > r(U; U S2) — r(S2) = r(Uy),
ellentmondas. e

Vizsgaljuk most meg, hogy egy matroidra miként lehet a felbonthatatlansagat rabizonyitani. Amint mar
emlitettiik, M akkor és csak akkor felbonthatatlan, ha koreinek C hipergrafja osszefiiggd. E tulajdonsagnak
kétféle élesitését is megadjuk.

TETEL 4.3.7 Egy M = (S, F) matroid akkor és csak akkor felbonthatatlan, ha bdrmely két eleme egy kéron
van.

Biz. Az allitas trivialis, ha [S| = 1, ezért feltessziik, hogy |S| > 1. Ha barmely két elem egy koron van, akkor a
korok hipergrafja osszefliggd, azaz M felbonthatatlan. Megforditva, tegyiik fel, hogy a matroid felbonthatatlan,
azaz koreinek hipergrafja Osszefiliggs. Lassuk be, hogy barmely két elem egy koron van.

Lemma 4.3.1 Ha az X,y elemekhez létezik olyan X-et tartalmazé Ci kér és y-t tartalmazé Co kor, melyek
metszik egymdst, akkor létezik olyan kor, amely tartalmazza X-et és y-t.

Biz. Indirekt, tegyiik fel, hogy a tétel nem igaz és valasszunk olyan ellenpéldat, hogy K = C; U C2 minimalis.
Legyen ¢ € C; N Cq. Az erfs koraxioma szerint Iétezik egy C; C K kor, amelyre ¢ ¢ C{,x € Ci. Most
Ci UCse = K, mert ha C; UCs C K volna, akkor K minimalitasa miatt, C;,C> mar nem ellenpélda, tehat
volna x-et és y-t tartalmazd kor.

Hasonlo megfontolassal adodik, hogy Iétezik olyan C; kor, amelyre ¢ ¢ C5,y € C; &s C; UC5 = K. De most
C; &s C) sziiksegképpen metszi egymast, az unidjuk valodi része K-nak (merthogy ¢ nincs az unidban). Ezért
C1,C% mar nem ellenpélda, &s igy mégiscsak létezik egy x-et és y-t tartalmazd kor, ellentmondas. e

A fenti lemma alapjan az egy koron levés ekvivalencia relacio, azaz letezik S-nek egy egyértelmi particidja
Si,...,S: részekre Ggy, hogy M mindegyik kore része valamelyik S;-nek és mindegyik S; rész olyan, hogy
barmely két eleme rajta van egy koron. Miutan a korok hipergrafja Osszefiiggt, t sziikségképpen 1, ésigy S
barmely két eleme rajta van egy koron. e e

54



Gyakorlat 4.7 Mutassuk meg, hogy nem igaz az erds korarioma és az 4.3.1 lemma kézés dltaldnositdsa:
ha C,,C, korok, f € C; N Ca,e; € C; — Ca,e2 € Cz — Cy, akkor van olyan C C C; U Cy, — T kor, amelyre
e;, e € C.

Miutan a matroid felbonthatatlansaga a korok hipergrafjanak osszefliggdségével ekvivalens, a felbonthatat-
lansagra létezik legfeljebb |S| — 1 korbdl allo tantsitvany. Raadasul az 4.3.7 tétel szerint ez egyszer{ alakban
is megadhatd: valasszunk ki egy tetszoleges s elemet és minden x € S — s elemre vegylink egy s-et &s x-et
tartalmazd kort. A most kovetkezG tétel szerint mar egy legfeljebb |S| — r(S) darab korbdl allo tanUsitvany is
letezik.

TETEL 4.3.8 Egy M = (S, F) matroid akkor és csak akkor felbonthatatlan, ha |S| = 1 vagy ha valamely B
bdzisdhoz tartozd alapkiordk (S,Cg) hipergrifja dsszefiiggd.

Biz. Természetesen, ha Cp Osszefliggd, akkor C is az, és ezért a matroid felbonthatatlan. Forditva, tegyiik fel,
hogy létezik S-nek olyan két S;, Sz nemiires részekre torténd felbontasa, hogy minden B-hez tartozd alapkor
vagy teljesen az egyik részben van, vagy teljesen a masikban. Ez azt jelenti, hogy S;-ben S; N B maximalis
fliggetlen, tehat r(S;) = |BNS;| (i=1,2), &sigy r(S1) +r(S2) = |BNSi|+|BNSz|=|B| =r(S). Az 4.3.6
tétel alapjan tehat ilyenkor M nem osszefliggd. e

Adott B bazishoz elkészithetjiik a hozzatartoz6 Gg = (B,S — B; Eg) bdzis-grafot. Ez egy paros graf,
amelyben x € B,y € S — B elemekre xy pontosan akkor &l, ha x € C(B,y), azaz, ha y benne van az x
alapkorében. Vilagos, hogy Cps akkor és csak akkor osszefliggd hipergraf, ha G Osszefiiggd graf.

Osszefoglalva megallapithatd, hogy a matroid alaphalmaza egyértelméen felbomlik a matroid blokkjaira
(azaz a korok hipergrafjanak komponenseire). Az egyes blokkok az egy koron levés ekvivalencia-relacio osztalyai,
&s megegyeznek egy bazishoz tartozd alapkorok hipergrafjanak a komponenseivel. A komponensek ugyanazok,
mint a Cp hipergraf illetve a Gg paros graf komponensei.

2013. januar 28. dopt dulmatl2
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4.4 Bazisok és rang

A matroid egy maximalis fliggetlen halmazat bazisnak neveztiik. Ennek elemszama a matroid rangja. A
bazisok csaladja egyértelmiien meghatarozza a matroidot abban az értelemben, hogy kiilonboz6 M;, Mz ma-
troidok bazisainak halmaza kiilonbozd. Valoban, ha példaul X fiiggetlen M;-ben, de fliggd M2-ben, akkor
M; -ben Kiterjeszthet8 bazissa, mig Mz-ben nem, masszoval M;-ben létezik X-et tartalmazd bazis, de M2-ben
nem, azaz M; és M. bazisainak halmaza tényleg kiilonb6z8. Vilagos, hogy egy halmaz éppen akkor fliggetlen,
ha részhalmaza egy bazisnak. Kérdés, hogy egy halmazrendszerre milyen tulajdonsagokat kell elGirni, hogy
tagjai egy matroid bazisait alkossak.

4.4.1 Bazisaxiomak

Legyen adott S részhalmazainak egy B halmaza, és tekintsiik a kovetkezd bazisaxiomaknak nevezett tulaj-
donsagokat.

(B1) B nemiires,
(B2) B1,B2 € B &s x; € B — By esetén van olyan X2 € B2 — By elem, melyre B; — x; + X2 € B.

A (B2) tulajdonsagot néha kicserélési axiémanak hivjak.
TETEL 4.4.1 Egy matroid bazisai kielégitik a fenti két tulajdonsdgot. Ha B egy olyan halmazrendszer, amely
kielégiti a bdzis-ariomdkat, akkor az
F:=A{F : létezik B € B,F C B} (4.4

halmazrendszer kielégiti a fiiggetlenségi axiomdkat.

Biz. A tétel elst fele rogton adodik a fliggetlenségi axiomakbol. A forditott irany igazolasahoz lathatd, hogy
F kielegiti az elst két fliggetlenségi axiomat. Lassuk be (13"")-t. Ennek elsG fele azt kdveteli, hogy barmely két
Bi1, B2 € B halmaz elemszama ugyanaz. Tegyuk fel indirekt, hogy |B2| < |B1], &s valasszuk ezeket Ggy, hogy
|B2 — B1| minimalis legyen. A (B2) axioma miatt valamely x; € B1 — B; esetén létezik egy olyan x; € Bo — B3
elem, amelyre B} := B; — X1 + X2 € B. De most |Bz| < |B:| = |B]| &s |B2 — B{| < |B2 — B4/, ellentmondasban
B: és B, valasztasaval. A B tagjainak kozos elemszamat jeldlje r.

(13"") masodik felehez legyen legyen K,N C S két r — 1 illetve r elem{i tagja tagja F-nek. Ekkor persze
B2 := N B-ben van, és definicid szerint létezik B; € B és x; € B1, melyekre K = B; — x;. Ha x; € Bs — By,
akkor K +x; € F, mig ha x; ¢ By — By, akkor a (B2) axidbma szerint létezik xo € Bz — By, amelyre

B:1 — X1 + X2 € B, azaz K valbban filiggetlenné bovithetd N-bdl. e
Gyakorlat 4.8 FEgy dsszefliggé grdf vdgds-matroidjdnak bdzisai a feszité fak komplementerei.

Tetsz6leges B bazisra és x € S — B elemre B + x tartalmaz egy egyértelmii C = C(B, x) kort, amely az
X elem B béazishoz tartozé alapkore. Rogton adodik, hogy az alapkor pontosan azokbdl az elemekbdl all,
amelyeket B + x-b8l kihagyva ismét bazist kapunk. A Kicserélési axibmanak érvényes egyfajta tiikor valtozata:

Allitas 4.4.1 Bi,By € B és X2 € By — By esetén van olyan X1 € B1 — B2 elem, amelyre B1 — X1 + X2 € B.

Biz. Tekintsiik az x5 elem B;-re vonatkozd C alapkorét. Ez nem lehet teljesen B2-ben, ésigy egy x; € C — B
elem jo lesz. o

Az 4.4.1 allitasban megfogalmazott (B2*) tulajdonsagot nevezhetjik becserélési axiémanak.
Feladat 4.9 Igazoljuk, hogy ha B teljesiti (Bl)-et és (B2*)-t, akkor B egy matroid bdzisainak a halmaza.

A (B2) és (B2") tulajdonsagok Kkis esztétikai hianyossaga, hogy benniik a két bazis szerepe nem szim-
metrikus. Ez azonban kikiiszobolhetd.

TETEL 4.4.2 (Szimmetrikus bdaziskicserélési tétel) Bi,B2 € B és X1 € By —Bg esetén létezik egy olyan
X2 € By — By elem, amelyre B1 — X1 + X2 € B és By — Xo + X1 € B.

Azt fogjuk mondani, hogy a fenti tulajdonsaggal bird x; &s x» elemek kélcsonosen kicserélhetdk, roviden
felcserélhet8k. A tételbeli tulajdonsagot szimmetrikus bézis-kicserélési tulajdonsagnak hivjuk.

Biz. Jeldlje az x; elem B2-hoz tartozd alapkorét C.. Vegylink egy olyan C kort, amelyre

Xx1€eCCBi1UBy& C—-B; CCy,—B; (4.5)
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és amelyre |C — B1| minimalis. (Létezik (4.5)-t kielégitd kor: C, ilyen.) Természetesen ez a minimum nem 0,
hiszen B, nem tartalmaz kort.

Allitjuk, hogy |C — B;| = 1. Valbban, ha indirekt |C — B;| > 1, akkor tekintsiik egy x € C — B; elemnek
a Bi-hez tartozd C; alapkorét. C minimalitasa miatt, ez nem tartalmazza x;-et. Az er6s koraxidoma szerint
azonban létezik olyan C’ C C; UC» — x kor, amely tartalmazza x;-t, &s ilyen C’ kor Iétezése ellentmondasban
van C minimalis valasztasaval.

Azt kaptuk, hogy C — B; egyetlen elembdl all, melyet jelljiink x2-vel. Vagyis a C kor az x» elem B;-hez
tartozd alapkore, amely tartalmazza x;-t, mig az X2 elem benne van az x; elem B2-hoz tartozd alapkdrében.
Ezen elemek tehat felcserélhetok. e

Kovetkezmény 4.4.3 Legyen F1 és Fo két diszjunkt fliggetlen halmaz és legyen S1 € F1. Ekkor vagy F2 + S
fiiggetlen vagy létezik egy S2 € F2 elem, amelyre mind F1 — S1 + Sz, mind F2 — S2 + S1 fliggetlen.

Biz. Amennyiben Fy + s; nem fliggetlen, gy egy F2-t magaban foglaldo B, bazis nem tartalmazza s;-et.
Legyen B; egy Fi-et magaban foglald bazis és alkalmazzuk az 4.4.2 tételt. o

Feladat 4.10 Igazoljuk, hogy a mazimdlis silyid bazisok kielégitik a bdzis axiémdkat!
A kovetkezt tétel a (B2) axioma egy mas iranyl kiterjesztését mutatja.

TETEL 4.4.4 Adott B1, B2 bdzisokhoz létezik olyan T : B; — B2 — B2 — Bi1 bijekcid gy, hogy minden
X € B1 — By elemre By — X + £(X) bdzis.

Biz. B; — x+ f(x) pontosan akkor bazis, ha x € C(B1, (X)), azaz x benne van az f(x) elem B;-re vonatkozd
alapkdrében. Tekintsiik a {C(B1,z) — B2 : z € B2 — By} halmazrendszert.

Azt allitjuk, hogy erre teljestil a Hall feltétel, azaz, akarhogy valasztva j halmazt, az unidjuk elemszama
legalabb j. Valoban, vegylink B, — B1-ben j elemet, &s tekintsiik a B;-re vonatkozd C,, ..., C; alapkoreiket.
Legyen K := UC;. Azt kell belatnunk, hogy |K — Bz| > |K — B;|. Egyrészt r(K) > r(K N B2) = |K N By|.
Masrészt K N B; tovabb nem bovithetd fliggetlen részhalmaz K-ban, igy |K N B;1| = r(K) > |K N B2|, ami
azt jelenti, hogy |K — B2| > |K — B, tehat a Hall féle feltétel tényleg teljesiil.

A Hall tétel szerint letezik egy T bijekcido Ggy, hogy minden x € B; — By elem benne van az f(x) elem
B:-hez tartozb alapkorében, ami azt jelenti, hogy B; — x + f(X) bazis. e

Feladat 4.11 Legyen Xi,Xz2,...,Xr egy B bdzis néhdny eleme, y1,Y2,...,Yr pedig bdzison kivili elemek.
Tegyiik fel, hogy mindegyik X; benne van a megfeleld y;-nek a B-hez tartozé C(B,Y;) alapkorében, de h > j
esetén X, & C(B,Y;). Igazoljuk, hogy B — {X1 ..., Xk} U{y1,..., Yk} bdzis.

Feladat 4.12 Legyen B az M = (S, B) matroid egy bdzisa. Tegyiik fel, hogy adott az elemeken egy © : S —
{0,1,...,n} 7szintfigguény”, amelyre (x) O(v) < ©(u) + 1 fennall minden olyan {u,v} elemparra, amelyre
uesS—B,veC(B,u). Legyen s és t olyan, hogy O(t) =O(s) +1,s€ S — B, t € C(B,s). Igazoljuk, hogy a
(*) tulajdonsdg a B’ := B — t + s bdzisra vonatkozélag is fenndll.

4.4.2 Rang axiomak

A rang-fliggvény definicidojabol adodik, hogy egy halmaz akkor és csak akkor fiiggetlen, ha elemszama egyenl6
a rangjaval, vagyis a fliggetlenek csaladja a kovetkezo:

F={XCS rX)=[X]. (4.6)

Ebbol kovetkezik, hogy kulonbtz6 matroidok rang-fliggvénye kiilonboz8. Hogyan lehet felismerni egy mas
modon definialt halmaz-fiiggvényrol, hogy matroid rang-fiiggvény-e vagy sem? Mas szoval, mik a rang-fliggvény
Iényeges tulajdonsagai, melyeket meg kell kovetelniink, hogy az (4.6) altal szolgaltatott F halmazrendszer
kielégitse a fliggetlenségi axibmakat?

TETEL 4.4.5 Azr : 2% — Z nem-negativ, egészértékii halmaz-fligguény akkor €és csak akkor egqy matroid
rang-fuggvénye, ha kielégiti az alabbi rang axiémakat.

(R1) r(®) =0 (az ires halmazon 0),

(R2) r(X) > r(Y) amikor X DY (monoton novd),

(R3) r(X) < |X]| (szubkardinalis = ,,elemszam alatti”),

(R4) r(X)+r(Y)>r(XNY)+r(XUY) minden X,Y C S halmazra (szubmodularis).
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Biz. Tegyik fel el&szor, hogy r egy matroid rang-fliggvénye. Az els6 harom tulajdonsag a definiciobol kozvetlentil
adodik, a szubmodularitast pedig mar belattuk az 4.2.1 lemmaban.

Megforditva, tegylik fel, hogy r kielégiti a fenti axibmakat. Belatjuk, hogy az (4.6) altal definialt 7 halmaz-
rendszer teljesiti a fliggetlenségi axiomakat. Ennek érdekében elGszor is igazoljuk a kovetkezGt.

(R3) r(A+e) <r(A)+1amikor ACS,ecS —A.

Val6ban, a szubmodularitast hasznalva: r(A)+1 > r(A)+r(e) > r(An{e})+r(Au{e}) > r(A+e), vagyis
(R3) fennall.

Lemma 4.4.1 Legyen A C S és €1,...,ex € S —A. Har(A+e1) = ... = r(A+ex) = r(A), akkor
r(Au{es,...,ex}) = r(A). (Azaz, ha bizonyos elemek egyike sem noveli egy halmaz rangjat, akkor egyuttesen
sem novelik.)

Biz. Indukcidt hasznalunk. Az allitas trivialis k = 1-re, igy tegytk fel, hogy k > 2 &s azt, hogy a lemma
érvényes k — 1-re. Azaz, r(A’) = r(A) ahol A’ := AU {e1,...,er—1}. (R2) &s (R4) alapjan r(A) + r(A) =
r(A+e) +r(A) >r((A+ex) NA)+r((A+e) UA) =r(A)+r(AuU{ei,...,ex}) > r(A) +r(A), amibdl a
lemma kovetkezik. o

Lassuk most be, hogy F kielégiti a fliggetlenségi axiomakat. (11) kovetkezik (R1)-bdl. Legyen X C Y € F.
Ekkor r(Y) = |Y |. Az (R3’) tulajdonsag ismételt alkalmazasaval kapjuk, hogy r(Y) < r(X)+|Y —X]| &s innen
r(X) > |X]. (R3) alapjan r(X) = |X|, vagyis X € F, tehat (12) is fennall.

(13) igazolasahoz egy X C S részhalmazra tekintsuk az F-nek egy X-ben fekvd, de X-ben tovabb mar
nem bovithetG F tagjat. Belatjuk, hogy ennek elemszama r(X). Valoban, F maximalitasa folytan minden
veX—-—Felemre F+v¢gF, vagyis r(F) <r(F +v) < |F+v|—-1=|F| =r(F). Igy az 44.1 lemma
miatt |F| = r(F) = r(X), vagyis az F elemszama valoban csak X-tdl fligg. Bebizonyitottuk tehat, hogy (S, F)
valoban matroid, amelynek rangfiiggvénye éppen r. e

Figyeljiik meg, hogy a rang-axiomakkal ekvivalens rendszert kapunk, ha (R3)-t kicseréljiik (R3')-re. Valoban,
az elobb levezettiik (R3')-t, mig a forditott irany |X| szerinti indukcidval konnyen lathatd. Kimutatjuk, hogy
(R3) helyettesithetd a kovetkezdvel is:

(R3”) r(s) <1 mindens e S elemre.

Valoban, (R3") &s (R4)-b8l kapjuk [X| > . r(s) > r(X) és innen (R3) kovetkezik. Masrészt (R3")
specialis esete (R3)-nek.
Feladat 4.13 Legyen Z C S rigzitett részhalmaz és definidljuk az S’ :== S—2Z halmazon az aldbbi r’ fiigguényt.
r'(X) := r(X UZ) —r(Z). Igazoljuk, hogy 1’ kielégiti a rang-aziomdkat! Az M fiiggetlenjeivel hogyan lehet
meghatdrozni az ' rangfiigguényt matroid fiiggetlenjeit?

A kovetkezd fontos fogalmak linearis algebrabol jonnek. Egy X C S részhalmazt akkor neveziink zartnak,

ha barmely x € S — X elemre r(X + x) > r(X). Az S alaphalmaz mindig zart. Egy halmaz nyilt, ha
komplementere zart. Egy r(S) — 1 rang( zart halmaz neve hipersik.

Gyakorlat 4.14 Zdrt halmazok metszete zdrt. Eqy halmaz pontosan akkor hipersik, ha vdgds komplementere.

Feladat 4.15 Tegyiik fel, hogy a Z C S részhalmaz zdrt az S-en értelmezett M matroidban. Igazoljuk, hogy ha
az M|Z matroid (az M megszoritasa Z-re) felbonthatd, akkor ennek minden direkt ésszeadanddja zdrt M -ben.

Egy X C S részhalmaz o(X) lezdrtjan (mas szoval az X dltal feszitett halmazon) azon x € S elemek
halmazat értettiik, melyekre r(X + x) = r(X). Eszerint a lezart mindig zart halmaz és minden halmaz
része a lezartjanak. Az 4.4.1 lemma szerint o(X) nem mas, mint az X-et magaban foglalo, egyértelmiien
meghatarozott legbGvebb olyan halmaz, melynek rangja ugyanaz, mint X-é. Még masképp fogalmazva ¢(X)
az X-et tartalmazd zart halmazok metszete.

Gyakorlat 4.16 Hurokmentes matroidban a maximadlis 1 rangd halmazok particiondljdk az alaphalmazt.

Gyakorlat 4.17 Egy grdf kérmatroidjaban egy halmaz pontosan akkor nyilt, ha a csicsok eqy particidjinak
a hatdra.

Feladat 4.18 Legyen F az X egy maximdlis filiggetlen részhalmaza. Igazoljuk, hogy X akkor és csak akkor
zdrt, ha minden S € S — X elemre F + S nem tartalmaz kort.

Feladat 4.19 Legyen G = (V, E) irdnyitatlan grdf és {V1,Va,...,Vi} aV egy olyan particidja, ahol mindegyik
V, dsszefiiggd grdfot feszit. Igazoljuk, hogy a V1, ...,V¢ halmazok dltal feszitett élek halmazainak unidja zdrt a
grdf kérmatroidjdban, és megforditva, hogy a kormatroid minden zdrt halmaza igy dll eld.
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4.5 Matroid algoritmusok és poliéderek
4.5.1 Orakulumok

Mar az 4.3.2 szakaszban felvetddtek matroidokkal kapcsolatos algoritmikus kérdések. Ahhoz, hogy egy ilyen al-
goritmus hatékonysagarol egyaltalan beszélni lehessen, tisztazni kell, mit is jelent algoritmikus szempontbdl az
a kijelentés, hogy adott egy matroid. A hatékonysag szokasos mértéke a bemend adatok méretének fliggvényében
megadott Ieépésszam. Ezért, ha egy matroidot példaul Ggy adunk meg, hogy felsoroljuk a fliggetlen halmazait,
akkor egy olyan algoritmust, amely ezek szamaban polinomialis aligha tekinthetlink hatékonynak, hiszen a
fliggetlen halmazok szama tipikusan exponencialis |S|-ben. Marpedig a hatékonysagra olyan definiciot sz-
eretnénk megfogalmazni, amely egy algoritmust akkor tekint hatékonynak, ha az |S|-ben polinomialis.

Az algoritmushoz nem adjuk meg semmilyen explicit formaban a matroidot. Ehelyett egy szubrutint,
flggetlenségi orakulumot tartunk készenlétben, amely azt tudja, hogy az alaphalmaz tetszoleges részhalmazat
megadva neki, megmondja, hogy az illeté halmaz fiiggetlen-e vagy sem. Ebben a szemléletben egy matroid-
algoritmus Ggy fut, hogy id6nként megkérdezi a fliggetlenségi orakulumot arrol, hogy egy halmaz fiiggetlen-e, &s
a valasz fliggvényében folytatja a szamitasait. llyen matroid-algoritmust akkor tekintiink polinomialisnak, ha
egyrészt a sajat szamitasainak mennyisége |S| hatvanyaval korlatozhatd, masrészt a fliggetlenségi orakulumhoz
is a futasa soran legfeljebb csak |S|-nek egy hatvanyaszor fordul.

Természetesen egy matroid-algoritmus konkrét matroidokra csak akkor hasznalhatd, ha az adott matroidra
a fliggetlenségi orakulumot valahogy ténylegesen meg tudjuk valbsitani (mint példaul racionalis vagy valos
matrix altal definialt matrix-matroid esetén a Gauss eliminacioval). De ez mar mas szinten lévd kérdés: a
matroid-algoritmus nem torddik azzal, hogy konkrét matroid esetén a fliggetlenségi orakulum algoritmikusan
realizalhato-e vagy sem.

Matroidokat, amint lattuk, persze nem csak filiggetlenekkel lehet megadni. Ha egy matroid példaul a
bazisaival van definialva, akkor egy matroid-algoritmusban a fiiggetlenségi orakulum helyett el6nyosebb, ha
egy bazis orakulum all rendelkezésre. Vagy esetleg egy rang-orakulum vagy kor-orakulum. A megel6z8 sza-
kaszokban lattuk, hogy a fliggetlenségi-, bazis-, rang-, illetve kor-axioma rendszerek paronként ekvivalensek
legalabbis abban az értelemben, hogy mindegyikiik matroidot definial.

Vizsgaljuk most meg azt a kérdést, hogy miképp viszonyulnak egymashoz ezek az axidbma-rendszerek al-
goritmikus szempontbdl. Mas szoval, ha egy matroidnak adott valamelyik tipust orakuluma, akkor ennek fel-
hasznalasaval tudunk-e gyartani egy masik tipus orakulumot. Kideriil, hogy bizonyos esetekben igen, méaskor
viszont nem a valasz.

Allitas 4.5.1 A rang- €s a figgetlenségi orakulumok egymdssal polinomidlisan ekvivalensek.

Biz. Tegyiik fel elGszor, hogy rendelkezésiinkre all egy fliggetlenségi orakulum és ennek felhasznalasaval poli-
nom idBben szeretnénk meghatarozni egy adott X C S halmaz rangjat. E célbdl meghatarozzuk az X egy
maximalis elemszam( fiiggetlen részhalmazat. Menjiink végig az X elemein egy (tetsz6legesen) megadott
X1,..., Xt sorrendben, és valasszuk ki az éppen tekintett elemet akkor, ha a mar ezt megel6z6en kivalasztott
elemekkel egyiitt fliggetlen halmazt alkot. Az (13) fliggetlenségi axioma szerint igy X-nek egy maximalis, tehat
r(X) elemszama fliggetlen részhalmazat kapjuk, éspedig a fliggetlenségi orakulum |X| darab hivasaval.

Megforditva, tegyiik fel, hogy a rang-orakulum all rendelkezéstinkre (amely tehat egy tetsz@leges X halmaz
megadasakor megmondja az X rangjat). Ennek segitségével a fiiggetlenségi orakulum rogton realizalhato,
hiszen egy X halmaz pontosan akkor fliggetlen, ha r(X) = |X|. e

Hogyan viszonylik egymashoz a fliggetlenségi és a bazis orakulum, amely egy megadott halmazrdl donti el,
hogy bazis-e vagy sem?

Allitas 4.5.2 A fliggetlenségi ordkulum segitségével a bdzis ordkulum eldadllithato.

Biz. El8szor meghatarozzuk a fentebb leirt mddon az alaphalmaz r(S) rangjat. Ezutan egy bazissag eldontésére
beadott X halmazrdl megkérdezziik, hogy fliggetlen-e, és ha a valasz igen és |X| = r(S), Ggy X bazis, kuilonben
pedig nem az. e

Allitds 4.5.3 A bdzis ordkulum segitségével polinomidlis lépésben vdlaszolo fiiggetlenségi ordkulum nem dllithato
eld.

Biz. Azt latjuk be, hogy egyetlen bazist sem tudunk talalni polinom id6ben (marpedig egy fiiggetlenségi
orakulum az tudna). Még akkor sem, ha a matroid r rangja elGre ismert.

Tekintstik ugyanis azt a matroid osztalyt, amelyben egyetlen egy r elem{ bazis van, az ebbe nem tar-
tozd elemek mind hurokelemek. Marmost, ha az algoritmusunk sorra kérdezgeti az r-elemi halmazokat az
orakulumtdl, vajon bazisok-e, &s a valasz minden esetben nemleges, akkor amig csak van még két meg nem
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kérdezett r elem{ halmaz, az algoritmusunk nem tudhatja a helyes valaszt, hiszen ezen kettd barmelyike lehet
az egyetlen bazis. e

Erdekes, hogy megvaltozik a helyzet, ha a rang helyett el6re meg van adva egy tetszoleges bazis. Nevezziik
ezt er8s bazis ordkulumnak: ez tehat tetsz6leges halmazrol el tudja donteni, hogy bazis-e tovabba ren-
delkezésére all egy adott B bazis.

Allitds 4.5.4 Az erds bdzis ordkulum segitségével eqy fliggetlenségi ordkulum eldallithaté polinom idében.

Biz. Tegyik fel, hogy egy X halmazrol kell eldonteniink, hogy fliggetlen-e. A megadott B, bazisbol kiindulva
olyan bazisokat igyeksziink konstrualni, melyeknek egyre tobb kozds eleme van X-szel. Amennyiben az aktualis
rendelkezésre allo B bazis magaba foglalja X-t, Ggy X fliggetlen és az algoritmus futasa véget ér. Ha létezik
x € X — B elem, akkor minden egyes y € B — X elemre megkérdezziik, hogy B’ := B — y + x bazis-e.
Amennyiben valamelyik y-ra igenl@ a valasz, Ggy a B’ bazisnak eggyel tébb kozos eleme van X-szel, és B’-re
vonatkozolag iteraljuk az eljarast. Ha viszont minden y-ra nemleges a valasz, az azzal ekvivalens, hogy az
Xx-nek az B-hez tartozo alapkore teljesen X-hez tartozik, vagyis X nem fliggetlen. e

A kor orakulum egy megadott halmazrol megmondja, hogy kor vagy sem.

Feladat 4.20 Igazoljuk, hogy a filiggetlenségi ordkulumbdl lehet kér ordkulumot gydrtani, de forditva nem.

4.5.2 A moho algoritmus

Tegyiik fel, hogy az M matroid S alaphalmazan adott egy ¢ : S — R sUlyfiiggvény (vagy koltség-fliggvény).
Keészitstink algoritmust maximalis 6ssz-stly( bazis keresésére. Megjegyezziik, hogy egy ilyen algoritmus segitsé-
gével maximalis stly fliggetlen halmaz mar konnyen kereshetd. Valoban, ha ¢ nemnegativ, akkor egy maximalis
stlyl bazis automatikusan maximalis stly( fliggetlen, hiszen egy fliggetlen halmaz mindig kibdvithetd bazissa.
Amennyiben vannak negativ stlyG elemek, Ggy ezeket tordljiik el a matroidbdl és a keletkez6 részmatroidnak
keressiik meg egy maximalis sUly( bazisat. Ez nyilvan az eredeti matroid maximalis sGly( filiggetlen halmaza
lesz.

A maximalis stlyQ bazis elGallitasahoz a mohd algoritmus egymas utan valaszt elemeket a kovetkezd szabaly
szerint. Az els6 lepésben kivalasztja az egyik maximalis stlyG elemet, amely nem hurok. Az altalanos lépésben
az addig kivalasztott F fiiggetlen halmazrol eldonti, hogy bazis-e. Ha igen, az eljaras a kapott bazis kiadasaval
véget ér. Ha nem, akkor megnoveli F-t egy olyan maximalis stlyl x € S —F elemmel, amelyre F +x fliggetlen.
Amennyiben itt tobb (azonos stly() elem is rendelkezére all, barmelyiket valaszthatjuk. Figyeljiik meg, hogy
az (13) fiiggetlenségi axibma pontosan azt mondja ki, hogy a mohd algoritmus minden 0—1 értékd salyfliggvény
esetén maximalis saly( bazist ad.

TETEL 4.5.1 A fenti mohd algoritmus mazximdlis sulyd bazist szolgdltat.

Biz. Jeldlje B,,, az algoritmus altal konstrualt bazist. Legyen B,... egy olyan maximalis stly( bazis, amelynek
B..o-val maximalis sok kozos eleme van. Készen vagyunk, ha B,,, = Bz, ezért feltehetjiik, hogy nem ez a
helyzet. Tegyiik fel, hogy az algoritmus a B.,,, elemeit az f, fs, ..., f, sorrendben talalta meg, és legyen f;,
az elsd olyan elem, amely nincs B,q.-ban.

Az 4.4.2 tétel szerint létezik olyan e € B,,qx — Bimo, amely kolcsondsen kicserélhetd fi-val. Ami azt jelenti
egyrészt, hogy {fi,...,fx_1,e} flggetlen &s igy a mohd algoritmus el@irasa szerint c(e) < c(f). Masrészt,
B.na. Maximalitasa miatt, c(e) > c(fi). Ezért c(e) = c(fx), &s igy Bmaz — € + . is maximalis stlyl bazis,
aminek eggyel tobb kozos eleme van B,,..-val, ellentmondasban B,,... valasztasaval. e

A moho algoritmus tényleges végrehajtasahoz elGszor rendezziik nagysag szerint csokkend sorrendbe az
elemeket, azaz feltehetd, hogy az elemek Ggy vannak indexelve, hogy c(v1) > c(v2) > ... > c(v,), ahol n = |S|.
Azonos stlyl elemek egymas kozti sorrendje tetszoleges lehet. Ebben a sorrendben végighaladva az elemeken
mindegyikrdl eldontjiik, hogy kivalasztjuk-e vagy sem: az éppen aktualis elemet akkor valasztjuk ki, ha a mar
kivalasztott elemekhez véve még mindig fliggetlen halmazt kapunk.

Kovetkezik, hogy az optimalis bazis nem annyira a sGlyozas tényleges értékeitdl fiigg, hanem csupan
az elemeknek shlyok altal meghatarozott sorrendjétl. Vagyis ha példaul két (vagy tobb) stlyfluiggvényhez
ugyanaz a csokkend sorrend tartozik, akkor létezik olyan bazis, amely szimultan mindegyik stlyfliggvényre
nézve maximalis stly(.

Feladat 4.21 Igazoljuk, hogy tetszéleges maximadlis sulyi bdzis megkaphatd a mohd algoritmus alkalmazdsdval

(abban az értelemben, hogy a mohd algoritmus futasa soran amikor tobb elem koziil is valaszthatunk, Ggy ezt
alkalmasan tesszik).
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Természetesen a moho algoritmus minimalis stlyd bazis megkeresésére is jo, hiszen ez ekvivalens a —c
stlyozasra vonatkozd maximalis bazis problémaval. llyenkor tehat minden lépésben a legkisebb stlyl elemet
valasztjuk ki, amely a mar kivalasztottakkal egytitt fliggetlen halmazt alkot.

A moho algoritmust elGszor a kormatroidra vonatkozo specialis esetben irtak le, amikor is egy Osszefliggd
grafban kellett maximalis sGly( feszit fat keresni. Ismert e feladatnak a kdvetkez6 alternativ megoldasa is,
amely egyfajta ,,0vatos” algoritmusnak tekinthetd. Tekintsiik a graf éleit novekvd slly szerinti sorrendben,
&s egy élt dobjunk ki, ha a maradék graf még mindig Osszefliggd lesz. Véegil egy feszitd fat kapunk, amelyrgl
belathatd, hogy maximalis sGlyl. Ez az algoritmus is Kiterjeszhetd matroidokra. Itt csokkend stlyok szerint
megyiink végig az elemeken, az aktualisat akkor dobva ki, ha a megmaradd matroid még tartalmazza az

eredetinek egy bazisat. Az algoritmus akkor fejez6dik be, amikor mar csak egy bazis maradt.
Feladat 4.22 Igazoljuk, hogy a fenti dvatos algoritmus mazximdlis silyi bdzist szolgdltat!

A feladatot a mohd algoritmus igazolasanal hasznaltakhoz hasonld eszkozokkel lehet belatni. Ez tehat itt
kijon. Latni fogjuk azonban, hogy ennek mélyebb oka is van, és valdjaban az dvatos algoritmus interpretalhatd
egy masik matroidon, az Ggynevezett dualis matroidon dolgozd mohd algoritmusként is: lasd a 4.6.1 Tétel
utani megjegyzést.

Feladat 4.23 Igazoljuk, hogy ha a silyok pdronként kiilonbozdek, akkor a mazximdlis silyd bdzis egyértelmii!

Feladat 4.24 Tegyiik fel, hogy két sulyozdsunk is adott: C1 és C2. Hogyan lehet a matroidnak olyan bdzisdt
megtaldlni, amely a C1-re nézve maximalis sulyi, és ezen belil a C2-re nézve maximalis sulyi? Mi a helyzet, ha
kettd helyett K > 3 sulyozdsunk van?

Hasznos lesz a maximalis sUlyl bazisok alabbi jellemzése.

TETEL 4.5.2 Egy B bazis akkor és csak akkor maximalis silyi, ha mindeny € S—B és x € C(B,y) elemre
c(y) < c(x).

Biz. Ha x benne van az y alapkdrében, akkor B —x+Y is bazis, tehat ha B maximalis stly(, akkor c(x) > c(y).

Megforditva, tegytik fel, hogy B’ egy maximalis stly( bazis. Alkalmazzuk az 4.4.4 tételtaB; =B &s By =
B’ szereposztassal. A hipotézis szerint c(f(x)) < c(x) minden x € B — B’. Ebbdl adddik, hogy c(B") < c¢(B).
Mivel B’ maximalis stlyG volt, igy ¢(B) < ¢(B’), azaz B is maximalis slyQ. e

Feladat 4.25 Igazoljuk az el6z0 tételt az 4.4.2 tétel felhaszndldsdval!

TETEL 4.5.3 Egy F fiiggetlen halmaz akkor és csak akkor mazimdlis sulyd, ha minden elemének sulya
nemnegativ, c(y) < 0 fenndll minden olyany € S — F elemre, amelyre F +y fiiggetlen, tovdbbd c(y) < c(X)
fenndll valahdnyszor F +y fiiggé és x € C(F,y).

Biz. A feltételek nyilvan sziikségesek. Az elegend@ségiik igazolasahoz legyen S’ a (szigorGan) pozitiv stlya
elemek halmaza és legyen F’ := S’ N F. Mivel F minden elemének slya nemnegativ, c(F") = c(F), és gy
F akkor és csak akkor maximalis sGlyd, ha F’ maximalis stlyGa fliggetlen az M’ := M|S’ matroidban, ami
azzal ekvivalens, (mivel S’ minden eleme pozitiv), hogy F’ maximalis stlyl bazisa M’-nek. Az F-re tett
feltételek nyoman az 4.5.2 tételbeli feltételek teljestilnek, igy F’ valoban maximalis stlyl bazisa M'-nek, tehat
F maximalis stly( filiggetlen M-ben. e

Feladatok

4.26 Készitsiink algoritmust annak eldontésére, hogy eqy adott fliggetlen halmaz kiegészitheté-e maximdlis
stlyu bdzissd.

4.27 Készitsiink algoritmust annak eldéntésére, hogy létezik-e olyan bdzis, amely elére adott C1, .. ., Ck sulyfiggvények
mindegyikére nézve szimultdn maximdlis sulyi.

4.28 Igazoljuk, hogy barmely C siulyozdsra a maximdlis sulyd bazisok kielégitik a bdzisariomdkat.

4.29 Igazoljuk, hogy ha eqy G = (X,Y;E) pdros grdfban pontosan egy teljes pdrositas létezik, akkor mind
az X, mind az Y elemei gy sorbarendezhetdk, hogy az azonos indextd elemek szomszédosak G-ben (és igy az
egyértelmd teljes pdrositdst adjak), tovdbbd kisebb indexti X € X elem sohasem szomszédos nagyobb indexi
y €Y elemmel

4.30 Legyen F egy matroid figgetlen halmaza, X CF ésY C S —F azonos elemszdmi halmazok. Legyen
G = (X,Y;E) az a pdros grdf, amelyben amelyben Xy pontosan akkor él, ha X € C(F,y), vagyis ha a F +y
nem fliggetlen, de F +Yy — X az. Igazoljuk, hogy amennyiben G-nek pontosan eqy teljes parositasa létezik, gy
FuUY — X figgetlen.
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4.31 Legyen B egy maximdlis sulyd bdzis a C sulyfiiggvényre nézve. Tegyiik fel, hogy az X1, X2, ..., X, bdzisbeli
elemek és az Y1,Y2,...,Yr bdzison kivili elemek olyanok, hogy X; € C(B,y;) és c(X;) = c(yi) minden i =
1,...,k-ra, és h > j, c(Xn) = c(y;) esetén X, & C(B,y;). Ekkor B" := B — {X1 ..., Xg} U {y1,..., Y&}
mazimdlis sulyd bdzis.

4.5.3 Matroidok poliéderei

Ismeretes, hogy a maximalis folyamra vagy a legolcsdbb Gtra min-max tételek fogalmazhatok meg. A maximalis
folyam minimalis vagas (MFMC) tétel tobbek kozott arra jo, hogy tanlsitvanyt szolgaltasson egy adott folyam
maximalitasara: egy ugyanolyan nagysagl vagast. Egy ilyen vagas léte valoban bizonyitja az adott folyam
maximalitasat, fiiggetleniil attél, hogy miként tudtuk kiszamitani akar a folyamot, akar a vagast. A mohd
algoritmus annyira egyszer{i volt a matroid maximalis stly( bazisanak (vagy fiiggetlenjének) meghatarozasara,
hogy a bazis maximalitasat konnyen igazold tanGsitvanynak nem is igazan érezziik sziikségét: a tanGsitvany
ellen@rzése nem egyszerlibb feladat, mint a mohd algoritmus egy esetleges Gjbdli lefuttatasa. Mindamellett
ilyen tétel megfogalmazhatbo.

TETEL 4.5.4 Az M = (S, 1) matroidban tetszbleges ¢ 1 S — R siilyozdsra a mazimdlis bazis sulya T(c), ami
definicio szerint
R 1
F©) :==r(S)e(sn) +  r(Syle(si) — c(sit)l, 4.7
i=1
ahol c(s1) > c(S2) > ... >c(sn) ésSi i ={s1,...,Si}.

Biz. Az ezen sorrend szerint lefuttatott moho algoritmus olyan B bazist szolgélmnelyre IBNS;| =r(S:)
minden i-re fenriiu,__ﬁgyszerl’j atosszegzéssel kapjlﬁblogy P(c) = r(S)c(sn) +  |_, r(Sylc(si) —c(si+1)] =
BNSle(s) + 1y IBASHe(s) —csii)] = L, 0(s) =c(B). o

Feladat 4.32 A mohd algoritmus segitségével igazoljuk, hogy egészértékii ¢ esetén barmely Z C S halmazra
Fc+X,) =T(c) +r.(2), ahol ro(Z) jeléli a Z és egy mazimdlis silyd bdzis metszetének mazimdlis elemszdmdt
(vagyis az 4.28 feladatban definialt matroidban Z rangjat).

Feladat 4.33 Igazoljuk, hogy egészértékii c-re F(c — X ) = F(c) + (S — Z) — r(S).

Feladat 4.34 Legyen C:S — Z, egészértéki, és tegyik fel, hogy a T C S halmaz olyan, hogyx € T,y € S—T
elemekre mindig c(X) > c(y). Ekkor F(c — XT) =7f(c) — r(T).

Feladat 4.35 Igazoljuk, hogy ¥ szubadditiv, azaz F(C1)+F(C2) > F(C1 +C2) minden C1 és Ca sulyozdsra fenndll.
TETEL 4.5.5 A
max{cx : x € R%,x > 0,X(Z) < r(Z) minden Z C S részhalmazra és X(S) = r(S)} (4.8)
primdl linedris program illetve ennek dudlisa a
o1 1
min{ ,_ y@r@2): ,.,¥(@)>c(s), has€S, ésy(Z) >0, haZ CS} (4.9)

linedris program olyan, hogy a primdl problémdnak mindig létezik egészértékd, (ami automatikusan 0 — 1-
értekl) optimuma, mig a dudl problémdnak létezik olyan optimdlis y megolddsa, amelyre a {Z : y(Z) > 0}
halmazrendszer lanc. Tovdbbd egészértéki C esetén az optimdlis Y is vdlaszthatd egészértékiinek.

Biz. Legyen B egy maximalis sUlyQ bazis &s x ennek karakterisztikus vektora. Legyen

Y(Sn) = c(sn) (4.10)

y(S:) = c(s;) —c(Si+1) mindeni=1,...,n—1 -re. (4.11)

Ekkor x (egész) eleme a prilﬁpliédernek és 'y (amely egész, ha ¢ egész) eleme a dualis poliédernek, és az
4.5.4 tétel szerint cx =yr(:=  [y(2)r(2) : Z C S], azaz x primal optimum, y dual optimum. e

TETEL 4.5.6 A max{cx : x € Rslﬁl 0,x(X) < r(X) mindepX—f= S részhalmazra} primdl linedris
program illetve ennek dudlisa a min{ [y(Z)r(Z2):Z2 CSl:y >0, [y(Z):s¢€Z]>c(s) mindens € S-re}
linedris program olyanok, hogy a primdl problémdnak mindig létezik egészértékid (ami automatikusan 0 — 1-
értekl) optimuma, mig a dudl problémdnak létezik olyan optimdlis y megolddsa, amelyre a {Z : y(Z) > 0}
halmazrendszer lanc. Tovdbbd egészértéki C esetén az optimdlis Y is vdlaszthatd egészértékiinek.
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Biz. Amennyiben ¢ nemnegativ, (gy az 4.5.5 tételben kapott primal és dual optimumok itt is jok lesznek,
hiszen ekkor az y(S) = c(s,) érték is nemnegativ. Ha c-nek minden komponense nem-pozitiv, akkor x = 0
primal megoldas, y = 0 dual megoldas és ezek optimalisak. Tegyuk most fel, hogy c-nek vannak pozitiv és
negativ komponensei is &s legyen i az az index, amelyre c(s;) > 0 > c(s;+1)- Legyen S’ := S, &s M’ := M|S’.
Legyen X' illetve y’ az 4.5.5 tétel altal az M’-ben biztositott primal & dual optimalis megoldas. Ekkor az
x’-t nullakkal kiegészitve kapott x &s a valtozatlan y’ primal illetve dualis optimuma a 4.5.6 tételbeli program
parnak. e

Legyen az M matroid rang-fliggvénye r &s jellje a fliggetlen halmazok karakterisztikus vektorainak konvex
burkat P (r). Ezt a matroid poliéderének vagy a fiiggetlenek poliéderének nevezziik. A bazisok karakter-
isztikus vektorainak konvex burkat a matroid bazis poliéderének nevezziik és B(r)-rel jeloljuk.

Ismeretes, hogy minden politop (:=véges sok pont konvex burka) poliéder, azaz elall véges sok féltér met-
szeteként (masszoval egy egyenlGtlenség-rendszer megoldas halmazaként). Most explicit megadjuk a fiiggetlenségi

s a bazis poliedereket félterek metszeteként, azaz egyenldtlenségekkel. Legyen
B’ :={x € R%:x>0,x(Z) < r(Z) minden Z C S részhalmazra és x(S) = r(S)} (4.12)

és legyen
P’ :={xeR%:x>0,x(Z) < r(Z) minden Z C S részhalmazra}. (4.13)

TETEL 4.5.7 B(r) =B’ és P(r)=P".

Biz. Miutan B(r) C B’ és P (r) C P’, csak azt kell latni, hogy B’ illetve P’ cslcsai egészek, hiszen egy B’-ben

illetve P’-ben lévd egész (s igy 0 — 1-es) pont sziikségképpen egy bazisnak illetve egy fliggetlen halmaznak a
karakterisztikus vektora. Az 4.5.5 és 4.5.6 tételek szerint viszont B’ &s P’ valdban egész poliéderek. o

Egy alkalmazas

A poliéderes szemlélet hasznat a moho algoritmus egy érdekes alkalmazasaval mutatjuk be. Adott az S alaphal-
mazon egy M matroid, tovabba S részhalmazainak egy {Si,...,Sk} rendszere. Fejlessziink ki algoritmust
annak eldontésére, hogy létezik-e a matroidnak olyan B bazisa, amelyre

B N'S; fesziti S;-t minden i-re. (4.14)

Egy teljes graf kdrmatroidjara alkalmazva, ennek segitségével példaul el lehet donteni, hogy egy adott hipergraf
részfa hipergraf-e, azaz létezik-e a hipergraf ponthalmazan egy olyan F feszitd fa, hogy minden hiperél az F
egy részfaja. —1

Tekintstik a ¢ == X stlyfiiggvényt &s legyen B* egy maximalis c-sGlyQ bazis, amit példaul a mohd
algoritmus segitségével kereshetiink meg.

TETEL 4.5.8 Akkor és csak akkor létezik (4.14)-t kielégitd bdzis, ha a mazimdlis c-silyd B* bdzis ilyen.

Biz. Az elegenddség semmitmondd. A sziikségesség igazolasahoz tegyiik fel, hogy létezik (4.14)-t kielegitd B’
bazis. Tekintslik az 4.5.5 tételben megfogalmazott dualis linearis programot, &s legyen y’(Z) :==1, hazZ =S;
valamely i = 1,...,k-raés y'(Z) ;=0 kiilonbgr—~Aqc definicioja folytan y’ dualis megengedett megoldas.
Igy a maximalis c-stlylQ bazis stlya legfeljebb  [r(S;) : i = 1,...,k], és egy B bazisra pontosan akkor all

fenn egyenldség, ha r(S;) = |B N'S;| minden i-re, ami épp (4.14). Miutan Ilétezik ilyen B’ bazis, igy minden
maximalis stly( bazis teljesiti (4.14)-t. e

2013. januar 28. dopt dulmatia
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4.6 Matroid muveletek

Ebben a fejezetben attekintjiik azokat az egyszer{ibb és dsszetettebb miiveleteket, melyek segitségével grafokbol

vagy meglévd matroidokbdl Gjabb matroidot gyarthatunk.

4.6.1 Elemi miveletek

Parhuzamos tobbszorozés

Az M matroid egy s fliggetlen elemének parhuzamos t6bbsz6rézésén azt értjiik, hogy az s elemet helyettesit-
juk az S-t6l diszjunkt S’ := {s1, ..., s, } halmazzal, &s a létrejové S —sU S’ alaphalmazon egy X részhalmazt
akkor deklaralunk fliggetlennek, ha X C S—sés X fliggetlen M-ben, vagy ha | XNS’| = 1 &s X —S’+s fliggetlen
M-ben. Kdnnyen lathatd, hogy igy matroidot kapunk, amelyben barmely két (j elem kételem{ kort alkot. Graf
kdrmatroidjaban ez a konstrukcido annak felel meg, hogy egy élt k parhuzamos éllel helyettesitiink. Hasznos
a parhuzamos tobbszorozés egy masik szemléltetése. Tegyuk fel, hogy (S, T;E) paros graf S ponthalmazan
adott egy hurokmentes M matroid. Ekkor M-t ,,ratehetjiik” a graf élhalmazara, egy F C E részhalmazt akkor
tekintve fliggetlenek, ha az F-beli élek végpontjai S-ben kiilonbozoek és fliggetlenek. Az igy kapott M’ ma-
troid izomorf azzal, amit M-b&l kapunk, ha minden s € S elemét fokszamnyiszor (d¢(s)-szer) parhuzamosan
megtobbszorozziik. Egy F C E élhalmaz M’-beli rangja nem mas, mint az F S-beli végponthalmazanak M
szerinti rangja.

Soros tobbszorozés

Az M matroid egy s elemének soros tobbszorozésén azt értjiik, hogy az s elemet helyettesitjiik az S-tdl
diszjunkt S’ := {si,...,Sr} halmazzal, &s a Iétrejovd S — s U S’ alaphalmazon egy X részhalmazt akkor
deklaralunk kdrnek, ha vagy X C S — S’ és X kor M-ben, vagypedig, ha S’ C X és X — S’ + s kor M-ben.
Konnyen lathatd, hogy igy egy (koreivel definialt) matroidot kapunk. Graf kdrmatroidjaban ez a konstrukciod
annak felel meg, hogy egy élt k élbgl allo Gttal helyettesitiink.

Direkt ©sszeg

Tegylk fel, hogy adott k matroid, M; = (S;, F;) Ugy, hogy az S; alaphalmazok diszjunktak. Legyen S := U;S;
s F={1CS:INS; e F,i=1,...,t}, vagyis | fliggetlen, ha minden i-re az S;-be esd része fiiggetlen az
i-edik matroidban. Az axiomak ezttal is konnyen ellenrizhetGek. A keletkezG matrpidetjaz M; matroidok
direkt Osszegének vagy diszjunkt uniéjanak nevezziik. Rang-fliggvénye r(X) =  ri(X NS;). A direkt
Osszeg egy kore valamelyik M; dsszeadandb egy kore, és M; egy kdre M-nek is kire. (Tehat M minden kore
valamelyik S; halmazban fekszik.) Konny{ ellendrizni, hogy minden matroid blokkjainak direkt osszegeként
all eld.

Gyakorlat 4.36 Igazoljuk, hogy egy X halmazra akkor és csak akkor r(X) = t(X), ha M az M|X és M — X
matroidok direkt osszege.

Csonkolas

Legyen M = (S, F) matroid és g > 0 egész szam. Az M matroid egy csonkoltjan (truncation) vagy g-
csonkoltjan azt az My, matroidot értjiik, amelyben egy X halmaz akkor fiiggetlen, ha F-hez tartozik &s
elemszama legfeljebb g. Ez nyilvan matroid lesz, melynek rangfuiggvénye r,(X) = min{r(X), g}.

NyQUjtas
Legyen M = (S,F) matroid és f > 0 egész szam. Az M matroid egy nyujtdsan (elongation) vagy f-
nyujtdsan azt az MY matroidot értjiik, amelyben egy X halmaz akkor fiiggetlen, ha M egy fiiggetlenjébdl

keletkezik legfeljebb T elem hozzavételével. Ez matroid lesz, melynek rangfiiggvénye rf (X) = min{r(X) +
X}

Adjungalas

Legyen M = (S, F) matroid, Z C S, és z egy Uj elem. A z elem Z szerinti adjungéltjaban az S + z halmaz
egy X részhalmaza akkor legyen fliggetlen, ha X € F vagy ha z € X &s Z-nek van olyan z’ ¢ X eleme, amelyre
X —z+7' € F. Ha Z az egyetlen z’ pontbol all, akkor a Z szerinti adjungalt nem mas, mint a z’ parhuzamos
duplazasa.
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Feladat 4.37 Igazoljuk, hogy az adjungdlt valéban matroid, melynek v’ rangfiigguényére X C S esetén r'(X) =
r(X), migz € X esetén r'(X) = min{r(X UZ —z),r(X —z) + 1)}

A [mhatroidban az adjungalas annak felel meg, hogy a Z részhalmaz altal feszitett a [n_altérbdl a ma-
troidhoz vesziink egy ,,altalanos helyzetben” 1év6 (j z pontot. Ez azt jelenti, hogy z pontosan akkor van benne
valamely X halmaz lezartjaban, ha X minden eleme benne van Z lezartjaban. Példaul a sikban, ha Z két
pontbdl all, akkor az adjungalt elem a két pontot tsszekotd egyenesen van gy, hogy kiilonbozik minden S-beli

ponttdl &s nincs rajta semelyik mas egyenesen, amelyet S két pontja hataroz meg.
4.6.2 Dualis matroid

Grafoknal talalkoztunk azzal a jelenséggel, hogy a graf kormatroidja és vagas-matroidja kozott igen szoros
kapcsolat mutatkozik. Nevezetesen a kdrmatroidban a feszitd fak a bazisok, mig a vagas-matroid bazisai éppen
a feszitd fak komplementerei. Valdjaban minden matroidhoz elkészithetd a dualis matroidja.

Legyen M = (S, B) matroid a bazisaival adva. Az M dudlisan azt az M* = (S, B*) matroidot értjuk, ahol
B* ;= {X :S—X € B}. Tehat M* bazisai éppen az M bazisainak komplementerei. A definiciobol vilagos, hogy
a matroid dualis matroidjanak dualisa Snmaga. Természetesen be kell latnunk, hogy M™* tényleg matroidot
alkot.

TETEL 4.6.1 B* kielégiti a bdzis axiomdkat. A dudlis matroid r* rangfiggvénye:
r*(X) = |X] +r(S — X) —r(S). (4.15)

Biz. Az elsG bazis-axioma trivialisan teljesiil. (B2) igazolasahoz legyen Bf =S —B; és B; =S — By a B*
két tagja, azaz, B, &s B, az M bazisai. Barmely x € Bf — B3 elemre meg kell mutatnunk, hogy létezik egy
y € B3 — Bj elem, amelyekre B} —x+Yy € B*. Ez azzal ekvivalens, hogy az x € B, — B; elemhez Iétezik olyan
y € B; — B elem, amelyre B, + x — y bazisa M-nek, ami éppen a 4.4.1 allitas.

(4.15) igazolasahoz figyeljuk meg, hogy egy X halmaz rangja azt méri, maximum mennyire tud egy bazis
X-be belemetszeni. Marmost |B"'X| maximumat, ahol B* duélis bazis, Ggy hatarozhatjuk meg, hogy vesziink
M-nek egy olyan B bazisat, amelyre |B N X| minimalis, azaz amelyre |B — X| maximalis. Ez a maximum
nyilvan r(S — X). 1gy a minimalis |B N X]| értéke r(S) — r(S — X), amibdl a keresett |B"X| maximuma, azaz
r’X)=|X|—=r(S)+r(S—X). e

A definicidbdl rogton latszik, hogy egy X C S halmaz akkor és csak akkor fiiggetlenje M-nek, ha a kom-
plementere generatora a dualisnak.
Megjegyezziik, hogy most mar vilagos, miért is ,,kellett” az 4.22 feladat szerint az dvatos algoritmusnak

maximalis sly( bazis meghatarozasara helyesen miikodnie. Ugyanis ez az algoritmus pontosan azt teszi, amit
a mohd algoritmus tesz a dualis matroid minimalis sGlyl bazisanak megkeresésekor. Marpedig a maximalis
stlyQ eredeti bazisok és a minimalis stlya dualis bazisok nyilvan egymas komplementerei.

Gyakorlatok
4.38 Igazoljuk, hogy r*(X) +t(X) = |X]|, ahol t a matroid ko-rangfiggvénye, mig r* a dudlis rangfiggvénye.

4.39 A matroid egy B bdzisdhoz tartozé pdros grdf ugyanaz, mint a dudlis matroid B* := S — B bdzisdhoz
tartozd pdros grdf.

4.40 Igazoljuk, hogy egy matroid akkor és csak akkor 6sszefiiggd, ha a dudlisa is az.

4.41 Igazoljuk, hogy az elsd szakaszban leirt csonkoldsi és emelési miveletek eqgymds dudlisai abban az értelemben,
hogy egy matroid csonkoltjanak a dudlisa nem mds, mint a dudlis matroid emeltje. Hasonloképp, az emelt
dudlisa ugyanaz, mint a dudlis csonkoltja.

4.42 Igazoljuk, hogy egy matroid kére a dudlis matroid vdgdsa, egy vdigdsa pedig a dudlis matroid kore.

Matrix-matroid dualisa

TETEL 4.6.2 Ha egy M = (S, F) matroid valamely F test feletti mdtriz-matroid, akkor dudlisa is F feletti
mdtriz matroid.
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Biz. Legyen S = {s1,...,S.}. Legyen A olyan matrix, melynek elemei F-b8l valok, oszlopai megfelelnek az
S elemeinek, &s az oszlopok egy részhalmaza pontosan akkor linearisan fliggetlen, ha a megfeleld részhalmaza
S-nek F-hez tartozik. Azt mondjuk, hogy az A matrix reprezentalja az M matroidot.

Vilagos, hogy ha az A sorat megszorozzuk egy nem-nulla elemmel, akkor az oszlopok linearis fliggdsége ill.
fliggetlensége valtozatlan marad. Ugyanez érvényes, ha egy sort hozzaadunk egy masikhoz, vagy ha két sort
felcseréliink. Hasonloképp, ha az A egy sora linearisan filigg a tobbi sortdl, akkor a sor kihagyasaval keletkezd
matrix is reprezentalja M-t.

Legyen B := {s1,s2,...,S-} a matroid egy bazisa. A fenti mlveletek egymas utani alkalmazasaval (ma-
gyarul a Gauss eliminacioval) elérhetjiik, hogy az A matrix r sorbdl alljon és az els@ r oszlopa egységmatrixot
alkosson. Jeldlje C az A matrix maradék r = (n — r)-es részét. Tekintsiik az A’ := (C7T, E,._,) matrixot, ahol
CT a C transzponaltja, E,_, pedig az (n — r) * (n — r)-es egységmatrix.

Az A’ matrix rangja nyilvan n —r. Azt allitjuk, hogy A’ matrix M’ matrix-matroidja éppen az M dualisa.
Legyen P egy r elem( részhalmaza S-nek. Feltehetjuk, hogy P = {s;,...,Sitr—1}. Amennyiben P = B, Ugy
S — B-nek az E,._, egységmatrix felel meg A’-ben, vagyis ebben az esetben P bazisa M-nek és S — P bazisa
M’-nek.

Ha P # B, akkor legyen k a legkisebb index, amelyre s, ¢ B. Ugyanazt a P betlit hasznalhatjuk az
A matrixban a P részhalmaznak megfeleld r x r-es részmatrix jelolésére. Jeldlje P~ a P matrixnak azt a
részmatrixat, amely a P els§ k — i oszlopanak és utolsd k — i soranak elhagyasaval keletkezik. Mivel P ~ egy
egysegmatrix kihagyasaval keletkezik P -bdl, ezért a P részhalmaz akkor &s csak akkor bazisa M-nek, ha P~
nem-szingularis.

Tekintstik most az S — P -nek megfeleld oszlopokat A’-ben és legyen T az A’-nek az els6 r — (k — i) oszlopa
és az els6 r — (k — i) sora altal meghatarozott részmatrixa. Mivel T az S — P -nek megfelel6 négyzetes matrixbol
egy egysegmatrix kihagyasaval keletkezik, S — P akkor és csak akkor fliggetlen M’-ben, ha T matrix nem-
szingularis. De a konstrukcid miatt a T matrix éppen P~ transzponaltja, igy megkaptuk, hogy P akkor &s
csak akkor bazis M-ben, ha S — P bazis M’-ben. e

A valbs szamok teste felett reprezentalhatd dualis matroid paroknak szemléletes geometriai tartalmuk van:
egymasra ortogonalis kiegészito altereknek felelnek meg. Legyen A; egy r * n-es valdos matrix, melynek sorai
linearisan fliggetlenek és legyen M; az oszlophalmazon értelmezett matrix-matroid. Létezik egy (n —r) x n
méretd A, matrix, amelynek sorai linearisan fliggetlenek &s minden sora ortogonalis az A; minden sorara.
Vagyis az A; és Az matrixok sor-terei egymas ortogonalis kiegészitd alterei. Jeldlje My az oszlopok halmazan
az A altal definialt matrix-matroidot.

Azt allitjuk, hogy M; &s M> egymasnak dualisai. A dolog szimmetriaja miatt ehhez elég azt belatni, hogy
ha B, az M; bazisa, akkor B, := S — B; fliggetlen Mz-ben. Tegyiik fel indirekt, hogy nem az. Ekkor Iétezik
egy X # 0 vektor, amelyben a B;-nek megfeleld komponensek nullak és amelyre Axx = 0. Ez azt jelenti, hogy
X ortogonalis az A2 minden sorara &s igy benne van van az A; sor-terében, vagyis létezik y (r-dimenzios)
vektor, amelyre x = yA;. Mivel x # 0, igy y # 0. De ez azt jelenti, hogy az y ortogonalis a B;-nek megfeleld
A;-beli oszlopokra, vagyis ezen oszlopok nem linearisan fliggetlenek, ellentmondasban a feltevéssel, hogy B1
bazisa M;-nek.

Grafikus matroid dualisa, sikgraf sikdualisa

Latjuk tehat, hogy reprezentalhatd matroid dualisa is reprezentalhat6. Felvetddik a kérdés, hogy egy grafikus
matroid dualisa mikor grafikus. Erdekes modon ez grafok sikbarajzolhatosagaval van kapcsolatban. Legyen G
Osszefiiggd sikbarajzolhatd graf és tekintslink egy konkrét sikbarajzolasat. Ehhez elkészithetd a G* sik-dualis
graf oly modon, hogy minden tartomanyba elhelyezzilk a G*-nak egy cslicsat és kett6t a parhuzamos éllel
Osszekotiink, ha a megfeleld tartomanyoknak a kozos éle van G-ben. A konstrukciobdl adodik, hogy G* sikba-
rajzolt graf, amelynek annyi cslicsa van, mint ahany tartomanya a sikbarajzolt G-nek, és az élei egy-egy értelmi
megfeleltetésben vannak a G éleivel. Hangsllyozzuk, hogy a sik-dualis a graf egy konkrét sikbarajzolasahoz
rendel egy sikbarajzolt grafot, &s eldfordulhat, hogy G két kiilonboz6 sikbarajzolasahoz tartozd sik-dualis
grafok nem izomorfak egymassal. (Tétel: 3-Osszefiiggd grafoknal ez mar nem fordulhat el8.)

Hurokélnek a dualisban elvago @l felel meg és megforditva. Altalanosabban, nem nehéz bebizonyitani, hogy
a sikgraf egy korének a sik-dualis graf egy elemi vagasa felel meg, mig egy elemi vagasanak a sik-dualis
graf egy kore. (A dolog azon a megfigyelésen malik, hogy egy sikbarajzolt graf kore a sikot bels6 &s kiilsG
részre osztja.) Ebbol rogton kovetkezik, hogy ha F a G = (V, E) sikgraf feszitd faja, akkor az E — F-nek
megfelel6 élhalmaz a dualis grafnak feszitd faja. Ebbdl adodik, hogy sikbarajzolt graf és sik-dualis grafjanak kor-
matroidjai egymasnak (matroid-) dualisai. Tovabba, hogy a G kiilonbtzd sikbarajzolasaihoz tartozd sikdualis
grafok bar nem biztosan izomorfak, de kdrmatroidjuk ugyanaz (nevezetesen G kdrmatroidjanak dualisa).

Megallapitottuk tehat, hogy sikgraf kdrmatroidjanak dualisa mindig grafikus. Ezen kijelentés megforditasa
is érvényes, vagyishogy nem sikbarajzolhat6 graf kdrmatroidjanak dualisa nem grafikus. (A bizonyitas vazlata
a kovetkez8. El6szor kimutatja az ember, hogy ha egy graf kormatroidjanak dualisa grafikus, akkor ugyanez

érvényes egy él elhagyasaval vagy OsszehGzasaval keletkezd grafra. A Kuratowski tétel szerint, ha egy graf
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nem sikbeli, akkor élek egymas utani elhagyasaval illetve osszehlizasaval megkaphatjuk a két Kuratowski graf
egyikét. Elég tehat kimutatni, hogy a Ks és a K3 3 kdrmatroidjainak dualisa nem grafikus. Nézziik példaul
a K5 otpont( teljes grafot. A kdrmatroid M* dualisanak rangja 6(= 10 — 4). Ha M* grafikus, azaz egy G’
(osszefliggd) graf kdrmatroidja, akkor G’-nek 7 pontja van. Mivel Ks-ben minden kor legalabb harom elemd,
az M’ matroidban minden vagas legalabb harom elem@, &s igy G’ minden pontjanak a foka legalabb 3. De
akkor G’-nek legalabb [7 x 3/2] = 11 &le kell hogy legyen, holott csak 10 éle van. Hasonld meggondolassal
lathatd, hogy Ks 3 kdrmatroidjanak M’ dualisa sem grafikus. Valoban, ha M’ valamely Gsszefliggd G’ graf
kdrmatroidja lenne, akkor G’-nek 5 pontja van (merthogy M’ rangja 9-5=4). Mivel K3 ;-ban mindegyik kor
legalabb 4 elem(i, az M’-ben mindegyik vagas legalabb 4 elem, &s ezért G’-ben mindegyik pont foka legalabb
4. G’-ben tehat legalabb 5 x 4/2 = 10 élnek kell lennie, de csak 9 van.)

Mivel egy feszitd fa élszama eggyel kisebb, mint a pontszama, azt kapjuk, hogy F eggyel kevesebb &lbdl
all, mint a G cslicsainak szama, és E — F eggyel kevesebb élbgl all, mint G* cslicsainak szama, ami épp a G
tartomanyainak szama. E kettd osszeadasaval nyerjiik az Euler formulat, amely szerint egy sikbarajzolt graf
cslicsainak és tartomanyainak egyiittes szama kettvel nagyobb, mint a graf éleinek a szama.

4.6.3 Minorok: elhagyas és 0sszehlzas

Az S alaphalmazon adott az M matroid, melynek rang-fiiggvénye r. Rogton a bevezet6ben mar megis-
merkedtiink az elhagyas vagy részmatroid fogalmaval. Most ennek egyfajta értelemben dualis miveletét,
az Osszehlzast vezetjik be. Legyen Z az S valodi, nemiires részhalmaza és S’ := S — Z. Definialjuk az
r2st Z . halmaz-fliggvényt a kovetkeztképpen.

r'(X) :=r(Xu2z)-r(2). (4.16)
Gyakorlat 4.43 Igazoljuk, hogy v’ teljesiti a rang aziémdkat.

A gyakorlat alapjan az r’ egy M’ matroidot hataroz meg az S’ halmazon. Azt mondjuk, hogy az M’
matroid az M-bdl a Z halmaz 6sszehtzasaval keletkezik, vagy azt, hogy M’ az M 6sszehtzottja (S — Z)-re.
Jelolesben M’ = M/Z vagy M’ =M - (S — Z).

TETEL 4.6.3 A kivetkez6k ekvivalensek.

(1) F C S’ fiiggetlen M’ -ben,
(2) Z-nek mindegyik | mazimdlis, M -ben fiiggetlen részhalmazdra | UF fiiggetlen M -ben.
(3) Létezik Z-nek egy | mazimdlis M -ben fiiggetlen részhalmaza, amelyre | UF fiiggetlen M -ben.

Biz. (1) — (2). Legyen | a Z-nek egy maximalis M-ben fliggetlen részhalmaza. Ez kiegészithetd az F UZ-nek
egy F'Ul maximalis M-ben fliggetlen részhalmazava. (1) szerint F fliggetlen M’-ben, igy r(FUZ)—r(Z) = |F|,
amib6l [FUl| > |[F'Ul|=r(FUZ)=|F|+r(Z) = |F|+|l]. Itt szlikségképpen egyenldség van, ezért F’ =
és (2) kovetkezik.

A (2) — (3) irany semmitmondd. Tegyiik fel most (3)-t. Most r(F U 1) = |[F U l| & r(Z) = |l], igy
rF)=r(FUzZ)—r@Z)>r(FuUl)—r@Z)=|FuUl|—|l|=|F|>r'(F). Végig egyenldségnek kell teljestilnie
@s ezért F filiggetlen M’-ben, vagyis (1) fennall. e

Gyakorlat 4.44 Igazoljuk, hogy a fenti konstrukcié eqy G = (V,E) grdf kormatroidjiban annak felel meg,
hogy az élek eqy F részhalmazdnak elemeit 6sszehiizzuk.

Konnyen igazolhatd, hogy egy M matrix-matroidban valamely a (nem-hurok, azaz nem-nulla) elem Ossze-
hlzasa azt jelenti, hogy a tobbi vektort az a-ra mer@leges hipersikra vetitjuk. Konkrétan ez azt jelenti, hogy
ha a matroid elemei az A matrix oszlopvektorai, akkor (sorokra vonatkozd) Gauss eliminacioval és sorcserével
elérhetd, hogy az a oszlopaban az els6 elem 1-es a tobbi 0. Ezzel persze az oszlopok linearis fliggésége vagy
flggetlensége nem valtozik. A merdleges vetités most azt jelenti, hogy elhagyjuk az elsg sort, valamint az a
oszlopat. A kapott matrix matroidja éppen az M’.

A definiciobol rogton latszik, hogy ha Z;,Z, két diszjunkt részhalmaza S-nek, akkor ugyanahhoz az M’
matroidhoz jutunk, ha elGszor osszehlizzuk Z;-t majd toroljik Z.-t, mint ha el@szor tordljiik Z,-t &s azutan
hGzzuk Gssze Z;-t. Azt mondjuk, hogy M’ az M matroid minorja.

Feladatok
4.45 Igazoljuk, hogy t(X) az S — X halmaz dsszehizdsdval keletkezé matroid rangja.

4.46 Igazoljuk, hogy egqy X C'S — Z halmaz M’ = M/Z-beli t' (X) ko-rangja t(X).
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4.47 Legyen Z1 C Z C S és Zy = Z — Z;. Igazoljuk, hogy M/Z = (M/Z,)/Zy = (M/Z3)/Z; és (M —
Z1)/ZQ = (M/ZQ) —Z;.

4.48 Igazoljuk, hogy (M/Z)* =M* —Z és (M —Z)* = M*/Z.

A feladat értelmében elhagyas és osszehlizas dualis fogalmak. Specialis eset, amikor egy G sik-graf és
G™ dualisanak kdrmatroidjait tekintjiik, amelyek (mint tudjuk) egymas dualisai. Egyszerl grafelméleti meg-
fontolasbdl adodik, hogy egy G-beli e (nem-elvagd) él elhagyasaval keletkez6 graf dualisa ugyanaz, mint a
G*-bol az e-nek megfeleld e* &l dsszehlGizasaval keletkezd graf.

A 4.6 szakaszban attekintettiik a matroidokra vontakozd alapmiiveleteket. Most tovabbi olyan érdekes

konstrukciokat mutatunk be, melyek segitségével meglévé matroidokbdl Gjakat gyarthatunk.

4.6.4 Maximalis stulyl bazisok matroidja

Egy matroidbdl az elemek tetsz6leges ¢ sllyozasa segitségével egy j matroidot nyerhetiink.
TETEL 4.6.4 Bdrmely ¢ : S — R sulyozdsra o maximdlis sulyu bdzisok kielégitik a bdzis axiomdkat.

Biz. Legyen B; &s B, két maximalis stly( bazis &s legyen x € By — Ba. Az 4.4.2 tétel alapjan Iétezik olyan
y € B2 — B; elem, amelyre mind B] := B; — x +Yy, mind B, = B2 — y + X bazis. Ekkor sziikségképpen
c(xX) = c(y), igy B} &s B4 maximalis stlyl bazisok. e

A 4.6.4 tételben definialt matroidot jeldljik M.-vel.

Gyakorlat 4.49 Legyen Z C S. Igazoljuk, hogy a C = X, stlyozdsra Mc|Z = MI|Z, mig a C = —X,
stlyozdsra Mc|Z = M/(S — Z).

Tetszbleges c-re az M. matroidot konkrétan elGallithatjuk, mint az M bizonyos minorjainak direkt dsszege.
Tegyuk fel, hogy a c kiilonboz6 értékei ¢c; >c2 > ... >c; (t > 1). Legyen Z; := {s € S : ¢(s) > ¢;). Legyen
P, =2, 8 P; := Z; — Z;_1. Legyen M; := MI|P1, mig i = 2,...,t esetén M; legyen az a matroid a P;
alaphalmazon, amely M-bdl keletkezik a Z,_; halmaz tsszehlizasaval és az S — Z; elhagyasaval.

TETEL 4.6.5 A mazimdlis stlyd bazisok M. matroidja az M; matroidok direkt dsszege. Az M. rang-fiiggvénye:

1
re(X)= [r(XNP))UZi—1) —r(Zi-1)l. (4.17)

i=1

Biz. Legyen B maximalis stly( bazis. AII’ltjuk, hogy M-ben BN Z; fesziti Z;-t minden i =1,...,t-re. Legyen
indirekt i a legkisebb index, amelyre ez nem teljestil. Ekkor van olyan x € Z, — B, amelyre BNZ; +x fliggetlen
M-ben. A kicserélési axibma miatt létezik olyan y € B, amelyre B —y +x bazis. Most y ¢ Z;, igy c(x) > c(y),
ellentmondasban azzal, hogy B maximalis stlyQ bazis. Tehat B N Z; valéban fesziti Z;-t, és emiatt B N P;
bazisa az M, matroidnak, vagyis B bazisa a direkt dsszegnek.

Megforditva, ha B bazisa a direkt sszegnek, akkor lathatd, hogy B bazisa M-nek, és raadasul olyan bazisa,
amit a mohd algoritmus valaszthatott, ezért maximalis sUlyl. A rangformula kdzvetleniil adédik a minor és a
direkt Osszeg rang-fliggvényére megismert alakbol. e

Feladat 4.50 Igazoljuk, hogy a 4.6.4 tételben szerepld M. matroid bdzis-poliédere az M bdzis-poliéderének egy
oldala, és megforditva, minden ilyen oldal alkalmas c-re elédll, mint az M. matroid bdzis-poliédere.

Feladat 4.51 Legyen C egészértéki nmemnegativ sulyozds az M matroid S alaphalmazdn. Minden X C S
részhalmazra jelolje b.(X) az X-be esd fiiggetlen halmazok mazximdlis sulydt. Igazoljuk, hogy ab. szubmoduldris.
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4.7 Matroidok halmazrendszerekbol és grafokbol

Az alabbi konstrukcidkban szerepld matroidok mind Ggy allnak el, hogy megadunk egy bizonyos halmazrend-
szert, és egy részhalmazt akkor deklaralunk fliggetlennek, ha a rendszer minden tagjabol legfeljebb egy elGre
adott szam{ elemet tartalmaz.

4.7.1 Particidos matroid és rokonai
Teljes és Ures matroid
Akkor beszéliink teljes vagy szabad matroidrol, ha minden részhalmaz fliggetlen, mig az iires vagy trivialis

matroidban az Ures halmaz az egyetlen fliggetlen halmaz.

Uniform matroid

Legyen az S halmaz n elem{ &s k egy egész szam, amelyre 0 < k < n. Alljon F az S 0Osszes legfeljebb k
elem{ részhalmazabol. Konnyen ellenrizhetéen mindharom axioma fennall. A kapott matroidot uniform
matroidnak hivjak és U,, ;-val jelolik. Egy X halmaz rangja r(X) = min{|X]|, k}. A teljes &s az lires matroid
nyilvan specialis uniform matroidok.

Particios matroid

Legyen {Si,...,S:} az S alaphalmaz particidja, és legyenek gi,...,d: nemnegativ egészek. Egy | halmazt
deklaraljunk fliggetlennek, ha |I N'S;| < g; minden i-re. Az axiobmakat ismét konnyU ellen@rizni: a kapott
matroid neve particiés matroid. A t = 1 esetben visszajutunk az uniform matroidhoz, njasrégzt egy particios
matroid uniform matroidok direkt dsszege. A particids matroid rang-fliggvénye r(X) :=  [min{g;, [XNS;|}].

Gyakorlat 4.52 Igazoljuk, hogy eqy Z C S halmaz akkor és csak akkor zdrt, ha minden i = 1,...,t-re vagy
Si CZ vagy |ZNS;| <.

Gyakorlat 4.53 FEgy irdnyitott grdaf éleinek eqy részhalmazdt deklardljuk figgetlennek, ha minden pontba
legfeljebb egy belépd €lt tartalmaz. Igazoljuk, hogy ez matroidot hatdroz meg.

A tovabbiakban a particios matroid kiilonféle altalanositasait tekintjiik at.

Laminaris matroid

A particiés matroid fogalma altalanosithatd. Egy {Si, ..., S:} halmaz-csaladrol akkor mondjuk, hogy laminaris,
ha barmely két tagja vagy diszjunkt vagy az egyik tartalmazza a masikat.

Feladat 4.54 Igazoljuk, hogy az
IT={1:]INnS <gsi=1,...,t} (4.18)
halmazrendszer kielégiti a fiiggetlenségi axiomdkat.
Az igy definialt matroidot laminaris matroidnak nevezziik.

Gyakorlat 4.55 Hatdrozzuk meg a lamindris matroid rang-fliggvényét.

Altalanositott particidés matroid

A particids matroidok egy mas iranya altalanositasa a kovetkezd. Legyen {Si,...,S:} az S alaphalmaz
particidja. Adottak a gi,...,0¢ valamint az fi, ..., f, nemnegativ egészek (0 < f; < g; < |S;|) &s még egy k
egész.

Feladat 4.56 Igazoljuk, hogy az B := {X : |X| = k,f; < |S; n X]
rendszer, amennyiben nemures, kielégiti a bdzis ariomdkat.

IN

g; minden i = 1,...,t-re} halmaz-

1
A kapott matroid neve altaldnositott particiés matroid. Az f; ;== 0&s k := |, min{g;, |S;|} specialis
esetben visszajutunk a particios matroid fogalméahoz.
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Feladat 4.57 Akkor és csak akkor léfezthqlyan k elemi B halmaz, amelyre

(@A) I1SinB[<g: (i=1,...,0), ha pHFkK

(i) [S;NB|>f; (i=1,...,1), ha T <Kk,
g © < |8 <9 (i=1,...,1), ha kilon-kilon létezik (i)-t kielégitd és (ii)-t kielégitd halmaz, azaz ha
f.<k< [0

%

TETEL 4.7.1 Egy F halmaz akkor és csak akkor fiiggetlen az dltaldnositott particiés matroidban, ha

[F NS;| <g; minden i -re (4.19)

és L 1
i a F fliggetlen, a jtezik egy B bazispame]y magaban foglalja. Ekkor [F NS;| < [BNS;i| < g; és
;max{f;, |[FNS;|} <  max{f;,|[BNS;|} = ,[BNS;|=|B| =k, vagyis a feltételek valoban szlikségesek.

Tegyiik most fel, hogy egy F halmaz teljesiti a feltételeket. Be kell latnunk, hogy benne van bazisban.
Ezt elég olyan F halmazokra igazolni, melyek maximalisak abban az értelemben, hogy mar nem b&vithettk a
feltételek megsértése nélkiil. Azt latjuk be, hogy egy ilyen F halmaz bazis.

A (4.19) feltevés miatt |F NS;| < g, teljestl. Belatjuk, hogy |F NS;| > f; is fennall minden i-re. Valdban, ha
valamely j indexre ez nem teljeslilne, akkor S; —F egy elemét F-hez véve a keletkezd F'-re max{f;,|F'NS,|} =
max{f;, |F NS;|}, vagyis F' is teljesitené (4.20)-t (&s persze (4.19)-t is), ellentétben F maximalis valasztasaval.

Azt kell még igazolnyrk—hogy |F| Fk—Miutan most [F N'S;| > f; minden i-re, igy max{f;, |[F NS;|} =
[FNSijpesegert [F| = [FNSi| = max{f;, |[FNS;[} <k. Haitt, indirekt, szigorl egyenlStlenség allna,
akkor . g; > k miatt az egyik S; halmazra |[F N'S;| < g; teljestilne, és igy letezne egy s € S; — F elem,

és ezzel F-t ki lehetne bdviteni a (4.19) és (4.20) feltételek megsértése nélkiil, ellentmondasban F maximalis
valasztasaval. e

4.7.2 Nagykort matroidok

Nevezziink egy r rangl matroidot nagykortinek, ha minden kdre legalabb r elem{ (azaz r vagy r + 1 elemd,
vagy még masként minden legfeljebb r—1 elem{ halmaz fiiggetlen). llyen példaul az uniform matroid, amelyben
minden r elem{ halmaz bazis. A legfeljebb 1 rangl matroidok nyilvan nagykor{iek, és a hurokmentes 2 rangd
matroidok is azok. A 3 rangl matroidok koziil pontosan az egyszeriiek (azaz a hurok &s parhuzamos elemeket
nem tartalmazok) a nagykorliek. Az alabbiakban megadjuk az @sszes nagykor(i matroid leirasat, amely tehat
specialis esetként tartalmazza az osszes egyszer( 3 rangl matroid leirasat.

TETEL 4.7.2 Legyen r > 2 egész és S egy legaldbb r elemd halmaz. Legyen H := {H1,...,H¢} az S valddi
részhalmazainak egy olyan (esetleg Ures) rendszere, amelyben mindegyik H; halmaz legaldbb r elemd, és barmely
két H;, H; halmaz metszete legfeljebb r — 2 elemd. Alljon By azon r elemd részhalmazokbdl, melyeket H
eqyik tagja sem tartalmaz részhalmazként. Ekkor By kielégiti a bdzis axidmdkat és az My = (S, Bx) matroid
nagykori. Minden nagykord matroid elddll ilyen alakban.

Biz. (x—) Legyen Bi,B> € By &s x € B; — Ba. A H-nak legfeljebb csak egy olyan tagja létezhet, amelynek
részhalmaza a B; — x halmaz, mert két ilyen tagnak a metszete legalabb |Bi| — 1 = r — 1 elem( lenne,
ellentétben a feltevéssel. Ha egyaltalan nincs ilyen halmaz, akkor barmely y € Bs — B; elemre B; — x +y
béazis. Ha viszont mondjuk H; ilyen, akkor van olyan y € B — By elem, amely nincs Hi-ben, mert kiilonben
H, tartalmazna a teljes Bs-t, ellentétben azzal, hogy B2 béazis. Ebben az esetben is B; — x +y bazis, &s igy
By kielegiti a (B2) bazis-axiobmat.

Lassuk be, hogy tetszbleges r — 1 elemi | halmaz kibdvithetd egy elemmel (S, Bx) egy tagjava. Miutan H
barmely két tagjanak legfeljebb r — 2 kozos eleme van, |-t az H-nak legfeljebb csak egy tagja tartalmazhatja.
Mivel S nincs H-ban, van olyan x € S — I elem, amelyre | + x nem része H egyik tagjanak sem. Vagyis
| + X € By. Ebbdl tehat egyrészt kovetkezik, hogy barmely legfeljebb r — 1 elem{ halmaz kiegészithetd
bazissa, &s fennall a (B1) bazis-axidoma is, masrészt a By bazisokkal definialt matroid valdban nagykory.

A masodik részhez legyen M tetszgleges nagykorii matroid, melynek rang-fiiggvénye r. Alljon H a matroid
legalabb r elem( hipersikjaibol (hipersik: r(S) — 1 rangl zart halmaz, azaz nem-b&vithetd r(S) — 1 rangl
halmaz). Allitjuk, hogy két kiilonboz6 A, B hipersiknak legfeljebb csak r(S) — 2 kizds eleme lehet. Valoban,
r(AUB) =r(S), & ha [ANB| > r(S) — 1 allna fenn, akkor a matroid nagykdriisege miatt A N B minden
r(S) — 1 elem{ részhalmaza fliggetlen, &sigy r(ANB) > r(S) —1. Ezért (r(S)— 1)+ (r(S)—-1) =r(A)+r(B) >
r(ANB)+r(AUB) > r(S) — 1+ r(S), ami lehetetlen.
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A tétel els6 fele alapjan tudjuk, hogy My matroid, és hogy rangja r(S). Azt allitjuk, hogy M = My.
Miutan mindkét matroid nagykord, elég csak az r(S) elem{ X részhalmazokat tekinteni. Ha X bazis M-ben,
akkor r(X) = r(S), &s igy nem lehet semelyik hipersiknak része, vagyis ekkor X bazis Ms-ban is. Forditva,
legyen X egy r(S) elem fliggé halmaz M-ben. Ekkor a nagykorliseg miatt r(X) = r(S) — 1, igy az X halmaz

o (X) lezartja hipersik, amelynek legalabb |X| = r(S) eleme van. a(X) tehat benne van H-ban és ezért X nem
bazis M«-ban sem. e

Gyakorlat 4.58 Igazoljuk, hogy a 4.7.2 tételben megadott matroidban egy | halmaz pontosan akkor fiiggetlen,
ha

N <rninH]<r—1, (i=1,...,0. (4.21)

A nagykorl matroidok egyszerl szerkezetlinek tlinnek, hiszen valamennyi legfeljebb r — 1 elem{i halmaz
flggetlen. Ugyanakkor mar az ilyen matroidokbdl is ,,nagyon sok” van.
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Az alabbiakban olyan konstrukciok szerepelnek, amelyek (di)grafok parositasaival és Gtrendszereivel kapc-
solatos matroidokat eredményeznek.

4.7.3 Transzverzalis matroidok és deltoidok

El6szor vizsgaljuk meg, hogy paros grafok ponthalmazan milyen matroidokat készithetlink. Legyen G =
(S, T;E) paros graf. Egy | C S részhalmazt parosithaténak mondunk, ha letezik G-ben egy olyan parositas,
amely fedi az | elemeit. (A G éleinek egy X részhalmazat parositasnak nevezik, ha minden pontot legfeljebb
egy X-beli &l fed. Ha pontosan egy, teljes parositasrol beszéliink.)

TETEL 4.7.3 Egy G = (S, T;E) pdros grdfban az S pdrosithatd részhalmazai matroidot alkotnak.

Biz. (Vazlat) Az elst két axioma trivialisan teljesiil. (13) pedig kovetkezik a kozismert alternald utas modszerbdl,
amely egy paros graf barmely nem teljes P parositasahoz megkonstrual egy olyan nagyobb P’ parositast, ame-
lyre az S-ben fedett pontok halmaza bGvebb, mint a P altal fedetteké. o

A 4.7.3 tételben szerepld matroidot transzverzalis matroidnak nevezik. A név eredete a kovetkezd.
Legyen 7 := {A1,Aq,...,A:} az S alaphalmaz részhalmazainak tetszBleges csaladja. Azt mondjuk, hogy az
I C S halmaz résztranszverzalis, ha 1 minden x eleméhez hozza lehet rendelni egy x-et tartalmazdo A;
halmazt Ggy, hogy minden halmazt legfeljebb egy elemhez rendeljiik.

Rendeljiink a szbbanforgd részhalmazrendszerhez egy G := (S, T;E) paros grafot, ahol |[T| = t, aT
elemei az A; halmazoknak felelnek meg, és egy A, halmaznak megfeleltetett t; pont akkor szomszédos az
s € S ponttal, ha s € A,. A definicidbdl rogton latszik, hogy 7 résztranszverzalisai és az S péarosithatd
részhalmazai ugyanazok. Ezért a résztranszverzalisok kielégitik a fliggetlenségi axiobmakat.

A transzverzalis matroid még egy ekvivalens modon bevezethet8. Legyen (S, 7) egy hipergraf. Hiperélek egy
F részhalmazat reprezentialhaténak mondunk, ha F-nek minden tagjabol kivalaszthatd annak egy pontja
gy, hogy kiilonbozd hiperélbdl kiilonbdzé pontot valasztunk. (Hall tétel alapjan ez pontosan akkor lehetséges,
ha F-b6l barhogyan kivéve j hiperélt, ezek egyesitése legalabb j elemd).

Kovetkezmény 4.7.4 A T alaphalmazon a reprezentdlhatd részhipergrdfok egy matroid figgetlen halmazait
alkotjdk.

Gyakorlat 4.59 Igazoljuk a 4.7.4 kovetkezményt, majd mutassuk meg, hogy a kovetkezmény is implikdlja a
4.7.3 tételt.

Feladat 4.60 Igazoljuk, hogy a négypontu teljes grdf kormatroidja nem transzverzdlis matroid.

A Kbonig tételbdl, illetve a vele ekvivalens deficites alakbdl rogton kiolvashatd a transzverzalis matroid
rangfiiggvénye.

TETEL 4.7.5 A G = (S,T;E) pdros grdf dltal az S halmazon definidlt transzverzdlis matroid rangfigguénye
a kovetkezd.
r(S") = min{|S’ — X|+|I(X)|: X C S'}. (4.22)

Parositasok segitsegével egy G = (S, T; E) paros graf teljes SUT ponthalmazan is definialhatunk matroidot,
éspedig a bazisaival. Alljon B az SUT alaphalmaz azon |S| elemi részhalmazaibdl, amelyek az S halmaz &s
valamely parositas ponthalmazanak szimmetrikus di Cerenciajaként allnak el@.

Feladat 4.61 Igazoljuk, hogy az elébbi definicio eqy matroid bdzisait adja.

Az igy nyert matroidot a G = (S, T; E) paros graf S bazisi deltoidjanak nevezziik. Egy deltoid dualisa
is deltoid, hiszen az S bazish illetve a T bazisi deltoidok egymas dualisai. Az is nyilvanvald, hogy az S-
n definialt transzverzalis matroid a T bazisG deltoid részmatroidja. Masrészt az S bazist deltoid kdnnyen
lathatd modon a {I'(s) +s: s € S} halmazrendszer altal definialt transzverzalis matroid (ahol I'(s) az s pont
G-beli szomszédainak a halmaza).

Kovetkezmény 4.7.6 Egy matroid pontosan akkor transzverzilis, ha egy deltoid részmatroidja.
Emlékeztetiink a paros grafok Mendelsohn-Dulmage tulajdonsagara:

Lemma 4.7.1 Ha a G = (S,T;E) pdros grdf pontjainak egy X C S halmaza és eqy Y C T halmaza kiilon-
kilon fedhetd egy-egy pdrositdssal, akkor létezik X UY -t fedd pdrositds is.
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Biz. Legyen Mx egy X-et fedd, mig My egy Y -t fedd maximalis (azaz v(G)) elemszam( parositas olyan, hogy
IMx N My | maximalis. Ekkor Mx = My, mert kiilonben az Mx U My halmaz tartalmazna egy C alternald
kort és igy az Mx elemeit C-mentén kicserélve a kapott M% olyan X-t fedd v(G) elemszama parositas volna,
melyre [IM% N My | > [Mx N My|. Ezért az Mx = My parositas fedi X UY -t. o

Feladat 4.62 Igazoljuk, hogy egy t rangu transzverzdlis matroid az S halmazon mindig megadhato egy olyan
(S, T; E) pdros grdf dltal definidlt transzverzdlis matroidként, amelyben |T|=t.

Kovetkezmény 4.7.7 A G = (S, T;E) pdros grdf dltal az S-n illetve a T -n definidlt transzverzdlis matroidok
direkt osszegében egy halmaz pontosan akkor filiggetlen, ha fedheté G egy pdrositdasdval.

Ezek szerint egy paros graf pontjainak azon részhalmazai, melyek fedhetok parositassal egy matroidot
alkotnak. Valbjaban ez a konstrukcid minden grafra atvihetd.

4.7.4 Parositas matroid

Legyen G = (V,E) egyszer( iranyitatlan graf. G parositas matroidja a V ponthalmazon van definialva Ggy,
hogy cslicsoknak egy U részhalmaza akkor tartozzék F-hez, ha létezik G-ben olyan péarositas, amely U minden
pontjat fedi. A (V, F) parrol mindjart belatjuk, hogy matroid, a G graf parositds matroidja.

TETEL 4.7.8 A fent definidglt (V, F) pdr matroidot alkot.

Biz. Az (I11) és (12) axidbma a definicidbol rogton adodik. Jeldlje v a graf legnagyobb parositasanak elemszamat.
Az (13"") axiomahoz elGszor figyeljiik meg, hogy ha M és M’ parositasok, melyekre [M’| < |[M| = v, akkor a
ket parositas szimmetrikus di [erenciajanak egyik komponense sziiksegképpen egy olyan P alternal at, amely
két M’ altal fedetlen pontot kot Ossze. Igy az M’ © P parositas altal fedett csicsok halmaza bGvebb (két
elemmel), mint az M’ altal fedetteké. Ebb@l rogton adodik, hogy a nem bdvithetd fliggetlenek elemszama
ugyanaz: 2v.

Az (13"") axiobma masodik felehez igazolnunk kell, hogy egy 2v — 1 elem( K &s egy 2v elem{ N fliggetlen
halmaz esetén K fiiggetlenné bovithetd N — K-bol. Léteznek Mg és My parositasok, melyek fedik K-t illetve
N-t. Az elemszamok miatt sziikségképpen mindkét parositas maximalis, ezért M-nak van olyan uv eleme,
amelyre u € K,v ¢ K. Ekkor K + v fiiggetlen, igy ha v € N, akkor kész is vagyunk. Ha v ¢ N, akkor legyen
P az a maximalis alternalo at, amelynek egyik végpontja v. Az My maximalitasa miatt P masik, y-nal jelolt
végpontja N — K-ban van. Igy a P & Mg szimmetrikus di [erencia egy olyan (maximalis) parositas, amelynek
végponthalmaza K +y. e

Feladat 4.63 Igazoljuk, hogy eqgy G = (S, T; E) pdros grdf pdrositds matroidja a G dltal az S-en illetve a T -n
definidlt transzverzdlis matroidok direkt 6sszege.

Figyeljuk meg, hogy a feladatban megfogalmazott allitas nem mas, mint a Mendelsohn-Dulmage tulajdonsag
(miszerint, ha az X C S ésaz Y C T halmazok kiilon-kiilon fedhettk egy-egy parositassal, akkor egyetlen
parositassal is fedhettk).

4.7.5 Gammoidok

A transzverzalis matroidok egy masirany( altalanositasat kaphatjuk iranyitott grafok segitségével. Legyen
D = (V,A) iranyitott graf é&s T C V a cslcsok egy részhalmaza. X,Y C V esetén azt mondjuk, hogy X
elvezethetd az Y -hoz, ha |X| = |Y | és létezik |X| darab (esetleg egypont() diszjunkt iranyitott Gt X-bgl
Y -ba.

TETEL 4.7.9 AV azon részhalmazai, amelyekhez a T valamely részhalmaza elvezethetd eqy matroidot alkot-
nak, éspedig egy transzverzdlis matroid dudlisdt.

Biz. Legyen V' &sV” aV illetve aV —T halmazok egy-egy példanya. Azzal a jeldlési konvencioval éltink, hogy
egy V -beli v elem vagy X részhalmaz V'-beli megfelelGjét v’-vel illetGleg X'-vel jel6ljiik, mig egy V — T-beli v
elem vagy X részhalmaz V”’-beli megfelelGjét v”-vel illetve X"-vel. Készitslink el egy G’ = (V',V”; E) paros
grafot, amelyben az u’ € V' &s v € V" cslicsok akkor vannak €llel GsszekGtve, ha u = v vagy ha uv éle D-nek.

Tekintsiik a G’ altal V’-n definialt M’ transzverzalis matroidot.

Allitds 4.7.1 Egy B’ C V' halmaz pontosan akkor bdzisa M’ -nek, ha T elvezetheté a V — B halmazhoz.
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Biz. Legyen elGszor B’ az M’ egy bazisa és P egy olyan parositas, amely fedi B’-t. A konstrukcid miatt
IB| = [V — T|. Tetszleges v/ € V' — B’ ponthoz a P parositas segitsegével megkonstrualhatunk D-ben egy
T-b6l induld és v-ben végzddd utat, a kovetkezGképpen. Ha v/ € T’, Ggy az Gt alljon az egyetlen v pontbal.
Tegytk fel, hogy v/ ¢ T’. Miutan P fedi V”-t, a v" pontot fedi parositas &l, melynek masik, v; végpontja
olyan, hogy vagy vi benne van T-ben, vagy ha nincs, akkor v{-t fedi parositas él. Ezt az eljarast ismételve
valoban egy utat definialunk T egy pontjabodl v-be. Kénnyd ellendrizni, hogy a V' — B’ kiilonbozd pontjaihoz
igy definialt utak paronként diszjunktak D-ben, tehat T valoban elvezethetd V — B-hez.

Megforditva, tekintstink egy |T| darab diszjunkt Gtbol allé rendszert D-ben, amely a T halmazt valamely
X C V halmazhoz vezeti. Tekintsiik G’ azon éleit, melyek az Gtrendszer éleinek felelnek meg egylitt az olyan
v'v" tipus( élekkel, melyekre v € V —T nincs egyik Gton sem. Konnyen ellendrizhetd, hogy gy a paros grafnak
egy olyan V”-t fedd M’ parositasat kapjuk, amely altal fedetlen V’-beli pontok halmaza V' — X', azaz V' — X’
a transzverzalis matroid egy bazisa. e

Az M’ dualisaban egy Y’ C V' halmaz akkor fiiggetlen, ha V' — Y’ magaban foglalja M’ egy bazisat. Igy
az allitasbol adododan Y’ pontosan akkor fiiggetlen a dualisban, ha T-nek valamely részhalmaza elvezethett az
Y CV halmazhoz. e e

A 4.7.9 tételben szerepld matroid neve szoros gammoid. Ennek egy megszoritasat (D pontjainak egy S
részhalmazara) gammoidnak nevezik.

TETEL 4.7.10 A szoros gammoidok éppen a transzverzdlis matroidok dudlisai.

Biz. A 4.7.9 tétel masodik része szerint minden szoros gammoid egy transzverzalis matroid dualisa. A meg-
forditashoz tekintstink egy G = (V’,V"; E) paros graf altal a V' halmazon definialt transzverzalis matroidot.
A 4.62 feladat szerint feltehetd, hogy |V ”| a matroid rangja, azaz, hogy G-nek létezik V”'-t fedd N parositasa.
Jeldlje T’ a V'’ fedetlen pontjainak halmazat. Készitslink el egy D = (V, A) iranyitott grafot, amelyben V aV’
egy példanya, és xy akkor éle D-nek, hax’ e V',y"” e V" &s x'y"” € E —N. Jel6lje T a T’-nek megfeleld V -beli
részhalmazt. A 4.7.9 tételben hasznalt bizonyitas gondolatat kovetve nem nehéz ellendrizni, hogy az igy kapott

digrafban a T altal meghatarozott szoros gammoid izomorf a kiindulasi transzverzalis matroid dualisaval. e

Miutan a szoros gammoidok épp a transzverzalis matroidok dualisai, a transzverzalis matroidok pedig épp
a deltoidok részmatroidjai, tovabba a deltoidok dualisa is deltoid, kapjuk:

Kovetkezmény 4.7.11 A szoros gammoidok éppen a deltoidok dsszehizottjai.

Kovetkezmény 4.7.12 A gammoidok pontosan a deltoidok minorjai és pontosan a transzverzdlis matroidok
0sszehuzottjai.

Kovetkezmény 4.7.13 Gammoidok dudlisa gammoid.

Biz. Egy gammoid dualisa egy deltoid minorjanak dualisa, azaz egy dualis deltoid minorja, és igy egy deltoid
minorja, tehat gammoid. e
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4.8 Matroidok 0sszege s metszete
4.8.1 Matroidok 0sszege

A most ismertetésre keriild osszegmatroid fogalma joval izgalmasabb matroid-konstrukcid, mint a mar targyalt
direkt osszeg. A kozos S alaphalmazon legyenek adva az My, ..., M, matroidok. Az S azon részhalmazait,

amelyek elBallnak az M; matroidokbdl vett egy-egy fliggetlen halmaz egyesitéseként (vagy ekvivalensen,
particidjaként) particionalhaté halmazoknak hivjuk (az M; matroidokra nézve).

TETEL 4.8.1 (Edmonds és Fulkerson) Legyenek M1, Ma,..., My matroidok a kézos S alaphalmazon.
A particiondlhats halmazok Fx. rendszere kielégiti a fliggetlenségi axidmdkat. Az igy nyert 6sszegmatroid
rangfiigguényét a kévetkezd osszegformula adja meg.

) L1
r=(Z) = )r(nglr;ﬂz - X|+ | r;(X)}. (4.23)
Biz. A particionalhatd halmazok nyilvan kielégitik az els@ két fliggetlenségi axiomat. A 3. fliggetlenségi axioma
azt koveteli meg, hogy egy tetszbleges Z halmazban az ott mar tovabb nem b@vithet6 fliggetlen halmazok
elemszama ugyanaz. Egy algoritmus segitségével azt fogjuk belatni, hogy ez a kozos elemszam épp a (4.23)
formulaval megadott érték. Ezt elegendd csupan a Z = S alaphalmazra igazolni, mert S részhalmazaira
ugyan(gy megy a bizonyitas.

Tegylk fel, hogy az I C S halpaz—pprticionalhatd &s legyen X tetszGleges részhalmaza S-nek. Ekkor
=1 =X[+[INX]|<|S—X|+  rgX)pmibol kdvetkezik, hogy egy particionalhatd halmaz maximalis
elemszama legfeljebb minycs{|Z—-X|+ , r;(X)}. Az egyenlGség igazolasahoz leirunk egy algoritmust, amely
egyrészt megad Fq,...,F; diszjunkt halmazokat Ggy, hogy az F; fliggetlen M;-ben, masrészt megad egy X
halmazt Ggy, hogy S = X U (U;F;) és F; N X az M, matroidban fesziti X-et. E feltételekre optimalitasi
kritériumként fogunk hivatkozni.

Az algoritmus tetszBleges diszjunkt F; € calF; halmazokbdl indithatd (ez Iényeges a 3. fiiggetlenségi axiobma
igazolasahoz). Kezdetben eyek mindegyike lehet példaul az lires halmaz. Legyen a kimaradd pontok halmaza
R, és készitsiink el egy segédgrafot a kovetkez6képpen. Mindegyik matroidhoz vegytink fel egy Qj t; pontot és
legyen az Gj pontok halmaza T. Egy x € S — F; pontbdl vezessiink &It t;-be, ha M;-ben F; + x fliggetlen, azaz
ha x az F;-hez vehet8. Az x € S — F; pontbdl vezessiink élt az y € F; pontba, ha F; + x fiiggd M;-ben és y
benne van az F; + x egyetlen korében.

Egy Utkeres6 algoritmussal hatarozzuk meg az R halmazbdl iranyitott Gton elérhetd pontok X halmazat.
K@t eset lehetséges.

1. eset Nincs Ut R-bdl T-be, azaz X diszjunkt T-t6l. Miutan X-bdl nem Iép ki semmilyen &l, mindegyik i-re
érvényes, hogy barmely x € X —F; pontra F; +x fliggd halmaz M;-ben és radadasul az F; +x-ben 1évd egyetlen
M;-beli kor teljesen X-ben fekszik. Ez pont azt jelenti, hogy az F; N X halmaz fesziti az M, matroidban X-et.

Tehat a meglévo F; fliggetlen halmazok a megtalalt X halmazzal teljesitik az optimalitasi kritériumokat, &s

ilyenkor az algoritmus véget ér.
2. eset Létezik Ut R-b8l T-be. Valasszunk ki egy P legrovidebb utat (amelyr6l csak annyit fogunk hasznalni,
hogy nincsen hozza elGreugrd él.) Legyen P utolsd éle st;. Bovitsiik ki F;-t az s elemmel, azaz legyen F; :=

F; +s. Mindegyik F; halmazra tekintsiik az Gtnak az F;-be 1€pG xy éleit és ezek mindegyikének y fejét hagyjuk
ki F;-bol és x tovét vegyiik be F;-be.

Lemma 4.8.1 Legyen M matroidnak | egy fiiggetlen részhalmaza. Legyenekyi,...,¥Ye € S—1 ésX1,...,X¢ €1
olyan elemek, amelyekre x; € C(1,y;) (i=1,...,Dés x; € C(l,y;) A <i<j <D Ekkor | — {X1,..., X} U
{Y1,...Ye} figgetlen.

Biz. [$zerinti indukcido. Ha = 1, akkor az allitas nyilvanvald, mert minden elemet be lehet cserélni az

alapkorének egy elemére. Tegyiik fel, hogy (3 1 &s hogy [3 1-re igaz az allitas. Legyen I’ :== 1 — x; +y;.
Ekkor 1’ fliggetlen. A feltétel szerint C(1’,y;) (i > 2) tartalmazza a C(l,y;) kort, vagyis C(l’,x;) = C(l, X;).
Ezért 1'-re, {y2,...,Ye} valamint {Xa,..., X.; }-ra teljeslilnek a lemma feltételei, és igy indukcioval a lemma

kovetkezik. o

Miutan a P Gt legrovidebb volt, alkalmazhatjuk a 4.8.1 lemmat, amib@l kdvetkezik, hogy a keletkezG F/
halmaz is fiiggetlen lesz M;-ben. 'Igy tehat olyan diszjunkt F/ fliggetlen halmazokat kaptunk, amelyek unibja
egy elemmel (éspedig a P (t kezdBpontjaval) b8vebb, mint a kiindulasi F; halmazok unibja.

Kovetkezik, hogy az eljarast ismételve, legfeljebb |S| Gtkeresés utan az 1. eset fog el6fordulni.

Végiil a 3. fiiggetlenségi axioma kovetkezik abbbl, hogy az algoritmus egy javitd lépése soran a szobanforgd
F; halmazok ugyan nagy mértékben atszabasra keriilnek, de az output altal adott particionalhatd halmaz egy
elemmel (a javitd Gt elsd elemével) bdvebb, mint a kiindulasi particionalhatd halmaz. e
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TETEL 4.8.2 Az S halmazon adott K matroid. S akkor és csak akkor tartalmaz K diszjunkt bdzist, ha
L 1 L1
[ri(S) —r(Y)]<I|S — Y|, vagy ekvivalensen t:(X) < |X]| (4.24)

(3

teljesiil minden Y C S halmazra illetve minden X C S halmazra.

Az (S, F=) matroidot az M1, Ma, ..., M; matroidok 6sszegének (néha unidjanak) nevezik. Amennyiben
M =M; =My =-.- =My, lgy az (S, Fx) matroidot az M matroid k-szorosanak mondjuk.

TETEL 4.8.3 Az S halmazon adott egy matroid. S akkor és csak akkor bomlik fel K fiiggetlen halmazra, ha
kr(X) > |X], (4.25)

teljestl minden felbonthatatlan, zdart X C S halmazra.

Biz. A feltétel nyilvan minden X C S-re sziikséges. Az elegend@séghez figyeljiik meg, hogy ha egy X zart
halmazra megszoritva a matroidot X direkt osszegre bomlik, akkor a direkt Gsszeadandok is zart halmazok.
Emiatt (4.25) teljestil minden zart halmazra. De ekkor teljesiil minden halmazra is, hiszen ha egy halmaz
megsérti, akkor a lezartja is. Alkalmazhatjuk a 4.8.1 tételt. o

Kovetkezmény 4.8.4 Egy G = (V, E) irdnyitatlan grdf élhalmaza akkor és csak akkor fedhetd le K erddvel,
ha ic(Z) < K(Z — 1]) fenndll minden olyan Z C V nemiires csucshalmazra, amely 2-pontdsszefiggd grdfot
feszit.

Biz. Egy graf kormatroidjaban élek egy részhalmaza pontosan akkor felbonthatatlan &s zart, ha a tételben
megadott Z halmaz fesziti. e

TETEL 4.8.5 Az S halmazon adott egqy matroid. S akkor és csak akkor tartalmaz K diszjunkt bdzist, ha
k(r(S) —r(Y)) < |S—Y/|, vagy ekvivalensen kt(X) < |X]| (4.26)

teljestil minden zdrt Y C S halmazra illetve minden nyilt X halmazra.

4.8.2 A matroid metszettétel

Az Osszeghez analdg modon felvethetd, hogy maximum milyen nagy lehet egy kozos alaphalmazon adott
k matroid kozos fliggetlenjének az elemszama. Sajnos mar a k = 3 eset is NP-teljes probléemakat foglal
magaban. Példaul az az NP-teljes feladat, hogy egy digrafban van-e Hamilton Gt megfogalmazhatd Ggy, hogy
a kormatroidnak &s két particios matroidnak van-e n — 1 elem{ kozos fiiggetlenje. Még a k = 2 esetben sem
érvényes, hogy két matroid kozos filiggetlenjei egy matroid filiggetlenjeit alkotjak, hiszen egy paros grafban a
parositasok két particios matroid kozos fiiggetlenjei, de nem alkotnak matroidot. De a k = 2 esetre legalabb
meg tudjuk mondani a maximalis kozos fliggetlen halmaz elemszamat.

TETEL 4.8.6 (J. Edmonds) Az S alaphalmazon adott két matroid. A kézos figgetlen halmazok mazimdlis
elemszdama egyenld a
min{ri(X) +rz(S - X)} (4.27)

értékkel.
Edmonds tételét néha az alabbi ekvivalens alakban fogalmazzak meg.

TETEL 4.8.7 Az S alaphalmazon adott két matroid. Akkor és csak akkor létezik K elemt kézis figgetlen
halmaz, ha
ri(Xu) +ra(Xz) > k (4.28)

fenndll az S minden {X1, X2} particidjdra.

A (4.28) feltétel sziikségessége kézenfekvd, hiszen a tetszbleges F kozos fliggetlen halmazra és az alaphalmaz
{X1, X2} particidjara fennall, hogy ri(X1) > |[X1NF|&s ra(Xz2) > [X2NF |, amiket dsszeadva ri(X;)+r2(Xz2) >
|X1 NF |+ |X2NF| = |F| adodik. Hasonloképp lathato a 4.8.6 tételben a max < min irany. 1gy a tovabbiakban
csak az elegend@ség illetve a nemtrivialis max > min igazolasaval foglalkozunk.

Biz. [4.8.6 alak] Jeldlje B; az M; bazisainak halmazat és tekintsiik az My matroid M3 dualisat. Az M; és

M. maximalis kozos fliggetlenjének keresése olyan B; € B; (i = 1,2) bazisok keresésével ekvivalens, melyek
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metszete maximalis elemszam{. Ez viszont olyan M1 -beli B, bazis és M3 -beli B3 bazis keresésével egyenértékdi,
melyek egyesitése maximalis elemszama.

A 4.8.1 tetelben szereplS rs = minxcs{ ,r:(X)+|S — X|} formulat az ry, r3-ra alkalmazva azt kapjuk,
hogy ezen maximalis unid elemszama minxcs{r:(X) + r53(X) +|S — X|} = minxcs{ri(X) + |X| — r2(S) +
r2(S — X) +|S — X|} = minxcs{ri(X) + |S| — r2(S) + r2(S — X)}. Miutan |B; N Bz| = |B1 UB;3| — B3],
adodik, hogy max{|B1NBz| :B; € B1,B3 € B3} = minxcs{ri(X)+|S|—r2(S)+rz(S—X))—(|S|—r2(S)} =
minxcs{ri(X) +ra2(S — X)}. o

Tegylk fel, hogy egy paros graf mindkét pontosztalyan adva van egy-egy matroid. A graf egy élhalmazat
akkor nevezziik er6sen fiiggetlennek, ha parositas (azaz minden pontot legfeljebb egyszer fed) és mindkét
pontosztalyban a fedett pontok halmaza a megfeleld matroidban fliggetlen.

TETEL 4.8.8 (Brualdi) Legyen a G = (S, T;E) pdros grdf S illetve T ponthalmazain adva az My illetve
az Mz matroid. Az erdsen fiiggetlen élek maximdlis szdma egyenld

min{ri(X) +ra(Y): X CS,Y CT,XUY minden élt lefog}. (4.29)

Biz. Az E élhalmazon definialjuk az M7 matroidot gy, hogy egy halmaz fliggetlen, ha S-ben minden pontot
legfeljebb egyszer fed &s a fedett pontok halmaza fliggetlen M;-ben. Ez nyilvan matroid lesz, éspedig az
a matroid, amely M;-b8l az elemek parhuzamos tobbszorozésével all eld (minden v € S elemet dg(v)-szer
t6bbszoroziink). Definialjuk analog moédon az M) matroidot. Rogton adodik, hogy egy élhalmaz akkor &s csak
akkor ergsen fliggetlen, ha az M{ és az MJ matroidok kozos fliggetlenje. Az Edmonds-féle matroidmetszet
tételbdl adodik, hogy a kozos fiiggetlenek maximalis elemszama egyenld az

ri(Ei) + ry(Es) (4.30)

értékének minimumaval, ahol E; UE; = E és E; zart M;-ben, E» pedig zart Mi-ben. Az M; matroid minden
zart halmaza olyan alak(, hogy egy X; C S halmazra az X; pontjaival szomszédos élekbdl all, és ekkor
ri(E1) = r(X1). Hasonloképp, M3 egy E: zart halmaza olyan alakl, hogy egy X2 C T halmazra, az Xs
pontjaival szomszédos élekbdl all. Ebbdl adéddan (4.29) megegyezik a (4.30) minimumaval. e

Amenyiben |S| = |T| & a graf egyetlen teljes parositasbol all, Ggy visszajutunk Edmonds tételéhez.
Tetsz0leges paros graf esetén, ha a két matroid egyike a szabad matroid, akkor a kovetkez6 tételhez jutunk.

TETEL 4.8.9 Legyen adva a G = (S, T;E) pdros grdf S pont-osztdlydn eqy M matroid. A mazimdlis M -
fliggetlen parositas elemszdma, amely S-ben a matroid egy fliggetlen ponthalmazdt fedi egyenld a

min{r(X,) + |Xz2| : X1 €S, Xs C T, X1 UXy lefogja E-t} (4.31)
értékkel. o
Specialis esetben kapjuk Rado tételét.

TETEL 4.8.10 (Rado) Legyen M = (S,r) matroid. A G = (S,T;E) pdros grdfban akkor és csak akkor
létezik T -t fedé M -fiiggetlen pdrositds, ha minden X C T esetén teljestil a Rado-féle feltétel, azaz

r(rf(X)) > |X|. (4.32)
A Hall tétellel analég modon, a Rado tételt is meg lehet fogalmazni egy masik, ekvivalens alakban.

TETEL 4.8.11 Legyen adott az M = (S, r) matroid, valamint egy K halmazbdl li6 T := {T1,Ta,..., Tk}
halmaz-rendszer. Akkor és csak akkor lehet a T; halmazok egy-egy elemét tigy kivdlasztani, hogy a kivdlasztott
elemek kulonbozdek legyenek és a matroidban (K-elemi) figgetlen halmazt alkossanak, ha bdrhogyan is véve
T-b6l § halmazt (1 < j <K), az egyesitésiik rangja legaldbd j.

Biz. Készitstink el egy paros grafot, melynek két pontosztalya S és egy k eleml T halmaz, ahol T elemei az
7T tagjainak felelnek meg. Egy s € S és egy t; € T pont akkor van Osszekotve, ha s € T,;. Konnyen latszik,
hogy a 4.8.10 tételt ezen paros grafra alkalmazva éppen a 4.8.11 tételt kapjuk. e

A 4.8.11 tételben szerepl@ sziikséges feltételt is Rado feltételnek hivjak.

Megjegyzés. lgen specialisak az olyan G’ = (S’, T; E’) paros grafok, amelyeknél minden S’-beli pont els fokd.
Mégis, mar az ezekre vonatkozd Rado tételbdl kovetkezik az altalanos alak. Helyettesitsiink ugyanis minden
v € S pontot d(v) darab, a matroidban parhuzamos elemmel. A v-bdl kiinduld d(v) &It helyettesitsiik a d(v) Uj
pont és a v eredeti d(v) darab szomszédja kozott vezetd d(v) elem( parositassal. Az igy kapott G’ = (S/,T;E’)
grafra és M’ matroidra a Rado tétel épp ekvivalens az eredeti G grafra @&s M matroidra vonatkozo Rado tétellel.
Ez a konstrukcid azt jelzi valamiképp, hogy a Rado tételben a paros graf struktlrajanak nincs kiilon szerepe,
mert az belekddolhatd a matroidba. Teljesen analdg modon lathatd, hogy a 4.8.11 tételbeli alak ekvivalens
azzal a specialis esetével, amikor a szobanforgd T, halmazok paronként diszjunktak.
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Gyakorlatok

4.64 Igazoljuk, hogy ekvivalens feltételt kapunk, ha (4.28)-t olyan {Xi, X2} particidkra koveteljik meg, ahol
Xy zdrt az My matroidban.

4.65 Igazoljuk, hogy ekvivalens feltételt kapunk, ha (4.28)-t olyan {Xi, X2} particidkra koveteljik meg, ahol
X1 nem tartalmazza az M1|X1 matroid elvdgd elemét.

4.66 Igazoljuk, hogy ekvivalens feltételt kapunk, ha (4.28)-t olyan {Xi1, X2} halmaz-pdrokra kéveteljik mey,
amelyek unidja S (de nem feltétlendil diszjunktak) és X; zdrt az M; matroidban (i = 1, 2).

2013 janUér 28 dopt dulmat24

78



5. Fejezet

POLIEDERES
KOMBINATORIKA

5.1 Egeész poliederek, teljesen dualis egészértekiiség

Az alabbiakban épitiink az Operaciokutatas olyan alapfogalmaira és alaperedményeire, mint poliéder, politop,
kOp, cshcs, (er8s) bazis-megoldas, Farkas lemma, Dualitas tétel, Optimalitasi feltételek.

5.1.1 Oldalak

Foglaljuk Ossze a poliéder oldalainak néhany tulajdonsagat. Egy R = {x : Qx < b} (nemldires) poliéder F
oldalan az R-nek egy

F:={xeR:cx=13} (5.1)
alak( nemiires részhalmazat értettiik, ahol & := max{cx : x € R} valamely cx célfiiggvényre, melyre a maxi-
mum létezik. Vagyis a poliéder oldala az optimum helyek halmaza valamely cx linearis célfliggvényre nézve,
masként szblva a poliédernek az a része, amely egy hipersikkal érintkezik, amikor azt Kivilrgl a poliéderhez
toljuk.

TETEL 5.1.1 (Hermite) Az R = {x : Qx < b} poliéder egy nemiires F részhalmaza akkor és csak akkor
oldala R-nek, ha létezik a Q bizonyos soraibdl dllé olyan Q' részmdtriz, amelyre F = {x € R: Q'x =b'}, ahol
b a Q' sorainak megfeleld részvektora b-nek.

Biz. Tegyik fel, hogy F oldal, melyet (5.1) definial. Tekintsik a min{yb : yQ = c,y > 0} dualis linearis
y’(i) komponens pozitiv. TetszGleges x € R-re cx = (Y'Q)x = y'(Qx) < y’b. A dualitas tételbdl kovetkezik,
hogy egy X’ € R vektor akkor &s csak akkor primal optimum (azaz eleme F-nek), ha az y’ minden pozitiv
komponensére a neki megfeleld primal feltétel egyenl&séggel teljesiil (azaz y'(i) > 0-bdl ;qx = b(i) kovetkezik.)
Igy tehat F = {x e R: Q'x =b'}.

Forditva, legyen Q' a Q bizonyos sorai altal alkotott matrix, & b’ a b megfeleld része, amelyekre {x €
R : Q'x = b’} nemiires. Legyen e’ a csupa egyes vektor, amelynek annyi komponense van, mint ahany sora
Q’-nek. Jeldlje ¢ a Q" sorainak Usszegét (azaz ¢ = €'Q’), mig 3 a b’ komponenseinek dsszegét (3 := e’b’). Most
cx = (¢'Q")x = &'(Q’x) < ¢&'b’ = 5. Ebb&l addddan valamely x € R vektorra Q'x = b’ akkor &s csak akkor
teljesiil, ha cx = 9, amibdl a tétel kdvetkezik. o

Az R poliéder maga is oldal (pl. ¢ = 0 célfliggvényre az R minden pontja maximalizalja cx-t, vagy
masként, amikor semmilyen egyenl&tlenséget nem kotiink meg egyenl@ségként.) A poliédernek egy onmagatol
kiilonbozo oldalat valédi oldalnak nevezziik. Egy tartalmazasra nézve maximalis valodi oldalt lapnak hivunk.
Fontos szerepet jatszanak a (tartalmazasra nézve) minimalis oldalak, vagyis az olyan oldalak, melyek valodi
részhalmazként mar nem tartalmaznak mas oldalt. Az R poliéder egy R = {x : PXx = by, Qx < b; } leirasaban
szerepld gx < [ egyenl@tlenségrdl azt mondtuk, hogy lényeges, ha kihagyasa megvaltoztatja (b&viti) a

poliédert. Az egyenlGtlenség igazi, ha egyenl@séggel torténd cseréje megvaltoztatja (szlikiti) a poliédert.
TETEL 5.1.2 Egy R nemdres poliédernek akkor és csak akkor nincs valddi oldala, ha R affin altér.

Biz. Ha R = {x: Qx = b} a [nAltér, Ggy az 5.1.1 tétel szerint nincs valodi oldala.
Megforditva, tegyuk fel, hogy az R poliédernek nincs valédi oldala. Tekintsiik a poliédernek egy olyan R =
{x: Px =ho, Qx < by } megadasat, amelyben minden egyenl&tlenség igazi &s Iényeges. (llyen persze van, hiszen
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R egy tetszBleges leirasabol kiindulva egymas utan kihagyhatjuk az aktualisan Iényegtelen egyenlGtlenségeket,
majd az implicit egyenl8ségeket explicitté alakithatjuk). Azt latjuk be, hogy Q lires, ésigy R valdban a Cn dltér.
Tegytik fel indirekt, hogy létezik egy qx < B igazi és Iényeges egyenlGtlenség. Jeldlje Q' a q sor kihagyasaval
Q-bol keletkez8 részmatrixot és by a megfeleld jobboldalt. Ekkor egyrészt van olyan x’ € R pontja, amelyre
Px =hy, Q'x’ <} &sqgx’ > B, masrészt R-nek van olyan X’ pontja, melyre qx”’ < B. Igy az x'x” szakasznak
van olyan z pontja, amelyre qz = B &s z € R, vagyis {x : Px = by, Q’x < b}, gqx = B} valodi nemiires oldala
R-nek, ellentmondasban a feltevéssel, hogy ilyen oldal nem létezik. e

Kovetkezmény 5.1.3 Egy poliéder minimdlis oldala affin altér.

Biz. Az 5.1.1 tétel miatt az R poliéder egy oldalanak oldala R-nek is oldala, igy a minimalis oldal olyan
poliéder, amelynek mar nincs valodi oldala. Alkalmazzuk az 5.1.2 tételt. o

5.1.2 Egész megoldasok

Egy poliédert akkor neveziink egésznek, ha minden oldala tartalmaz egész pontot. Ez avval ekvivalens, hogy
minden minimalis oldala tartalmaz egész pontot, ami abban a specialis esetben, amikor a poliéder cslcsos
(vagy ekvivalensen egyenes-mentes) azzal egyenértéki, hogy minden cslics egész. El8szor azt vizsgaljuk meg,
hogy egy a [n_altér mikor tartalmaz egész pontot. Az alabbi eredmény érdekes analdgiat mutat a Farkas
lemmaval, amely arra adott jellemzést, hogy egy a Cndltérnek mikor nincs nemnegativ eleme.

TETEL 5.1.4 Legyen A egész mdtriz és b egész vektor. Az AX = b rendszernek akkor és csak akkor van egész
megolddsa, ha minden y vektorra, amelyre YA egész, Yb is egész. Ha van olyan 'y, amelyre YA egész, de yb
nem, akkor van ilyen nemnegativy is.

Biz. Ha létezik egész x megoldas, és valamely y-ra yA egész vektor, akkor (yA)x = y(Ax) = yh, azaz yb is
egész.

Az ellenkez6 irany( kovetkeztetés bizonyitasahoz feltehetjiik, hogy az Ax = b-nek létezik egyaltalan
megoldasa, mert ha nem létezne, akkor van olyan y, hogy yA = 0 és yb # 0. De akkor y gy is valaszthatd,
hogy yb nem egész.

Az is feltehet®, hogy az A sorai linearisan fiiggetlenek, mert ha valamelyik sor linearisan fligg a tobbiektdl,
akkor ezt kihagyhatjuk (b megfel6 komponensével egyiitt), és az Gj rendszernek, ha van megoldasa, akkor az
az eredetinek is megoldasa, ha pedig nincs, akkor indukcioval van olyan y’, amelyre y’A’ egész, de y’b’ nem.
Ha most a kihagyott komponenst 0-nak vessziik, akkor egy olyan y-t kapunk y’-bdl, amelyre yA egész, de yb
nem az.

Konnyen ellendrizhetd, hogy az eredetivel ekvivalens feladatot kapunk (mind az x, mind az y létezése
szempontjabol), ha az A egy oszlopat egy masik oszlopahoz adjuk vagy abbdl levonjuk. Ezen m{ivelet ismételt
alkalmazasaval (&s esetleges oszlop cserékkel) az A matrix [B, 0] alakra hozhatd, ahol B egész haromszog
matrix (azaz a foatlo elemei felett minden elem 0) és a f6atloban nem nulla elemek allnak. ;
MivelB5'(B,0) = (I,0) egész matrix, a feltevésbdl kvetkezik, hogy B~'b is egész vektor. Igy az x* :=

B~'b

0

A tétel utolsd részéhez tegyiik fel, hogy valamely y’-re y’A egész, de y’b nem. Legyen y” olyan egész vektor,

amelyre y* :=y’ +y” nemnegativ. Mivel y”A &s y”b is egész, igy y*A egész, y*b nem az. e

egész vektorra (B,0)x* = b, azaz AX* =h.

Alapvetd fontossagl az egész poliédereknek a kovetkezd jellemzése.

TETEL 5.1.5 (Edmonds és Giles) Az R := {x : Qx < b} nemiires poliéder (Q,b egész) akkor és csak
akkor egész, ha minden olyan C egész vektorra, amelyre {cX : X € R} feliilrél korldtos, a max{cx : X € R} szdm
egész.

Biz. A feltétel sziikségessége nyilvanvald, igy csak az elegend@ség bizonyitasaval foglalkozunk. Tekintsiik az
R-nek cx-t maximalizalo oldalat és legyen R’ ennek egy minimalis oldala. Az 5.1.3 kovetkezmény miatt R’
a [n_altér, azaz megadhatd {x : Q’x = b’} alakban, ahol Q' az Q bizonyos soraibdl allo részmatrix.

A tételhez azt kell bebizonyitani, hogy R’ tartalmaz egész pontot. Ha indirekt nem tartalmaz, akkor az 5.1.4
tétel alapjan létezik olyan y’ > 0 vektor, amelyre ¢’ := y'Q’ egész, de y’b’ nem. Ekkor tetszGleges x € R’-re
c¢'x =y'(Q'x) = y't, &s tetszdleges x € R-re ¢’x = y'(Q'x) < y’b’, amibdl kivetkezik, hogy a max{c'x : x € R}
az R’ elemein felvétetik &s igy a maximum értéke y’b’. De ez ellentmond a tétel feltevésének, hiszen y’b’ nem
egeész. o
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5.1.3 Teljesen dualisan egészértékl rendszerek

Gyakran az 5.1.5 tételt olyan mddon fogjuk hasznalni, hogy valamely max{cx : Qx < b} linearis pro-
gram dualisarél minden egész c-re kimutatjuk, hogy van egész optimalis megoldasa, feltéve persze, hogy
van egyaltalan optimalis megoldasa. Ekkor a Qx < b rendszert teljesen dudlisan egészértékiinek (to-
tal dual integral: TDI) hivjak. (Ez tehat az egyenlGtlenség-rendszer tulajdonsaga és nem a rendszer altal
definialt poliéderé. Hogy mennyire nem, azt jelzi Giles és Pulleyblank tétele: minden egész poliéder leirhatd
TDI rendszerrel.) llyenkor tehat az 5.1.5 tétel miatt a primal poliéder egész és igy a primal probléemaban
minden c célfliggvényre (nem csak egészre) az optimum, ha véges, gy egész vektoron is felvétetik. A TDI-ség
definicidjabol és az 5.1.5 poli tételbdl kozvetleniil adoédik az alabbi eredmény.

TETEL 5.1.6 (Edmonds és Giles) Egy TDI rendszerrel megadott poliéder egész, ha a feltételi mdtriz és
a korldtozo vektor egész. o

Igen hasznos az alabbi eredmény, amely azt mondja ki, hogy ha egy TDI rendszer egyik egyenlGtlenségét
egyenl@séggel helyettesitjiik, akkor tovabbra is TDI rendszert kapunk. Ebbgl persze kdvetkezik, hogy akarhany

egyenlGtlenséget is egyenldségre cserélhetlink a TDI-ség elrontasa nélkiil.

TETEL 5.1.7 (W. Cook) Amennyiben a {Qx < b,qx < B} rendszer TDI (ahol Q,q,b, B egész), igy a
{Qx < b,qx = B} rendszer is TDI.

Biz. Legyen
P:={x:Qx<b gx<B} &s D={(y.m): yQ+mg=c, >0, y >0}
az eredeti primal illetve dual poliéder. Legyen c olyan egész vektor, amelyre a primal illetve dual
P '={x:Qx<h, gx=B} & D' ={(y,n):yQ+mng=c, y >0}
poliéderek egyike sem Ures. Azt kell igazolnunk, hogy az
m’ :=min{yb+ B : (y,n) € D’} (5.2)

dualis linearis programnak van egészérték (y, ) optimuma.

Ezt elGszor olyan c-kre igazoljuk, amelyekre (5.2)-nek van egy (y’,m’) nemnegativ optimalis megoldasa.
Ekkor (y',m") € D C D’ miatt m’ > min{yb+ np : (y,m) € D} > m'’. Vagyis ilyenkor D egy optimalis eleme
optimalis D’-ben is, ugyanakkor a tétel feltevése szerint D-nek van egészértekd (y, B) optimuma.

Az altalanos eset kdnnyen visszavezethet@ a fentire. Legyen (y’,m’) a D’ egy optimalis megoldasa. Legyen
Calyan egész szam, amelyre A’ := [3 1’ > 0. Legyen c, := ¢ + [glés tekintsik a

De:={(y,N): yQ+Ag=c, y >0}
dualis poliedert. A A = m + [inegfeleltetés egy-egy értelm{i kapcsolatot definial a D’ &s a D; poliéder elemei
kozott (éspedig a D;, nem mas, mint a D’ [-lel tortént eltoltja a B tengely mentén) &sigy yb+Ap = yb+(n+ DB.

Emiatt (y’,\") optimalis eleme Dj-nek, amely nemnegativ, és igy az elsG rész szerint Iétezik (y*,\*) egész
optimuma is Dj-nek. De ekkor m* := A\* — [te (y*, ") egész optimuma D’-nek. e o
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5.2 TU-matrixok: példak, alaptulajdonsagok

Az alabbiakban egy matrixot vagy egy vektort akkor neveziink egésznek vagy egészértékiinek, ha minden
elemiik (komponensiik) egész szam. Gyakran el&fordul, hogy egy linearis egyenl&tlenség-rendszernek egész
megoldasara vagy egy linearis programnak egész optimalis megoldasara van sziikségiink. Bebizonyitottak,
hogy mindkét feladat NP-teljes, igy altalanossagban olyan tipust kerek valaszt nem varhatunk, mint amilyent
a Farkas lemma vagy a dualitas tétel nyQjtott a valds (vagy racionalis) esetre. Specialis feltételi matrixok esetén
azonban szavatolhato egészérték({i megoldas vagy optimum létezése. Ennek messzemend kovetkezményei lesznek
grafokon megfogalmazott optimalizalasi feladatok megértésében.

Valamely Q matrixot akkor neveziink teljesen unimoduldrisnak (TU: totally unimodular), ha minden
aldeterminansa (0, +-1) értékd. Specialisan, ilyen matrix minden eleme 0, +1 vagy —1. Vilagos, hogy TU-matrix
transzponaltja is az. Sorokat vagy oszlopokat —1-gyel szorozva vagy elhagyva ismét TU-matrixot kapunk.
Tovabba, egységvektorokat sorként vagy oszlopként egy TU-matrixhoz illesztve TU-matrixot kapunk. 1gy, ha
a Q TU-matrixot kiegészitjik egy | egység-matrixszal, akkor a keletkez6 (Q, 1) matrix is TU-matrix. Ha Q
TU-matrix, gy (Q, —Q) is az. (De ha mondjuk egy csupa 1 oszloppal egészitjiik ki Q-t, akkor nem feltétlendil
kapunk TU-matrixot: legyen Q az {1,2,3,4} pontokon az {12, 13,14} élekbdl all6 graf 4 x 3-as incidencia
matrixa.)

Ha egy TU-matrix valamely oszlopaban van egy +1-es és egy —1-es elem, (igy az egyik sorat a masikéhoz
adva a keletkez6 matrix ugyan {0, +1}-es lesz, de nem biztosan teljesen unimodularis. Ha viszont ilyen
atalakitasokkal egy oszlopot egységvektorra alakitunk, gy mar sziikségképpen TU-matrixot kapunk, amint
ezt a kovetkezd tétel allitja.

TETEL 5.2.1 Legyen a Q m x n-es TU-mdtriz és 1 a Q egy oszlopa, melyre q1(1) # 0. Legyen e; € R™
az i-edik egységuektor (i =1,...,m). Jelolje Q1 azt a mdtrizot, amelyet akkor kapunk, ha Q-t a q1,€2,...,6m
bdzisban irjuk fel. Ekkor Q1 teljesen unimoduldris.

Biz. Feltehetd, hogy g1 a Q elsd oszlopa. Sorok esetleges negalasaval feltehetd, hogy q:(1) = 1 &s j > 2-re
q1(J) 0 vagy —1. Q; tehat gy all el Q-bodl, hogy a Q elsd sorat hozzaadjuk minden olyan sorahoz, amelynek
elso eleme —1.

Ha a tétel nem igaz, akkor Qi-nek van egy olyan B négyzetes részmatrixa, amelyre |detB| > 2. Az
olyan aldeterminansok értéke a baziscserével nem valtozik, melyek az elsd sorbdl tartalmaznak elemet, igy
B nem ilyen. Mivel Q; elsG oszlopa az elsd elemétdl eltekintve nulla, a B az elsd oszlopbdl sem tartalmaz
elemet. Feltehetjiik, hogy az elst sortdl és az elsd oszloptdl eltekintve B tartalmazza a Q. Osszes sorat &s
oszlopat, mert ha valamelyiket nem tartalmazna, azt egyszeriien kihagyhatjuk Q-bol &s Q1-b6l. Most viszont
detB = detQ; = detQ € {0, £1}, ellentmondas. e

Kovetkezmény 5.2.2 Ha Q egy m rangi M X N-es TU-madatriz, és B a Q egy M X M-es nemszinguldris
részmdtriza, akkor B™'Q teljesen unimoduldris. Specidlisan, eqy (négyzetes) nemszinguldris TU-mdtriz inverze
is teljesen unimoduldris. e

Példaképp, legyen Q egy D = (V,A) iranyitott graf incidencia matrixa, azaz Q sorai a V -nek, oszlopai
E-nek felelnek meg, és az q,,. elem akkor +1 illetve —1, ha az e &l belép illetve kilep v-bdl (egyébként 0). Egy
G = (V,E) graf (pont-él) incidencia matrixaban a soroknak a cstcsok, mig az oszlopoknak az élek felelnek
meg. A matrix egy v cslicshoz és e élhez tartozod eleme akkor 1, ha e egyik végpontja v, kiilonben 0. Tehat az
incidencia matrix minden oszlopaban két darab 1-es elem van.

TETEL 5.2.3 (a) Digrdf incidencia mdtriza teljesen unimoduldris. (b) Pdros grdf incidencia mdtriza teljesen
unimoduldris.

Biz. (a) Vegylink egy Q' négyzetes részmatrixot, amelyrdl be akarjuk latni, hogy determinansa 0, &1. Amen-
nyiben ennek van olyan oszlopa, amelyben legfeljebb csak egy nem-nulla elem van, akkor ezen oszlop szerint
kifejtve a determinanst, indukcioval kész vagyunk. igy feltehetjiik, hogy minden oszlopban pontosan két nem-
nulla van (merthogy tobb nem lehet). Ezek koziil az egyik +1, a masik —1, vagyis a sorokat Osszeadva 0-t
kapunk, azaz Q' sorai linearisan fligggek, igy a determinans 0.

(b) Szorozzuk meg —1-gyel a matrix azon sorait, amelyek a paros graf egyik osztalyaban Iévé pontoknak
felelnek meg. Ekkor egy iranyitott graf incidencia matrixat kapjuk, amir@l az elébb lattuk, hogy TU. e

Feladat 5.1 Igazoljuk, hogy ha egy pdros grdf incidencia mdtrizdt kibévitjik egy csupa egyesekbdl dllo sorral,
akkor TU-mdtrizot kapunk, mig ha az oszlopaihoz veszink eqy csupa egyes oszlopot, akkor az igy keletkezd

mdtrix nem feltételendl TU.

Feladat 5.2 Igazoljuk, hogy eqy D digraf incidencia mdtrizdnak oszlopai akkor és csak akkor linedrisan
fliggetlenek, ha D irdnyitott erdd.
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Hipergrafon egy (V, F) part értunk, ahol V adott alaphalmaz, F pedig V részhalmazainak egy rendszere,
amelyben ugyanaz a részhalmaz tobb példanyban is szerepelhet. Az F tagjai a hipergraf hiperélei. Egy H
hipergrafot akkor nevezziink teljesen unimodularisnak, ha H incidencia matrixa teljesen unimodularis. Ez
egy olyan (0, 1)-értékl matrix, amelyben a soroknak a V elemei felelnek meg, az oszlopoknak az F elemei,
&s a matrix egy eleme pontosan akkor egy, ha az oszlopanak megfeleld hiperél tartalmazza a matrix-elem
soranak megfeleld V -beli elemet. A grafok specialis hipergrafok, ahol minden hiperél kételem(. Ezek koziil mar
lattuk, hogy a paros grafok teljesen unimodularisak. Mas grafok viszont sohasem azok, hiszen egy paratlan
kor incidencia matrixanak determinansa +2.

Mint lattuk, minden D digraf +1-es incidencia matrixa TU. Ezt altalanositja a halézati matrix. Legyen D
olyan iranyitott graf, amely iranyitatlan értelemben Gsszefiiggd és legyen F egy feszitd fa. A Hr matrix sorai az
F éleinek felelnek meg, mig az oszlopai az F-en Kiviili éleknek. Minden uv nem-fa élre a faban egy egyértelmi
(nem feltétlenil iranyitott) Gt vezet v-b8l u-ba. Ennek egy T elemére a méatrix ay . elemét definialjuk 1-nek,
ha f iranya megegyezik az Gtéval és —1-nek, ha azzal ellentétes. A matrix minden mas eleme 0.

Lemma 5.2.1 Hdlézati mdtrix részmdtriza is az. Hdlozati mdtriz sordt vagy oszlopdt —1-gyel szorozva hdldzati
mdtrizot kapunk.

Biz. Egy oszlop eltorlése annak felel meg, hogy a megfeleld nem-fa &It a digrafbol kihagyjuk. Egy sor torlése
annak felel meg, hogy a megfeleld fa-élt a digrafban osszehlzzuk. Egy sor vagy oszlop —1-gyel vald szorzasa

annak felel meg, hogy a megfeleld élt (akar fa-él, akar nem-fa él) atiranyitjuk. e
TETEL 5.2.4 A Hr hdlozati mdtriz teljesen unimoduldris.

Biz. A lemma alapjan elég belatni, hogy egy négyzetes halozati matrix determinansa 0, 1 vagy —1. Tekintslik
a fanak egy v végpontjat. Ha az F fa v-vel szomszédos éléhez tartozd sorban levd nem-nulla elemek o szama
legfeljebb 1, akkor a determinans kifejtési szabaly alapjan indukcioval készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy a > 1,
vagyis v szomszédos legalabb két nem-fa éllel. Atiranyitas miatt feltehetd, hogy ezek koziil pontosan egy van
v felé iranyitva. Legyen ez sv és legyen vt egy masik nem-fa él. Ha az sv-nek megfeleld oszlopot, hozzaadjuk a
vt-nek megfeleld oszlophoz, akkor egyrészt persze a determinans értéke nem valtozik, masrészt ismét halozati
matrixot kapunk, éspedig azé a grafét, amelyben a vt &l helyett az st &l szerepel.

llyen atalakitasokkal egy olyan grafot kaphatunk, amelyben az F feszit@ fa valtozatlan, egyetlen nem-fa él
(nevezetesen sv) szomszédos v-vel, vagyis a hozzatartozd haldzati matrix v-nek megfeleld soraban egy nem-
nulla elem van. llyen halézati matrixrél pedig mar lattuk, hogy a determinansa 0, £1, ugyanakkor a fenti
operaciok nem valtoztattak a determinans abszolUt értékét. e

Kovetkezmény 5.2.5 Egy olyan hipergrdf teljesen unimoduldris, amely eqy irdnyitott fa élhalmazdn van
definidlva és a hiperélek irdnyitott utak. e

Gyakorlat 5.3 Legyen M a G = (V,E) grdf F feszité faja dltal definidlt négyzetes haldzati mdtrixz. Fogal-
mazzuk meg a grdif nyelvén az M invertdlhatosdgdnak a feltételét.

Feladat 5.4 Igazoljuk, hogy az aldbbi mdtrix teljesen unimoduldris, de sem &, sem a transzpondltja nem
hdlozati matrix:

(EPE PO I T g -
t41 1 0 0
i1 0 1 0
701 0 1
10011

5.2.1 Laminaris hipergrafok

Egy hipergrafot laminarisnak mondunk, ha barmely két hiperéle vagy diszjunkt vagy az egyik tartalmazza
a masikat. Példaul, ha F = (V, E) egy s gyoker{ fenyd és minden e = uv €éléhez tekintjiik a v-bdl a fenyGben
elerhetd pontok halmazat, akkor ezen halmazok laminaris rendszert alkotnak. Valojaban ezen allitas meg-
forditasat sem nehéz bebizonyitani, amely szerint minden laminaris halmazrendszer Iényegében ilyen alakban

all eld.

TETEL 5.2.6 A V részhalmazaibdl dllé tetszbleges F lamindris rendszerhez létezik egqy H = (U, F) fenyd
valamint eqy ¢ 1V — U leképezés gy, hogy F tagjai és a fenyd élei 1-1 értelmiten megfelelnek egymdsnak,
éspedig olymddon, hogy tetszbleges € € F élre ™1 (V) az e-nek megfelelé halmaz, ahol V. jeléli a H fenydbdl
az € kihagydsdval keletkezd két komponens kozil azt, amelybe e belép.
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Biz. Feltehetjiik, hogy F tagjai kiilonbtzoek, ha ugyanis egy ilyen laminaris rendszernek mar Iétezik a kivant
fenyG-abrazolasa és az F egy X tagjanak egy Gjabb példanyat bevessziik, akkor a keletkez8 laminéris rend-
szernek gy kaphatjuk meg a Kivant reprezentalasat, hogy X-nek megfeleltetett fenyd élt egy Gj ponttal
felosztjuk.

Azt is feltehetjiik, hogy V minden v eleme benne van F valamelyik tagjaban. Ezek koziil a legsziikebbet
jeldlje a(v). Minden X € F halmaznak feleltessiink meg egy 0j f(X) pontot &s legyen s még egy extra pont.
A keletkezd pontok U halmaza lesz a fenyd ponthalmaza (U-nak tehat eggyel tobb eleme van, mint F-nek).

Készitsiik el az F feny6t az U halmazon a kovetkez6képpen. Az F minden maximalis X tagjara vezessiink
egy élt s-bdl £(X)-be. Amennyiben X az F-nek nem maximalis tagja, Ggy létezik egy egyértelmi legsziikebb
Y € F halmaz, amely tartalmazza X-et. Ebben az esetben vezessiink f(Y )-bdl f(X)-be élt. 'Igy egy H fenyot
kapunk, melynek gytkere a specialis s pont. Végiil minden v € V pontra legyen ¢(v) := f(a(v)). Konnyen

ellendrizhetd, hogy az igy definialt H fenyd és ¢ leképezés kielégiti a tételbeli kivansagokat. e

Legyen F; és F» két laminaris hipergraf az S alaphalmazon. Jeldlje A; (i = 1, 2) az F; incidencia matrixanak
trangzponpltjat. Ebben az oszlopok az S elemeinek felelnek meg, mig a sorok F; elemeinek. Legyen M :=

Aq

Az

TETEL 5.2.7 M teljesen unimoduldris.

Biz. Vegyiik M-nek egy négyzetes részmatrixat. Az ebben IévG egyesek szama szerinti indukcidoval ennek
determinansaroél kimutatjuk, hogy 0 vagy +1. Mivel A; barmely részmatrixa is egy laminaris rendszer incidencia
matrixa (miért?!), igy feltehetjlik, hogy a vizsgalt részmatrix maga M. Ha M-ben minden elem nulla, akkor
persze a determinans is nulla. Ha M-nek van olyan sora vagy oszlopa, amelyben legfeljebb egy nem-nulla elem
van, akkor indukcidval (&s kifejtési szaballyal) készen vagyunk.

Ha F; is &s F; is particio, akkor mind A;, mind A sorainak osszege a csupa 1 vektor, tehat A sorai linearisan
fliggdek, igy det(M) = 0. Tegyik fel, hogy mondjuk F; nem particid. Ekkor van egy olyan minimalis Z tagja,
amely része F; egy masik tagjanak. Ha most F;-nek valamennyi Z-t tartalmazd tagjabol kivonjuk Z-t, ami
azzal ekvivalens (a laminaritas miatt), hogy a megfeleld sorokbdl kivonjuk Z sorat, akkor a determinans értéke
nem valtozik, viszont a keletkez6 matrixban kevesebb egyes szerepel. Miutan a modositott halmazrendszer is
laminaris, indukcidval készen vagyunk. e

Kimutatjuk, hogy valdjaban a két laminaris rendszerhez definialt fenti M matrix halozati matrix.
TETEL 5.2.8 M hdldzati mdtriz (&s gy teljesen unimodularis).

Biz. Legyen F; = (V;, E;) illetve ¢; az F; laminaris rendszert abrazold fenyd illetve leképezés (i = 1, 2), melyek
letezését az 5.2.6 tételben igazoltuk és legyen s; az F; fenyd gyokere. Tegyiik fel, hogy a feny@k diszjunktak.
Egyesitsiik az s; és az s» gyokeret egyetlen s pontta és forditsuk meg az F» feny@ éleinek iranyitasat. Ekkor
egy F iranyitott fat kapunk, amelyben az S alaphalmaz egy v € S eleméhez rendelt ¢2(v) és ¢1(v) pontok
kozott vezetd P (v) Ot iranyitott. A konstrukcidbdl konnyen lathatd, hogy a v elemet az F; U F hipergrafnak
pontosan azon hiperélei tartalmazzak, melyek a P Gt éleinek felelnek meg. Az 5.2.5 kdvetkezmény maga utan
vonja a tételt. o

Gyakorlat 5.5 Igazoljuk, hogy ha F az S két particicjinak egyesitése, akkor az F incidencia mdtriza éppen
egy pdros grdf incidencia mdtrixdnak transzpondltja.

Legyen V alaphalmaznak Xp C Xk két részhalmaza. Az X = (Xk, Xp) part parhalmaznak nevezziik,
melynek Xk a kiilsé tagja, mig Xz a belsd. A parhalmazokon értelmezziik a N és U miiveleteket a természetes
modon: X, Y parhalmazokra legyen XNY = (XxNYx,XsNYg), XUY = (XxUYk, XpUYpg). Azt mondjuk,
hogy X része Y -nak, jeldlésben X C Y, ha Xx CYx s Xp CYg.Ha X CY vagy Y C X, akkor X és Y
osszehasonlithaté. Két parhalmaz metszd, ha nem Osszehasonlithatoak és Xg NYp # 0. Két parhalmaz
keresztez6, ha metszok és kiilst tagjaik egyesitése nem V. Parhalmazok egy rendszere lamindris, ha nincs
kozottiik két metszd. A parhalmazok egy F részhalmazardl azt mondjuk, hogy metszé (keresztezd), ha F
barmely két metsz8 (keresztezd) tagjaval egylitt azok metszete és unidja is F-ben van.

Tegyiik fel, hogy parhalmazok egy F rendszere laminaris. Legyen D = (V, A) iranyitott graf. Azt mondjuk,
hogy egy e iranyitott &l lefog egy X parhalmazt (masszoval, hogy e belép X-be), ha mindkét tagjaba belép.
Készitsiik el az A (0, 1)- matrixot, melynek sorai az F tagjainak, mig oszlopai a D éleinek felelnek meg. Egy

elem akkor 1, ha az oszlopnak megfelel@ &l lefogja a sornak megfeleld parhalmazt.

TETEL 5.2.9 Egy pdrhalmazokbdl dllé lamindris F rendszerhez (specialisan egy laminaris halmazrendszer-
hez) tartozé Ar mdtriz hdldzati mdiriz (€s igy teljesen unimodularis).

Biz. Az F-beli belsd (masodik) tagjai laminaris halmazrendszert alkotnak. Tekintsik az ezt reprezentald F
fenyGt, a D digraf egy tetszbleges e élét és az altala lefogott parhalmazokat. Ezek bels tagjainak megfeleld
feny@ élek iranyitott utat alkotnak. Marpedig egy feny@ bizonyos résztjai altal alkotott hipergraf incidencia
matrixanak transzponaltjarol lattuk mar, hogy halozati matrix. e
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5.2.2 Keresztezés-mentes hipergrafok

Egy alaphalmaz két részhalmazat keresztezés-mentesnek mondjuk, ha vagy diszjunktak, vagy az egyik
tartalmazza a masikat, vagy az unidjuk az alaphalmaz. Egy F halmazcsaladot keresztezés-mentes (Cross-
free) mondunk, ha nincs két keresztez0 tagja.

Példaul, ha adott egy F iranyitott fa (nem feltétleniil fenyd), &s minden e élhez tekintjiik a V. halmazt,
amely a fanak az e elhagyasaval keletkezd azon komponensét jeldli, amelybe e belép, akkor az igy keletkezett
rendszer keresztezés-mentes. Ismét érvényes egyfajta megforditas.

TETEL 5.2.10 AV részhalmazaibdl dllé tetszbleges F keresztezés-mentes rendszerhez létezik egy H = (U, F)
trdnyitott fa valamint V' pontjainak egy ¢ leképezése U-ba gy, hogy F tagjai és a fa élei 1-1 értelmien
megfelelnek egymdsnak, éspedig olymddon, hogy tetszéleges € élre ¢~ (V.) az e-nek megfeleld halmaz F-ben.

Biz. Legyen z az alaphalmaz tetszBleges pontja. 7 minden z-t tartalmazd tagjat helyettesitsik a komple-
menterével. A keletkezG 7' halmazrendszer laminaris. Alkalmazhatjuk az 5.2.6 tételt. A kapott fenySben
forditsunk meg minden olyan élt, amely az eredeti F egy z-t tartalmazd tagja komplementerének felel meg.
Ekkor a Kivant reprezentaciot kapjuk. e

Legyen adott a D = (V,A) iranyitott graf ponthalmazan egy F keresztezés-mentes halmaz-rendszer.
Készitsiik el a Bx (0, +1)-értekd matrixot, melynek sorai az F tagjainak, mig oszlopai a D éleinek felel-

nek meg. Egy elem akkor 1 (illetve —1), ha az oszlopnak megfeleld €l belép (illetve kilép) a sornak megfeleld
halmazba (halmazbol). Minden egyéb elem O.

TETEL 5.2.11 A Br mdtriz hdlézati mdtriz (és igy teljesen unimodularis).

Biz. Az allitas kozvetleniil adodik az 5.2.10 tételbdl. e
Gyakorlat 5.6 Igazoljuk, az 5.2.11 tétel megforditisdt, miszerint minden hdldzati mdtriz eldédll Bx alakban.

Gyakorlat 5.7 Egy F keresztezés-mentes halmazrendszerhez és D = (V, A) digrdfhoz hozzdrendelhetink egy
0 — 1 mdtrizot, amelyben a soroknak az F tagjai, az oszlopoknak D élei felelnek meg, és a mdtriz egy az,e
eleme (Z € F, e € A) akkor 1, ha € belép Z-be, (minden mas esetben 0). Példdval mutassuk meg, hogy ez a
mdtrix nem feltétlenil teljesen unimoduldris.

Bizonyitas nélkiil kozoljuk az alabbi érdekes eredményt.

TETEL Egy D digraf altal meghatarozott haldzati matrix transzponaltja akkor &s csak akkor haldzati matrix,
ha D (iranyitatlan értelemben) sikba rajzolhat6.

5.3 Farkas lemma, dualitas, optimalitasi feltételek TU-matrixokra

Az er6s bazis-megoldas fogalma mar eddig is hasznos volt (mert csak véges sok volt bel@liik, &s mert minden,
a poliéderen feliilrdl korlatos cx célfliggvény esetén max cx er8s bazis-megoldason felvétetett.) E fogalom most
Gjabb fontos szerephez jut.

Lemma 5.8.1 Tetszbleges M T U-mdtrizszal megadott egyenlbtlenség-rendszer esetén, ha ab jobboldali korldtozd
vektor egész, akkor minden erds bdzis-megoldds egész.

C 11
Biz. Legyen M = g és tekintsiik a

Px = bo, QX < by (53)

rendszert. Az Iranymenti korlatossag cimi szakaszban megfigyeltiik, hogy minden er8s bazis-megoldas elgall
valamely M’x’ = b’ egyenletrendszer egyértelml megoldasanak nulla komponensekkel valo kiegészitéseként,
ahol M’ az M egy [(r(M) x (r(M)]-es nem-szingularis részmatrixa és b’ jeldli a b azon részét, amely az M’
sorainak felel meg. Marmost, ha M TU-matrix, akkor a nem-szingularis M’ determinansa +1 vagy —1. A
Cramer szabaly szerint, miutan b’ egész, az egyértelm( x’ megoldas is az. e

Lemma 5.3.2 Legyen c tetszéleges (nem feltétlenll egészértékd) vektor. Barmely M TU-mdtrizszal megadott
K metszet-kipnak, ha van olyan X' eleme, amelyre cX’ > 0, akkor K-nak van ilyen (0, £1)-értékt eleme is.
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I |
(P) és tegylk fel, hogy a K kiip a Px = 0, Qx < 0 rendszer megoldas-halmaza. Mivel x’

pozitiv szamszorosa is K-ban van, feltehetd, hogy X’ maga olyan, hogy minden komponense a [—1, +1] zart
intervallumba esik. Vagyis a

Biz. Legyen M =

(-1,...,-1)<x<(,...,1), Px=0,Qx<0 (5.4)

rendszer altal meghatarozott korlatos poliédernek x’ olyan eleme, amelyre cx’ > 0. Ekkor az operaciokutatasban
tanultak szerint van olyan x* erGs bazis-megoldasa az (5.4) rendszernek, amelyre cx* > cx’. Az 5.3.1 lemma
miatt x* egészértéki, azaz minden komponense 0, +1. e

A Farkas lemma szerint az (5.3) &s az alabbi (5.5) rendszerek koziil pontosan az egyik oldhatd meg. Az
alabbi tétel a Farkas lemma TU-matrixokra vonatkozo élesitését szolgaltatja.
11

P
Q

oldhatd meg és a korldtozo b vektor egész, akkor (5.3)-nek van egész megolddsa is. Ha az

TETEL 5.3.1 Tegyiik fel, hogy az M = matriz teljesen unimoduldris. Ha az (5.3) primdl probléma

y1 >20,yM =0,yb <0 (5.5)

dudlis probléma oldhaté meg, ahol'y = (Yo,Y1), akkor van (0, £1)-értékii y megoldds is (fliggetleniil b egész-
értékiiségetdl).

Biz. A tétel els fele kovetkezik az 5.3.1 lemmabdl, és abbbl a korabbi eredménybdl, hogy ha létezik megoldas,
akkor letezik er8s bazis-megoldas is. A tétel masodik fele pedig az 5.3.2 lemma kozvetlen folyomanya. e

Egy poliédert akkor neveziink egésznek, ha minden oldala tartalmaz egész pontot. Ez nyilvan azzal ekvi-
valens, hogy minden (tartalmazasra nézve) minimalis oldal tartalmaz egész pontot, tovabba azzal (az oldal
definicioja folytan), hogy minden linearis célfliggvény optimuma egész vektoron is felvétetik. Cslgsegpotjeder
esetén a polieder akkor egész, ha minden cslcsa egész. Az alabbi tételek mindegyikében az M = P matrix

Q

teljesen unimodularis &s b egész vektor.

TETEL 5.3.2 Haa max{cx : Px = bg, Qx < by} linedris programozdsi problémdnak létezik megolddsa, akkor
az optimum egész vektoron is felvétetik (figgetlenil attdl, hogy C egészértékii vagy sem). EKvivalens alakban:
minden TU-mdtrix és egész korldatozo vektor dltal megadott poliéder egész.

Biz. Miutan az optimum er@s bazis-megoldason is felvétetik, az 5.3.1 lemmabdl a tétel kovetkezik. o

Az alabbi tételek ugyanigy kovetkeznek a megfeleld linearis programozasi tételekbdl az 5.3.1 &s 5.3.2
lemmak segitségével.

TETEL 5.3.3 Tegyiik fel, hogy R = {x : Px =ho, Qx < by} nemiires. A kévetkez6k ekvivalensek.

(1) {cx : x € R} feliilrél korldtos.

(2) Nem létezik olyan (0, x£1)-értékii X' vektor, amelyre Px' = 0,Qx’ < 0, és cx’ > 0.

(3) Létezik olyan 'y = (Yo, Y1) vektor, amelyre y1 > 0 és yM =c, és amely egész, amennyiben C egész. o

TETEL 5.3.4 Legyen X* az R := {X : Px = by, Qx < b))} poliéder egy eleme. Jelslje Q;a Q aktiv
részmdtrizdt. A kovetkezék ekvivalensek.
(1) X* mazximalizalja cX-t R folott.
(2) Nem létezik olyan (0, £1)-értékii X' vektor, amelyre Px’ =0, Q%' <0, és cx’ > 0.
(3) Létezik olyan'y = (Yo,Y1) vektor, amelyre y1 > 0, yYM = ¢, y(b — Mx*) = 0, és y egész, amennyiben C
egész. ®
Gyakran (bar nem mindig) a teljesen dualis egészértékiiség az alabbi tulajdonsagon malik.

Lemma 5.3.3 Tegyiik fel, hogy a {P X = by, QX < b1} rendszer olyan, hogy minden egész C-re, amelyre max cX
létezik, a

min{boyo -+ b1y1 Y1 > O,yoP + le = C} I__(_5_I6tl
dudlis linedris programnak van olyan Y* optimuma, amelyre a P és Q azon soraibdl dllé M’ = g,
részmdtriz, melyek az Y* nem nulla komponenseinek felelnek meg, teljesen unimoduldris. Ekkor a {PXx =
bo, @x < b} rendszer TDI.

Biz. Az M’ teljes unimodularitasa miatt a min{bgyy + biy; : y; > 0,yoP’ +yi1Q’ = c} linearis programnak
van egész optimuma, amit nulla komponensekkel kiegészitve az (5.6) egy egész optimumat kapjuk. e
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5.4 Kerekités és egyenletes szinezés
5.4.1 KerekKités

Akkor mondjuk, hogy egy z egész szam az x szam kerekitése, ha [x — z| < 1. (Tehat az 1,01-nak az 1 és a
2 is kerekitése.) Ez specialisan azt jelenti, hogy ha x egész, akkor x = z. A z vektor az X vektor kerekitése,
ha minden komponense kerekités. Egy x nem-egész szam |x| alsd egész részén a legnagyobb x-nél kisebb
egész szamot értjik, mig [x] felsd egész részen a legkisebb x-nél nagyob szamot. Egész x-re |x] := [X] := X.
Amennyiben x egy vektort jelol, Ggy |x| azt a vektort jeldli, amelyet x-b8l nyerlink a komponenseinek alsd
egész részét véve. Az x vektor [x] felsd egész részét analog modon definialjuk.

Lemma 5.4.1 Legyen A teljesen unimoduldris mdtriz és Xo eqy vektor. Ekkor létezik egy olyan q egészértéki
vektor, amelyre |Xo| < q < [Xo] és |[AXo] < Aq < [AXo]. Mds szdval az Xo-nak van olyan q kerekitése, hogy
az A minden a sordra aq kerekitése aXo-nak.

Biz. A feltevés szerint az [Xo| <z < [Xo] & |[AXo] < Az < [AXq]| rendszernek van megoldasa, igy az 5.3.1
tétel szerint van egész megoldasa is. e

Erdemes megfogalmazni az alabbi kdvetkezményt: Ha (S, F) teljesen unimodularis hipergijaf, tgy barmely
Xo : S — Ryfdggvénynek [etezik olyan q kerekitése, hogy minden A € F hiperélre a  [q(v) : v € A] szam
kerekitése  [xo(V) : v € Al-nak.

TETEL 5.4.1 Tetszéleges M x nN-es B mdtriznak van olyan kerekitése, hogy a kovetkezé mennyiségek mind
egynél kevesebbel wvdltoznak: minden sordsszeg, minden oszlopdsszeg, az elsé j sor elemeinek dsszege (j =
1,2,...,m), az elsd i oszlop elemeinek dsszege (i = 1,2,...,n).

Biz. Legyen S a B matrix mez8inek halmaza. B minden sorahoz legyen a sorban 1évé mez6k halmaza tagja
Fi-nek valamint minden i-re (2 < i < m) az els8 i sor mezBinek halmaza legyen tagja F:-nek (0sszesen tehat
2m — 1 tagja van Fi-ben). F> analdg modon van definialva az oszlopok segitségével. Ekkor F; laminaris, igy
az 5.2.7 tétel és az 5.4.1 lemma alapjan készen vagyunk. e

TETEL 5.4.2 Egy X1, ...Xn sorozat elemeinek létezik olyan z1, ..., Zyn kerekitése, hogy minden 1 <i<j <n
indexre a Z; + ...+ Z; Osszeg kerekitése az X; + ...+ X; dsszegnek.

Biz. A {vi,...,v,} alaphalmazon tekintsiik azt a hipergrafot, melynek élei a {v;,...,v;} tipusi halmazok
minden 1 <i < j < nindex parra. Amint mar lattuk, ez a hipergraf teljesen unimodularis, igy az 5.4.1 lemma
alkalmazhatd. e

5.4.2 Egyenletes szinezések
A teljesen unimodularis matrixok egy masik érdekes alkalmazasa hipergrafok egyenletes szinezésével foglalkozik.

TETEL 5.4.3 Legyen A TU-mdtriz, b egész vektor, K pozitiv egész. Legyen Z olyan egész vektor, amelyre
Az < Kkb. Ekkor z elédll olyan 21,22,...,2; egész vektorok dsszegeként, melyekre Az; < b.

Biz. k szerinti indukcid alapjan elég egy olyan egész z; egész vektort talalni, amelyre Az; <bés A(z—2z1) <
(k — 1)b. Ugyanis ilyen z; Iétezése esetén z’ := z — z; olyan, amelyre Az’ < (k — 1)b &s az indukcios feltevés
alkalmazhatd (k — 1)-re.

A fenti z; létezéséhez csak azt kell latni, hogy az Az — (k — 1)b < Ax < b poliédernek van egész pontja. A
poliéder mindenesetre nemiires, hiszen z/k benne van. Tovabba a feltételek egy TU-matrixszal adhatok meg,
igy létezik a kivant egész pont is. e

A fenti tétel kiterjeszthetd arra az esetre, amikor z nemnegativitasat is megkoveteljik, és az Ax-re nemcsak
fels6 korlat van, hanem alsb is. Valéban, ha A TU-matrix, akkor az (A, —A, I) matrix is teljesen unimodularis.
Kapjuk a kovetkezot.

Kovetkezmény 5.4.4 Ha z > 0 olyan egész vektor, amelyre kby < Az < kbs, akkor z felbomlik olyan
Z1,22,...,2Zk egész vektorok 0sszegére, melyekre z; > 0, és by < Az; < hs. e

Ezt felhasznalhatjuk TU-matrixok oszlopainak egyenletes k-szinezésére. Az A oszlopainak egy particidjat
(,,sZinezését™) Ai,Aq, ..., A részre akkor nevezziik egyenletesnek, ha A minden a sorara érvényes, hogy
a sornak az egyes A; részekbe esd elemeinek Gsszege minden A;-re Iényegében ugyanaz, tehat |e,a/k] vagy
[ena/k].

TETEL 5.4.5 Az A TU-mdtriz oszlopainak létezik egyenletes K-szinezése.

Biz. Legyen d az A oszlopainak az Osszege. Legyen by := |d/K]|,bs := [d/K]. EKkkor a z := 1 benne van a
{kb; < Ax < kbg, x > 0} poliéderben. Az eldbbi kbvetkezmény szerint z felbomlik z,, z,, .. ., zi egész vektorok
Osszegére, melyekre z; > 0, &s by < Az; < hs. Vilagos, hogy a z;-k (0, 1)-vektorok. Legyen A; az oszlopoknak
azon halmaza, melyeknek megfeleld komponense z;-nek 1. Ezek éppen a kivant egyenletes szinezést adjak. e
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Egy alkalmazas

Kovetkezmény 5.4.6 Adott egy F irdnyitott fa (specidlis esetben irdnyitott ut) és F irdnyitott részutjainak
eqy P .= {P1,...,P:} rendszere, ahol minden utat F -élek egy részhalmazdnak tekintink. P tagjai megszinez-
heték k szinnel (minden k pozitiv egészre) gy, hogy F minden e élére az e-t tartalmazd egyszini utak
szdma minden szinre lényegében ugyanannyi, ahol a ,,lényegében ugyanannyi” azt jelenti, hogy barmely két
szinosztdlyra az eltérés legfeljebb egy lehet. o

Ha a haldzati matrix transzponaltjara alkalmazzuk az egyenletes szinezési tételt, akkor a kovetkez6t kapjuk.

Kovetkezmény 5.4.7 Adott egy F irdnyitott fa és F irdnyitott részitjainak egy P := {P1, ..., P} rendszere,
ahol minden utat F-élek egy részhalmazdnak tekintink. Az F élei megszinezheték K szinnel (minden k pozitiv
egészre) gy, hogy P minden tagjdban a szinek lényegében egyenletes szdmban fordulnak eld. o

Feladat 5.8 Egyszerii mohd algoritmus megaddsdval kézvetlenil bizonyitsuk be az 5.4.7 kovetkezményt.

Az 5.4.5 tétel paros grafokra vonatkozd kovetkezményeit az 5.6.6 tételben targyaljuk majd.

5.5 TU-matrixok jellemzése

Amint mar lattuk, minden TU-matrixszal meghatarozott poliéder egész, amennyiben a korlatozo vektor egész.
Mivel az egész poliéderek hasznosak kombinatorikus optimalizalasi feladatok megoldasaban, felvet6dik, hogy
leteznek-e altalanosabb matrixok ezzel a tulajdonsaggal. Az alabbi tétel szerint a valasz egyfajta értelemben
nemleges.

TETEL 5.5.1 (Hoffman és Kruskal) A Q egész mdtriz akkor és csak akkor teljesen unimoduldris, ha min-
den egész b vektorra az Ry := {X : x > 0,Qx < b} poliéder egész.

Biz. Legyen b olyan, hogy R, nem lires. Azt mar tanultuk, hogy R, egész. A megforditashoz indirekt tegyiik
fel, hogy létezik Q-nak egy Q' négyzetes részmatrixa, amelyre |detQ’| > 2. Feltessziik, hogy Q' minimalis,
azaz Q' minden valodi aldeterminansa 0, &1 érteka.

Allitas 5.5.1 Tetszbleges b egész vektorra a Q'X' =1 rendszer egyértelmd Xyomegolddsa egés.

Biz. ElGszor csak az olyan b’ vektorokra igazoljuk az allitast, amelyekre x,—=> 0. Jeldlje x* azt a vektort,
amelyet az x,onullakkal torténd kiegészitésével nyeriink. A b’-t alkalmasan nagy (egész) komponensekkel
kiegészitve olyan b vektort kapunk, amelyre x* kielégiti a Qx < b, x > 0 rendszert, azaz x* benne van R,-ben,
és igy az elGallitas miatt annak cslicsa. A tétel feltevése szerint x* egész, &s igy X,cis az.

Altalanos b'-re legyen z’ olyan egész vektor, amelyre x,0+ z" > 0. Ekkor b” :=b' + Q'z' = Q' (X,+ 2')
olyan, hogy a Q'x’ = b” egyértelm{ x,c+ z’ megoldasa nemnegativ, igy az elsg rész szerint egész, de akkor z’

egészértéklisege miatt x,cis az. e

Mivel Q' nemszingularis, igy az elsg sora szerint kifejtve az egyik tag, mondjuk a gi,:-hez tartozd, nem
nulla. Legyen most b’ = (1,0, ...0) egy egységvektor. Ekkor a Cramer szabaly szerint x,—elsG komponense a

Q’ egy aldeterminansanak, ami +1 érték, és det Q’-nek a hanyadosa, s ezért nem egész, ellentmondasban az
Allitassal. o o

Megjegyzés A Hol[mhan-Kruskal tételt kézenfekvdnek lehet érezni. Ertékét talan még jobban kiemeli, hogy
a hasonloképp természetesnek tling azon allitas, miszerint egy Q négyzetes egész matrix akkor &s csak akkor
TU, ha minden b egész vektorra a Qx = b egyértelm{i megoldasa egész, nem igaz, amint azt az a 3 x 3-as

matrix példazza, amelynek sorai (1, 1,1), (-1,1,0), (1,0,0).

Bemutatjuk a TU-matrixoknak még egy hasznos jellemzését. Az 5.4.5 tételben lattuk mar, hogy TU-
matrixok oszlopai egyenletesen k-szinezhetok. Kérdés, hogy ez a tulajdonsag mennyire a csak TU-matrixok
sajatja. Az alabbi tétel szerint, mar az egyenletes 2-szinezhet8séghtl is kovetkezik a TU-sag. Az oszlopok

egyenletes 2-szinezhetdségének azt az ekvivalens definiciojat hasznaljuk, amely egy olyan z {+1}-es vektor
letezéset koveteli, amelyre Qz {0, £1}-es vektor.

TETEL 5.5.2 (Ghouila-Houri) (ejtsd: Gujla-Gri) Egy Q mdtriz akkor és csak akkor teljesen unimoduldris,
ha oszlapainak bdrmely részhalmaza egyenletesen 2-szinezhetd.
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Biz. TU-matrix egyenletes k-szinezhet@ségét mar lattuk korabban, igy csak a forditott irannyal foglalkozunk.
Megjegyezziik, hogy ha kihagyjuk Q néhany sorat, akkor Q oszlopainak egy egyenletes 2-szinezése automatiku-
san egyenletes 2-szinezése a maradéknak. Igy Q mindenesetre {0, +-1}-es matrix.

Tegytk fel, hogy Q minimalis méreti ellenpélda. Ekkor tehat Q nem TU, de minden valddi részmatrixa
az. Ezért Q négyzetes matrix, amelyre K := detQ ¢ {0,+1}. Igy Q nem egyelem{i és Q minden valodi
aldeterminansa {0, £1} értékd. Tekintsiik a Q matrix Q! inverzét. A Cramer szabaly szerint

Q™' minden nem-nulla eleme =+ 1/K alaki. (5.7)

Legyen q; a Q™! els6 oszlopa és jeldlje R azon j indexek halmazat, melyekre gi(j) # 0. Jeldlje ;q a Q
matrix i-dik sorat és e; = (1,0, ...,0) az elsd egységvektort. Mivel minden i > 2 indexre ;qq; = 0, ezért (5.7)
miatt a ;q sornak paros sok olyan g;; nem-nulla eleme van, amelyre j € R.

A feltevés szerint a Q matrix R-hez tartozd oszlopai egyenletesen 2-szinezhetok, vagyis Iétezik egy olyan
z {0, +1}-es vektor, amelyre Qz {0, +1} @értéki &s z(j) pontosan akkor nem nulla, ha j € R. Az elGbbi
paritasi megfigyelés miatt minden i > 2-re ;qz = 0. De ekkor 1qz # 0, mert kiilonben Qz = 0 volna,
ellentmondasban | det Q| > 2-vel. z esetleges negalasaval feltehetjiik, hogy 19z = 1, vagyis Qz = eq, és emiatt
z = qf, ellentmondasban az (5.7) tulajdonsaggal. e

2013. januar 28. file: dtua
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5.6 Paros grafok és linearis programozas

Mi allhat annak hatterében, hogy paros grafok parositasaival, iranyitott grafokban pedig utakkal, folyamokkal,
aramokkal kapcsolatban megannyi szép tételt lehet megfogalmazni &s igazolni? Miként lehet ilyen tételeket
megsejteni? Ebben és a kovetkezd részben megmutatjuk, hogy a szobanforgd halozati optimalizalasi feladatok
egy olyan linearis programként irhatok fel, amelyben a feltételi matrix teljesen unimodularis. Kideriil, hogy
a tételek mindegyike Ggy tekinthetd, mint egy linearis programozasi tétel (Farkas lemma, korlatossagi tétel,
optimalitasi feltétel, dualitas tétel) TU-matrixokra felirt alakjanak specialis esete. Ennek a felismerésnek nem
csak az a haszna, hogy mar igazolt tételekre Gjabb bizonyitast nyeriink, hanem olyan hatékony eszkoz birtokaba
jutunk altala, amely altalanosabb ilyen irany( tételek megsejtésére és bizonyitasara is alkalmas.
A csupa egyesbdl allo j-dimenzids vektort e; jeloli, mig a j - j-es identitas matrixot I;.

5.6.1 Paros grafok: optimalis részgrafok
Optimalis parositasok

ElGszor levezetjiik KSnig mar megismert tételét:

TETEL 5.6.1 (Kénig) A G = (S,T;E) pdros grdfban a figgetlen élek mazimdlis v szdma egyenld az éleket
lefogo pontok minimdlis T szdmdval.

Biz. A graf pontjainak szamat jeldlje p az élek szamat q. A paros graf incidencia matrixat jeldlje A, amelyben
a soroknak a graf pontjai, az oszlopoknak a graf élei felelnek meg. Ekkor tehat A egy p x g méretd (0, 1)-matrix.
Tekintstik a kovetkezd primal-dual linearis program part:

max{e,Xx : Ax < e,, X > 0}, (5.8)

min{e,y : YA > e,y > 0}. (5.9)

Az 5.3.2 tétel szerint mindkét programnak az optimuma egész vektoron felvétetik. Jeloljiik ezeket rendre xo-
lal &s yo-lal. (5.8) minden egészértékl megoldasa (0, 1)-értékd, és rogton latszik, hogy (5.9) minden optimalis
egészértékd megoldasa is (0, 1)-értekd. Legyen M azon &lek halmaza, melyeken x, az 1 értéket vesz fel, &s
legyen L azon pontok halmaza, amelyeken y, egyet vesz fel. Az Ax < e, feltétel azt jelenti, hogy M parositas
a grafban, mig az yA > e, feltétel azt jelenti, hogy L az éleket lefogd pontrendszer. A primal és dual optimum

értékek egyenldsége pedig azt jelenti, hogy |[M| = |L|, ami a célunk volt. e

E bizonyitas kapcsan azt mondhatjuk, hogy a Konig tétel nem mas, mint a dualitas tétel TU-matrixokra
vonatkozb egészérték(i alakja abban a specialis esetben, amikor a feltételi matrix a paros graf incidencia
matrixa, mig a korlatozd vektor és a célfliggvény a (megfeleld dimenzids) azonosan 1 vektor. Természetesen a
primal programban az azonosan 1 célfliggvény helyett valaszthatunk tetszdleges c célfiiggvényt. Ekkor a fenti

megkozelités Egervary tételének kovetkezd valtozatat adja.

TETEL 5.6.2 Pdros grdfban egy pdrositds mazimdlis silya egyenld min{ vey V) T > 0, m(u) + m(v) >
c(uv) minden uv élre}. Ha C egészértékd, az optimdlis T is vdlaszthatd egészértékinek. o

Melléktermékként kapjuk:
TETEL 5.6.3 A G pdros graf A incidencia mdtrizaval felirt
{X:Ax <ep,x >0} (5.10)
poliéder egész, amelynek csicsai pontosan a grdf pdrositasainak incidencia vektorai. o

Egy graf parositds politopja a parositasok incidencia vektorainak konvex burka. A linearis programozasban
tanultak szerint tetszGleges politop (korlatos) poliéder, azaz felirhatd egy linearis egyenltlenség-rendszer
megoldashalmazaként. Az 5.6.3 tétel az (5.10) rendszerrel tehat konkrétan megadja a parositas politop poliéderként
torténd elGallitasat. (Ezek miatt nem okozhat félreértést, hogy a parositas politopot gyakran parositas poliédernek
hivjak.) Megjegyzendd, hogy tetszBleges grafra is a parositas politop mindig része a (5.10) poliédernek, de
ilyenkor lehet valodi része.

Nevezziink egy matrixot bisztochasztikusnak, ha négyzetes, nemnegativ &s minden sorgsszege valamint
minden oszlopOsszege egy. Legegyszer{ibb bisztochasztikus matrixok a permutéacié matrixok, melyeknek min-
den eleme 0 vagy 1 & minden oszlopaban &s minden soraban pontosan egy darab egyes van. Permutacio
matrixok konvex kombinacidja is bisztochasztikus. A kovetkezd tétel f6 mondanivaldja az, hogy valbjaban

minden bisztochasztikus matrix el@all ilyen alakban.
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TETEL 5.6.4 (Birkhoff és Neumann) FEgy mdtriz akkor és csak akkor bisztochasztikus, ha permutdcid
madtrizok konver kombindcidja.

Biz. Egy B n x n-es matrix megfelel egy G n x n-es teljes paros graf élhalmazan értelmezett x5 vektornak.
Figyeljiik meg, hogy a permutacidé matrixok éppen a teljes parositasoknak felelnek meg. Ha B bisztochasztikus,
akkor Axp =e,2,Xp > 0, azaz xp benne van a G parositas poliéderében, vagyis eldall parositasok (incidencia

vektorainak) konvex kombinacitjaként. tehat B el6all permutéacio marixok konvex kombinacitjaként. e

Természetesen megkaphatjuk Egervary tételét, s6t most mar belefoglaljuk azt az esetet is, amikor a sGlyfiliggvény
nem egész.

TETEL 5.6.5 (Egervary) A G = (S,T;E) teljes pdrositdssal rendelkezd pdros grdfban a ¢ > 0 sulyfiggvényre
vonatkozé maximadlis sulyd teljes pdrositds V. sulya egyenld a sulyozott lefogdsok minimdlis T. Osszértékével.

Amennyiben G teljes pdros graf, ugy az optimdlis siulyozott lefogas vdlaszthaté nemmnegativnak is. Amennyiben

C egészértéki az optimdlis sulyozott lefogds is vdlaszthats annak.

Biz. A fenti megkozelitéshez képest csak annyit kell valtoztatni, hogy az Ax < e, egyenl@tlenség rend-
szer helyett az Ax = e, egyenletrendszert kell venniink. Ekkor persze a dualisban a valtozdkra nincs nem-
negativitas elirva. A teljes paros graf esetén azért igaz mégis, hogy az optimalis dualis megoldas valaszthatd
nemnegativnak, mert ilyenkor az {maxcx : Ax < e,, X > 0} linearis program optiméalis megoldasa ¢ nem neg-
ativitasa valamint a paros graf teljessége miatt mindig teljes parositason is felvétetik, marpedig ezen linearis
program dualisaban a valtozok nemnegativak. e

Mi torténik, ha adott k-ra a pontosan k él{ parositasok maximalis stlyara szeretnénk tételt kapni? Miutan
egy paros graf incidenciamatrixat egy csupa egyes sorral kiegészitve tovabbra is TU-matrixot kapunk (figyelem:
csupa egyes oszloppal vald kiegészitéssel nem), igy a kovetkezd primal-dual linearis program par megadja a
valaszt: max{cx : Ax < ep,e,x = k} & min{me, + ka : mTA + ae, > ¢, > 0}. A primal optimum tehat
egészértékd, és igy sziikségképpen egy k elem{ parositas incidencia vektora. A dual optimum is egészértéekd,
feltéve, hogy c az.

Paros graf fokszamkorlatozott részgrafjai: a szallitasi problema

Tovabbi altalanositasokat kaphatunk, ha a primal feladatban a jobboldalt valamilyen (nem-negativ) b vektor-
nak valasztjuk. Ennek az a kombinatorikus jelentése, hogy a paros grafban maximalis stly( fokszam-korlatozott
részgrafot kerestink. Természetesen alsd korlatokat is kitlizhetlink a fokszamokra, mint ahogy korlatozhatjuk
alulrdl és feliilrdl azt is, hogy egy élt hany példanyban vehetiink be a keresett részgrafba (megint csak ami-
att, hogy az incidencia matrixot egy csupa egyes sorral kiegészitva TU-matrixot kapunk). Valbdjaban nem is
érdemes explicit megfogalmazni a kiilonb6z6 lehet@ségekre vonatkozd min-max tételeket, mert a dualitas tétel
s a paros graf incidencia matrixanak teljes unimodularitasa mar magaban hordozza a sziikséges informaciot.

Emlékeztetiink, hogy korabban ezen feladatok korét neveztiik szallitasi problémanak.

Feladat 5.9 Mikor létezik egy pdros grifnak egy N és eqy K részgrdfja gy, hogy minden csicsban az N
fokszdma pontosan eggyel nagyobb, mint K fokszama?

5.6.2 Paros grafok: élszinezések

Kozismert Konig élszinezési tétele, amely szerint minden A-regularis paros graf élhalmaza felbomlik A élidegen
teljes parositasra. (Ez kozvetleniil levezethetd indukcidval, vagy esetleg a Hall tételre tamaszkodva). Ugyanak-
kor a TU-matrixokra vonatkozb 5.4.5 egyenletes szinezési tételbdl sokkal altalanosabb eredmény nyerhetd. Az
élszinezési tételt néha kicsit altalanosabban fogalmazzak meg: Ha egy pdros grdfban a mazimdlis fokszdm A\,
akkor az éleket meg lehet I\ szinnel szinezni ugy, hogy minden csicsba kiilonbozé szinid élek futnak.

TETEL 5.6.6 Egy G = (S, T;E) pdros grdf éleit meg lehet K szinnel dgy szinezni, hogy minden V csicsra
és mindegyik j szinre (j = 1,...,K) a v-be mend d(v) darab €l kézul [d(v)/K| vagy [d(vV)/K] darab szine
J. Rdaddsul még azt is megkivetelhetjik, hogy minden szinosztdly mérete kézel ugyanakkora legyen, vagyis
LIEI/K] vagy [|E[/K].

Ha k-t a maximalis A fokszamnak valasztjuk, akkor megkapjuk Konig élszinezési tételét, amely szerint paros
graf kromatikus indexe (€lszinezési szama) a maximalis fokszammal egyenld. Ha k-t a minimalis 6 fokszamnak
valasztjuk, akkor Gupta egy tételét kapjuk, amely szerint G paros graf élhalmaza felbonthatd & részre gy,
hogy mindegyik rész fedi az osszes pontot. e

A linearis programozasi megkozelités eredményességét egy kevésbé kozismert tételen is bemutatjuk.
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TETEL 5.6.7 (Folkman és Fulkerson) Egy G = (S,T;E) pdros grdfban akkor és csak akkor létezik [
darab élidegen K éld pdrositds, ha
ic(Z) > Qk+2| - |u)) (5.11)

fenndll U ;== SUT minden Z részhalmazdra, ahol ic(Z) jeloli a Z dltal feszitett élek szdmdt.

Biz. Mivel egy M parositas legfeljebb |U| — |Z] olyan &It tartalmaz, amelynek legalabb egyik végpontja nincs
Z-ben, igy legalabb M| — (JU| — |Z]|) darab |Z| altal feszitett &It tartalmaz. Igy, ha létezik Cdarab k élt
parositas, akkor Z legalabb [k + |Z| — |U]) élt feszit, vagyis (5.11) szlikséges.

Az elegend@séghez jeldlje A a paros graf pont-él incidencia marixat, p a csiicsok szamat, q az élek szamat. Az
xe, s ye, skalarszorzatot szemléletesebben X(B)-vel illetve y(B)-vel jeloljiik, mig a me,-t (0 )-val. Tekintstik
a

max {k(#): x>0, Ax < [Jl,x <1} (5.12)
primal és a
min {{IQ) +y(B) : (m,y) >0, TA+y >1} (5.13)
dualis linearis programot, ahol m : U — R4 az A sorainak megfeleld dualis valtozok vektora, migy : E — R
az |, sorainak megfeleléké. Az A matrix TU-saga miatt mind a primal, mind a dual optimum egész vektoron
felvétetik, s6t (0, 1) vektoron is, hiszen a primal feltételek kozott explicit szerepel a 0 < x < 1 kikotés, mig a
dualisban a jobboldalon azonosan 1 all, igy egy optimalis (1, y) vektor minden komponense legfeljebb 1.

Amennyiben a (dualitas tétel miatt létezd) kozos optimum-érték legalabb k[ Iigy a (0, 1)-értekd optimalis
primal vektor 1 értékd komponensei egy olyan legalabb k[EIG G’ = (U,E’) részgrafot hataroznak meg,
amelyben minden pont foka legfeljebb [CElek esetleges térlésével elérhetjiik, hogy G’ pontosan k Cdlarab élbdl
alljon. Az 5.6.6 tétel miatt E’ felbomlik Cdlarab parositasra, amelyben mindegyik parositas kozel egyforma
meéret(, és gy sziikségképpen pontosan k elemdi.

Tételezziik most fel, hogy a kozos optimum értéke kisebb, mint k[ JEkkor letezik egy (0, 1) értékd (m,y)
dualis optimalis megoldas, amelyre Oi(U) + y(H) < k[ eldlje Z a graf azon v pontjainak halmazat, melyekre
m(v) = 0. A dualis feltételek miatt minden Z altal feszitett e élre y(e) = 1, &s ezért i¢(Z) < Y(H). Miutan
@) = |U| —|Z|, gy [QU| — |Z]) + ic(Z) < [+ @) + ¥(H) < k[ kllentmondasban a (5.11) feltétellel. o

Megjegyzés Szub- illetve szupermodularis fliggvények gyakran szerepelnek kiilonféle sziikséges és ele-
gendd feltételekben (példaul Hall tételében az X halmaz szomszédainak elemszamat jelold |F(X)| fliggvény
szubmoduléris, és err8l koveteljuk meg, hogy legalabb |X| legyen). Altalaban a szubmodularis fliggvények
fels6 korlatként szerepelnek, mig a szupermodularis fliggvények alsoként. (Példaul grafelméletben bizonyitott
eredmény, hogy egy 2-élosszefiiggd grdfnak akkor és csak akkor van olyan erdsen dsszefiiggd irdnyitdsa, amely-
ben minden Vv csics befoka legfeljebb egy elére megadott g(v) érték, ha g(X) > i(X) + ¢(X) a csicsok minden
nemdtires X részhalmazdra, ahol c(X) az X elhagydsdval keletkezd komponensek szdma. 1tt az i(X) + c(X)
fliggvény szupermodularis.)

Ebben a tiikorben furcsa, hogy a szupermodularis i fiiggvény az (5.11) feltételben fels6 korlatként szerepel.
Valbdjaban a szokasos N és U miiveletek helyett bevezethetilink a paros graf részhalmazain egy masik halét a
kovetkezd miveletekkel: legyen X AY := (XNY NS)U((XUY)NT)es X VY = (XUY)NS)UXNY NT).
Kimutathatd, hogy ezekre nézve az i fliggvény mar szubmodularis.

2013. januar 28. file: dopt dtub
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5.7 Halodzati optimalizalas és linearis programozas

Ebben a részben attekintjiik a potencialokra utakra, folyamokra és aramokra vonatkozo tételek linearis pro-
gramozasi kapcsolatat.

5.7.1 Megengedett potencialok, legolcsdbb utak

Legyen D = (V, A) iranyitott graf, melynek (0, 1, —1)-es incidencia matrixat jeldlje Q. Egy m: V — R vektort
akkor neveztiink a ¢ : A — R koltségfliggvényre nézve megengedett potencialnak, ha m(v) — m(u) < c(uv)
fennall minden uv € A &lre. Figyeljik meg, hogy egy m vektor pontosan akkor megengedett potencial, ha
mQ < c. Egy x: A — R vektor pedig pontosan akkor aram, ha Qx = 0. Megmutatjuk, hogy a megengedett
potencial létezésére vonatkozd tétel rogton kovetkezik a Farkas lemma TU-matrixokra vonatkozd élesebb
alakjabol.

TETEL 5.7.1 Adott ¢ : A — R koltség-fiigguényre akkor és csak akkor létezik olyan m : V. — R vektor,
amelyre T(v) — 1(u) < c(uv) minden e = uv € A élre, ha ¢ konzervativ, azaz ha nem létezik negativ koltségi
wranyitott kor. Amennyiben C egészértékd, ugy a potencidal is vdlaszthaté annak.

Biz. A Q matrix transzponaltja teljesen unimodularis, igy a 5.3.1 tétel miatt vagy létezik a mQ < c rendszernek
megoldasa (amely egész, ha c az), vagy pedig a dualis {Qx = 0,x > 0, cx < 0} rendszernek letezik egy (0, £1)-
es megoldasa. Az els6 eset épp egy megengedett potencial Iétezését jelenti, mig a masodik esetben, x > 0 miatt,

x egy (0,1) értékd, negativ koltsegl aram, amely élidegen korokre bomlik, és igy e korok egyike is negativ. e

A dualitas tétel TU-matrixokra vonatkozd élesitett alakjabdl konnyen levezethetd a legolcsdbb utakra
vonatkozo alabbi eredmény is.

TETEL 5.7.2 Konzervativ ¢ kéliségfigguény esetén az S-bél t-be vezetd utak kéliségének 1.(t) minimuma
egyenld T(t) — 1(S) mazimumdval, ahol a mazimum az 0sszes megengedett T potencidlon veendd.

Biz. Tegyiik fel, hogy a Q matrix elsd & masodik sora felel meg az s illetve a t pontnak. Tekintsiik a
max{m(t) — n(s) : nQ < c} linearis programot. Ennek dualisa min{cx : Qx = (-1, +1,0,0,...,0),x > 0}. A
primal program optimalis megoldasa épp a tétlben szerepld maximum. Mivel Q TU-matrix, igy a 5.3.2 tétel mi-
att létezik egészértékd optimalis m is, ha ¢ egész. A dualis programnak az 5.3.2 szerint a ¢ egészértékliségétol
fliggetleniil létezik egy x* egészértékl optimuma. Figyeljik meg, hogy a Qx = (-1,+1,0,0,...,0),x > 0
megoldasai éppen az egy nagysagi folyamok. Mivel x* egészérték, igy eldall, mint egy Gt és iranyitott korok
(incidencia vektorainak) nemnegativ kombinacidjaként. De ¢ konzervativitasa miatt a korok koltsége nem-
negativ, gy ezeket kihagyva feltehetjiik, hogy x* egy st Gt incidencia vektora. e

5.7.2 Megengedett aramok és folyamok

Egyszer(i észrevétel, hogy ha a megmaradasi szabaly helyett csupan a L.{v) < 3. (v) egyenlGtlenséget irjuk eld
minden v cstcsnal, akkor x automatikusan aram, masszoval a Qx < 0 egyenldtlenség-rendszer megoldashalmaza
pontosan az aramok halmaza.

TETEL 5.7.3 Ha f < g egészértékd, akkor a megengedett dramok {x : Qx < 0,f < x < g} poliédere,
amennyiben nemires, egész poliéder.

Biz. Mivel Q TU-matrix, igy ha kiegészitjik egy (negativ) egységmatrixszal, gy tovabbra is TU-matrixot
kapunk, és igy a 5.3.2 tételt alkalmazhatjuk. e

Hasonld megfontolassal kapjuk:

TETEL 5.7.4 AD = (V, A) digrdf élhalmazdn adott a g > 0 egész kapacitdsfiigguény. Legyen s és t két kijelolt
cstics, melyekre [{8) = 0 = 8(t). A Kk nagysdgi megengedett folyamok {x € R* : 0 < x < g, [Iv) = 8,(V)
minden Vv €V — {s, t}-re, 0:(S) = K} poliédere, amennyiben nemiires, egész poliéder. o

Most megmutatjuk, hogy A. Ho[mhkn megengedett aramok létezésére vonatkozd tétele nem mas, mint a
Farkas lemmanak az 5.3.1 tételben TU-matrixokra vonatkozd élesebb alakja egy digraf incidencia matrixara
felirva.

TETEL 5.7.5 (Hoffman, 1960) A D = (V,A) digrdfban adott T < g kapacitdsfiggvényekre vonatkozdlag
akkor és csak akkor létezik megengedett dram, ha

LX) <34(X) minden X CV halmazra. (5.14)

Tovdbbd, ha T és g egészértékiek és (5.14) fenndll, igy létezik egészértéki megengedett dram is.
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Biz. Csak az elegend@ség igazolasaval foglalkozunk. Tekintsiik a Qx < 0,x < g, —x < —f rendszert. Az 5.3.1
tételt alkalmazva kapjuk, hogy ha a fenti rendszernek nincs megoldasa, akkor van olyan (y, u,v) (0, 1)-érték{
vektor, amelyre (x) yA+u—v =0 &s (xx) ug — vFf < 0. Mivel ¥ < g, igy minden &lre feltehetd, hogy u(e) és
v(e) kozil legalabb az egyik nulla (ha ugyanis mindkettd 1, akkor mindkett6t helyettesithetjiik nullaval.)

Jeldlje Z azon z pontok halmazat, ahol az y(z) = 1. Ekkor (x) miatt minden olyan e élre, amelynek mindkét
vége vagy Z-ben vagy V — Z-ben van, u(e) = v(e) = 0. Tovabba minden Z-be belépt e élre v(e) = 1, u(e) =0
és minden Z-bdl kilépd élre v(e) = 0, u(e) = 1. Miutan ug = 6,(Z) &s vf = [(Z), igy (*x) ellentmond a (5.14)
feltételnek. o

- s

5.7.3 Minimalis koltsegl aramok és folyamok

Tekintstik most a koltséges aram problémat, azaz adott ¢ : A — R koltségfliggvény esetén keressiink minimalis

koltsegli megengedett aramot, mas szoval, oldjuk meg a
min{cx : Qx =0,f <x < g} (5.15)

linearis programot. (Természetesen az x < g egyenldtlenség itt azt jelenti, hogy x(e) < g(e) az olyan &lekre,
ahol g(e) véges. Dualis valtozd tehat csak ilyen egyenl@tlenségekhez tartozik.)

Korlatossag és optimalitas

ElGszor vizsgaljuk meg, hogy cx mikor korlatos alulrol. Készitsiink el egy D’ = (V,A’) digrafot, és élein
definialjuk a ¢’ koltségfliggvenyt a kovetkezoképpen. D’-ben uv akkor él, ha vagy vu € A, f(vu) = —oo,
s ekkor c¢’(uv) = —c(vu), vagy pedig uv € A,g(uv) = oo, & ekkor ¢’(uv) = c(uv). Bar az 5.3.3 tételt
specializalva kozvetleniil is kiolvashatd az alabbi eredmény, Gjra megadjuk az ottani bizonyitast a mostani
helyzetre specializalva.

TETEL 5.7.6 Feltéve, hogy létezik megengedett dram, a kovetkezok ekvivalensek.

(@) A megengedett ¢ dramok cX koltsége alulrdl korldtos.
(b) Nincs negativ osszkéltségti irdnyitott kor D’ -ben.
(c) Létezik egy olyan M :V — R fiigguény, hogy minden uv € A esetén

m(v) — (u) < c(uv), ha g(uv) = oo, azaz C.(Uv) <0 = g(uv) < oo (5.16)
m(v) — m(u) > c(uv), ha F(uv) = —oco, azaz c.(uv) >0 = f(uv) > —co. (5.17)

Amennyiben C egészértéki, ugy a szébanforgd T is valaszthatd annak.

Biz. (a)—(b) Ha létezik negativ kor D’-ben, akkor ennek egy olyan kor felel meg D-ben, melynek az eléremend
élein a g végtelen, a hatramend élein az ¥ minusz végtelen, és az éleinek Osszkoltsége negativ. Marpedig
ha a meglévd megengedett aramot az elGremend éleken barmilyen nagy K-val egységesen megnoveljik a
hatramendkon pedig K-val csokkentjiik, akkor megengedett aramot kapunk, amelynek kdltsége igy akarmilyen
kicsi lehet.

(b)—(c) Ha D’-ben nincs negativ kor, akkor az 5.7.1 tétel miatt letezik egy m: V — R fliggvény, amelyre
uv € A, g(uv) = oo esetén (amikor is uv € A’) m(v) — m(u) < ¢’(uv) = c(uv) azaz (5.16) fennall, mig
uv € A, f(uv) = —oco esetén (amikor is vu € A’) m(u) — n(v) < ¢’(vu) = —c(uv) vagyis m(v) — m(u) > c(uv),
azaz (5.17) fennall.

(c)—(b) Tetszbleges x aram koltsége barmely A (uv) := n(v) — m(u) pontindukalt koltségfiiggvény esetén
nulla. A c-(uv) := c(uv) —n(v) +m(u) eltolt kdltségfiiggvényre (5.16) azzal ekvivalens, hogy c.(uv) > 0 esetén
g(uv) < oo, mig (5.17) azzal, hogy c.(uv) < 0 esetén f(uv) > —oo. Ezek alapjan egy x megengedett aramra
s (c)-t kielégitd m-re

1 1 1
CX = CrX = cr(uv)x(uv) = [cx(uv)X(uv) : ¢z (uv) > 0] + [cx(uv)X(uv) : ¢ (uv) < 0] >
uvEA uvEA uvEA
1 1
[cx(uv)f(uv) : cr(uv) > 0] + [cx(uv)g(uv) : cx(uv) < 0],
uveEA uvEA

ami a cx-re véges alsd korlat. (Most tehat részletesen kiirogatva azt a mar korabban latott egyszer(i tényt
igazoltuk Gjfent, hogy ha mind a primal, mind a dual poliéder nemiires, akkor cx alulrdl korlatos a primal
poliéderen.) e

Tegyiik most fel, hogy z megengedett aram. Készitstink el egy D. = (V, A.) digrafot és az élhalmazan egy
c. koltségfiiggvenyt a kovetkezOképpen. Az uv él akkor tartozzék A.-hez, ha vagy uv € A,z(uv) < g(uv),
és ekkor legyen c.(uv) := c(uv), vagy pedig vu € A,z(vu) > f(vu), és ekkor legyen c.(uv) := —c(vu). Az
5.3.4 tételt specializalva megkapjuk a kovetkez6t, de a biztonsag kedvéért maga a bizonyitas is Gjra szerepel:
a helyzetre specializalva.
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TETEL 5.7.7 Adott z megengedett dram esetén a kévetkezok ekvivalensek.

(@) A z optimalis megolddsa a (5.15) minimdlis koltségl megengedett dram feladatnak.
(b) A D.-ben nem létezik negativ dsszkoltségii irdnyitott kor.
(c) Létezik egy olyan T :V — R fligguény, hogy minden uv € A €l esetén

n(v) — m(u) < c(uv), ha z(uv) < g(uv), azaz c-(uv) <0 = z(uv) =g(uv) (5.18)
m(v) — m(u) > c(uv), ha z(uv) > f(uv), azaz c.(uv) >0 = z(uv) = f(uv). (5.19)
Amennyiben C egészértéki, ugy a szébanforgd T is vdlaszthatd annak. e

Biz. (a)—(b) Tegyik fel Iétezik negativ kor D.-ben. Az ebben 1évd uv éleknek megfeleld D-beli élek kétfélek
lehetnek. Vagy egy olyan uv € A él, amelyre z(uv) < g(uv), vagy egy olyan vu € A él, amelyre z(vu) < f(vu).
Az elst tipush éleken z-t kicsiny pozitiv A-val novelve, a masodik tipustiakon A-val csokkentve megengedett
aramot kapunk, amelynek koltsége kisebb, mint z koltsége, hiszen C negativ kér D’-ben.

(b)—(c) Ha D.-ben nincs negativ kor, akkor az 5.7.1 tétel miatt létezik egy m: V — R fliggvény, amelyre
uv € A, z(uv) < g(uv) esetén (amikor is uv € A;) m(v) — m(u) < c.(uv) = c(uv), azaz (5.18) fennall, mig
uv € A,z(uv) > f(uv) esetén (amikor is vu € A") (u) — m(v) < c.(vu) = —c(uv) vagyis m(v) — m(u) > c(uv),
azaz (5.19) fennall.

(c)—(b) Tetszoleges x aram koltsége barmely A, (uv) := n(v) — n(u) pontindukalt koltségfiiggvény esetén
nulla. A c.(uv) := c(uv) —(v) +m(u) eltolt kdltségfliggvényre (5.18) azzal ekvivalens, hogy c.(uv) > 0 esetén
x(uv) = g(uv), mig (5.19) azzal, hogy c,(uv) < 0 esetén x(uv) = f(uv). Ezek alapjan egy x megengedett
aramra és (c)-t kielegitd m-re

L1 L1 L1
CX = CrX = cr(uv)x(uv) = [cx(uv)x(uv) : ¢z (uv) > 0] + [cx(uv)x(uv) : c-(uv) < 0] >
uvEA uvEA uvEA
L1 L1

[cx(uv)f(uv) : cr(uv) > 0] + [cx(uv)g(uv) : cr(uv) < 0] =

[cx(uv)z(uv) : c-(uv) > 0] + [cx(uv)z(uv) : c-(uv) < 0] = cz,
uvEA uvEA

azaz z minimalis koltségl megengedett aram. e

Feladat 5.10 Az 5.7.6 tétel fenti direkt bizonyitdsinak mintdjdira adjuk meg az 5.7.7 tétel kozvetlen bi-
zonyitdsat is.

Feladat 5.11 Fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be a 5.7.6 és a 5.7.7 tételek megengedett potencidlokra vonatkozo
ellenpdrjadt.

Az aramokra megfogalmazott optimalitasi feltételt konnyen atvihetjiik folyamokra.

TETEL 5.7.8 A D = (V, A) irdnyftott grdf élhalmazdn adott a g : A — R kapacitdsfigguény ésac: A — R
koltségfiiggvény. Egy K nagysdgi megengedett z folyam akkor és csak akkor minimdlis koltségl a K nagysdgi
megengedett folyamok kézdtt, ha létezik olyan T potencidl, amelyre fenndllnak a kévetkezd optimalitdsi feltételek:

m(v) —m(u) < c(uv) = z(uv) =0, (i)
m(v) — m(u) > c(uv) = z(uv) = g(uv). (ii)

Biz. Adjunk a digrafhoz egy ts &lt és definialjuk a koltségét 0-nak. Legyen g(ts) := f(ts) := k. Minden régi
élen legyen f(e) := 0. Az igy kibdvitett D’ = (V,A’) digrafban a megengedett aramok éppen a D-beli k
nagysagi folyamoknak felelnek meg, igy a 5.7.7 tételt D’-re alkalmazva az (i) és (ii) feltételeket kapjuk. e

A minimalis koltségl folyamokra vonatkozo algoritmus segitségével mar igazoltuk az alabbi tételt, legalabbis
abban az esetben, amikor g egészértékd és ¢ nemnegativ. Megmutatjuk, hogy a hattérben most is az 5.3.2
tételben megfogalmazott TU-matrixokra vonatkozo élesitett dualitas tétel all.

TETEL 5.7.9 A D = (V, A) irdnydtott grdf élhalmazdn adott a g : A — R kapacitdsfigguény ésac: A — R
koltségfiiggvény. A K nagysdgi megengedett folyamok koltségének minimuma egyenld a

1
km(t) + [cx(uv)g(uv) :uv € A, c-(uv) < (0] (5.20)
érték mazimumdval, ahol a mazimum az ésszes T .V — R fligguényre megy, amelyre T(s) = 0. Amennyiben

g egészértéki, az optimdlis folyam vdlaszthatd egésznek. Amennyiben C egészértéki, az optimdlis Tl vdlaszthato
egészértékiimek.

95



Biz. Tegyiik fel, hogy a digraf Q incidencia-matrixanak elsd és masodik sora felel meg az s illetve a t pontnak.
Tekintsiik a min{cx : x > 0,Qx = (—k,+k,0,0,...,0),x < g} primal programot. Az x < g feltételt az
ekvivalens (—1,,,)x > —g alakba téve felirhatjuk a duélis probléemat: max{k(m(t) — n(s)) — gz : n1Q — zl,,, <
¢,z > 0}, ahol m = |A|. A primal poliéder elemei a k nagysaga folyamok. Az 5.3.2 tétel szerint egész g esetén
a primal poliéder egész, fliggetlenil ¢ egészértékiiségétdl. Hasonloképp a dualis poliéder is egész, amennyiben ¢
egész. Figyeljiik meg, hogy tetszbleges m meghataroz egy hozza tartozo legjobb z-t: z(uv) := n(v)—m(u)—c(uv),
ha mt(v) —m(u) > c(uv), s z(uv) = 0, ha c(uv) < m(v) —m(u). Igy tehat adott m-hez tartozo k(m(t) —n(s)) — gz
célfiiggvény értéke nem mas, mint az (5.20) képletben megadott érték, hiszen a m eltolasaval feltehetjiik, hogy
m(s) =0. e

5.7.4 Haldzati matrixokkal adott linearis programok

Fontos megjegyezni, hogy a haldézati matrixokkal megadott linearis programok megoldhatok aram problé-
maként. Legyen D = (V, A) iranyitott graf, F feszitd fa és legyen N := A — F a nem-fa élek halmaza. Legyen
adott f = (fp,fn) &5 g = (gr,gn) korlat, melyekre f < g. Legyen tovabba ¢ = (cr,Cn) egy olyan vektor,
amelyre cr = 0. Jeltlje az F-hez tartozd (0, +1)-es halbézati matrixot B, mig a D digraf (0, +1)-es pont-él
incidencia matrixat Qp. Legyen tovabba x = (X7, Xn). Tekintsiik a max{cyxn : fr < Bxy < gr,fv <Xy <
g~} linearis programot. Belatjuk, hogy ez ekvivalens a max{cx : Qpx = 0,f < x < g} maximélis koltsegl
aram feladattal.

Amennyiben x = (xr, Xy) aram (azaz Qpx = 0), Ggy konnyen latszik, hogy xr = Bxx, &s persze cx =
cnXy. Emiatt f < x < gekvivalensa fr < Bxy < gr, fnv < Xy < gn feltételekkel. Forditva, tegyiik fel, hogy
Xn kielégiti ezen utdbbi egyenl@tlenségeket. Minden e € N nem-fa élhez legyen X, az (1, a.) vektor, ahol a.
az A matrix e-hez tartozd oszlopa. (Maﬁl X aze élhez tartozd C. alapkdr 0, “+1-es incidencia vektora.)

Ekkor persze X, aram, és igy az X : [xN(e)x e € NJ is aram, méghozza olyan, hogy x(e) = xn(e), ha
ee N. Lathato hogy fr < Bxy < gr azzal ekvivalens, hogy fr(e) < x(e) < gr(e) minden e € F élre fennall.
[ ]

Kovetkezik példaul, hogy paros grafok gleinek vagy az iranyitott fak iranyitott részitjainak egyenletes
sZinezéseire vonatkozd tételeket egy maximalis folyamot kiszamitd algoritmussal tudjuk algoritmikusan kezelni.
Hasonloképp a kerekitési eredményeket. A minimalis koltségli megengedett potencial meghatarozasanak problémajat
pedig Ggy lehet algoritmikusan megoldani, hogy felirjuk a hozzatartozo dualis feladatot. Ez minimalis koltségl

megengedett aram problémanak tekinthetd, majd ennek megoldasaként elallitjuk az optimalis aramot &s en-
nek optimalis dualis megoldast, ami éppen az eredeti potencial probléema megoldasa.

2013. januar 28. dopt file: dtuc
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5.8 Fedés sétakkal és utakkal

Az alabbiakban a minimalis koltségli aramok elméletének két érdekes alkalmazasat tekintjlik at.

5.8.1 Az iranyitott Kinai postas problema

Egy D = (V, A) erfsen Osszefliggd digrafot kell egy megadott pontjabol kiindulva Ggy bejarnunk, hogy minden
élén legalabb egyszer végigmenjlink és a kiindulasi pontba jussunk vissza. Cél a végigjart élek szamanak min-
imalizalasa, vagy altalanosabban, ha az éleken adott egy végighaladasi idd, akkor a teljes bejaras dsszidejének
minimalizalasa.

Példaul egy postasnak a postarol elindulva egy kdrzet minden utcajan, amelyek mindegyikérdl feltessziik,
hogy egyiranyd, legalabb egyszer végig kell haladnia majd a postara visszatérnie. (A kérdést eredetileg
iranyitatlan grafra fogalmazta meg Mey-Go Guan kinai matematikus 1960-ban. Ennek megoldasa, és a Kinai
postas elnevezés J. Edmondstol szarmazik, &s sokkal mélyebb eszkozoket igényel, mint az iranyitott valtozat).

Egy masik alkalmazasban aramkor miikodésének helyességét kell tesztelnlink. Ehhez meg van adva, hogy az
aramkor milyen allapotokban lehet. Ezek az allapotok felelnek meg a digraf csicsainak. Ezen kiviil adott még,
hogy mely allapotokbdl mely masokba lehet atmenni, és valdjaban egy-egy ilyen atmenetnek a helyességét
tudjuk mérni. A feladat az osszes lehetséges allapot-atmenet ellen8rzése minimalis id6 alatt. Vilagos, hogy a
digraf bejarasi problema miért modellezi ezen tesztelési feladatot.

Annak érdekében, hogy az iranyitott postas problémat megengedett aram feladatként megfogalmazzuk,
képzeljuink el a digraf éleinek egy adott bejarasat. Jeldlje z(uv) azt a szamot, ahanyszor az uv élen athaladtunk.
Rogton latszik, hogy z egy olyan egészértékli aram, amelynek értéke minden &len legalabb 1. Megforditva,
egy olyan z egészértékl aramhoz, amely minden élen legalabb 1 tartozik egy bejaras, amely minden e élen
pontosan z(e)-szer halad végig. Ugyanis ha mindegyik e élt z(e) darab parhuzamos példanyaval helyettesitjiik,
akkor Euler-féle digrafot kapunk &s az Euler digrafok kozismerten bejarhatok Ggy, hogy minden élen pontosan
egyszer haladunk végig. Ezen megfigyelés alapjan az optimalis bejarasi probléma egy minimalis koltségl
megengedett egészérték{i aramnak a meghatarozasaval egyenértékii a D digrafban az f = 1 és g = +co
korlatozo fliggvényekre vonatkozoan.

TETEL 5.8.1 Egy D = (V,A) erdsen dsszefliggd digrdifban azon dj, meglévdvel parhuzamosan behizott élek
minimdlis szdma, melyek hozzdaddsdval Fuler-féle digrdfot kapunk egyenld a kovetkezé mazimummal:

L 1 )
max{ [0(V:)— [¥;):i=1,...,q]}, (5.21)
ahol a mazimum a V' részhalmazaibdl dllo olyan Vi D Va2 D ... DV, megengedettnek nevezett halmazlincokra

megy, melyek tagjaira d(V;)— [(Y;) > 0, és amelyekre igaz, hogy D semelyik éle sem lép egynél tébb V; halmazba.

Biz. Miutan egy Euler digrafban minden halmaz befoka megegyezik a kifokaval, igy mindegyik V; halmazba
legalabb 6(V;) — [(Y;) Gj &l fog Iépni. Tekintve azonban, hogy az Gj élek mindegyike meglévével parhuzamos, és
a felteveés pzeritjt semmilyen €l nem lep egynél tobb V; halmazba, igy a hozzaadandd 0j élek minimalis szama
legalabb  [3(V;) — V) ;i =1,...,q], tehat max < min.

Ez a becslés azt is mutatja, hogy D éleinek egy adott parhuzamos tobbszordzése, amely D-t Eulerra teszi
valamint egy adott V; C Vo C ... C V, megengedett halmazlanc esetén pontosan akkor all egyenl8ség,
ha kizarolag V;-be mend él keriilt tobbszorozésre. A forditott irany igazolasahoz tehat ilyen Eulerra tévo
parhuzamos éltobbszorozés és megengedett halmazlanc létezését kell kimutatnunk. E célbdl tekintsiink egy z
minimalis koltségl egészértékli megengedett aramot az f = 1,9 = +oo korlatozd fliggvényekre és ac = 1
koltségfliggvényre vonatkozolag. A z meghatarozza a parhuzamosan megtobbszorozendd éleket: minden olyan
e = uv élre, amelyre z(uv) > 2, vegyiik az e-nek z(uv) —1 parhuzamos példanyat. A 5.7.7 tétel miatt Iétezik egy
m:V — Z fuggvény, amelyre n(v) —m(u) < c(uv) = 1, hauv € A &s z(uv) < g(uv), s m(v) —m(u) > c(uv) =1,
ha uv € A és z(uv) > f(uv). Tekintettel arra, hogy g(uv) = +oo, igy z(uv) < g(uv) mindig fennall, azaz
minden uv € A élre (v) — t(u) < 1. A masodik feltételbdl pedig az adddik, hogy tobbszorozott uv élen (azaz
ha z(uv) > 2) m(v) —m(u) > 1 ésigy m(v) — n(u) = 1.

A 1 esetleges eltolasaval feltehetjiik, hogy a m legkisebb értéke nulla. A legnagyobb m értéket jeldlje g.
Legyen i = 1,...,0-raV, := {v € V : m(v) > i}. Allitjuk, hogy a z altal definialt éltobbsztrozés és az igy
definialt halmazlanc teljesiti a fenti kivanalmakat.

Valbban, n(v) — nm(u) < 1 miatt D minden uv éle legfeljebb egy V; halmazba lép be. Mivel z(uv) > 2
esetén m(v) — m(u) = 1, igy tényleg csak valamilyen V;-be 1&p8 &l keriilt tobbszorozésre. Végul, mindegyik
V;-re valdban d(V;) > [(Y;), mert ha valamely i-re 3(V;) < [(V;) allna, akkor a V; komplementerébe kell, hogy
belépjen (legalabb [(Y;) — 3(V;)) tobbszorozott él, marpedig ilyen élen t(v) — m(v) < —1, ellentétben azzal,
hogy tobbszorozott élen m(v) —m(v) =1.

Feladat 5.12 Dolgozzunk ki modellt az dramkér tesztelési feladat azon wvdltozatdra, amelyben egy megadott
allapotbol egy mdsikba valo dtmenetnek nem ugyanaz az ideje, ha az dllapotvdltdst méryik, mintha egyszerien
csak dttérunk az eqyik dllapotbol a mdsikba.
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Feladat 5.13 Hogyan lehet a digrdf fedési feladatot megoldani, ha nem kétjik ki, hogy a bejdrds végén a
kiinduldsi pontba kell visszaérni? Es ha a kiinduldsi pont is szabadon vdlaszthaté?

5.8.2 Aciklikus digrafok optimalis fedése utakkal

Az olimpia egy napjan egy hirligynokség a rendelkezésre alld tudositoit gy akarja a kiilonféle eseményekre
beosztani, hogy egytittesen minél tobb eseményrdl tudjanak tudositani. Az egyes eseményeket egy-egy kozos
pont nélkiili iranyitott éllel abrazoljuk és ezen élek halmazat F-fel jeldljik. Ha az x = uv esemény annyival
megel6zi az X’ = u’v’ eseményt, hogy x befejezGdése utan at lehet érni x’ kezdetére, akkor bevezetiink egy vu’
élt. A feladat gy fogalmazhatd meg, hogy egy aciklikus digrafban, amelyben adott az élek egy F részhalmaza,
adott szama Gttal fedjlink le minél tobb F-beli élt.

TETEL 5.8.2 Legyen D = (V, A) aciklikus digrdfban F C A az éleknek egy kijelolt részhalmaza, és legyen y
pozitiv egész. Ay darab (nem feltétleniil élidegen) irdnyitott dttal lefedhetd F -élek mazimdlis szama egyenld a
kovetkezd minimummal:

min{yq+ az egyik Vi-ba sem lépd F -élek szdma}, (5.22)

ahol a minimum a V részhalmazainak olyan q tagi Vi C Vo C ... C V4 halmazldncaira megy, amelynek
tagjaibol nem vezet ki D-beli él.

Biz. El8szor igazoljuk a trivialis max < min iranyt. Legyenek Pi, P2, ..., P, iranyitott utak D-ben és Vi C
... C Vq egy olyan halmazlanc, hogy

semelyik V;, halmazb6l sem Iép ki D-beli &l. (5.23)

Ekkor egy P; Gt egy Vi, halmazba legfeljebb egyszer Iéphet be. Emiatt y Ut a legjobb esetben is a V;, halmazokba
(h=1,...,q) belépd F-élek koziil legfeljebb yq darabot valamint az sszes olyan F-élt tartalmazhatja, amely
nem Iép semelyik Vj-ba, és igy valoban max < min. Ebb@l azt is megfigyelhetjiik, hogy adott P; utakra és V,,

halmazokra pontosan akkor all egyenl@ség, ha

(1) mindegyik P; Gt g kiilonbozd F-&l mentén belép mind a q darab V, halmazba,

(2) barmelyik Vy-ba belépd F-élt legfeljebb egy P; Gt hasznalja,
(3) minden olyan F-&l, amely semelyik V; halmazba sem Iép be, rajta van valamely P; Gton.

A tétel nem trivialis iranyanak igazolasahoz kimutatjuk egy ilyen Gtrendszer és halmazlanc létezését. Adjunk
D-hez egy s forras pontot &s egy t nyeld pontot, tovabba minden v € V cslcsra Gj sv és vt éleket. Ezen
Kiviil minden f = uv € F élre adjunk a digrafhoz az f egy parhuzamos f' = uv példanyat. Az igy nyert
digrafot jeldlje D’ = (V', A"). Definialjuk a g kapacitasfliggvényt F-éleken 1-nek, a tobbi élen kelléen nagynak
(valdjaban y + 1 megteszi). Definialjuk a c koltségfiiggvényt az F-éleken —1-nek, a tobbi élen 0-nak.

Tekintsiink egy z egészértékl minimalis koltségli y nagysagl megengedett folyamot valamint egy optimalis
T potencialt, melyekre tehat teljesiilnek a 5.7.7 tételben megfogalmazott optimalitasi feltételek:

z(uv) > 0 esetén m(v) — m(u) > c(uv) (5.24)

z(uv) < g(uv) esetén mt(v) — m(u) < c(uv) (5.25)

A T esetleges eltolasaval feltehetjiik, hogy m(t) = 0. (Figyelem: nem az s m-értékérdl tesszuk fel, hogy
nulla.) A m(s) ertéket jeldljuik g-val. Mivel D aciklikus, igy z elGall, mint y darab olyan D’-beli iranyitott st-Gt
incidenciavektoranak dsszege, melyek az F-en élidegenek. Jeldlje Py, ..., P. ezen utakat &s nevezziik az altaluk
hasznalt éleket fedettnek, mig a nem hasznaltakat fedetlennek.

Mivel minden e = uv nem F-&l kapacitasa nagy, igy ezen éleken mindig z(e) < g(e), ezért a (5.25) op-
timalitasi feltételbdl m(v) — m(u) < c(uv) = 0, azaz n(v) < m(u). Raadasul minden F-&l parhuzamos egy
(Gjonnan hozzaadott) éllel, igy

minden uv € A’ élre mi(v) < m(u). (5.26)
Mivel minden v € V -re sv &s vt &l D’-ben, igy
minden v € V cslicsra 0 = ni(t) < m(v) < ni(s) =g. (5.27)
Ha egy uv € F &l fedetlen, azaz z(uv) = 0, akkor (5.25) miatt n(v) — n(u) < c(uv) = —1, vagyis

ha uv fedetlen F-él, akkor m(v) < mt(u). (5.28)

Tekintstik a fedett e = uv éleket, amelyeken tehat z(uv) > 0. Ha e nem F-él, akkor c(e) = 0 és (5.24) miatt
m(v) > m(u), vagyis (5.26) folytan
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ha uv fedett nem F-él, akkor mt(u) = m(v). (5.29)
Ha pedig e fedett F-&l, akkor c(e) = —1 &s (5.24) miatt, mt(v) — m(u) > —1, vagyis m(v) > m(u) folytan

ha uv fedett F-él, akkor m(u) > m(v) > n(u) — 1. (5.30)

’Igy ha egy P/ Gton s-bdl elindulva végigmegyiink t-ig, akkor a cstcsokon a m érték a kezdeti q = m(s)
értékrdl indulva nem F-élen valtozatlan, F-élen pedig vagy nem valtozik vagy pedig eggyel csokken. Ezért
minden h=1,2,...,q egészre a

P/ Gtnak van olyan uv € F éle, amelyre m(u) = h,m(v) =h — 1. (5.31)

Legyenh=1,2,...,g-raV, :={veV’':n(v) <h-1}ésV, =V, —{s,t}. (5.28) miatt minden fedetlen F-
&l belép valamelyik V, -ba. Tovabba (5.26) miatt V, -bdl semmilyen &l nem I&p ki. Végiil (5.31) miatt mindegyik
P/ Gt valamennyi V, halmazba pontosan egyszer Iép be éspedig egy olyan F-&l mentén, amely egyetlen V,
halmazba Iép be.

Jeldlje P; a P/-nek D-ben megfelel utat, ami tehat gy keletkezik P/-b6l, hogy kihagyjuk az elsg valamint
az utolsd élét &s az Gsszes tobbi f/ = uv (j élét helyettesitjiik az /-t definialdo f = uv F-éllel. Allitjuk, hogy
a P; utak és a V, halmazok teljesitik az (1), (2), (3) feltételeket. Valoban, (1) kovetkezik az (5.30) és (5.31)
feltételekbdl.

A (2) tulajdonsaghoz elGszor is figyeljiik meg, hogy g definicibja miatt D’-ben a P; utak minden F-glt
legfeljebb egyszer hasznalnak. Tovabba ha egy e = uv F-éllel parhuzamos Gj e’ élt hasznal valamelyik P/ Gt,
akkor (5.29) miatt e nem Iép be semelyik V,-ba, igy (2) tényleg fennall.

Veégil (3) azért teljestil, mert ha egy uv € F &l semelyik V;, halmazba nem Iép be, akkor m(u) = m(v), igy
(5.28) folytan rajta kell lennie valamelyik P; Gton. e

Részbenrendezett halmazok lancfedései

Dilworth tétele arra adott valaszt, hogy egy P részbenrendezett halmaz mikor fedhetd le y darab lanccal
(pontosan akkor, ha nincs y-nal tobb elembdl allo antilanc). A polaris Dilworth tétel meghatarozta az egyetlen
lanccal fedhet6 elemek maximalis szamat, magyaran a leghosszabb lanc elemszamat. (Ez a P -t fed@ antilancok
minimalis szamaval volt egyenld.) A két probléma kozos altalanositasaként megfogalmazhatd a kérdés, hogy
egy részbenrendezett halmazban y darab lanccal maximum hany elem fedhetd le. A valaszt C. Greene tétele
adja meg.

TETEL 5.8.3 (Greene, 1976) Egy P részbenrendezett halmazban a 'y ldnccal fedhetd elemek mazimdlis C-
szdmdra ¢4 = min{qy + |P — UA,| : Aq}, ahol a minimum a q darab diszjunkt antildncbdl dllé Aq csalddokra
megy (Q=1,2,...).

A bizonyitas trivialis max < min iranyahoz figyeljiik meg, hogy egy lanc minden antilancbdl legfeljebb egy
elemet tartalmazhat, igy y lanc egyesitése a legjobb esetben a q antilanc Z egyesitésebdl yk elemet valamint
az 0sszes P — Z-beli elemet tartalmazza.

Feladat 5.14 Vezessiik le Greene tételének nemtrividlis max > min irdnydt a 5.8.2 tétel felhaszndldsdval.

2013. januar 28. dopt file: dtud
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5.9 Fedés korokkel

Kozismert Camion azon tétele, amely szerint minden legalabb 2 pont( erfsen osszefliggd turnamentnek van
Hamilton kore, vagy masként fogalmazva, ha a digraf (iranyitatlan értelemben vett) stabilitas szama 1, akkor
a pontok lefedhettk egyetlen egyiranyQ korrel, roviden dikorrel.

Egy D = (V, A) ersen osszefliggd digrafra jelolje y(D) a digraf pontjait fedd dikorok minimalis szamat, mig
a(D) az iranyitatlan alapgraf stabilitas szama (azaz a fliggetlen pontjainak maximalis szama). A kovetkezd
eredményt Gallai sejtette 1963-ban majd Bessy & Thomassé igazolta 2007-ben. Az alabbiakban bemutatandd

bizonyitas két korabban meglévt tételén alapul.

TETEL 5.9.1 Egy D = (V,A) erdsen 6sszefiiggé digrdfra
y(D) < a(D),

mds széval D pontjai mindig lefedheték a(D) dikorrel.

MielGtt ratérnénk a bizonyitasra, felidézziik az igért két korabbi tételt. A digraf egyiranyl koreinek egy
F C A lefogasa lapos, ha minden &l benne van pontosan egyszer lefogott dikorben.

TETEL 5.9.2 (Knuth lemma, 1974) Erdsen ésszefiiggd D = (V, A) digrdfban létezik a dikordknek lapos
lefogdsa.

Biz. Ha D egyetlen pontbdl all akkor a tétel ssmmitmondd. A fiilfelbontasi tétel alapjan D megkaphatd egy
erdsen osszefliggd D’ = (V', A’) digrafbdl egy P fiil hozzaadasaval. Indukcid alapjan a D’ dikdreinek van egy
B’ lapos lefogasa. Amennyiben P egy kor, Ggy P egy tetszGleges élét B’-hoz véve a D egy lapos lefogasat
kapjuk. Igy feltehetjiik, hogy P egy s-b@l t-be men& egyiranya Gt.

Allitas 5.9.1 A D’ dikéreinek van olyan B* lapos lefogdsa, amelyre s elérhetd t-b6l a D' — B* digrdfban.

Biz. Ha s benne van a t-b6l D’ — B’-ben elérhetd pontok Z C V' halmazaban, akkor B* = B’ jo lesz. Ha s
nincs Z-ben, akkor D’ minden Z-b@l kilepd éle B'-ben van. A B’ lapossagabol kovetkezik, hogy D’ semelyik
Z-be belépd éle sincs B’-ben, hiszen egy Z-be belépt &l is benne van egyszer fedett dikdrben, marpedig egy
ilyen dikor kilep Z-bdl és a kilépd élekrdl mar tudjuk, hogy B’-ben vannak.

Maodositsuk most B’-t olyképpen, hogy a Z-b6l kilepd éleket kivessziik belGle, mig a Z-be beléptket
bevessziik. A kapott B” halmaz olyan, hogy |B” N K| = |B’ N K| minden K dikorre, &s ezért B” is a D’
dikoreinek egy lapos lefogasa. Miutan D’ — B”-ben a thdl elérhetd pontok halmaza szigor(lan bGvebb mint
Z, legfeljebb n ilyen csere utan egy olyan B* lapos lefogast kapunk, amelyre s is elérhetd t-bdl a D’ — B*

digrafban. e

Legyen b a P fiil egy tetszGleges éle. Ekkor B := B* +b nyilvan fedi D minden dikorét, és azt allitjuk, hogy
B lapos. Valoban, tekintstink a D’ — B*-ban egy t-b6l s-be men@ P’ egyiranyl utat, aminek a létezését a fenti
allitas biztositja. Ekkor K := P’ U P egy olyan dikdr, amelynek b az egyetlen B-hez tartozo eleme. Ezért D
minden éle hozzatartozik egy egyszer fedett dikorhoz. e e

A masik segédeszkoz Gallai egy 1958-as tétele. Legyen c : A — Z a D = (V, A) erGsen Osszefliggd digraf
élhalmazan egy nem-negativ egészértékd fliggvéeny. (Az alkalmazashoz valbjaban csak a ¢ := Xy specialis esetre

lesz sziikségiink.) Egy K kor c-értéke az €lei c-ertékeinek osszege, vagyis ¢(K). Cslicsoknak egy multihalmazat
(ahol tehat egy cslcs tobb példanyban is szerepelhet) c-fiiggetlennek mondunk, ha minden dikorbdl legfeljebb
annyi elemet tartalmaz, mint a dikor c-értéke. Egy multihalmaz egy x : V. — Z egész vektorral azonosithatd,
és ekkor x c-fliggetlensége azt jelenti, hogy (M (K)) < ¢(K) minden K korre, ahol V (K) a kor ponthalmaza.

Legyen w : V —pZ=¢gy stlyfliggvény. A dikorok halmazan értelmezett y > 0 fliggvényrdl azt mondjuk,
hogy fedi w-t, ha [y(K) : v € V(K), K dikdor] > w(v) minden v € V -re fennall. Egy z > 0 aramrol azt

mondjuk, hogy fedi a w-t, ha [L{v) > w(z) minden z € V cslcsra fennall. A w-t fedd korok és w-t fedd aramok
kozotti kapcsolatot adja meg a kovetkez8 egyszerli megfigyelés.

Lemma 5.9.1 Hay > 0 a dikérck halmazdn értelmezett W-t fedd figgvény,rakkoy a z(e) ==  [y(K) : K
dikor és e € K] egy W-t fedd nemnegativ z dramot definidl, melyre cz =  [y(K)¢(®W) : K dikor]. Ha 'y
egészértékil, akkqrz—tq az. Megforditva, egy W-¢ fedd z > 0 dram elddll dikérok nepmegqtiv kombindcidjaként,
és barmely z = y(Z)X(2Z) elbdllitdsra az'y egy W-t fedd figguény, melyre cz = [y(K)d(K) : K dikor]. Ha
Z egészértékd, akkory is vdlaszthaté annak.

TETEL 5.9.3 (Gallai, 1958) Legyen W : V — Zy egy sulyfiggvény a D erdsen dsszefiiggd digrdf pont-

halmazdn. A W-t fedd dikorok c-értékeinek minimdlis dsszege egyenld a nem-feltétlendl kilénbozd c-fliggetlen
cstucsok maximadlis W-stlydval.
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Felhasznalva a teljesen dualis egészérteki rendszerekre vonatkozo 5.1.6 tételt (miszerint egy TDI rendszerrel
megadott poliéder egész, ha a feltételi matrix és a korlatozd vektor egész) Gallai tétele kovetkezik az alabbi
eredménybdl (és valdjaban ekvivalens vele).

TETEL 5.9.4 Jelolje Q a D = (V, A) erdsen osszefiiggd digrdf dikor-csics incidencia mdtrizdt. Jelolje & akt
a vektort, melynek komponensei a Q sorainak (azaz D dikoreinek) felelnek meg és a K dikérnek megfeleld
komponens értéke d(R). Ekkor az

{Qx < &% >0} (5.32)

rendszer teljesen dudlisan egészértéki.

Biz. Legyen w egy egészértekd stlyfiiggvény V -n és tekintsiik a kovetkezd dualis linearis programot.

L1 .

min{ [y(K)¢®) : K dikor] : yQ > w, y > 0}. (5.33)
Az kell kimutatnunk, hogy ennek létezik olyan y optimuma, amely egészértékdi. A lemma alapjan elegendd
azt igazolni, hogy a min{cz : z > 0 aram, amely fedi w-t} rendszernek van egészértékli optimuma. Ez vis-
zont a szokasos pontduplazasi technikaval rogton kovetkezik a megengedett aram poliéder egészértékiisegebdl.
Valdban, minden v pontot helyettesitsiink a v’ &s v’ pontokkal, az uv € A €leket helyettesitsiik az u’v” €llel
(melynek alsd kapacitasa 0 és koltsége c(uv)), végil minden v pontra vegyiik be a v’v’ élt w(v) alsdo ka-
pacitassal &s 0 koltseggel. Ekkor a keletkezG D’-grafban egy megengedett z' aram az eredeti D-ben egy olyan

z aramot definial, amelyre [Lqv) > w(v) minden v € V -re, tovabba ¢'z’ =cz. e

Legyen F egy adott lapos lefogas &s alkalmazzuk Gallai 5.9.3 tételet a w = 1 és ¢ := X specialis esetben.
Figyeljiik meg, hogy ilyenkor egy S c-fiiggetlen ponthalmaz automatikusan kiilsnboz& pontokbbl all, hiszen
minden pont benne van egyszer fedett dikdrben, tovabba S stabil, hiszen minden &l benne van egyszer fedett
dikorben. Ekkor tehat az 5.9.3 tétel a kovetkezot adja.

TETEL 5.9.5 (Bessy és Thomassé) Legyen F C A egy D(V, A) erdsen osszefiiggd digrdf dikoreinek egy la-
pos lefogdsa. Ekkor a mazximdlis F -fiiggetlen stabil halmaz elemszdma egyenld a pontokat fedd dikorsk minimdlis
ossz F -értékével (ahol az F -fliggetlenség a XF-fU'ggetlens’eget roviditi, vagyis az S halmaz F -fliggetlen, ha min-
den K dikor legfeljebb |F N K| pontban metszi). o

Bizonyitas (5.9.1 tételé) Mivel egy dikor értéke legalabb 1, Bessy és Thomassé tételébdl rogton kovetkezik,
hogy a maximalis stabil halmaz elemszama legalabb akkora, mint a pontokat fed6 dikorok minimalis szama. e

Legyen U C V a cslicsok egy adott részhalmaza. A 5.9.1 tétel bizonyitasaban hasznalt megfontolastaw = 1
helyett a w ;= Xy fuggvényre alkalmazva rogton kapjuk az alabbi Kkiterjesztést.

TETEL 5.9.6 Legyen U a D = (V, A) erdsen dsszefiiggd digrdf csicsainak egy részhalmaza. Ekkor U lefedhetd
a(D|VU) dikérrel, ahol a(D|U) jeloli az U dltal feszitett digrdf stabilitds szdmdt. e

Feladat 5.15 Adjunk direkt bizonyitdst az (5.9.6) tétel azon specidlis esetére, amikor U klikket feszit.

Megjegyzés Felvetddik a kérdés, hogy ha a bizonyitas két f6 0sszetevGje mar legkéstbb 1974-ben ismert volt,
akkor miért csak 2007-ben jelent meg az els@ bizonyitas. Egyrészt Bessy és Thomassé nem ismerte ezen korabbi
eredményeket, 6k egy mas megkozelitést alkalmaztak. De ha még valaki ismerte volna is (mint ahogy az egyik
segédtétel magatdl Gallaitdl vald és bizonyosra vehetd, hogy Gallai latta Knuth lemmajat), a bizonyitast Bessy
&s Thomassénak az az alapvetd észrevétele tette lehetdvé, hogy valdjaban nem kozvetleniil a Gallai sejtést kell
igazolni, hanem a fentebb mar megfogalmazott sokkal élesebb min-max tételt: a mazximdlis F -fiiggetlen stabil

halmaz elemszama egyenld a pontokat fedd dikdrok minimdlis 6ssz F -értékével.

directory: dopt file: dgalsejt 2013. januar 28.
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5.10 Gyokeresen k-elosszefliggo digrafok

Legyen D = (V, A) gyokeresen k-élosszefliggd digraf. Célunk egy min-max tételt kidolgozni a gyokeresen k-
€élosszefliggd feszitett részgraf minimalis koltségére. A tétel biyonyitasahoz hasznos lesz az alabbi egyszer(i
megfigyelés.

Lemma 5.10.1 Legyen r1, ..., r, nemnegativ raciondlis szimoknak egqy sorozata. Ameddig csak lehet, valasszunk
ki négy kilonbozo tagot gy, hogy a két kozépsd pozitiv. Csokkentsik a két kézépsit a kisebbikik o értékével és
noveljiik o két kivalasztott szélsét A-val. Ekkor az eljdrds véges sok lépés utdn véget ér.

Biz. Feltehetd, hogy a sorozat egész szamokb®l all. Mivel az els@ tag sosem csokken és a teljes dsszeg konstans,
véges sok Iépés utan az els@ tag rogziil. Toroljik el az elst tagot és indukcioval a lemma kovetkezik. o

Legyen D = (V, A) digraf, amelyben s kijeldlt gyokérpont.

TETEL 5.10.1 Ha D gyokeresen K-élosszefiiggs, ugy D gyokeresen K-élosszefiiggd feszitett részgrdfjainak
poliédere {X : [{Z) > k minden ® C Z CV —s halmazra és 0 < X(€) < 1 minden e élre}. A leirdsban szerepld
rendszer TDI.

Biz. A 5.1.6 tétel alapjan elég belatni, hogy a szébanforgd rendszer TDI.

Legyen c : A — Z egészértékd. Jeldlje Q azt a (0, 1)-matrixot, amelyben a sorok V —s nemiires részhalmazainak
felelnek meg, mig az oszlopok a D &leinek. Az X C V — s halmaznak és az e élnek megfeleld matrix-elem
pontosan akkor 1, ha e belép X-be. Az alabbiakban jeldlje k azt a vektort, amelnyek minden komponense k
&s a komponensek a V — s részuhalmazainak felelnek meg.

Ekkor a primal probléma min{cx : 0 < x < 1,Qx > k}, mig a duélis:

L1
max{ y(X)k—z1:yQ—-z<c,y >0,z >0}, (5.34)
XCV—s

ahol az x(e) < 1 egyenldtlenségnek megfeleld dualis valtozot z(e) jeldli.

Adott y egyértelmiien meghatarozza a z optimalis valasztasat: z(e) = (yge — c(e))™, ahol q. a Q e-nek
megfeleld oszlopa. Igy beszélhetiink arrdl, hogy egy y a (5.34) optimalis megoldasa.

Azt kell igazolnunk, hogy (5.34) optimuma egész vektoron is felvétetik. Legyen y, egy optimalis (racionalis)
megoldas. Ameddig csak létezik két atmetszd halmaz X &s Y melyek yo-értéke pozitiv, modositsuk yo-t a
kovetkez6keppen. Az a := min{yo(X),yo(Y )} értékkel csokkentsiik yo(X)-t &s yo(Y )-t és egylttal noveljik
a-val mind X NY, mind X UY yo-értekét. Konnyu ellendrizni, hogy (a [CBHefok fliggvény szubmodularitasa
miatt) ismét dualis megoldast kapunk, amely optimalis. A dualis optimum ezen megvaltoztatasat nevezziik
egy kikeresztezési Iépésnek.

AV —s részhalmazainak tekintslink egy olyan sorrendjét, amelyet (igy kapunk, hogy egymas utan valasztunk
a még nem valasztott elemek koziik egy minimalisat. Ekkor tetszGleges X,Y CV — s esetén X NY megeldzi
X-tésY-t, mig XUY koveti ket. Ebbdl &s az 5.10.1 lemmabdl kovetkezik, hogy a fenti Kikeresztezési 1&pésbdl
csak véges sok lehet.

Feltehetjlik tehat, hogy azon részhalmazok P’ rendszere, melyeken az y, értéke pozitiv, laminaris. Legyen
H = {X :€ P'}. (Itt az X halmazokat multiplicitassal vessziik, tehat |H| = |P’|). Ekkor H laminaris hal-
mazrendszer, amely az ismert modon egy F fenydvel & egy ¢ : V — V (F) leképezéssel reprezentalhato.
Konnyen ellendrizhetd, hogy H minden e élére a H azon tagjainak megfeleld feny@beli élek, melyekbe az e
belép, az F egy iranyitott résztjat alkotjak. Ebb6l adodik, hogy a Q matrix azon Q' részmatrixa, melynek
sorai a P’ elemeinek felelnek meg, halozati matrixot alkotnak, ami teljesen unimodularis, igy a 5.3.3 lemmabbol
a tétel kovetkezik. o

A dualitas tételbdl &s 5.10.1 tételbdl kiolvashatd az alabbi min-max tétel, amely a legolcsdbb fenyGkre
vonatkozo Fulkerson tétel altalanositasanak tekinthetd.

TETEL 5.10.2 Legyen D = (V, A) gydkeresen K-élésszefiiggs digrdf az s gybkérpontra nézve ésc: A — Z
egy nemnegativ kéltségfigguény. A legolcsobb gyiokeresen K-éldsszefiiggd feszitett részgrdf kiltsége egyenld a
kovetkezd kifejezéssel:

1 C1C 1 ) N
max{k Xg,isy(X) = eal [Y(Z):Z-be belép e] —c(e))" : y > 0}. (5.35)
Azon halmazok rendszere, melyen Y pozitiv vdlaszthaté lamindrisnak. Amennyiben C egészértéki, az op-
timdlis Y is vdlaszthato egészértékiinek.

A k =1 esetben a fenti tétel egyszer(isodik, mert a primal problémaban nem kell explicit kikotni az x < 1
feltételt, hiszen ilyenkor a c nemnegativitasa miatt a LX) > 1 (X C V —s) feltételt teljesitd x egész vektorok
automatikusan (0, 1)-értékiek. De ekkor az ezen feltételeknek megfeleltetett z dualis valtozd sem szerepel és
ezért a min-max tétel a kovetkezoképp egyszeriisodik.
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TETEL 5.10.3 (D.R. Fulkerson) Nemnegativ, egészértéki ¢ sulyfiiggvény esetén a minimdlis silyi s gyokerd
feszitd fenyd silya egyenld a C-fliggetlen s-t mem tartalmazdé halmazok mazximdlis szdmdval. Az optimdlis C-
fliggetlen halmaz-rendszer valaszthatd lamindrisnak. e

dopt, file: dgyok, 2013. januar 28.
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