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Végtelen grafok szinezési kérdései

- Bevezetés

Kromatikus szam: a legkisebb szamossag, ahany
szinnel a grafnak van j6 szinezése. Jelolés: Chr(X)
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Végtelen grafok szinezési kérdései

- Bevezetés

Kromatikus szam: a legkisebb szdmossag, ahany
szinnel a grafnak van j6 szinezése. Jelolés: Chr(X)

Tétel. (Galvin-K): A kivélasztasi axiéma ekvivalens
azzal, hogy minden grafnak van kromatikus szama.
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Végtelen grafok szinezési kérdései

- Bevezetés

Tétel. (Erdés—de Bruijn) Ha n természetes szam és
az X graf minden véges részgrafja n szinnel jol
szinezheto, akkor X is.
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Végtelen grafok szinezési kérdései
L Karok

Tétel. (Blanche Descartes) Minden n =23, .. .-re
van véges, n-kromatikus, Cs-nélkili graf.
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Végtelen grafok szinezési kérdései
L Karok

Tétel. (Blanche Descartes) Minden n =23, .. .-re
van véges, n-kromatikus, Cs-nélkili graf.

Tétel. (Erdés—Rado) Ha x végtelen szdmossag, van
Cs-nélkili X graf, |X| = 2%, amire Chr(X) > .
Lehet | X| = kT is.

Komjath Péter Végtelen grafok szinezési kérdései



Végtelen grafok szinezési kérdései
L Karok

Tétel. (Blanche Descartes) Minden n =23, .. .-re
van véges, n-kromatikus, Cs-nélkili graf.

Tétel. (Erdés—Rado) Ha x végtelen szdmossag, van
Cs-nélkili X graf, |X| = 2%, amire Chr(X) > .
Lehet | X| = kT is.

Tétel. (Erdés) Ha n, k természetes szamok, akkor
van X (véges) graf amire Chr(X) > n és X nem
tartalmaz (3, (4, . .., Ci-t.
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Végtelen grafok szinezési kérdései
L Karok

Tétel. (Erdés—Hajnal) Ha az X gréafban nincs G4
(vagy barmilyen paros hosszisagu kor), akkor
Chr(X) < No.
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Végtelen grafok szinezési kérdései
L Karok

Tétel. (Erdés—Hajnal) Ha az X gréafban nincs G4
(vagy barmilyen paros hosszisagu kor), akkor
Chr(X) < No.

Tétel. (Erdés—Hajnal) Ha x szamossag, n
természetes szam, akkor van X graf, ami nem
tartalmaz G, G, ..., Gypi1-et és Chr(X) > k.
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Végtelen grafok szinezési kérdései

- Sorozatszam

Definicié. (Erdés-Hajnal) Ha X graf, akkor
sorozatszama, Col(X) a legkisebb 1 szdmossag,
amire igaz, hogy V/(X)-nek van olyan <
jolrendezése, amiben minden cstcs < p kisebb
cslcsba van bekotve.
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Végtelen grafok szinezési kérdései

- Sorozatszam

Definicié. (Erdés-Hajnal) Ha X graf, akkor
sorozatszama, Col(X) a legkisebb 1 szdmossag,
amire igaz, hogy V/(X)-nek van olyan <
jolrendezése, amiben minden cstcs < p kisebb
cslcsba van bekotve.

Ekkor X p szinnel kiszinezhetd, < szerinti
transzfinit rekurziéval, tehat Chr(X) < Col(X).
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Végtelen grafok szinezési kérdései

- Sorozatszam

Definicié. (Erdés-Hajnal) Ha X graf, akkor
sorozatszama, Col(X) a legkisebb 1 szdmossag,
amire igaz, hogy V/(X)-nek van olyan <
jolrendezése, amiben minden cstcs < p kisebb
cslcsba van bekotve.

Ekkor X p szinnel kiszinezhetd, < szerinti
transzfinit rekurziéval, tehat Chr(X) < Col(X).

Tétel. (Erdds-Hajnal) Ha Col(X) > N, akkor
X-ben van (4, s6t minden Gy, s6t minden n-re
Koy, -
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Végtelen grafok szinezési kérdései

- Sorozatszam

Kotelez6 graf: ami minden X-ben, amire
Col(X) > Ny, el6fordul. Mik a kotelezé grafok?

Komjath Péter Végtelen grafok szinezési kérdései



Végtelen grafok szinezési kérdései

- Sorozatszam

Kotelez6 graf: ami minden X-ben, amire
Col(X) > Ny, el6fordul. Mik a kotelezé grafok?

Tétel. (K) Megadhaté olyan megszamlédlhaté A és
N1 szdmossagu [ graf, hogy A a legnagyobb
megszamlalhaté kotelezo graf és [ a legnagyobb
kotelezo graf.
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Végtelen grafok szinezési kérdései

L Kételezd grafcsaladok

Tétel. (Erdés—Hajnal) Ha Chr(X) > 8, akkor
minden pdros graf megjelenik X-ben és minden
véges nemparos graf kihagyhaté.
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Végtelen grafok szinezési kérdései

L Kételezd grafcsaladok

Tétel. (Erdés—Hajnal) Ha Chr(X) > 8, akkor
minden pdros graf megjelenik X-ben és minden
véges nemparos graf kihagyhaté.

Mik a kotelezo véges grafcsaladok?
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L Kételezd grafcsaladok

Tétel. (Erdés—Hajnal) Ha Chr(X) > 8, akkor
minden pdros graf megjelenik X-ben és minden
véges nemparos graf kihagyhaté.

Mik a kotelezo véges grafcsaladok?

Tétel. (Erdés—Hajnal-Shelah, Thomassen) Ha
Chr(X) > N, akkor X valamilyen n-re tartalmazza
Cons1, Gongs, ... mindegyikét.
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Végtelen grafok szinezési kérdései

L Kételezd grafcsaladok

Ha Chr(X) > Ny legyen fx a kovetkezd fliggvény.
fx(n) a legkisebb, X-beli n-kromatikus részgraf
cstcsainak szama. Erdés—de Bruijn miatt fx(n)
mindig definidlt és nyilvan fx(n) > n. Tehat

fX — Q.
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L Kételezd grafcsaladok

Ha Chr(X) > Ny legyen fx a kovetkezd fliggvény.
fx(n) a legkisebb, X-beli n-kromatikus részgraf
cstcsainak szama. Erdés—de Bruijn miatt fx(n)
mindig definidlt és nyilvan fx(n) > n. Tehat

fX — Q.

Kérdés. (Erdés—Hajnal) Tarthat-e fx végtelenhez
tetszblegesen gyorsan?
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L Kételezd grafcsaladok

Ha Chr(X) > Ny legyen fx a kovetkezd fliggvény.
fx(n) a legkisebb, X-beli n-kromatikus részgraf
cstcsainak szama. Erdés—de Bruijn miatt fx(n)
mindig definidlt és nyilvan fx(n) > n. Tehat

fX — Q.

Kérdés. (Erdés—Hajnal) Tarthat-e fx végtelenhez
tetszblegesen gyorsan?

Tétel. (Shelah) Konzisztens, hogy minden
f : N — N fuggvényhez van X graf, mire
Chr(X) =Ny és fx(n) > f(n) (n > 3).
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Végtelen grafok szinezési kérdései

L Kételezd grafcsaladok

A Taylor—sejtés (Taylor, Erdés—Hajnal-Shelah) Ha
X graf, amire Chr(X) > Xy, akkor minden A
szamossagra van olyan Y graf, aminek ugyanazok a
véges részgrafjai, mint X-nek és Chr(Y) > \.
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Végtelen grafok szinezési kérdései

L Kételezd grafcsaladok

Tétel. (K) Konzisztens, hogy van olyan X graf,
amire | X| = Chr(X) = N; és ha Y olyan gréf,
aminek minden véges részgrafja elofordul X-ben,
akkor Chr(Y) < N,.
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L Kételezd grafcsaladok

Tétel. (K) Konzisztens, hogy van olyan X graf,
amire | X| = Chr(X) = N; és ha Y olyan gréf,
aminek minden véges részgrafja elofordul X-ben,
akkor Chr(Y) < N,.

Tétel. (K) Konzisztens, hogy ha Chr(X) > R,
akkor van tetszolegesen nagy kromatikus szamua Y
graf, aminek ugyanazok a véges részgrafjai, mint
X-nek.
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Végtelen grafok szinezési kérdései

I—Részgréf kromatikus szam

Az Erdds-de Bruijn jelenség nem igaz a
sorozatszamra (Erdés-Hajnal), de
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Végtelen grafok szinezési kérdései

I—Részgréf kromatikus szam

Az Erdds-de Bruijn jelenség nem igaz a
sorozatszamra (Erdés-Hajnal), de

Tétel. (K) Ha n természetes szam és
Col(X) = n+ 1, akkor X-nek van olyan Y
részgrafja, amire Col(Y) = n.
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Végtelen grafok szinezési kérdései

I—Részgréf kromatikus szam

Az Erdds-de Bruijn jelenség nem igaz a
sorozatszamra (Erdés-Hajnal), de

Tétel. (K) Ha n természetes szam és
Col(X) = n+ 1, akkor X-nek van olyan Y
részgrafja, amire Col(Y) = n.

Mi a helyzet a kromatikus szammal?
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Végtelen grafok szinezési kérdései

I—Részgréf kromatikus szam

Az Erdds-de Bruijn jelenség nem igaz a
sorozatszamra (Erdés-Hajnal), de

Tétel. (K) Ha n természetes szam és
Col(X) = n+ 1, akkor X-nek van olyan Y
részgrafja, amire Col(Y) = n.

Mi a helyzet a kromatikus szammal?

Ha Chr(X) > n, akkor van Y részgraf, amire
Chr(Y) = n.
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Végtelen grafok szinezési kérdései

I—Részgréf kromatikus szam

Az Erdds-de Bruijn jelenség nem igaz a
sorozatszamra (Erdés-Hajnal), de
Tétel. (K) Ha n természetes szam és

Col(X) = n+ 1, akkor X-nek van olyan Y
részgrafja, amire Col(Y) = n.

Mi a helyzet a kromatikus szammal?

Ha Chr(X) > n, akkor van Y részgraf, amire
Chr(Y) = n.

Ha Chr(X) > Ng, akkor van Y részgraf, amire
Chr(Y) = .
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Végtelen grafok szinezési kérdései

I—Részgréf kromatikus szam

Galvin kérdése: a kromatikus szam rendelkezik-e a
Darboux-tulajdonsaggal: igaz-e, hogy ha

Chr(X) = X és k < A\, akkor van Y C X részgrif,
amire Chr(Y) = k?
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I—Részgréf kromatikus szam

Galvin kérdése: a kromatikus szam rendelkezik-e a
Darboux-tulajdonsaggal: igaz-e, hogy ha

Chr(X) = X és k < A\, akkor van Y C X részgrif,
amire Chr(Y) = k?

Feltehetd, hogy Ny < .
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I—Részgréf kromatikus szam

Galvin kérdése: a kromatikus szam rendelkezik-e a
Darboux-tulajdonsaggal: igaz-e, hogy ha

Chr(X) = X és k < A, akkor van Y C X részgrif,
amire Chr(Y) = k?

Feltehetd, hogy Ny < .

Tétel. (Galvin) Ha 2% = 2% < 2% akkor van X

graf, amire Chr(X) > Ny, de nincs pontosan
Ni-kromatikus feszitett részgrafja.
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I—Részgréf kromatikus szam

Galvin kérdése: a kromatikus szam rendelkezik-e a
Darboux-tulajdonsaggal: igaz-e, hogy ha

Chr(X) = X és k < A, akkor van Y C X részgrif,
amire Chr(Y) = k?

Feltehetd, hogy Ny < .

Tétel. (Galvin) Ha 2% = 2% < 2% akkor van X

graf, amire Chr(X) > Ny, de nincs pontosan
Ni-kromatikus feszitett részgrafja.

Tétel. (K) Konzisztens, hogy van R, szamossagd,
No-kromatikus graf, aminek nincs pontosan
Ni-kromatikus részgrafja.
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Végtelen grafok szinezési kérdései

I—Részgréf kromatikus szam

Ha X graf, legyen

{Chr(Y) . Y feszitett részgraf X—ben}—{O, 1,..., NO}.
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Végtelen grafol

I—Részgréf kromatikus szam

Ha X graf, legyen

{Chr(Y) . Y feszitett részgraf X—ben}—{O, 1,..., NO}.

Ekkor /(X) zart és ha A € I(X) szingularis, akkor
A e I(X).
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Végtelen grafok szinezési kérdései

I—Részgréf kromatikus szam

Ha X graf, legyen

{Chr(Y) . Y feszitett részgraf X—ben}—{O, 1,..., NO}.

Ekkor /(X) zart és ha A € I(X) szingularis, akkor
A e I(X).

Tovabbd, ha az A Ny-nal nagyobb szamossagokbdl
allé nemires halmaz rendelkezik e két
tulajdonsaggal, akkor van olyan szamossagokat

megorzo forszolds, ami ad egy X grafot, amire
[(X) = A.
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Végtelen grafol

I—Részgréf kromatikus szam

Ha X graf, legyen

S5(X) = {Chr(Y) .Y részgraf X—ben}—{O, 1,. ..,No}.
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Végtelen grafol

I—Részgréf kromatikus szam

Ha X graf, legyen

S5(X) = {Chr(Y) .Y részgraf X—ben}—{O, 1,. ..,No}.

Ekkor, ha A € S(X) szinguldris szdmossag, akkor
A€ 5(X) és ha A € S(X)' szingularis, akkor
A€ S5(X).
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Végtelen grafok szinezési kérdései

I—Részgréf kromatikus szam

Ha X graf, legyen
S5(X) = {Chr(Y) .Y részgraf X—ben}—{O, 1,. ..,No}.

Ekkor, ha A € S(X) szinguldris szdmossag, akkor
A€ 5(X) és ha A € S(X)' szingularis, akkor

A€ S5(X).

De reguldris szamossagoknal S(X) nem feltétlendil
zart:

Tétel. (K) Ha mérhetd szdmossag létezése
konzisztens, akkor az is, hogy van olyan X graf,
amelyre S(X) nem zart egy regularis szdmossagnal.
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Végtelen gra szinezési kérdései

L Osszefiiggsség

Ha Chr(X) > Ng, akkor van olyan osszefliggé Y
részgrafja, amire Chr(Y) > Ro. (Valamelyik
osszefliggd komponens.)
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Végtelen grafok szinezési kérdései

L Osszefiiggsség

Ha Chr(X) > Ng, akkor van olyan osszefliggé Y
részgrafja, amire Chr(Y) > Ro. (Valamelyik
osszefliggd komponens.)

Tétel. (K) Ha n véges, X graf, amire
Chr(X) > N, akkor van n-osszefiiggé Y C X
részgraf, amire Chr(Y) > R
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L Osszefiiggsség

Ha Chr(X) > Ng, akkor van olyan osszefliggé Y
részgrafja, amire Chr(Y) > Ro. (Valamelyik
osszefliggd komponens.)

Tétel. (K) Ha n véges, X graf, amire

Chr(X) > N, akkor van n-osszefiiggd Y C X
részgraf, amire Chr(Y) > Ry és Y-ban minden pont
foka > Ny.
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Végtelen grafok szinezési kérdései

L Osszefiiggsség

Tétel. (K) Konzisztens, hogy minden ¥,
szamossagu, Ni-kromatikus graf tartalmaz
Ni-kromatikus, Nq-0Osszefuiggod részgrafot.
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Végtelen gra szinezési kérdései

L Osszefiiggsség

Tétel. (K) Konzisztens, hogy minden ¥,
szamossagu, Ni-kromatikus graf tartalmaz
Ni-kromatikus, Nq-0Osszefuiggod részgrafot.

Tétel. (K) Konzisztens, hogy van olyan
Ni-kromatikus, N; szamossagu graf, amely nem
tartalmaz N; szamossagu Ng-0sszefliggd részgrafot.
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L Osszefiiggsség

Tétel. (K) Konzisztens, hogy minden ¥,
szamossagu, Ni-kromatikus graf tartalmaz
Ni-kromatikus, Nq-0Osszefuiggod részgrafot.

Tétel. (K) Konzisztens, hogy van olyan
Ni-kromatikus, N; szamossagu graf, amely nem
tartalmaz N; szamossagu Ng-0sszefliggd részgrafot.

Probléma. (Erdés-Hajnal) Igaz-e, hogy minden
> No-kromatikus graf tartalmaz Np-0sszefiiggo
részgrafot?
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Egy (V, X) graf List(X) lista-kromatikus szama a
legkisebb 11 szdmossag, amire igaz, hogy ha F(v)
tetsz6leges halmaz, amire |F(v)| = u (v € V) akkor
van f jé szinezés amire f(v) € F(v) (v € V).
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Egy (V, X) graf List(X) lista-kromatikus szama a
legkisebb 11 szdmossag, amire igaz, hogy ha F(v)
tetsz6leges halmaz, amire |F(v)| = u (v € V) akkor
van f jé szinezés amire f(v) € F(v) (v € V).

Lemma. Minden X grafra teljesil a
Chr(X) < List(X) < Col(X) egyenlétlenség.
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Végtelen grafok szinezési kérdései

- Lista-kromatikus szam

Tétel. (K) Konzisztens, hogy N; szdmossagu
grafokra List(X) = 8y <= Chr(X) = ;.
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Végtelen grafok szinezési kérdései

- Lista-kromatikus szam

Tétel. (K) Konzisztens, hogy N; szdmossagu
grafokra List(X) = 8y <= Chr(X) = ;.

Tétel. (K) Konzisztens, hogy X; szdmossagu
grafokra List(X) = Ny <= Col(X) = ¥;.
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