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BEVEZETES

Magyarorszagon a legkorabbi feljegyzés a nyugdijbiztositashoz hasonld gondoskodasrél egy
1307-es céhlevél. A céh tagjai oly médon tdmogattak egymast, hogy tagdijat szedtek amit a céhbeli
raszorulokra forditottak'. A timogatasok kozott szerepelt nyugdij is, amit az idés tagoknak fizettek
ki. Egy 1581-es irat szerint a felsonagybanyai banyaszk6zosség is ezt a modszert alkalmazta.

Késobb megjelentek a biztositotarsasagok ¢€s életbiztositast kindltak azoknak akik rendszeres
jovedelmet szerettek volna inaktiv korszakukra. Erre el6szor Magyarorszagon 1832-ben volt
lehetéség, amikor a trieszti Generalli-nak megnyilt a pesti képviselete”. 1857-ben tébbek kozott
Deék Ferenc, Apponyi Gyorgy, Etvos Jozsef, Lévai Henrik és Urményi Jozsef megalakitottik az
Elsé Magyar Altalanos Biztosité Tarsasagot [1].

A nyugdijtorténelemben a kovetkezd mérfoldké 1889-ben volt, amikor a német birodalom
parlamentje elfogadta Otto Von Bismarck javaslatdit az iddskortiak orszdgos szinten valo
gondoskodasarol [2], ez volt az elsé nyugdijrendszer. Az alapmodellje a ma jol ismert feloszto-
kirovo rendszer. Lényege az volt, hogy az aktivak jaruléka fedezze a nyugdijasok jaradékat. Késobb
ezt példat sok mas Eurdpai orszag kovette. Bevezette a jovedelemmel aranyos jarulékfizetést (ezt az
aranyt %-osan adtak meg, amit jarulékkulcsnak hivtak).

Magyarorszagon az els6 kotelezd nyugdijbiztositast 1912-ben vezették be a koztisztviselok
korében. Az allam Oregségi, arvasagi, és Ozvegyi nyugdijat tovabba temetési hozzédjaruldst
biztositott az allami hivatalok, intézetek és vallalatok magyar allampolgarsag’ alkalmazottai
szamara [3].

1928-ban a teljes népességre vezettek be Oregségi, rokkantsagi €s hatramaradott tokefedezeti
nyugdijbiztositast. Ekkor a jarulékkules 5% volt a korhatar pedig 65 év. A II. vilaghdboru utan a
tokefedezetek megsemmisiiltek, ezért az dllam, hogy ki tudja fizetni az aktualis nyugdijasokat 1951-
ben bevezette a feloszto-kirovo rendszert [2].

Ma mar nem kevés tarsadalomban (példaul hazankban is) a felosztd-kirovo rendszer a népesség-
eloregedés miatt problémakkal kiiszkodik. Ez Gjabb nyugdijrendszerek elméletéhez vezetett, ami

miatt fontossa valt a nyugdijrendszerek j6 modellezése.

Simonovits Andras cikkei és konyve (Nyugdijrendszerek tények és modellek) foként ilyen

rendszerek modellezésérdl szol. Az egyik modell 1ényege az, hogy a nyugdijkorhatart rugalmasan

1 Meglehetdsen hasonlit a feloszto-kirovo gondolkodasmodra.
2 Ennek a biztositotarsasagnak az egyik alkalmazottja Jokai Mor volt.
3 A magyar allampolgarsag kovetelmény volt.



kezeli oly médon, hogy az egyének maguk valasztjak meg mikor szeretnének nyugdijba menni. Ezt
a dontést a palyajuk elején hozzdk meg. Az alapmodell a nyugdijakat biztositasmatematikailag
tisztességes modon allapitja meg. Simonovits Andras a konyvében az egyének viselkedését ugy
vizsgélja meg, hogy feltételezi, hogy az emberek és a kormanyzat* tisztdban vannak a hatralévo
¢letilk varhato értékével, de a halalozasi valosziniiségeikkel nem. Az egyének munkalépessége
halalukig valtozatlan tovabba ismerik a sajat hasznossagfiiggvényiiket (a valtozo a szolgalati id6) és
szeretnék a sajat hasznossagukat optimalizalni. Tehat Ggy valasztjadk meg azt az életkort amelyben
nyugdijba mennek, hogy a hasznossagfiiggvények a maximumot vegyék fel az életkorhoz tartozo
szolgélati idGben.

A dolgozat célja az egyének viselkedésének vizsgalata abban az esetben ha a halalozasi
valoszinliségeikkel is tisztaban vannak Ok is és a kormanyzat is (ami ekként allapitja meg a
nyugdijakat).

Az els6 fejezetben felvazolom a két esetben alakuld nyugdijakat és hasznossagokat. A régi és az 1ij
eredményeket Osszehasonlitom. A mésodik fejezetben a hasznossagot €s az optimalis szolgalati id6t
ismertetem. A harmadik fejezetben kitériink a 4. fejezet példathoz hasznalt haladlozasi
valoszintiségekre.

A 4. fejezetben konkrét példakat adok arra, hogyan valasztjdk meg a 20 és 30 év kozotti
palyakezddk a szolgalati idejiiket. Nem minden esetben tettem azt fel, hogy az egyének tisztaban
vannak a sajat hasznossagaikkal, ekkor mas szempontok alapjan valasztottak meg a szolgélati
idejiiket. Igyekeztem olyan gondolkoddsmodot adni, amivel gyakran talalkozni.

A vizsgalodast arra is kiterjesztettem milyen kiilonbségek adodnak a kiilonbozd haldlozasi
eloszlasoknal. Leginkabb azt a két esetet volt érdemes Osszehasonlitani, ahol a szamitasi
eredményeket az mddositotta, hogy feltettliink-e a haldlozasban javulast az id6 eldrehaladtaval vagy

S€m.

4 A kormanyzatnak a nyugdij megallapitasdhoz van sziiksége a hatralévo élettartam varhato értékére.
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DEFINICIOK ES FUGGVENYEK

A nyugdijszamitadsban gyakran hasznalt definiciok:
-Jarulék: Amit az aktiv dolgozdk fizetnek. Ebbdl vagy az akkori nyugdijasokat tarjak el, vagy
pedig a sajat késdbbi nyugdijalapjukat gyarapitjak (rendszertdl fligg).
-Jarulékkulcs: %-osan hatarozza meg mennyi legyen a jovedelembdl a jarulék.
-Szolgalati 1d6: a dolgoz6 aktiv iddszakéanak (jarulékfizetd) hossza.

-Jaradék: nyugdijasok jovedelme, a nyugdijrendszertdl fligg a meghatarozasa.

-Halandosagi figgvény: I(x)-el jelolt fiiggvény.
120000
Monoton csokkend egész értékill fliggvény, melynek

100000
értelmezési tartomanya: {0,...;100}. Azt mutatja .,
80000

meg 100 000 0jszilottbdl mennyi érte el az x éves

kort. Statisztikai adatokkal hatarozzak meg. 60000
Altaldban® 2 inflexiés pontja van: az elsé és az 40000

utolsé intervallumon konvex a kozépsén konkav. 20000
Halandosagi tablazat® : Az I(x) adatok tablazata. 0 S

0 20 40 60 80 100 120

-Halalozési valoszinliség: a ¢(x) valoszinliségi
1,2

valtozo. Jelentése: x éves egyén milyen 4

valoszintiséggel hal meg x+1 éves kora elétt. A g(x) 8
valoszinliségi  valtozd  kifejezheté az  I(x) 2:2 |
fiiggvénybol: 0.2
O
(x):l—l(x+1) 5 13 21 29 37 45 53 61 69 77 85 93
l(x) 1 9 17 25 33 41 49 57 65 73 81 89 97

q(x) a [0;100] intervallumon
-Kozgazdasagilag semleges szemlelet o4
(biztositasmatematikailag tisztességes modszer): 0,01

Amikor a jaradék varhato kifizetése megegyezik a 0,01

jarulék varhat6 befizetésével: 0
R . 100—S . 0
[(i+S),., ., 1i+S),., ., .
arulék )= aradek) e eceeeeesimeeeeett
; 105) (jarulék) :ZR 15) (] ) 0 e
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
S- a dolgozo aktudlis kora, R-szolgélati idd. q(x) a [0;45] intervallumon

5 Minden évben Gjraszamoljak az aktualis statisztikai adatokkal.
6 A mellékletben van halandésagi tablazat.



-CRRA hasznossagfiiggvény [2]: Konstans’ kockéazatot elutasito hasznossag: a
jatékelméletben a jatékos nem konstans modon adja meg hdnyadrészét kockaztatja a pénzének,
hanem annak a mennyisége alapjan.

Simonovits Andras optimalis szolgalati idejiiket keresé egyénekhez rendelt CRRA tipusu
hasznossagot [4-5]. A CRRA paraméterei ¢és jelentése ebben az esetben:
U=c"'[A"97(1 =T R+b"(t—R)] az életpalya-hasznossag.
At pillanatban az egyén valaszthat a minimalis /,, €s a maximalis /), szabadidd kozott a nyugdijban
maximalisan pihen, aktiv idészakban /,-/, intenzitassal dolgozik.
R-szolgalati 1d6 a fliggvényvaltozo.
o<1 -kockazatkeriilési egyiitthatd. Ebben esetben a nyugdijhoz, és a fizetéshez rendel egy
hasznossagot, mint a kitevojiik.
7 -nyugdijjarulék.
b(R)-nyugdij, a szolgalati id6 és a jarulék fliiggvénye.
0<A<1 -minimalis és a maximalis szabadidé hanyadosa, ha valaki ehhez az aranyhoz allapitja
meg mennyit dolgozik az aktiv korszakéaban akkor a szabadid6 fontossagat adja meg vele.
¢ -pillanatnyi hasznossag fogyasztas szerinti rugalmassaga: a pillanatnyi hasznossag a fogyasztas ¢
hatvanyanak és a szabadidd (7-¢) hatvanyanak szorzata.
Ha a pillanatnyi hasznossagokat ,,0sszeadjuk™ megkapjuk a fenti életpalya-hasznossagot az R
szolgalati id6hoz az 7 ,4,6,0 paraméterek mellett.
Két specialis eset:
- Cobb-Douglas hasznossag: o=0.

- Leontief hasznossag: o=—c0.

7 Relativnak is emlegetik.



I. VARHATO HASZNOSSAG ES NYUGDIJ

Simonovits Andras-Esd Péter [4-5] 2003-ban megjelentetett nyugdijmodelljét vizsgaljuk meg egy
masféle elgondoldssal. A modell Iényege az, hogy egyének szabadon valasztjak meg mikor akarnak
nyugdijba menni. Ennek megfeleléen semleges modon ugy lesz az egyén jaradéka megallapitva,
hogy a véarhat6 jarulék befizetések és jaradék kifizetések megegyezzenek. A modellben az egyének
tisztaban vannak a sajat varhato élettartamukkal és hasznossagfiiggvényiikkel. Tovabba a céljuk a
varhatd hasznossaguk maximalizalasa. Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogyan valtozik a
szolgalati 1d6hoz tartozd nyugdij és életpalya-hasznossdg, ha nem csak a hatralévd élettartamot,
hanem a halalozasi valoszinliségek eloszlasat is ismerjiik.

Jelolések:

-§ az egyén kora.

-T legfeljebb ennyi idds lehet.

-R éven keresztiil szandékozik az egyén dolgozni.

-t jarulékkulcs (0 és 1 kozott van).

-b nyugdij amit évente kap.

-u(1-7) hasznossadghoz jut évente az aktiv idészakban.

-w(b) hasznossaghoz jut évente az nyugdijas idészakban.

-P(i) annak a valdsziniisége, hogy az egyén pontosan 1 év mulva hal meg (i 0 és 7-S k6zotti egész).

-t annak a varhat¢ értéke, hogy mennyit ¢l még az egyén.

-v az egyén varhatd hasznossaga.

Az a. eset lesz az eredeti modell, amely csak a hatralévd évek varhatd értékével tud szdmolni.
Ezekben az esetekben 1évd eredményeket Simonovits Andrés és Esd Péter [4-5] szdmitottak ki.

Megjegyzés: a P(i) valtozdkat az eredeti modell nem hasznalja.

Feltevések és elvarasok:

- Az egyén évente egy egységet keres.
-8
- 1= i-P(i)
0
Tovabba még szeretnénk ha az egyén varhato kifizetése megegyezne a varhat6 nyugdijaval:
-a varhato kifizetés:

a. Az eredeti modellben (ez nem varhato érték, itt alapfeltevés gyakorlatilag, hogy az

egyén R év mulva még ¢éIni fog):



RT
b. Az 0j P(i)-kel szamol6 eredmény mar valoban varhat6 €rték (azzal a lehetdséggel
1s szamol, hogy az egyén nem ¢€li meg az R évvel késObbi éveit):
R -8
> P(i)iT+Y, Pi)RT
0 R
-az ¢évek soran varhatod nyugdij:
a. A varhato életkorbol becsiili mennyit tolt az egyén nyugdijban:
(t—R)-b(R)
b. Nyugdijas évek varhato értékét hasznalva:
-8
> P(i)(i=R)-b
R+1
Ekkor ugy kell 7—t és b-t megvalasztani (altaldban 7 adott), hogy az alabbi egyenldség teljesiiljon:
a. eset:
R-t=(t—R)-b(R)

b. eset:

R

o[ Pliyi+ Y. P(i}RI=b[Y. P(i)(i-R)

0 R+1 R+1

b-t T-bol kifejezve kapjuk:

a. eset:
b= %
b. eset
b_T@P(zmrzjmz)‘m;[Tzosmz)z 3. PliYi-R) 0
I O N L

Tehat a nyugdij rogzitett jarulékkulcs mellett mindkét esetben egy szigoruan monoton novekvo
egyvaltozos® fliggvény. Amennyiben nincs rdgzitve a jarulékkulcs mindkét valtozdjaban szigortian
monoton névo kétvaltozos’ figgvényt kapunk ra.

Vérhat6 hasznossag amit az egyén maximalizalni szeretne:

a. eset (az egyén feltétleniil R évet lesz aktiv): Az aktiv években az u hasznossaghoz jut a
nyugdijas iddszakban @-hoz.

Ru(l—7)+(t—R)-w(b(R))

8 A szolgalati id6 a valtozo.
9 A szolgalati id6 és a jarulékkulcs a két valtozo.



b. eset: Ha az egyén az ezt kdvetden i.-edik évben hal meg és i<R vagy i=R akkor i-szer jut

az u hasznossaghoz. Ha i>R akkor R -szer jutott az u hasznossaghoz €s (i-R)-szer az w-hoz. Tehat

az egyén varhato hasznossaga:

V:Zo: i‘P(z')‘u(l—'r)%—RZ1 [R-u(1—7)-P(i)+(i—R)-w(b) P(i)]
Egy atlathatobb alak:
v=u(1=m)[ X i-P(0)+ 3 (i} RI+L3, (1= R)-P()} o (b)

Az eredmények Osszefoglalasa és 6sszehasonlitdsa:

a. eset b. eset
Megallapitott nyugdij b= R-T . ¢ .
R szolgalati id6 mellett t—R I -
> P(i)(i—R)
R+1
Vérhat6 hasznossag R | R-u(1-7) RIS s .
szolgélati id6 mellett +(t—R)-b(R “(1_T)[Z ZP(Z)+Z P(Z)R]+[Z (i—=R)P(i)]-w(b)
0 R+1 R+1

Nyugdijak Osszehasonlitdsa: Ha szolgalati 1d6t nullanak vélasztjuk abban az esetben mindkét
modszerrel megadott nyugdij nulla lesz. Minden nullatol kiilonb6zd szolgalati 1d6 esetén a b. eset
nyugdija kevesebb lesz az a. esetbelinél:

R- .
b= t__; =7( t—tR —1) Alakba atirhat6 az a. eset nyugdija, ezzel elértiik, hogy csak a nevezdket

kell 6sszehasonlitani. A b. eset nevezdjének atalakitasa:

3 P=RI= 3, Pi)i= Y, P()R= 3, P(i)i= X P(1)i= 3 PUIR+Y. P()R

Ebbe behelyettesitjiik Z P(i)i=t ; Z P(i)=1 egyenleteket:
0

0

-8 R -8 R R
Z P(i)i—z P(i)i—zP(i)R+ZP(i)R:t—R+Z P(i)(R—i) az utolso tag pozitiv, tehat:
0 0 0 0 0
-8
> P(i)(i—R)>t—R Y T—S>R>0-ra= T — L —li<t— VT—-S=R>0-ra
Y P(i)(i=R)

R+1

R
ZP(i)(R—i) R-ben monoton ndvé fiiggvény, tehat a nevezOk kozti kiilonbségek egyre
0

nagyobbak lesznek, ha egyre nagyobb a szolgalati id0 €s ez a nyugdijak kozt is noveli kiilonbséget.



Hasznossagoknal csak a keresetekbdl befolyt varhatd hasznossagra igaz feltétleniil a relacio:

A b esetbeli keresetek varhat6 hasznossdga kevesebb mint az a esetbeli kereseteinek varhatd

hasznossiga: u(1-7)[3] P+ P(i) Rl<u(1=7)[X RP()+Y. P(i)R]=u(1—7)-1-R

R+1 R+1

A nyugdijakbol befolyt varhatdo hasznossdgoknal feltehetjiik, hogy az @ hasznossagfliggvény
fliggvény b-ben monoton novo (a tobb mindig jobb elv alapjan). Tehat ha b, és b, az a és b eset
nyugdijai:

w(b,)<w(b,) ¥ R>0-ra
7-§

Mivel az elébb mar belattuk, hogy . P(i)(i—R)>t—R . Tehét az o fiiggvény megadasa nélkiil
R

nem lehet megmondani, melyik esetben nagyobb a szolgalati id0hdz tartoz6 varhatd hasznossag.

Ha maximumot keresiink akkor majd jol johet majd egy R szerint derivalhaté a v(R), amit
folytonos id6' mellett kaphatunk a kdvetkez6képp:
-p(x) a haldlozas striiségfliggvénye:

- x€[0,T-S]

o [ plx)xt | p(x)R]
_ b= 0 R =T ! -1

r-S

[ p(x)-(x—R) [ p(x)(x—R)

R

Ekkor ennek megfelelden a v(R)":

R [T-5]

v=u(1—T)‘[fx‘p(x)dx+R‘jl p(x)dx]+w(b) f p(x)(x—R)dx

0 R

Folytonos stirtiségfiiggvényt hasznalva hasonldan belathatd, hogy az a eset nyugdija nagyobb, mint

a fliggvény segitségével megadott nyugdij.

[ p)x=R)= [ px)x—f p(x)x— [ p(x)R+[ p(x)R=t—R+ ] p(x)(R—x)

10 Lsd. 1. figgelék.
11 Ez maér derivalhato R szerint.



-8

f p(x)(x—R)>t—RVYT—S=R>0-ra =71

R

t

YT—S=2R>0-ra

7S —1l|<T

[ P(i)(x-R)

R

Barmely haldlozasi eloszlas mellett az a. eset nyugdija magasabb a b. estnél, ami azt sejteti hogy,
ha a kormanyzatnak nincsenek az egyén halalozasi valoszinliségeirdl informacioi, csak a hatralévd
évek varhat6 értékérdl, akkor a kifizetendd jaradékok varhato értéke tobb a befizetendd jarulékok

varhat6 értékénél, azaz egy egyénre vonatkozd bevétel-kiadés kiilonbség varhato értéke negativ.

Allitas: Legyen t;R€(0;T—S) -bél meghatérozott b nyugdij:

_R-T
t—R

b

Ekkor a jarulékok varhato befizetése kevesebb lesz, mint a nyugdijak varhato kifizetése barmely P

halalozasi eloszlasra €és R nem nulla szolgalati idére, ha a P(i) haldlozési valosziniiségekre teljesiil:

Bizonyitds: Vegyiink egy egyént, akikre a P haldlozési eloszlds vonatkozik tovadbbad R ¢évig

szdndékozik dolgozni ekkor b nyugdij mellett a kormanyzat varhato bevétele a jarulékokbol:

R

(> P(i)H—; P(i)R)

0

R (3 p(i)(i-R)

A varhat6 kiadasa a jaradékokra: T
I—R R+1

A varhat6 bevételre adhato egy felso korlat, ami a varhaté kiadas alsé korlatja lesz:

R T-S R T-S T-S
T[> P(i)i+ Y, P(i)R]<T[D, P(i)R+ D, P(i)R]=7 ), P(i)R=TR a véarhato bevétel felsé
0 R+1 0 R+1 0

korlatja.

Erdemes a varhato kiadast atalakitani:

TS PR =T I3 P~ R)=3 P(i)i=R)|=T - 1=R+ 3 P(i) (R
EbbS] az also korlat: T _RR[t—R+ZR: P(i)(R—i)]:TR+Tt_RR[iP(z’)(R—i)]>TR

A bevétel felso korlatja megegyezik a kiadas als6 korlatjaval, tehat az allitas igaz.

10



II. AVARHATO HASZNOSSAG OPTIMALIZALASA

Cél: ugy megvalasztani R-et, hogy a varhatd hasznossag a lehetd legnagyobb legyen. A jelolések
¢s a feltételek megegyeznek az el6z6 fejezetbeliekkel.

A diszkrét eset:

Megjegyzés: Feltehetden v(R) fliggvény mind a diszkrét mind a folytonosban esetben egy harang
alakt gorbe. Vessziik a v(R+1)-v(R) sorozatot, a v(R) abban az R pontban veszi fel a maximumot
ahol az v(R+1)-v(R) sorozat els6ként lesz negativ. Amennyiben nem lehetiink abban biztosak, hogy
harangalakt a gérbe, minden pontban meg kell nézni a hasznossagot €s kivalasztani a maximumot
vagy minden R-re meg kell nézni ezt a v(R+1)-v(R)-t, illetve kivalasztani a maximumot azok koziil
az R-ek koziil melyekre a kiilonbség negativ lett. Attdl fiiggden érdemes valasztani a modszerek
kozott, hogy a v(R) vagy v(R+I1)-v(R) szamithatd egyszeriibben. A sorozat altalinosan a
kovetkezOképp néz ki:

Az egyszerlség kedvéért el0szor tekintsiink el az w(b(R+1)) és az w(b(R)) kozti kiilonbségrol:

a.eset: V(R+1)—v(R)=[(R+1)u(1—7)+(t—(R+1))-w(b)|—[Ru(1—7)+(t—R)-w(b(R))]

V(R+1)—v(R)=u(l—7)—w(b)

Tehat a maximumot akkor veszi fel a hasznossdg amikor a két hasznossag kiilonbsége atvalt

negativba.
b. eset:
R T-s 75|
V(R):“(l_T)‘[ZO: P(l')‘l']ﬂt(l—T)‘[RZ1 P(i)R]+w(b)] RZI P(i)(i=R)]=v(R)+¥(R)+V(R)
Ahol:

r-S

- ¥(R)=u(1=7)[ ) P(i)-R]

r+1

=

- #(R)=w(b)[ ] P(i)(i—R)]

R+1

V(R+1)—v(R)=u(1-7)[ D, P(i)-i—zo‘, P(i)il=u(1=7)-P(R+1)-(R+1)
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V(R+1)—v u(1-7) ZP (R+1)=Y P(i)R]=u(1-1)[ D P(i)~R-P(R+1)]
[3]
F(R+1)—7 Rzzp (i=R+2)= 3, P(i)i—(R+1))=—w(b)- 3. P(1)

Végiil: [1]+[2]+[3]
v(R+1)=v(R)=v(R+1)—v(R)+V(R+1)—V(R)+V(R+1)—V(R)

v(R+1)=v(R)=u(1—7)-P(R+1)(R+1)+u(l—7 Z P(i)=R-P(R+1)]—w(b)- Y P(i)
v(R+ D=y (R)=u(1-7)- 3 P(i)-w(b)- 3, P(i)= 3 P(i)u(1-1)-w(b)

Tehat anndl az R-nél veszi fel az v(R) a maximumot ahol az aldbbi egyenl6tlenség eldszor teljesiil:

=

> Pli)(u(1-7)=w(b))<0

R+1

Kihaszndlva, hogy valoszintiségeket adunk 6ssze amelyek mindig pozitivak, a fenti egyenlétlenség

ekvivalens a kovetkez6vel: u(l—1)<w(b)
R -8
©[Y P(i)i+ Y, P(i)R
u(l—71)<w 0T7S R
> Pli)-(i=R)
R+1

Megjegyzés: A két eset latszdlag ugyanazt az eredményt hozta. De ha figyelembe vessziik, hogy az
o figgvény b(R)-t61 fligg (ami kiilonbodzd a két esetben) nem azonos az eredmény.

Pontosabb szamitasnal mar kevésbé kapunk szép végeredményt:

a. eset:
V(R+1)—v(R)=[(R+1)u(1—7)+(t—(R+1))w(b(R+1))]—[Ru(1—7)+(t—R)-w(b(R))| =
V(R+1)—v(R)=u(1—7)+(t—(R+1))w(b(R+1))—(t—R)wb(R) =
V(R+1)=v(R)=u(l-7)+(t—R)(w(b(R+1))—w(b(R)))—w(b(R+1))

Ez akkor lesz negativ. ha a kovetkezd egyenldtlenség teljesiil:

u(l-71)+(—R)(w(b(R+1))—w(b(R)))<w (b(R+1))

Az o fiiggvény monoton ndvekvd R-ben, (¢ — R) pedig monoton csokkend ezért a végeredményhez
mar enn¢l kdzelebb nem jutunk altaldnossagban.

b.eset (csak a harmadik fliggvény fog megvaltozni):

F(R+1)—v(R)=w(b(R+1)) ZP (i—R+1)] ZP -

R+1 R+1

12



Megtehetem. hogy a két szummat ugyanonnan inditom mert az. olyan mintha 0- adnék az els6hoz:

F(R+1)— gp (i—(R+1))w(b(R+1))— EIP

F(R+1)— };P w(b(R+1))— ZZjP() (B(R+1))— g‘lp -
F(R+1)— gp (b(R+1))—wb(R))—ZZjP(z’)w(b(R+1)) =

v(R+1)- g,lP (l—R)(w(b(R+1))—wb(R)))—:ZjP(i)w(b(R+1)) -ig

érdemes szamolni és ennél megvizsgalni hol negativ. Az egyetlen negativ tag benne az utolséd
szumma.

Az igy kapott eredmény akkor valdban a legjobb ha biztosan harang
alakt. Ha ezt nem tudhatjuk biztosan vagy a v(R+1)-v(R) sorozat
0sszes negativ vagy v(R) 0sszes pontja koziil keressiik a maximumot,
u-t6l és w-tol fiigg melyik az egyszeriibb.

A folytonos esetben pedig: fliggvény derivaltjanak a zérushelyeit
megkeressiik. A hatarpontokat nem kell kiilon megvizsgélni, mert
szép eset dbréja R=0-ban a v(0) nemnegativ hasznossagfiiggvény 0, ott nem lesz

maximum, az R=7-S-ben pedig a v fliggvény derivaltja nulla.

Folytonos eset:

-5 [T-S]

v=u(1—T)‘[fx‘p(x)dx+R‘f p(x)dx]+w(b) f p(x)(x—R)dx

A hasznossag derivaltja:

-8 -8

v=u(1-7)(P(R)R+ [ p(x)dx—p(R)R)+w(b(R))(—p(R)R— [ p(x)dx+ p(R)R)+b(R)
w(b(R) [ p(x)x—R)dx= [ plx)dr(u(l-1)-w(b(R)+a(b(R)b(R) [ plx)(x—R)

bZT’[FS —1]
J (x=R)-p(x)dx
. T-S§ L jl p(x)dx
b(R)=———"——(Rp(R)= p(R) R~ [ p(x)dv)=—t 2
( f (x—R) p(x)dx ( f (x—R)‘p(x)dx)

13



Behelyettesitve a fentiekbe:

V=I p(x)dx(u(1=7)=w(b(R)))+d(b(R)B(R) | p(x)(x—R) =

-8

v(R)= [ p(x)dx|u(l-1)—w(b(R))+

R

@(b(R))

r-S

| (x=R)-p(x)dx

R

zérushelyeit kell megkeresni.

Ellendrizni kell a masodik derivalt eldjelét, igy megkapjuk, hogy lokdlis minimum vagy

maximuma van a pontban. Kétféleképpen adhaté meg zérushely:
-8

v(R)=0= [ p(x)dx=0 Vv u(1-7)~w(b(R))+—
: J (x=R)p(x)ax

r-S

Ttw(b(R)) —0

Tehat az egyik zérushely R=T7-S hatarpontban van.
A masik zérushelyet/helyeket meghatarozo egyenlet:
Ttw(b(R))

[ (x—R) p(x)dx

N

O=u(l—7)—w(b(R))+

T

Az igy megkapott pontokat be kell helyettesiteni a masodik derivaltba, és ellendrizni kell, hogy

negativ legyen. Azok koziil a pontok koziil melyre mindkét feltétel teljesiil kivalasztjuk a globalis
maximumot v-be visszahelyettesitéssel. A v mdsodik derivaltja:

-8

16 (b(R)b(R) ”w(b(R))J; px)

T—5 + 2'_P(R)“(1_T)
| p(x)(x—R)ax

p= [ p(x)dx|—d@(b(R))b(R)+

Ttw(b(R))

[ p()(x—Ryax

Pé¢lda:
CRRA hasznossagfiiggvény egy egyszertisitése [4].
Feltételezés az egyén munkaképessége halalaig allando.

O0<e,A<1
O<o<l1

U=c"'[A"9(1=7) R+b“(t—R)]  Eletpilya hasznossag. ahol az € helyettesitési
rugalmassag.
a. Ha nem ismertek a haldlozasi eloszlasok akkor az optimumot a kovetkezOképp kapjuk meg

(feltéve, hogy a masodik derivalt <0):
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g€ oge—1
—1| y(I—-¢)o oe TR TR Tt _
A 1— — + =0 =
7 (1=7) ( “r) 7 t—R) (—R
o€ g€ oge—1
il 0o 1—T R R _
A ——] + ]l-———]|=0 =
o (T ) (t—R oe —R) ( t—R)

b. Abban az esetben ha még a haldlozdsi valoszinliségeket is tudjuk a kovetkezd lesz az

optimalizaland6 varhat6 hasznossag:

-8
U=c'[A"9(1-1) Z z+ZP ZP(i)(i—R)] b(R)"-t behelyettesitve:
1 R
R €ocT-§
U=o'|A"97(1=7)° Z z+ZP —1) > P(i)(i—R)

Z R

R

A o' -es szorzé nem viéltoztat az optimum helyén, az egyszerliség kedvéért a szamitasoknal

elhagyhato.

v(R)=0"" A(H)U(

T R

A ﬁiggvény R-ben nem folytonos, csak az egész pontokban van értelmezve, mivel a
77—

ZP (i—R) belsd fiiggvény értelmezési tartomanya: {0,...; T—S}.

Egylk lehetdség: Vegyiik a v(R+1)-v(R) sorozatot:

v(R+1)—v(R)=A"" ( )Ujip i—(R+1))— ZZSIP(Z-)(Z-—R)H — ! |

RZI P(i)(i—(R+1))

S Pl L 1| Y Ph)i-
R+1 ZP R+1

R+1

A fliggvénynek csak egy optimumhelye lehet ezt a kovetkezd modszernél latni fogjuk, tehat a
kiilonbségsorozat elsd negativ helyét elég megkeresni vagy ebben van az optimum vagy a 7-S

hatarpontban'’. Megtehettem, hogy a v(R)-ben a szummékat R+ -t8] indexezem, mert itt az R-hez

12 Ez a halalozasi valészintiségekkel szamolt nyugdij.
13 A 0 hatarpontban 0 a fiiggvény értéke ott nincs maximum
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tartozo tag nulla (a #-k a képlet elejérdl kiestek).

v(R+1)—v(R)=—2A" UGTZSP L | L "
fort RZI P(i)i—(R+1)) RZI P(i)(i—R)

ZP |t iP(i)

R+1 ZP l— R+1)) R+1

R+1

Tehat azt, azt az R-et kell keresni melyre eldszor teljesiil a kovetkezd egyenldtlenség:

-8
1_ g€ ¢ g€ Z P(l) { €T

- A(H)U(_T L il + 1
Z P(i)(i—(R+1)) > P(i)(i—R) Z P(i)(i—(R+1))
R+1 R+1 R+1

t €T
~[———-1] <0
Z P(i)(i—R)

R+1

-8
Masik lehetdség: Legyen x= Z P(i)(i—R)
R
Derivaljuk a hasznossagot x szerint, €s keressiik meg a derivalt zérushelyét. Legyen m a zérushely,

ekkor a fliggvény az optimumot abban az R -ben vagy R-/-ben veszi fel amelyre igaz:

-8 -8

}; P(i)(i—(R—l))<m<ZR‘, P(i)(i—R)

Feltéve: me(0,¢) ésa masodik derivalt az m-ben negativ.

A derivalt aminek a zérushelyét keressiik:

€0 €T g€ €0 oe—1
Hw(l: + f__l) xy:_A(l—T +f__1) _f_ge(f__l)
T X T X X X
Egy kicsit atrendezve megkapjuk a kdvetkezd egyenldtlenséget:
1 g€ P €T P oe—1
Al ( T) :(1—0'6)(——1 +oe€ ——1)
T X X

1
o e ¢értekétdl fiigg, hogy mennyire szamolhato jol a fenti egyenlet. Ha o€e= > -vel egyenld

akkor konnyen kiszamolhato x, egy masodfoku egyenletet kapunk ra. Ha pedig a baloldal 1, akkor

=7 ). Viszont ha nincs ilyen szerencsénk, nem érdemes ezt a modszert alkalmazni.

Az optimumhoz sziikséges feltétel, hogy a méasodik derivalt negativ legyen:
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ge €T
t

oe—1]' oe—2
) +(=-1) _t_ge(t__l) ]:(o—e—l)eo'(t——l) Ez mindig negativ lesz,
T X X X X

mivel: O<oce<l
Ha ez mindeniitt negativ a hasznossagfiiggvény derivaltja monoton csokkend, tehat legfeljebb egy

zérushelye van, azaz a kiilonbségsorozat modszernél elég az elsd negativ helyet megkeresni.

Folytonos p(x) mellett is ugyanazt az egyenletet kapjuk meg:

U=c"" A(I—T)w(fp(x)xdx%—jl p(x)Rdx)+|T L -1 f p(x)(x—R)dx

jl p(x)(x—R)dx

R
Erdemes a diszkrét esetnél is hasznalt atalakitast megcsindlni:

=T = ptoe=ride | 1) ] plia-
K f p(x)(x—R)dx K

R

A fenti fiiggvény a derivéltjénak a zérushelyét kell megkeresni, eldszor nézziikk csak a belsd
-8

fiiggvény derivaltjat: f p(x ))'’=RP(R f p(x)dx—RP(R)= [ P(x)dx
R

Ezt felhasznalva a kepletben.

Ur=0=0" A" (1=t [ p(r) 4t (et ) plx)—toe [ plx)ar
: J p(x)(x=R) ! !

1) - [ pota-

[ p(x)(x—R) ([ px)(x=R)) *

-8

Kiemelhetd belble a f p(x)dx amely R=T-S-ben lesz 0:
R

ge

Ozo_flA(lfu')e(l_T) +(T7S t _1) —O'E( - _1) - t
T
J p(x)(x=R) J p(x)(x=R) J p(x)(x=R)
R R R
Innen pedig megkapjuk ugyanazt az egyenletet mint a diszkrét esetben:
g€ €o oe—1
U e R PP Y S ~1) +oe(—L 1)
T
J p(x)(x=R) J p(x)(x=R)
R R
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III. HALALOZASI FUGVENYEK

Ebben a fejezetben a kovetkezd fejezet példaihoz készitiink par haldlozasi fiiggvényt. A halalozasi
fliggvény az egyéntdl fligg, ennek ellenére igyekeztem egy atlagos haldlozasi (ndi statisztikai
adatokat hasznalva) fliggvényt krealni, mert ezek a fliggvények sok emberre lehetnek igazak.

Diszkrét esetben két halalozasi fliggvényt adtam meg, mindkettét ugyanazokon a statisztikai
adatokon alapszik:

1. Idében alland6 haldlozési intenzitast hasznalod fliggvény:

A haldlozaési fiiggvény P(i)-t valdszintiségeit, ugy szamitom, hogy az aktudlis haland6séagi adatokat

hasznalom. Ebbdl allapitom meg a P fliggvényt a kdvetkezdképp:

P(l.):%‘q(i):l(ll(_;f)‘[1_l(ll(_{;f;)l)]:l(l_{—S);(lS('l)_{—S_{—l) "
Ez S-t6] fiiggden harangalaku vagy monoton csokken. S=25-re harangalaku. S=83-ra monoton
csokkend:

0,04 0,14

0,04 0,12

0,03 _. .. 0,1

0,03 : 0,08

0,02 ._ 0,06

0,02 : 0,04

0,01 . 0,02

0,01 . -___ . }

0 = 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Az elsd esetben a legmagasabb értékeket az 56-ban €s 57-ben veszi fel a fliggvény (0.0376154-t).
A hatralévo évek varhato értéke pedig: 50.714 év, a szorasa: 10.104¢&v.

A masodik esetben pedig a legmagasabb értéket az 1-nél veszi fel a fliggvény (0.120213). A
hatralevd évek varhat6 értéke pedig: 5.3428 év.

2. Id6ben javulo halalozasi fliggvény:
A P(i)-k meghatéarozasara egy lehetdség. hogy feltételeziink egy idoben javuld halandosagot. Sok

mindent figyelembe véve (példaul javuld orvosi ellatist) ez egy igencsak redlis feltevés.

14 A mellékletben van tablazat a halalozasi valoszinliségekre néhany bemendé S mellett tovabba ott van még a
halanddsagi tablazat is.
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Csokkenjen a haldlozasi valoszinlis€ég minden évben 1%-al. A régi haland6sagi adatokbol
kiszamithato az ) halanddsag.
A kovetkezOképp alakul az 0j sorozat (jeloljiik i -al):
1(S+1)=1(S)-(1-0.99-¢,)
1(S+2)=1(S+1)(1-0.99>¢,)=1(S)-(1—-0.99-¢,)-(1-0.99*¢,)
?(S+i)=?(S+i—1)'(1—0.99iqi)=l(S)1T[(1—0.99qu)

P(T-S)-t masképp hatarozom meg gy, hogy a valdszintiségek Osszege egy legyen:

1(S+1) 1(S)(1-0.99¢,) 1(S+2) 1(S+2) 1(S+2)
P(1)=—————=0.99¢ = 0.99(1—————"=)=(0.01+—)0.99(1 ————=
=715 47108 T T RATTESIL
L 1(S+i) ; ; z+S+1 ‘ CI(k+S+1) _ .
P(i)= /(0. )= . ———|)ha i#IAi#T —
(i) 75) (0.99'¢,)=0.99"[1— s H —0.99"( T+ S) 1) ha i i S
T-S—-1
P(T-S)=1- P(i)
1
A két halalozasi eloszlas 6sszehasonlitasa:

S=25-ben a fliggvény. A halalozasi valoszinliségek a halalozas
0,04 intenzitasanak csokkenésével a késdbbi ¢vekben
0,04 lesznek magasabbak (a lenti kiilonbség gérbén ez
0.03 szépen latszik).

0,03
0,02 Itt a hatralévo évek varhatd értéke: 55.077 év, a
0,02 . sz6rés: 9.966 &v.
0.01 . A fiiggvény a maximumot 65-ben veszi fel és az
0‘ O 1 N _....-l' -

o e ] itt felvett érték a 0.036.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

S=25-ben a 2 fiiggvény kiilonbsége: S=25-ben a két fliggvény aranya.
0,02 1,6
14 e
0,01 - -'-._
S 1,2 -~
0,01 -~ . -
..... - . 1T
0 ------------------ . - 0‘8
0 10 20 30 40 50 60, 70 80 90
-0,01 0,6
-0,01 0.4
0,2
-0,02
. 0 .
-0,02 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
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3. Folytonos halalozasi fliggvény*:
Altalanossagban a folytonossagi fliggvényeim a kdvetkez6 alakuak:

p(x)len(x+l) x€[0; y,]

p(x)=Hl=(x=m)"+ ¥ In (v ) +m”

p(x)zc;b)nln(ax%—b) x€ly,; T—S]

ahol:

ay,+b=y,+1

a(T—-S)+b=1
Y1 Y, -8

c=f (x+1)”ln(x+1)dx+f In(y1)y!+m™—(x—m)™" dx+ f (ax+b)"In(ax+b)dx
0 Y1 V2

mZY1+y2

2
Minden pontban folytonos és majdnem minden pontjaban (y: €s y»-ben nem ) differencialhato

, 0<y,<m<y,<T—S, neN

stiriségfiiggvény. A fliggvény m-ben veszi fel a maximumot. Jeldlje # a varhato értéket.

A késdbbiekben harom folytonos stirliségfiiggvénnyel szamolok:

A 25 éves egyén folytonos haldlozasi fliggvénye:

A figgvény bemend paraméterei

0,04 §=25

0,04 ;=50

0,03 Y,=65

0,03 n=2

’ Ezekbd1 megadhato tobbi paraméter:'

0,02 a=-—5

0,02 b:376
m=57.5

001 531 26, 108-7.5'—1
=51°(==1n(51)- + :

WA~ R T P TRANWSE

0 M t~51.16
3 7 1115192327313539434751555963677175 d~10.10045

1 5 9 1317212529333741454953576165697377 w14 £ . . . .
A z61d 4bra a folytonos, a kék elsd, a piros pedig

a masodik diszkrét eset S=25"".
Az elso két példa (a diszkrét halalozasok) ugyanarra ez egyénre is vonatkozhat, csak a masodik

esetben egy masik elgondolassal szamoltunk. A harmadik példa az elsd kett6tdl fiiggetlen. Ennek
ellenére a paraméterek megvalasztdsanal az volt a szempont, hogy a folytonos fliggvény viszonylag
jol kozelitse az elsd diszkrét esetet (mivel az statisztikai adatokon alapul).

A kozelités eredménye: a két fiiggvény kiilonbségének maximuma 6¢ ezred. Ez az eltérés az 52.

15 A fiiggelékben részletesen is le van irva a fliggvény meghatarozasa.
16 A d aszoras években.
17 3-adfoku spline-ként folytonossa téve.
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¢vben van, ahol ez 1.2-szeres aranyt jelent jelent.
Az aranyok eltérése a nulla kozeli pontokban nagyok. a maximum a 3-ban van ahol a diszkrét
valoszinliség a folytonosénak 56-szorosa ami 4 milliomod kiilonbségben'®. Még két tovabbi

strtiségfliggvényre lesz sziikség a kdvetkezo fejezet példaihoz, S=20-ra és §=30-ra.

A 20 éves egyén folytonos haldlozasi fliggvénye:

A fliggvény bemend paraméterei (zo1d):

0,04 S=20
0,04 y1=30
¥,=70

0,03 =2
0,03 Ebbdl kovetkeznek:
0,02 a==>

' b=401
0,02 m=60
0.01 3,202 2., 16:10*
' ~51°(==In(51)—=)+
0,01 ‘ (255 n(51) 5) 51°
' J K 1~56.26

0 T Y d~9.823

3 7 111519232731353943475155596367717579

A kék fliggvény az els6 diszkrét eset. a piros
1 5 9131721252933374145495357616569737781

pedig a masodik diszkrét eset S=20-ban

A 30 éves egyén folytonos haldlozasi fliggvénye:

A fliggvény bemend paraméterei (z6ld):

0,04 S=30
0,035 y1=48
y2=58
0,03 ="
0,025 Ebbol adodik:
0,02 ‘ \ a=—4
\ b:281
0,015 m=53
0,01 ‘ 365 5 .58

c~49*(==In(49)—=—)+

0.005 588 36 49°
) . t~46.33

d~9.406
3 7 1115192327 3135394347 515559 6367 71 e, W e o, .
1 5 9 1317212529 3337 414549 5357 616569 A kék fuggveny az elsé diszkrét eset. a piros

pedig a masodik diszkrét eset S=30-ban

18 Az aranyok és kiillonbségek a két fliggvény kozott megtalalhatoak a mellékletben
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IV. OPTIMALIS ES SZUKSEGES SZOLGALATI IDOK

Az el6z0 fejezetben mar volt sz6 arr6l, hogy az egyének allapitjadk meg a szolgélati idejiiket, akkor
amikor dolgozni kezdenek. A szolgalati id6 magallapitasanal céljuk lehet, hogy a sajat varhato
hasznossagukat maximalizaljak. Ha a maximum R-ben van, akkor R az optimalis szolgalati 1d6.

Az egyének mas szempontbdl is megallapithatjak a szolgalati idejiiket. Statisztikai adatok alapjan
az emberek szamara nagyon fontos az életszinvonaluk megdrzése. Ezt figyelembe véve hasznos
lehet az, ha a szolgalati idejiiket tigy allapitjak meg, hogy a nyugdij egy elére meghatarozott %-a
legyen a fizetésnek. A példakban 100% lesz az arany. Az R-et amire teljesiil, hogy a vele
meghatarozott nyugdij eléri a bért sziikséges szolgalati idonek fogjuk nevezni.

Ha a sziikséges szolgalat 1d6 meghatarozasa a cél diszkrét esetben, gy tekinthetjik is az
egyéneket, hogy hasznossagukat moho modszerrel akarjak novelni: amint magasabb lesz a nyugdij

a bérnél, akkor inkdbb azt valasztjak.

PI1.: A CRRA hasznossagfliggvény optimumhelyei

Az egyén hasznossagfliggvénye CRRA ezt kiilonb6zd bemend paraméterekkel is kiprobaljuk.
Eloszor vizsgaljuk meg ennél a fliggvénynél, hogyan alakulnak hasznossagok két esetben. Az a eset
amikor csak hatralévé évek varhato ¢ értékével szamolunk, a b eset az amikor ismerjiik ¢€s
figyelembe vessziik a halalozasi valoszinliségeket.

1.1. Legyenek a kovetkezok. ahol az /(x) a szokasos halanddsagi fiiggvény:

A L(i+S)—1(i+S+1)
PU)—”S)
S$=26
0=0.5
€=0.32
7=0.2

Megjegyzés: nem szamolunk a A -val tehat az egyén szamara k6zombos, hogy éppen pihen-e
vagy pedig dolgozik. Tovabba a koranak eldrehaladtaval nem csokken a munkaképessége.
Az a és b eset varhato hasznossagainak a kétszerese van feltiintetve (a program nem szamolt a
1

o konstans szorzdval mivel az nem befolyasolja az optimumhelyet):

48.7317 a hatralévo élet varhato értéke:

Tervezett | R-hez tartozo|R-hez R-hez R-hez Hasznossago | Hasznoss | Nyugdijak Nyugdijak
aktiv évek| hasznossag a.| tartozo tartozo tartozo k kiilonbsége | agok kiilonbsége aranya
szama: R | esete hasznossag |nyugdij a.|nyugdij b. aranya
b. esete esete esete
5 28.7175 | 28.6961 | 0.022866 | 0.022833 1 0.021415 | 1.0007 |3.33e-005 |1.00146
10 33.756 | 33.7132 | 0.051637 | 0.051421 |{0.042911 |1.0012 |0.00021559 |[1.00419
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15 37.3768 | 37.2931 | 0.088937 0.088046 0.083782 |1.0022 |0.00089037 |1.01011
20 40.2567 | 40.1071 0.139219 | 0.136278 | 0.14959 |1.0037 |0.00294133 | 1.02158
25 42.6206 | 42.3833 |0.210689 | 0.202156| 0.237282|1.0056 |0.00853297 |1.04221
30 44.5602 | 44.219 10.320313 | 0.296368 |0.341145 |1.0077 |0.0239448 | 1.080.79
35 46.1008 | 45.6584 | 0.50977 | 0.439592| 0.442375/1.0096 0.0701781 |1.15964
40 47.2073 46.716 |0.916204 | 0.676089 | 0.491333 | 1.0105 |0.240115 1.35515
45 477178 | 47.2856 | 2.41178 | 1.11287 |{0.328472 |1.0069 |1.29891 2.16717
46 477041 | 47.4778 | 3.36789 | 1.24441|0.226357 |1.0047 |2.12348 2.70641
47 47.6215 | 47.5508 | 5.42825 | 1.39858|0.070671 |1.0014 |4.02967 3.88125

A tablazatbol" jol lathato:

-Az a eset optimumhelye: 45

-A b eset optimumhelye: 47
-Az a esetben 39 szolgalati év utdn éri el a jovedelem (0.8) szintjét a nyugdij.

- A b esetben 41 szolgalati év utan éri el a jovedelem (0.8) szintjét a nyugdjij.

Ez azoknal az embereknél lehet kérdés akik nem hasznossagfiiggvényt akarnak optimalizalni.
hanem minél elobb szeretnének nyugdijba menni anélkiil, hogy az életszinvonaluk alacsonyabb
lenne.

Latvanyos eltérés ennél a hasznossagfiiggvénynél nincs. A b esetnél van értelme az R>47-nek is,
akkor R=48-ban lesz a maximum. Azért lett a szolgalati id6 ilyen magas, mert a A mutatja meg
mennyire kivanatos a szabadidd, ami jelenleg 1 (azaz k6zo6mbos).

A hasznossagok ardnyabol leolvashatd, hogy a legnagyobb arany is 1.2% alatt van. Viszont az
eltérések maximuma az optimumhelyek kézelében van.

Ellentétben a nyugdijaknal igencsak komoly kiilonbségek vannak, korabban mar lattuk, hogy az a
esetben megallapitott nyugdij mindig magasabb, ha nem nulla a szolgélati id6. Ha a szolgalati 1d6
kellden megkdzeliti a t varhato értéket mar majdnem 4-szerese az eset nyugdija a b-ének.

Az eredmények grafikonon (a nyugdijak fliggvénynél a kék az a. eset a piros a b):

Az a eset hasznossagfliggvénye végig monoton novekvonek latszik, de 45-ben maximuma van. A
hasznossagkiilonbségeknél a b eset van az a-bol kivonva. Az aranyoknal pedig a- osztjuk b-vel. Az
eltérések nem nagyok a hasznossagok kozott, de maximumuk az optimumhely kdzelében van.

A nyugdijkiilonbségeknél az a esetbdl van levonva a b Az ardnyoknal pedig a-t osztjuk b-vel. Ezek
monoton novekvd fliggvények minél nagyobb a szolgélati id6 anndl nagyobb az eltérés. Az a eset

optimumhelyében 1.3 a kiilonbség. Az ardny pedig: az a eset nyugdija 2.16-szorosa a b esetének. A

19 A teljes tablazat megtalalhatd a mellékletben
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b eset optimumhelyében pedig (R=47) 4.029 a kiilonbség. a nyugdijak ardnya pedig:3.881.

A hasznossagok az a esetben. A 2. tablazat 1. A nyugdijak alakuldsa. A tdblazat 4-5. oszlopa.
oszlopa.

60 6
50 S
40 4
30 3
20 2
10 1
0 0
3 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47 3 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47
1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45

A hasznossagok kiilonbsége. A tablazat 6. A hasznossagok aranya. A tablazat 7. oszlopa.
oszlopa.

1,01
0,6
1,01
0,5 1,01
04 1,01
1
0,3
1
0,2 1
0.1 1
1
0 0,99

3 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 3 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45

A nyugdijak kiilonbsége. A tablazat 8. oszlopa. A nyugdijak ardnya. A tablazat 9. oszlopa.
4.5 4,5

4

3,5 3.5

3 3

2,5 2.5

2 2

1.5 1,5

1 1

0,5 0,5

0 0
8 7 M 15 19 23 27 31 35 39 43 47 3 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47
15 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45

Az optimum helyek sem esnek feltétlentil egybe a két kiilonboz6 szdmitasnal. annak ellenére, hogy
kicsi az eltérés a varhatd hasznossagoknal.

Erdemes megvizsgalni hogyan viselkedik a két eset optimumhelye, tobb kiilonbozé bemend
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adatra, ezt tdblazatban foglaltam Ossze. Az optimumhelyek felvétele a kovetkezd esetekben

(rogzitett adatok: A=0.4,0=0.5,7=0.18 *[4]):

t € R a. eset R b. eset
45 0.32 33 36
45 0.35 35 38
45 0.38 36 39
50 0.32 37 39
50 0.35 39 41
50 0.38 40 43
55 0.32 41 43
55 0.35 43 45
55 0.38 44 47

1.2 Nézzilk meg abban az esetben is az egyén viselkedését ha az el6zd fejezetbeli javuld
halandosaggal szdmolja a varhatd hasznossagat, €s a kormanyzat is ezekkel az értékekkel allapitja

meg a nyugdijat. Az viselkedést €s a nyugdijakat hasonlitsuk az el6z6 két eset eredményeivel.

N oond [(i+S+1) 1 i, Lk+S+1)
P(i)=0.99"1 [ixs) ]H(l 0.99°[1 [(E+S) )
§=26
0=0.5
€=0.32
T=0.2

52.9895 a hatralévd élettartam varhato értéke.
R | Hasznossag | R-hez tartozo | Hasznossagk | Hasznossagara | Nyugdijkiild | Nyugdijar | Hasznossagar | Nyugdijaranyok(b)

nyugdii ?lginbségek nyok(a) nbségek (a) | 4nyok (a) | dnyok(b)
a
5 129.7054 10.021031 |0.987875|1.0343997 10.001836 |1.0872 1.0351716/0.921079139
10 134.8376 |0.046892 |1.081523 11.0320393 [0.004745 |1.1011 |1.03335290.911905410
15 138.5063 | 0.079302 |1.12946 |1.0302182 [0.009635 |1.1214 |1.0325326|0.900678047
20 |41.4089 10.12085 |1.15223 |1.0286221 |0.018369 |1.1519 |1.0324585|0.886790237
25 143.7848 10.175727 |1.164231 |1.0273162 0.034962 |1.1989 | 1.0330675|0.869264330
30 [45.7399 |0.250939 |1.179707 | 1.0264745 |0.069374 |1.2764 |1.0343935|0.846714220
35147.3256 |0.3591 1.224842 1 1.0265688 |0.15067 |1.4195 |1.0365150|0.816893847
36 147.6008 |0.386525 |1.24155 [1.0267811 |0.178993 |1.4630 |1.0370442|0.809763036
40 |48.5635 10.52482 |1.356179 |1.0287281 |0.391384 |1.7457 | 1.0395477|0.776258747
45 149.4551 10.800758 |1.737205 |1.0364058 |1.611023 |3.0118 |1.043589 |0.71954187

50 |1 49.9942 1.31569 |- - - - 1.048525 10.639247949

20 A kotott valtozokat Simonovits Andras tények és nyugdijrendszerek cimi konyvének egy példajabol valasztottam,
de az 6 esetének eredményeire is programot irtam.
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Az el6z6 feladat a esetétdl valo eltérések grafikonon kirajzolva: Nyugdijakndl az el6z6 a eset

nyugdija volt az osztandd és abbdl vontam ki a kiilonbségnél a javuld valoszinliséghez tartozo

nyugdijakat.
Hasznossagkiilonbségek (4. oszlop) Hasznossagaranyok (5. oszlop)
25 1,05
1,045
2
1,04
1.5 1,035
1,03
1
1,025
0,5
1,02
0 1,015
3 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47 1357911‘]31517192123252729313335373941434547
1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45
Nyugdijkiilonbségek (6. oszlop) Nyugdijaranyok (7. oszlop)
5 6
45
4 5
35
4
3
2,5 3
2
1,5 2
1
05 !
0 0

3 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47

3 7 11 156 19 23 27 31 35 39 43 47
1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45

Nyugdijkiilonbségek (nincs benne a tdblazatban): Nyugdijaranyok (tablazat 9. oszlopa):

; 1

0,9 0.9

08 0.8

07 0.7

0,6 0.6

0,5 0.5

0.4 0.4

03 0.3

0.2 0.2

0.1 0.1

0 0
3 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47 51 3 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47 51
15 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49

Az 1j javulo valdszinliségek hasznossagabdl vontam le a régi esetekét, az aranynal az volt az

osztando.
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Hasznossagkiilonbségek  (nincs  benne  a Hasznossagaranyok (tablazat 8. oszlopa):

tablazatban):
1,055
2,5
1,05
2 1,045
1,5 1,04
1,035
1
1,03
0,5
1,025
0 1,02
3 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47 51 3 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47 51
1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49

Az optimumhelyek alakulasa kiilonb6z6 bemend paramétereknél: ha az el6z6 feladatbol #-t

rogzitjiikk akkor nem fog semmi megvaltozni, ha ellenben S-et rogzitjiik, akkor #-n keresztiil lesz

valtozas.

S ¢t € R
30 49 (45 volt) 0.32 38
30 49 (45 volt) 0.35 41
30 49 (45 volt) 0.38 42
25 54 (50 volt) 0.32 42
25 54 (50 volt) 0.35 44
25 54 (50 volt) 0.38 46
20 60 (55 volt) 0.32 46
20 60 (55 volt) 0.35 48
20 60 (55 volt) 0.38 50

1.3 Az egyén viselkedése ¢s a nyugdijak alakuldsa, ha a halalozas stirtiségfiiggvénye az el6zo
fejezetben megemlitett S=25-re vonatkozd folytonos fliggvény. Az a-val jelolt eset Simonovits
varhat6 értékbdl szamolt adatok. Itt sem a hasznossag, sem a nyugdij nem lesz ugyanaz mint az egy
példaval ezeldtti, mert mas a bemend S adat. Ennek ellenére az 0 hasznossagokat és nyugdijakat
nem raktam bele a tdblazatba (elég kozeliek ez el6zé példabeliekhez) csak a veliik valo
Osszehasonlitast (ez b-re is igaz).

b-eset az alland6 haldlozasi intenzitast hasznald diszkrét haldlozassal szamolt adatok

Megjegyzés: A folytonos szamitast, a teljes [0,75] lehet értelmezni (ez igaz a diszkrét esetre is), de a

21 Ezek egészre kerekitett értékek.
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nyugdijat mar a 75-h6z kozeli szolgalati id6 esetében mar nehéz értelmesen megallapitani, mert O-

hoz egyre kozelebbi értékkel kell osztani.

Az 6sszehasonlitas eredménye tablazatba foglalva:

R R-hez R-hez Hasznossagk | Haszossaga | Nyugdiikiilo | Nyugdijaran | Hasznossaga | Nyugdijarén
tartozo tartoz6 iilonbségek | ranyok(a) | nbségek (a) | yok (a) ranyok(b) | yok(b)
nyugdij hasznosség | (a)
5 0,022073 |29.32936 [0.023712 | 1.000812 | 0.000072 | 1.004077 |1.241652 |0.971386
10 0,049614 |34.44787 10.03204 |1.000986 |0.000195 |1.004756 |1.14044 |0.985001
15 0,084781 | 38.11456 |0.051525 |1.00148 |0.00052 |1.007548 |1.108255 |0.991452
20 0,130931 |41.01335 |0.090767 |1.002449 0.001506 | 1.014289 |1.093545 |0.995601
25 0,19348 |43.36794 |0.157455 |1.003984 | 0.004475 |1.028762 |1.087502 |0.998564
30 0,281635 |45.27275 10.253799 | 1.006052 |0.013312 | 1.058856 | 1.088486 | 1.000785
35 0,412088 |46.77081 |0.368786 | 1.008320 | 0.04045 |1.123456 |1.098597 |1.002480
40 0,61766 |47.88253 |0.460979 |1.009748 |0.133459 |1.279852 |1.123708 | 1.003965
45 0,969819 |48.62075 |0.40453 |1.007118 10.556223 | 1.812516 |1.175288 |1.005641
49 1,468499 | 48.95378 [0.02688 |0.989167 |3.21206 5.958471 |1.252169 |1.00772

Grafikonon az eredmények: A hasznossag maximuma 53-ban van, a mértéke:49.08. A Simonovits
szdmitas optimumhelye a 46 a hasznossaga 48.68, a diszkrét haldlozdsé:52 a hasznossag hozza:
48.658. A nyugdijaknal a kék a folytonos halalozéasi fliggvényhez tartoz6 nyugdijak, a piros a
Simonovits varhatd értékkel szamitott nyugdij. A diszkrét eset nyugdijat nem volt érdemes
kirajzolni annyira kdzel van a folytonos esetéhez (lesz erre 6sszehasonlitas grafikon).

Hasznossag (2. oszlop):

Nyugdij(1. oszlop):
60 10

9
50

40
30
20

8
7
6
5
4
3
10 2
1
0

3 7 111519 23 27 31 35 39 43 47 51 55 59 63 3 7
1 5 9 1317 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65 1 5 9

11 15 19 23 27 31 35 39 43 47
13 17 21 25 29 33 37 41 45 49

A hasznossagkiilonbségeknél és aranyoknal a kék jeloli a Simonovits-folytonos eltérést, a piros
pedig a folytonos haldlozas ¢és diszkrét haldlozds eltérése. Sem az aranynal, sem pedig a

kiilonbségnél nincs nagy eltérés.

28



Hasznossagkiilonbségek: Hasznossagaranyok:
1 1,05

0,5

' 1 —
O
Y105 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49
B 0,9
-1,5
> 0,85
-2,5 08
-3 3 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49
A Simonovits és folytonos nyugdijak kiilonbsége anndl nagyobb, minél inkabb a varhato értekét

megkozelitjikk a szolgalati idével (az 1. fejezetben le is van vezetve barmely stirliségfiiggvényre).

Nyugdijkiilonbségek: Nyugdijaranyok:

8 7

7 6

6 5

5 4

4

5 3

o 2

1 1

0 0
3 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47 3 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47
1T 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49

A diszkrét €s folytonos eset nyugdijai kozti kiilonbség nem nagy az [5;50] intervallumon, a teljes

értelmezési tartomanyon a diszkrét eset nyugdijai voltak nagyobbak.

Nyugdijkiilonbségek [0;50]-n Nyugdijaranyok
0,35 -
0,3
2
0,25
0,2 1,5
0,15 ] —
0,1
05
0,05
0 0
3 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47 3 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47
1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49

Az [50;75]-6n és a [0;5]-0n mar lényegesebb az eltérés. Olyan szempontbol elhanyagolhatd az
eltérés, hogy aligha van dolgozé akiknek a szolgalati ideje ezekbe az intervallumokba esne. Ha

romror

mégis akkor a 74 év szolgalati idOnél az ardny mar a folytonos stirliségbdl szarmaztatott nyugdij

29



csak fele lesz a diszkrét esetének.

Az optimumhelyek Gsszehasonlitasa az 1.1-esbeliekkel, ha a rogzitett adatok ugyanazok mint az

el6z6 esetnél, csak astirliségfiiggvény valtozott:

S t € R
30 46 0.32 36
30 46 0.35 38
30 46 38 39
25 51 0.32 39
25 51 0.35 41
25 51 0.38 43
20 54 0.32 42
20 54 0.35 45
20 54 0.38 46

Az optimumhelyek szinte ugyanott vannak, mintha az els6 diszkrét halalozasi valoszintiségekkel
szdmoltuk volna (nem érdemes 1.2-vel Osszehasonlitani, ugyanazt kapndm mint 1.1-1.2
Osszehasonlitasakor).

Megjegyzés: S=20-ban és 30-ban hasznalt folytonos haldlozasi stiriségfiiggvény, hasonléan van

megadva mint 25-ben:

p(x)=i—ln(x+1)(x+1)2 x€[0;50]
p(x)=i—[—(x—60)4+104+5121n(51)] x€(50;70)
p(x)=i—ln(—5x+401)(—5x+401)2 x€[70;80]

Ahol c-t az el6z6hoz hasonlé modszerrel:

50 70 80
e={ (x+17In(x+1)dx+ [ In(51)51°+10*—(x—60) dx+ [ (—5x+401)’ In(—5x+401) dx
0 50 70

S=30-ban pedig:

p(x)=EIn(x+1)(x+17  xe[0;48]

p(x)=%[—(x—53)4+54+4921n(49)] x€(48:58)
p(x)=i—ln(—4x+281)(—4x+281)2 x€[58;70]
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48 58

70
e=[ (x+17In(x+1)dx+ [ 1n(49)49°+ 5~ (x—53) dx+ [ (—4x+281)’ In(—2x+281) dx
58

0 48

PI2.: A sziikséges szolgalati id6
Vegyiink egy anyagias természetli embert, aki szamara mindegy, hogy pihen-e vagy nem. A
varhat6 ¢életpalya-jovedelmét szeretné maximalizalni. Munkaképessége legyen a haldlaig allando.
Akar ugy is felfoghatjuk, hogy a két hasznossagfiiggvény az identitas fliggvény:
-u(l-7)=1- 7.
-o(b(R))=b(R).
a. Ekkor diszkrét esetben:

R 7-5 T[Zp(i)‘i“'ip(l)R] 7-5
v(R)=(1-7)[ X P(i)i+ ), P(i) R+ —— R > P(i)(i—-R) =
0 R Z P(l) (Z—R) R+1

R R

v(R)=(1-1)[3 P(z')'H-ZR: P(i)R]+ Y P(i)'H—; P(i}R] =

0 0

v(R)=Y Pli)itY Pli)-R

0 R+1
A [0, T-S] intervallumon ez egy monoton novo fliggvény az optimum R=7-S-ben lesz. Pontosabban

az utolso évet nyugdijban érdemes tolteni, hogy visszakapjuk a varhato kifizetést (a visszakapas is

varhato értékben lesz).

b. Nincs kiilonbség a folytonos esetben sem:
- u(l=7)=1-1

t
1 7=s -1

f p(x)(x—R)dx

R

A varhat6 az ugyanigy megkapott monoton novekvo fliiggvény:

-8

v(R)=] p(x)x+ | p(x)R

2.1: Vegyiink egy olyan tipusu egyént aki akkor megy nyugdijba, amikor a jaradék magasabb lesz
a jaruléknal (folytonos esetben egyenldségnél). Tehat azt a legkisebb R keressiik amire az alabbi

egyenlOtlenség teljesiil:
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> P(i)(i—R)<tT

R
Ekkor R-et optimalis szolgalati id6 helyett, sziikséges szolgalati idonek nevezziik. A Simonovits
-féle nyugdij meghatarozasnal a sziikséges szolgalati (egyenldséggel szamolunk): R=¢—T1¢
Legyenek:
7=0.3
§=25

2.1.1: Ha csak a hatralévd ¢élet varhato értékét ismerjiik (ami legyen 50) akkor a sziikséges
szolgalati 1do:

R=t—T1t=31

2.1.2: Keressiik meg a sziikséges szolgalati idot, ha a kdvetkezok a halalozasi valdszintiségek:
P(l_):l(z+25)—l(z+25+1) i=1....75
1(25)

50 (kerekitett) év hatralevd varhato érték mellett ilyen feltételekkel 37 évet kell dolgozni. Vegyiik

a korabbi példat, ahol az anyagias egyén 7-S-1 évesen szeretne nyugdijba menni, ha nem
szamolnunk az egy szem nyugdijas év varhatd jovedelmével (amit csak kis valoszinliséggel lehet

megkapni), akkor a varhat6 jovedelem a sziikséges szolgélati id6t valasztd egyéné lesz nagyobb.

2.1.3: Javul6 haland6saggal kapott eredmények:

1(i+25+1) 1 i L(k+25+1)
1(i+25) ]H(1_0'99[1_1(k+25)

P(75):1—§P(i)

P(i)=0.99[1— Di=1,...,74

53 a hatralévo varhato ¢€lettartam €s 40 év kell ahhoz. hogy a nyugdij elérje a 0.7-et.

Ebben az esetben T hatarozza meg (a halalozasi valoszinliségein kiviil). milyen koran vagy
késon megy az egyén nyugdijba. ha az fontos szdmara. hogy megorizhesse az életszinvonalat.
Néhany eredmény kiilonb6z6 v -ra. illetve fliggvényen kirajzolva. a T -hoz tartozo sziikséges

szolgalati 1do:

2.1.4: A p(x) folytonos halalozasi fliggvény mellett keressiik a szlikséges szolgalati idot:
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p(x)=i—ln(x+1)(x+1)2 x€[0:50]
p(x)=i—[—(x—57.5)4+7.54+512ln(51)]xE(SO ;65)

p(x)=i—ln(—5x+376)(—5x+376)2x€[65;75]

Ahol:
3531 2 .2 12
dx=51" (221 (51)—2) + F——— =
= fp G6s MOV 557 5
752,89 51
t=51.16

A kovetkez6 egyenlet megoldasat keresstik:
75

[ p(x)(x—R)=71

Erdemes harom esetre felosztani:

75

I.eset: Re[65,75]: [ (—~5x+376) In(~5x+375)(x—R)=cTt =

R

In(—5R +376) 7 —5R+376 1
—5R+376)* - + - —cTt=0
( A 3-4.5° 32‘42'52) 3250 457

2. eset:

65

75
Re[50;65): [ (x—57.5) (x—R)dx+ [ (~=5x+376)"In(—5x+376)(x—R)dx=cTt =
65

R

—(R-57.5° 7.5° 7.5 In(51)-51>  7.5* 1 51%In(51)  51°
= R—57.5)+ + 65—R) — — +
30 6 5 ( a 2 2 ) ) 4%.5° 4-5° 4%.5°
1 50°In(51) 51°
+(—5R+376 + — —cTt=0
( A 325 3.5 3%.5° )
3. eset:
50 65 75
Re[0;50]: [ (x+1)In(x+1)(x—R)+ [ [-(x=57.5) +In(51)51°+7.5|(x—R)+ [ (—5x+376)’
R 50 65
In(—5x+376)(x—R)=Tt
In(R+1) 7 517 51°In(51) 8 In(51)51°3=51°+1
R+1) — +(R+1 —— = _275+In(51)51° 15—
A R vV R AL - m— 5 n(s1) 45 )
+51% 51" 583 3-In(51)51°=51°+1 4-In(51)51*=51%+1 s 1755
1 —FJF 5 +381 55 ~ 100 +7.5"+ 3 ———51’In(51)=cTt¢

75

f p(x)(x—R) szigor monotonitisa miatt egyb6l meg tudjuk, hatadrozni melyik eset teljesiil. A
R

kovetkezd egyenldtlenségeket kell ehhez megvizsgalni:
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T1<0.57= RE[65;75] 7<1%= Re[65,75]
0.57<T1t<5.16=>R€[50,;65] T -raredukdlva: 1%<7t<10%= R€[50,65]
4.49<Tt<t=>R€|0;50] 10%<Tt<t=R€[0;50]

Visszatérve a példahoz:

75

f p(x)(x—R)=0.3¢, R=35.95 -ben teljesiil. Tehat az egyénnek 30% jaruléknal 35.95 évet kell

R
dolgoznia ahhoz, hogy életszinvonal csokkenés nélkiil menjen nyugdijba.

Megjegyzés: A sziikséges szolgéalati 1d6t csak T hatarozza meg rogzitett haldlozasi
valoszinliségek mellett. Néhany kiilonb6z0 T -ra alakuld a sziikséges szolgalat 1dot egy
tablazatban Osszefoglaltam, az R mellett 1évo felsé index jeloli, hogy melyik példabol valoak a

halalozasi valosziniiségek™:

T R R* R R** | A grafikon x tengelye a sziikséges szolgalati id6, y az ahhoz
5 47 |36 60 55 tartoz0 T .A szin jeloli melyik oszlop szerint van kirajzolva.

10 44 |51 55 50

80 70
15 |42 47 50 45 70 60
60 50
20 (40 |43 |47 |42 50 o
2537 |40 43 |39 | o 30
30 35 (37 40 |35 | ”
10
35 132 35 37 33 0 0
5 1321293745536169778593 5 1321293745536169778593
40 |30 31 34 30 1 91725334149576573818997 1 91725334149576573818997

45 129 |29 31 29

PL3.: Jarulékkulcstol fiiggetlen szolgélati id6

3.1 Eddig csak olyan esetet vizsgaltunk, ahol az egyén munkaképessége, halalaig allando volt.
Most legyen az egyén munkaképessége 50 éves koraig 100% majd minden évben csdokkenjen 2%-al
a teljesitoképessége (ennek megfelelden béreznék utana):

A cél az évek soran a lehet6 legnagyobb jovedelemre szert tenni, azaz azt a szolgalati 1d6t keresstik
melyre a varhat6 életpalyavagyon a lehetd legnagyobb:

u=l-t i<50-S

_(100—2-(i—(50-5))) .
u;= 100 (1-1) i>50-S8

Az egyszeriiség kedvéért érdemes az (1—7) szorzot elhagyni és a végén visszahelyettesiteni.
i-edik évig 0sszegyljtott kereset:

R>i>50—S esetén:

22 Az 1. és a 4. oszlop eredményeit egészre kerekitettem.
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U,=(50—S8)+(i—(50—S)—0.01(i—(50—S))(i+1—(50—=S5)))=i—0.01 (i—(50—S))(i+1—(50—-S))
Az R-1g Osszegylijtott 0sszes jovedelem:
U,=R—0.01(R—(50—S))(R+1—(50—-S5))

50-S§ R 100—S
> PGi)i+ Y, P(i)U+ Y, P(i)U,
Ebbol: b(R)=T1— St .
>, P(i)(i~R)
R
A varhat6 jovedelem:
50—-S R 100—S
2 P+ 2, POUA 2 PU, 1
v(R)=1 L 5 f +2 P(i)(i=R)+(1-7) X, P(i)i+(1-1)
>, P(i)(i~R) ! '
R
R 100—-S
2 POUA(1-7) 2 P()U, =
50—-S+1 R
50—-S R -8
v(R)= D, P(i)i+ Y. P(i)U,+ Y, P(i)U, tehat a hasznossag nem fiigg a T -t6l csak a
0 50—-S+1 R+1
szolgalati 1d6tol.
S |R S |R Az els6 diszkrét haladlozasi valdszintiséggel kaptam ezeket az

20 |54 | |40 |34 |optimumhelyeket, de gyakorlatilag egy évnél nagyobb eltérés nem volt a

25149 45 129 |masik diszkrét esetben sem. Az optimum mindig az elsé diszkrét halalozassal

30 |44 50 |24

szamolt hatralevd élet varhato értéke koriil mozgott.

35139 | |55 |19

Egy masik T -t6l fliggetlen példa:
3.1 Az egyén célja a rendszer adta lehet6ségek kihasznaldsa. Ugy vélasztja ki a szolgalati idét,
hogy a varhaté nyugdij amit az évek soran kap a lehet6 legtobb legyen.

A nyugdij a szokdsos mddon van meghatarozva:
T7

; P(i)i+Y. P(i)R

R

b(R)=

=S

> P(i)(i—R)

R

Ehhez tartozo6 véarhato nyugdijkifizetés:

T—

N i
v(R):Z (l—z P(k))b(R) A jarulékkulcs konstans-szorosa, tehat az nem befolyasolja a
k=0

i=R
fliggvény maximumhelyét. Amennyiben az egyén valamely modon a vérhaté jovedelmét

maximalizalna Ggy a jarulékkulcstol fiiggetleniil keresi a szolgalati id6 optimumhelyét.
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Pl4.: A takarékos ember szolgalati ideje
Tegylik fol az egyénnek megtakaritdsa van. Minden évben félrerakja a jovedelmének egy bizonyos

részét és kamatoztatja. Legyen ez 5% a jovedelemrész és 8% az évi kamatozasa®.

a. Nyugdijas éveiben a megtakaritdsanak kamatait hozzacsapja a jaradékahoz (a megtakaritasat
hatrahagyja). Ekkor az aktiv korszakra jutd hasznossdga az a része a jovedelmének amit elkdlt.

u(l—7)=(1-1)-0.95

A megtakaritasa R év utan, a kamatlabbol képzett geometriai sor elsé R elemének Osszege:

R R
LO8"—1 | ) 0051081

= «(1—=7)-0.05 ennek a kamatai adddnak a jaradékhoz.
1.08—1 0.08

Igy az inaktiv korszakra jutd éves hasznossag:

1.08%—1

w(b(R))=b(R)+(+ P

(1=7)-0.05)-0.08=h(R)+(1.08"—1)-(1—7)-0.05

A varhat6 hasznossag ezekbdl:

R T

v(R)=(1-7)-0.95] Z z+ZP (b(R)+((1.08"=1)-(1—7)-0.05)) > P(i)-(i—R) Itt

R+1 R+1

behelyettesithetjiik b(R)-t:

. Z P(i)‘H—i P(i)R ,
0.95(1—7) Z H—Z Pli Ll J+(1-7)0.05(1.08"~1)>_ P(i)(i—R))

Ezt a képletet érdemes egyszertibb alakra hozni:

0.95(1-7) Z z+ZP Z z+ZP +(1-7)0.05+(1.08"~1 ZP i—R)=
(0.95-(1—7)+T ZR‘, z+ZP R]+0.05- (1—T)-(1.08(R+”—1)2T:P(i)-(i—R)

(1—7) -t kiemelhetd:

Z H—z P(i)-R]+0.05-(1.08 " ~1) > P(i)-(i—R)]

T R+1 R+1

(1—7)-[(0. 95+1

Optimumhely keresés szempontjabol elhagyhaté a (1—7) szorzo:

T

iP z+ZP R|+0.05-(1.08°~1)>_ P(i)-(i-R) =

R+1 R+1

R T7-§
)Y P(i z+005108—lz z+ZP R(0.95

—T o R+1

(0.95+ (1.08°—1))

23 Ez realkamatlab
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Errél mar kevésbé latni, hogy milyen 7 -kra hogyan fog viselkedni a fiiggvény (minél kisebb a 7

annal jobban vannak stlyozva a harang alakt fiiggvények a monoton novovel szemben).

b. Szép lassan feléli a megtakaritasdt oly modon. hogy az biztos kitartson haldlaig, ekkor
valamennyit hatrahagy. Legyen az aktiv korszakra jutd hasznossaga az a része a jovedelmének amit
elkolt.

Az elézéekhez képest csak az inaktiv korszakra jutd hasznossag valtozik. a megtakaritds és az

aktiv korszakra jutd hasznossadg ugyanaz marad.

1.08%—1
———(1—7)-0.05 | . 1 oy ,
w(b)=b(R)+ 0.08 Igy biztos nem ¢li fel a megtakaritdsat az egyén de
T—(S+R)
feltehetdleg hagy hatra valamennyit. Ekkor a varhaté hasznossag a ko vetkezére modosul:
R
R T-S %‘(I—T)‘0.0S T
v(R)=(1-7)-0.95[ ) P(i)i+ ) P(i)R]+(b(R)+— )- >, P(i)(i—R)
0 R+1 T_(S+ R) R+1

Hasonloképpen érdemes atalakitani. mint az el6z6 példaban:

1.08%—1

T-S T-S —‘(I—T)‘0.0S T
_ Ny N 0.08 N

v(R)—(l—T)’0.95‘[;P(z)’z—RZHP(z)‘(z—R)]+(b(R)+ -5 )‘};P(l)‘(z—m
Megint kiemeljiik (1—T) -t:

(1—'r)[0.95‘t+1§‘1 P(i)‘(i—R)[li(_]i)%— 85(;"1—0(%9%_—113))) —0.95]] Optimum szempontjabol elég a
kovetkezot nézni:

LS h(R) 5-(1.08°—1)

3 PUiMi- R T i —095] =

> P(i)i+ Y, PU) R

> P(i)(i—R)| —— [ s ] ?’“;08 md) ~0.95]

=~ -1 RZIP(Z') (i—R) 8(T'—(S+R))

T e O LS 5-(1.08"—1)

l—T‘[; P(l)‘l-i-; P(Z)R]-F(}; P(l)(l—R))[m—095]

Megjegyzés: Lehet azon is gondolkodni érdemes-e valtozonak tekinteni azt is, hogy mekkora
hanyadat tessziik félre a fenti fizetésnek és aszerint is lehet egy optimumot keresni rogzitett R vagy

szabad R mellett is.

c. Minden nyugdijas évben eltessziik a kamatot, majd hozzanylUlunk a megtakaritdshoz, aztan a
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maradékot tovabb kamatoztatjuk.
Ekkor nem lesz konstans a nyugdij évrdl évre valtozni fog. A kdvetkez6 sorozat fogja alkotni:

1.08%—1

wl(b(R))Zb(R)+(l—T)‘O.OS'(l.OSR—l)+(1—T)‘0.05'(0.08‘(T_(S+R))

)

08(T—(S+R)—1) ,1.08"~1 1.08"—1
b(R))=b(R)+(1— 005 +(1-1)-0.05-
ws(b(R))=b(R)+(1=T) e Cogs 00 (G Ry
=
w,(b(R))=b(R)+(1-7)-0 05(T_(S+R)_1)‘(1 08"—1)+(1-7)-0 05‘(1'08}?_1 )
2 T T—(S+R) ' "7 00.08-(T—=(S+R))
3 B T—(S+R)—(i—1) R B 1.08%—1
w;=b(R)+(1—71) O'OST—(S+R) (1.08"—1)+(1—71) O'OS(O.OS(T—(S+R)))
ez egy monoton csdkkend fiiggvény, de jobban kihasznalja a lehetdségeket mint az a és b.
R+i R
. (1.08"—1) i+1
Q.= = R)+(1-71)-005———(1+T—(S+R)——
= 2wy = (B(R)H(1=7) 0,05 s (14 T=(S+R)=5—)
Az 0sszes hasznossag a kovetkezOképpen alakul:
R -8 -8
v(R)=(1-7)-0.95-(> P(i)i+ D, P(i)R)+ ) P(i)Q, p =
0 R+1 R
R
(1.08%~1) i—R+1
v(R)=(1—7)0.95( i)+ Pli —7)0.05—L (14T —(S+R)——"12)
= X P 3 P T—(S+R)
-8
+>. P(i)(i—R)b(R)
R
4.1 a/b/c példa konkrét szdmadatokkal:
- §=025 =
A 1(25+i0) A 1(i+25) [(i+254+1), [(i+25)—1(i+25+1)
- Pli)= q(25+i)= J1- =
=G5 1P +)=" 05 : 1(i+25) ] 1(25)
- =025
- T'=100

Behelyettesitve a fenti feladat a. részébe:

A nyugdijnak a hasznossagat a kovetkezoképp is tekinthetjiik: az egyén nyugdijba megy amint
eléri az a nyugdijat amit aktivként is megkeresett (a teljeset nem csak azt ami a megtakaritas nélkiili
részt). Tehat ha a nyugdij nem jar szinvonalcsokkenéssel (s6t magasabb lesz, mivel az aktiv korban

még lejott egy megtakaritds) akkor inkabb azt valasztjuk. Ekkor a kovetkezOképpen valtoznak a
dolgok:

A c. esetnél pedig azt varjuk el R-t61, hogy teljesiiljon ra:
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a:50 év a hatralevd évek varhato érteke.

31 évet kell dolgozni ahhoz. hogy jovedelemveszteség nélkiil mehessen nyugdijba. A kiegészitett
nyugdij 0.753. a varhato ¢€letpalya hasznossag pedig:36.21

A javul6 halandésaggal: 54 a varhato érték.

33 év a szolgalati 1dS. A kiegészitett nyugdij 0.8. a varhato ¢letpalya hasznossag pedig:39.84

b: 50 év a hatralevo évek varhato értéke.
36 évet kell dolgozni ahhoz. hogy jovedelemveszteség nélkiil mehessen nyugdijba.
A javul6 halandésaggal: 54 a varhato érték.

38 év a szolgalati 1dd.

¢:50 év a hatralevo évek varhato értéke.

31 évet kell dolgozni ahhoz. hogy jovedelemveszteség nélkiil mehessen nyugdijba.

Joval leroviditette a sziikséges szolgalati id6t a takarékos €letmdd, azonban igen valdsziniitlennek

latszik, hogy valaki olyan szerzddést kosson ami 8%-os kamatozast garantal redlértéken.

4.2 Erdemes megnézni. mennyivel valtoztatja meg az eredményeket, ha mas megtakaritast és mas
kamatlabat hasznalunk (ez nem is szokott alland6 lenni. ha figyelembe vessziik az inflaciot).
Foglaljuk 0Ossze tablazatban tobb T -ra és ¢életkorra az eredményeket. Jelolje a Z;( R)
megtakaritassal kiegészitett nyugdijat.

k-kamatlab %-ban megadva.

m- megtakaritds %-ban megadva.

a. eset:
B:b(R)+(1—T)’1%[(1+’1‘W) 1]
V(R):(1—T)(1—%)(; P(i)i+ 2 PR+ P(i)(1=1)(i=R)b(R)

Az javuld halandosagot feltételezd valdszintiségekkel szamolt eredmények félkovérek, fejlécben

pedig *-al vannak jelolve:

S R R*|t |t*| T|/m |k|b®) |bR)* | b(R)| b(R) * V(R) |VR)*
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20 |27 128 |54 |60|25 |10
20 |41 (44 |54 |60 |25 |3
20 128129 |54 |60|20 |10
20 (44 147 |54 (60 20 |3
25 |27 127 |50 |54|25 |10
25 |38 |41 |50 |54 25 |3
25 |28 128 |50 |54|20 |10
25 |41 |44 |50 [54|20 |3
30 126 (26 |45 |49|25 |10

0.2382 10.2194 [0.7623 1 0.7914 39.3193 |42.9054
0.6477 10.6288 [0.7915 1 0.7988 40.7185 |43.5324
0.2043 10.1873 |0.8145 1 0.8526 41.8886 [45.9031
0.6597 10.6277 [0.8411 1 0.8415 43.2209 | 46.0961
0.2834 10.2425 [0.8075 1 0.7666 36.6458 |38.3181
0.6670 1 0.6606 |0.7882 | 0.8045 36.9902 |39.7584
0.2444 10.2080 |0.8546 | 0.8182 38.8059 |40.7944
0.6936 10.6733 |0.8470 | 0.8547 39.3689 |42.1694
0.3194 10.2721 [0.7991 0.7518 32.0712 |34.1446
30 35|37 |45 49|25 |3 0.6879 10.6414 |0.7895 | 0.7557 33.352 | 35.2786
30 127 |28 |45 |49|20 |10 0.2773 10.2532 [0.8364 1 0.8634 34.4609 |37.5747

30 |38 40 |45 |49 20 |3 |5]0.7328 |0.6653 1 0.862 |0.8103 35.6118 |37.6056
Abban az esetben amikor az m 10% volt 5 helyett, joval le lehetett roviditeni a sziikséges szolgalati

RN | 0| W | 0| W |0 W |00 | W |

1d6t (8%-o0s kamatozas mellett), de a varhato életpalya-jovedelmek koriilbeliil ugyanazok maradtak.

b. eset:
A . (1+’1‘W)R—1 (H%)R—l
b(R)—b(R)+(1—T)100 %(T_(SJFR))—ZJ(RH(I—T)Mm

V(R):(1—T)(1—%)(; P(i)i+ X PRI+ P(i)(1=1)(i—=R)b(R)

Az javul6 halandosagot feltételez6 valoszinliségekkel szamolt eredmények félkovérek:

S R R*It |t*| 7/m k bR) bR)* | (R | b(R) * VR |V(R)*
20 |36 38|54 (60|25 |10 |8 |0.4467|0.4177 |0.7656 0.8111 | 38.6536 |44.4142
20 424554 (60|25 |3 0.7006 | 0.6559 |0.7807 |0.7785 |40.509 |46.6387
20 3839 |54 (60|20 10|8 0.4118 0.3569 0.8328 |0.8231 |41.3447 |45.9111
20 45|48 |54 (60|20 |3 0.71800.6783 | 0.8276 |0.8193 |43.0077 |49.2355
25 13436 |50 (54|25 |10 '8 |0.4824 0.4551|0.7726 0.8149 |35.214 |40.5638
25 13942 |50 (54|25 |3 0.7263/0.7148 [0.7977 |0.8070 | 37.0606 |42.9807
25 136 (37|50 (54|20 |10 |8 |0.4525]0.3913 |0.8363 0.8189 | 37.5665 |41.8033
25 14214550 54|20 |3 0.7608 0.7331 |0.8591 |0.8608 |39.4387 |45.4849
30 |31 /33|45 [49(25 |10 |8 [0.5269|0.4647 |0.7918 |0.7603 | 31.9431 |35.6662
30 |36 |38 |45 |49(25 |3 0.7578/0.6980 0.8182 |0.7737 |33.6231 |38.2411
30 |34 35|45 [49/20 |10 |8 [0.5026|0.4355 |0.8551 |0.8293 | 33.9989 |37.9233
30 |38 |41 |45 [49/20 |3 0.7328/0.7289 |0.8136 |0.8347 |35.146 |40.6762

DN | 0| W [0 O |00 | |00 | W | 0O
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Ha a megtakaritasunk 3% ¢és 5%-on tudjuk kamatoztatni, nem igazan valtozik a sziikséges
szolgalati id6. Altalaban 1-2 évvel el6rébb hozta a nyugdijat, de olyan is volt amikor egyaltalin
nem valtoztatta meg.

c. eset:

R szolgélati id6 mellett. kdovetkezd lesz 1 év mulva a nyugdij:

R
1+ -1
100

100 T—(S+R)

b=b(R)+ =)

(T—(S+R)—(i—R—1)+1)  (i>R)

Mivel a nyugdijak itt nem allanddak, ezért sziikségiink lesz a hasznossadghoz i-edik évig dsszeadott

nyugdijakra:
L (1+’1‘W)R—1 —
Bi:ZR:bJ:i[b(R)Jr(l—-r)(1—%0)T_(S+R) (1+T—(S+R)—12—)] (i> R)

A sziikséges R szolgélati id6hoz R-nek a kovetkezot kellett tudnia:

-8

> P(z-)1§,>§ (1=1)P(i)(i=R)

R
A nyugdijak ekkor nem csak, hogy alland6ak nem lesznek de monoton csokkenek igy eléfordulhat,

hogy az évek soran 1—71 alé csokkenek. Legyen K kritikus érték amire eldszor teljesiil:
-8
by<1—71 Esjeldlje P azt, hogy ezt az évet milyen valdszintiséggel éljikk meg: P= Z P(i)
K
Az javul6 halandosagot feltételezd valoszinliségekkel szamolt eredmények félkovérek:
S |R |[R* | T m|k |V(R) VIR)* |K |K* |P P*

20130 |32 |25 |10|8 |38.7894/42.0246 62 64 |0.3124 0.4220
20 /41 |45 |25 |3 |5 |40.1686/43.3718 |74 |78 |0.0088 0.0135
20132 |33 |20 |10|8 [41.9785/44.0954 66 67 |0.1671 0.3155
20 145 |48 |20 |3 |5 |43.3118/45.6912 /79 |79 |0 0
25129 |31 |25 108 [35.409438.4215 60 |62 |0.2019 |0.3007
25136 139 |25 |3 |5 |36.885 [39.7085 68 |71 |0.0157 |0.0371
25131 132 |20 |10|8 [38.1297/40.1549 63 |64 |0.1056 |0.2287
25141 |45 |20 |3 |5 |38.9732/42.1622 |73 |74 |0.0003 0
3028 {29 |25 10|88 |32.2253/33.9738 |58 |59 |0.1059 |0.2146
3013538 |25 |3 |5 |33.1697|35.7068 69 |69 |0 0
3030 {31 |20 |10|8 |34.5261/36.433 60 |61 |0.0578 |0.1484
3038 |41 (20 |3 |5 |35.2937|37.9019 69 |69 |0 0
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PLS5.: Negativkén hatrahagyas
A pl4/b-t alakitom 4t ugy. hogy az egyén a hatrahagyott vagyonat negativ hasznossagként ¢li meg.
Ekkor az eddigi varhat6 hasznossagbol vonjuk le a hatrahagyandé 6sszeg varhat6 értékét.

A hétrahagyand6 6sszeg varhato értéke:

m -8 -8 -8 R ((1“‘%;1_1)
V(R)Z(I—T)W(ZO: P(i)H-; P(i)R)+RZ:I P(i)(l—-r)(i—R)b(R)—k (1-7)
100
mo mo~ ((H_ic()_O)Rl_l) T—(S+R)—i
100 2 ")~ 1=)igg 2. P TSR

100
Ekkor a sziikséges szolgalati id6 ugyanaz marad (a nyugdij is ugyanaz), viszont a hasznossagok
alacsonyabbak lesznek hozza. Ha a varhat6 hasznossagok maximumanal allapitjuk meg az optimalis

szolgalati 1d6t akkor a kdvetkezd eredményeket kapjuk:

S R |R*t t* T m 'k bR |b®R* | b(R)| b(R) * VR |VR)*

20 |43 146 |54 |60 |25 |10 0.7593 10.7276 |1.4274 1 1.6506 33.6869|36.3587
20 |51 |55 |54 |60|25 |10 1.56 [1.59 2163 |2.38 37.92  140.411
20 |41 |45 |54 |60|20 |10 0.56 0.54 1.201 |1.42 33.2096 | 35.9496
20 |50 |54 |54 |60|20 |10 1.140 |1.138 |1.705 |1.93 37.311 |39.78

25 |41 |43 |50 |54|25 |10 0.774 10.774 |1.486 |1.547 30.90 33.237
25 149 |52 |50 |54|25 |10 2.019 |1.81 2.59  |2.57 34.97 137.356

25 |41 |43 |50 |54|20 |10 0.867 10.77 1.48  |1.547 30.948 |33.23

25 |48 |52 |50 |54|20 |10 143 [1.451 198 |2.261 34.384 |36.73

30 139 |41 |45 |49|25 |10 1.0137 10.9112 |1.59 |1.63 28.26  |30.30

30 146 |50 |45 |49|25 |10 233  2.447 |2.86 [3.232 32.034 |34.312

0| | 0| [0 |0 | |00 | W |0

30 138 |41 |45 |49|20 |10 1.1566 [0.728 10.7328 |1.503 27.79 129.82

30 146 (49 |45 (4920 |10 |5 |1.87 |1.719 (243 |2.475 31.46 |33.709

Ilyen gondolkoddsmod mellett az 5%-o0s kamatlabndl magasabb lesz az optimalis szolgélati 1d6
mint a sziikséges (9. 10. oszlopbol latszik, hogy a sziikséges szolgalati id6 eltelt). Ez tobbnyire igaz
8%-0s kamatlab mellett is, de vannak esetei amikor a sziikséges szolgalati 1d6 lesz a tobb (példaul

20 évesen 20%-os jarulékkulcs mellett).
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OSSZEFOGLALAS

t24

A dolgozat célja az volt, hogy bemutassam az egyének €s a kormanyzat viselkedését™ a rugalmas

nyugdijkorhatart hasznalé nyugdijmodell esetén.

Leginkdbb a korményzat nyugdij-meghatarozasat érintette az, hogy figyelembe tudta-e venni az
egyén halalozasi valdszintiségeit vagy sem. Az elsd fejezetben belattuk, hogy az alapmodellben
megadott csak a hatralévd évek varhato értéekébdl megadott nyugdijjal a kormanyzatnak bevétel-
kiadas kiilonbségének varhato értéke negativ barmilyen nullatol kiilonb6zo szolgalati id6 esetén.

A vizsgalt eseteknél amikor Osszehasonlitottam a nyugdijakat 25-26 éves palyakezddkkel
szamoltam, akiknek a haldlozasi valosziniiségeik atlagosak. Az egyének (ha nem volt
megtakaritasuk) 60 és 70 éves koruk kozott mentek nyugdijba egy-két kirivo esettdl eltekintve. A
kétfeleképpen megallapitott nyugdijak kozott elég jelentds eltérések voltak mindhdrom haldlozasi
fliggvény esetében. Az elsd haldlozési valosziniiséggel szamolt nyugdijnak 1.15-szorése volt az
eredeti, ha az egyén 60 évesen vonult nyugalomba. Ha 70 évesen ment nyugdijba akkor az arany
mar 2.1 volt. A tobbi halalozassal kapott eltérés is hasonlo volt. Ezekkel az adatokkal szamolva a
kétféele nyugdijnak az ardnya is monoton nétt (kiilonbségre ezt be is lattuk a masodik fejezetben).

Tehat elmondhatd, hogy a korméanyzat szemsz0gébdl vizsgalva egyaltalan nem mindegy van-e az
egyének haldlozéasi valosziniiségeirdl informacidja, vagy csak a hatralevd élettartamuk varhato

értékével tud szamolni.

Az 1. példaban vizsgalt hasznossagfiiggvényeknél nem okozott jelentdsebb eltérést, hogy melyik
halalozasi adattal szamoltuk. Mindig az eredeti hasznossag volt nagyobb de nem sokkal. Az
optimumhelyek kozott par éves eltérés volt mindig azok az egyének mentek legkorabban nyugdijba
akiknek csak a varhato értékbdl allapitottdk meg a nyugdijat, ezt kovették azok akiknél a nyugdij
megallapitasnadl a harmadik fejezet els6 diszkrét haldlozasi valdszinliségeit hasznaltak, majd
legvégiil azok akikre a masodik diszkrét eset vonatkozott.

A sziikséges szolgélati 1d6t keresd egyéneknél mindig azok mentek kordbban nyugdijba akiknél
csak a varhato értéket hasznaltak nyugdij-meghatarozaskor ez nyilvanvald6 miutan mindig az a

magasabb.

A 1-es 2-es példak utan, mar mindig az egyének haldlozasi valdszintiségeit vettem figyelembe. A
célom tobbféle olyan gondolkoddsmod bemutatdsa volt, amivel a kivanatos szolgélati id6t az

egyének megkeresték.

24 A kormanyzat viselkedése alatt az egyénre vonatkoz6 nyugdij-meghatarozast értem.
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A legérdekesebb eredmény szamomra az volt, amikor az egyén megtakaritassal szerette volna
kozelebb hozni nyugdijas éveit. A mddszer nagyon hatékonynak bizonyult amikor az egyén 8%-on
tudta kamatoztatni a megtakaritdsat, de a valdsadgban ez nem tul realis®. Az 5%-os valosagnak
inkabb megfeleld kamatozasnal is értékes éveket lehet nyerni amit az ember nyugalomban tolthet. A
szamomra meglepd az volt, hogy megtakaritast felhalmozo egyén korabban mehetett nyugdijba ha a

megtakaritasdnak csak a kamatait hasznalta nyugdijas koraban €s nem nyult a megtakaritasahoz.

25 Realkamatlabakat vettem.
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FUGGELEK

Az aldbbiakban egy uj strtiségfiiggvényt készitek az élettartam modellezésre. Itt nem hasznaltam
fel altalanosan alkalmazott eloszlasokat. Egy jol derivalhatd, szamitasokhoz konnyen hasznalhato
az atlagos diszkrét esetet j0l megkozelitd fiiggvényt szerettem volna késziteni: egy harangalakt
gorbét ami a maximumot a kornak megfeleld varhat6 érték utan nem sokkal veszi fel.

Alapfiiggvény: két folytonos fliggvényt dsszeillesztek az y pontban amit a megfelelé maximumnak
valasztottam.

A két fliggvény:

(x+1)"In(x+1) 0=<x<y
(ax+b)"In(ax+b) y<x<T-8

Ahol:
ay+b=y+1
a(T—-S)+b=1

Megallapitom azt a ¢ konstanst amellyel normalok, hogy stirtiségfiiggvényt kapjak:

-8
(x+1)'In(x+1)dx+ f (ax+b)"In(ax+b)dx

y

Cc=

o e

A primitiv fiiggvény parcialis integralassal:

n+1 pt .
f(x_{_l)nln(x‘{‘l):&ln()(-i-l)— f(x+1)n+l 1 :(x+1) ln(x+l)—(x+1)2
ntl n+l X+l o+l (1]
A masodik:
n+l w1 il
f(ax+b)”ln(ax+b):(ax+b) 1 f(ax—l—b)”“ a _(ax+b)"" (ax+b)

a(n+1) a(n+l) ax+b a(n+1) a(n+1)

Behelyettesitve a fenti azonossagokat. és kihasznalva In(1)=0-t c-re a kovetkezdt kapjuk:

n+1 n+1
c=1n(y+1)(y+1) —(y+1)2 41 == ! s—In(y+1)
n+1 (n+1) (n+1)" a(n+1)

)n+l

(1) (1
a(n+1) a(ln+1)

fgy a p(x) striiségfiiggvényiink:
1

p(x)=—(x+1)'In(x+1) 0<x=<y

c
p(x)zl—(ax+b)”ln(ax+b) y<x<T-S§

c
A varhat¢ érték pedig:
1 v 1 -8
—f(x+1)”ln(x+1)x+— f (ax+b)"In(ax+b)x
¢ c

A két primitiv fliggvényt hasonloan parcialis integraldssal hatarozom meg, mint az elobb (c-t
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kihagyom a végén majd visszahelyettesitem):

J"(x+1)"1n(x+1)x:f[(x+1)"“1n(x+1)—(x+1)"1n(x+1)]:5;‘++2i1n(x+1)—n+12
wr 1 (x+1)"" o 1 (x+1)"2 (x4+1)""
JI()H_I) x+1 n+l lrl()H_l)%_n%—lf()ﬁ_l) x+1 n+2 ln(x+1)_nT
(x+1)y*
(n+1)°

A masik primitiv fliggvénye:

f(ax+b)”ln(ax+b)x=f i—(ax%—b)”ln(ax%—b)ax:f L—(ax%—b)”“ln(x%—l)—f %(ax%—b)”

(ax+b)""* a w2 1 b +1 ba
ln(ax+b)=2—1n(ax+b)—2—f(ax+b)” —————(ax+b)"" In(ax+b)+—-
a (n+2) a (n+2) ax+b a a
n+1 n+2 n+2 n+1
J- (ax+b) 1 _ (c;x%—b) ln(ax+b)—(azx+b) : _blax+b) In (ax+b)+ 2b :
n+l  (ax+b) & (n+2) a’(n+2) a(n+l) a (n+1)
(ax+b)""
Tehat a varhato érték konstans-szorosa:
n+2 n+1 n+1 n+2
pe= )T (y+1)2 T S— 2—(y2+1) In(y+1)+
n+2 n+1 (n+17%  n+l (n+1? &*(n+2) a(n+1)

1 1

(y+1)n+2 B b N
a’(n+2) a’(n+1)

+1 n+l_
a’(n+2) az(n+1)2(y )

(y+1)"n(y+1)+

El6szor $=25-beli folytonos siiriségfliggvényre volt sziikkségem, mert az 1-es példaban szerettem
volna egy ilyen esetet is megvizsgalni. Erre az elsd probalkozasok egyike a kdvetkezd fliggvény
volt:

S§=25
y=60
n=2

Ekkor:

p(x)=2(x+1)In(x+1) 0<x<60
C

p(x)l—(—4x+301)zln(—4x+301) 60<x<75
C

Ahol:
e=tn (6120 L Ll eSO 61—
- 3 9 9 36 12 36 12 367 36
t~51.39

n=2-ben meg legszebben a statisztikai adatokon alapul6 atlagfiiggvényt (2. abra zold fiiggvénye).
Az éabrakon lathat6 fliggvények koziil a kék az allando diszkrét a piros a javulo diszkrét halanddsag

folytonos harmadfoku spline-ja, a halvanyzold az abra felsd részén megjelolt hatvanyozassal

47



o

készitett elobbi modon megadott folytonos stirtiségfliggvény:

n=1 n=2
0,04 0,05
0,04 0,04
0,04
0,03
0,03
0,03
0,03
0,02
0,02
0,02 , 0.02
0,01 0,01
0,01 0,01 A
0 7 0 b
3 7 1115192327313539434751555963677175 3 71115192327313539434751555963677175
1 5 91317212529333741454953576165697377 15 91317212529333741454953576165697377
n=3 Kevert fiiggvény.
0,06 0,045
0,04
0,05
0,035
0,04 0,03
0,025
0,03 /
0,02
0,02 0,015
; 0,01
0,01
0,005
0 0
3 71115192327313539434751555963677175 3 7 1115192327313539434751555963677175
1 5 91317212529333741454953576165697377 1 5 91317212529333741454953576165697377

A kevert fliggvényt gy kaptam meg két fliggvényt adtam Ossze sulyozva. A két fliggvény bemend
adatai: n=2, y=50;60-ra stilyozottan 6sszeadtam a két fliggvényt. Azaz a kirajzolt fiiggvény:

p(x)=(x+1)In(x+1) 0<x<50
p(x)=09(x+1)In(x+1)+0.1(=2x+151)’In(—2x+151) 50<x<60
p(x)=0.9(—4x+301)°In(—4x+301)+0.1(=2x+151)’In(=2x+151)  60<x<75

A masodik ¢és negyedik abran lathato stirtiségfiiggvények értékei ,kozel” vannak a diszkrét
esetéhez, a veliik megkapott sziikséges €s optimalis szolgalati idok is kozel voltak egymashoz.
Ennek ellenére zavard, hogy a krealt fliggvények minden pontban konvexek amig a statisztikai

adatokat hasznal6 fliggvénynek két inflexids pontja is van, ezért a modszert tovabbalakitottam.
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Az 1) modszernél két pontot valasztottam a /[0;7-S] intervallumon (y; és y.), €s a kdzépso
intervallumra konkév fliggvényt adtam meg. A két pontot Gigy valasztottam, hogy a remélt varhatod
érték az altaluk meghatarozott intervallumba essen tovabba a két pont szamtani kdzepe legyen a
fliggvény maximumhelye®®. Az 0j modszer:

Kivalasztom a két pontot, majd a két sz€ls6 intervallumra megadom a fliggvényt a kovetkezdképp:

f(x)=(x+1)"In(x+1) x€[0,y,] ay,+b=y+1

\ ahol:
f(x)=(ax+b)'In(ax+1) x€|y,/1] a(T—-S)+b=1

Ezutan megadom a k6zépso intervallum konkav fiiggvényét:

2k 2k

yi+y yi+y \
—= =2 4 (y,— '2 %) +y)In(y,) x€(y,;»,)

2

fx)==(x

Az f(x) fiiggvény harangalaki €és folytonos. A stirliségfliggvényhez még le kell normalni a
fliggvény alatti tertilettel:

c= j f(x)dx

plx)==f(x)

Q'r—‘

Egy negativ fegyiitthatoji 4-edfoku polinom kozelitette meg legjobban a diszkrét eseteket (a 2-t
¢s a 6-ot is kiprobaltam) az $=25-,20 és 30-ban, igy a konkrét fliggvényeknél n és k kettd. Az 1-es
példahoz hasznat konkrét figgvény S=25-re: y,=50,; y,=65= a=-5; b=376

p(x)=EIn(x+1)(x+1)* xe[0:50] 0.04
c
_1 4 4 2 ‘ 0.04
p(x)==[—(x=57.5)"+7.5*+51°In(51)|x€(50,65) .
c ,
1
p(x):c—ln(—sx+376)(—5x+376)2xe[65; 75] 0.03
0,02
784 0,01
c:513(§36—;1n(51)—2§§ +1098 ;53 ! —;26513 2 oo
c~2.89-51° 0 L
5026 1725, 16807 s 5 4 10 16 22 28 34 40 46 52 58 64 70 76
51°(In(51 + - +(92-7.5+=
- (In(51)( 300 102) 3600) ( 3) 1 7 13 19 25 31 37 43 49 55 61 67 73
51°.2.89
t~51.16

Ahol ¢ a hatralevo élet varhato értéke.

26 Az intervallum felosztasanal még érdemes figyelembe venni, hogy a maximumhely diszkrét esetben valamivel

nagyobb, mint a hatralevd élet varhato értéke
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Az eredeti €s krealt valoszintiségek eltérése:

A kiilénbségek: Jol latszik. hogy a kiilonbségek nem nagyok.
0.008 Raadésul azokon a helyeken a legjelentdsebbek
0,004 ahol a fliggvények amuigy is magasabb értéket
0,002 vesznek fel.

Az halalozasi valoszinliség arany a nulla kozeli
’ 3 7 1115192327 353943475155594367 775 pontokban nagyobb.
20,002 1 5 91317212529333/4145495357611656973

A tapasztalati szorasok:
-0,004 Diszkrét esetben: 10.104515
Folytonos esetben: 10.10045

-0,006
Aranyok a teljes intervallumon: Aranyok 6-tol:
60
7
50 6
40 5
4
30
3
20 2
10 1
0
0
3 7 11151923 27 31 35 39 43 47 51 55 59 63 67 71 3 7 1115192327 31 35 39 43 47 51 55 59 63 67 71
1 5 9 1317212529 33 37 4145 49 53 57 6165 69 73 15 9 13172125293337 41454953 57 616569

A példaknal a két kiilonbozé fliggvénnyel szamolt eredmények gyakorlatilag ugyanazok voltak a
sziikséges €s optimalis szolgalati idéknél. A nyugdijakndl mar eltérések voltak abban az esetben
amikor a szolgalati 1d6 t6bb volt mint 50 €v, 60 év f616tt mar tobbszordse volt a folytonos nyugdij a

diszkrétnek. S=20-ban a stirliségfiiggvény: »,=50, »,=70= a=-5; b=401

p(x)=EIn(x+1)(x+1)* xe[0:50] 0,04
c
1 4 4 2 0.04 ’\
p(x)==[—(x—60)"+10"+51"1In(51)]x€(50;70) 0.03 a
c :
1
p(x):c—ln(—sx+401)(—5x+401)2xe[70;80] 0,03
Abol: /
4 0,02 /
=511 (51)+ 2 In(50)+ 1612 —2)~3.9.51° ~
5 51 51° 5 0,01
1~56.26 0,01
Itt is a diszkrét esetre az illeszkedés a cél. A peldanal A
O " ~
ugyanazokat az eredményeket kaptam vele, mint a 4 10 16 22 28 34 40 46 52 58 64 70 76 82
disskrét adatokkal 1 7 1319 25 31 37 43 49 55 61 67 73 79
iszkrét adatokkal.
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S=30-ban a siirliségfiiggvény: »,=48, y,=58= a=—4,; b=281

0,04
p(x)zl—ln(x+1)(x+l)2 x€[0,48]
¢ 0,04
p(x)=L[—(x—53)"+5'+49%In(49)] xe(48;58) 003
i 0,03
p(x):c—ln(—4x+281)(—4x+281)2x€[58;70] 0.02
Ahol: 0.02
365 48 5 3 :\
~49° (Z2=1n (49)+5'2——2—-)~2.4-49 0,01
=49 (Segnl49)+5 7556 -
1~46.33 ' /
0 -

4 10 16 22 28 34 40 46 52 58 64 70
1 7 13 19 25 31 37 43 49 55 61 67

A példékhoz irt programok programok:
A 4. fejezet 1-es példajaban hasznalt program vaza:

for (R=0; R<102-S;R++)

{
suml=0;
sum2=0;
sum3=0;
for (i=R+1;i<100-S-1;i++)
{ suml=suml + P[i] * (float)(i - R);
sum3= sum3 + P[i] * (float) R;
}
for (i=0;i<R+1;i++) {
sum2=sum2 + P[i] * (float)i;

}
Va[R] =pow ((1.0 - tau), sigma*epsilon ) * pow (lambda,(1.0- epsilon) *
sigma ) * R + pow (tau * R/(t-R),sigma * epsilon) * (t - R) ;
Vb[R]= pow ((1.0 - tau), sigma*epsilon ) * pow (lambda,(1.0- epsilon) *
sigma )* (sum2 + sum3) + pow (tau * ((sum2 + sum3 )/ suml),sigma * epsilon) *
suml ;
Ba[R]= (float) R * tau / (t - R);
Bb[R]= tau * (sum3 + sum2) / sumil;
cout << R << " " << Va[R] << " " << Vb[R] << " " << Ba[R]
<< " " << Bb[R] << endl;
3
opt=0;
opth=0;

for (R=0;R<t;R++) {
if (va[R]>opt) {

opt=va[R];
opth=R;
3

}

2-es példanak a vaza:
A folytonos eset csak (a tobbi nagyon hasonlit az el6z6 programra):
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for (R=75;R>64;R=R-1)

{
x=pow((-5.0 * R +376.0),4) * (12.0 *log(-5.0*(float)R+376.0) -7.0 )/
(pow(51,3) * ¢ * 3600.0);
B[R]=tau * (t/x-1.0);
V[R]=pow(lambda, (1-epsilon)*sigma)*pow(1l-tau,sigma*epsilon) *(t-x) +
pow(B[R], sigma*epsilon) *x;
// cout << X << endl;
}
cout << x << endl;
for (R=64;R>49;R=R-1)

x= (51*(1.0 - 4*log(51))/400.0 + (-5*R+376) * (3*log(51)-1)/225.0)/c +
(-pow(7.5,6)/6 - pow(R-57.5,6)/30.0 + (R-57.5) * pow(7.5,5)/5
+pow((65-R),2) *(pow(51,2) *log(51) +pow(7.5,4))/2)/(pow(51,3)*c);
B[R]=tau * (t/x-1);
V[R]=pow(lambda, (1-epsilon)*sigma)*pow(1l-tau,sigma*epsilon) *(t-x) +
pow (B[R], sigma*epsilon) *Xx;

cout << x<< endl;
for (R=49;R>-1;R=R-1)
{
x= (51*(1 - 4*log(51))/400+ (float)(-5*R+376) * (3*log(51)-1)/225.0)/c
+
(-0.4*(57.5-(float)R)*pow(7.5/51,3)*56.25+(1log(51)/51.0
+pow(7.5/51,3))*(862.5-15.0*(float)R))/c
+ (float)pow(R+1,4)*(12*1log(R+1)-7)/(144 * c*pow(51,3))
+(log(51)*(float)(1836-48*(R+1)) + (float)(16*(R+1)-459))/(144*c);
B[R]=tau * (t/x-1);
V[R]=pow(lambda, (1-epsilon)*sigma)*pow(1l-tau, sigma*epsilon) *(t-x) +
pow(B[R], sigma*epsilon) *x;
//cout << R << " " << X << endl;
}

Megjegyzés ha folytonos pontokra ugy kaptam az eredményt, hogy a keresett hely kozelében
ciklust inditottam ugy, hogy 1/100-aval irja ki az eredményeket, igy két tizedesjegyig kaptam

pontos eredményt.

3-as példa vaza:

3.1 eset:

for (R=0; R<100-S;R++)
{
sumi=0;
sum2=0;
sum3=0;
for (i=0;i<R+1;i++)
{Sum1=Sumli + P[i] *i;
if (i>50-S)
{suml=suml + P[i]*(float)(i - 0.02 * (float)(i - (50 - S)) * (float)(i+1
- (50 -8))) ; }
else
{sumi=sumi +P[i] * i; }
}
for (i=R+1;i<100-S;i++)
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{Sum2=Sum2 + P[i] * R;
Sum3=Sum3 + P[i] * (i-R);
if (R>50-S)
{sum2=sum2 + P[i] *(((float) R - 0.02 * (float)(R - (50 - S)) *(float)(R
- (50-8) +1))) ;}
else
{sum2=sum2 + P[i] * R;}
if (i> 50 - S)
{ if (R> 50-9)
sum3=sum3 + (Suml +Sum2)/Sum3 * P[i] * (((float)(i - R) +
0.02* (float)(i - (50 - S)) *(float)(i - (50-S) +1)) - 0.2 * float (R - (50 -
S)) * (float)(R + 1-(50 - S)) ) ;
else
sum3=sum3 + P[i] * (((float)(i - R) + 0.02 * (float)(i -
(50 - S)) *(float)(i - (50-S) +1)));
}

else
{sum3=sum3 + (Suml +Sum2)/Sum3 * P[i] * (i - R);}

B[R]= tau * (sum2 + suml)/Sum3;

V[R] =suml + sum2;

cout << R << " "<< B[R] << " " << V[R] << " a nyugdij
es hasznossag” << endl;

4-es példanak a vaza:
4.1 eset:

for (R=0; R<100-S;R++)
{
sumi=0;
sum2=0;
sum3=0;
for (i=R+1;i<100-S;i++)
{ sumil= suml + P[i] *(float)(i - R);
sum3= sum3 + P[i] * (float)R;
}
for (i=0;i<R+1;i++) {
sum2= sum2 + P[i] * (float)i;
}
B[R]=( tau * (sum2 + sum3))/suml + mgtk * (1-tau) * (pow (1+kmtl,R) -1);
V[R]= (1.0 - tau) * (1 -mgtk) * (sum2 + sum3) + B[R] * suml;

cout << R<< " i " << V[R] << "L, " << B[R] <<
M " << tau * (sum2 +sum3) /suml << endl;
3
opt=0;

for (R=0;R<100-S+1;R++)

{

if ((1.0- tau) < B[R] )
{ opth=R;

R=102;

}

}

cout << opth << " ev szolgalat latszik optimalisnak" << endl;

4.2 eset:

for (R=0; R<100-S;R++)
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{
suml=0;
sum2=0;
sum3=0;
for (i=R+1;i<100-S;i++)
{ suml= suml + P[i] *(float)(i - R);
sum3= sum3 + P[i] * (float)R;
}
for (i=0;i<R+1;i++) {
sum2= sum2 + P[i] * (float)i;

}
B[R]=( tau * (sum2 + sum3))/suml + ( (1/kmtl) * mgtk * (1-tau) * (pow
(1+kmtl,R) -1) ) / (100.0 - float (S+R));

V[R]=(1- tau) * (1.0-mgtk) *(sum2+sum3) +B[R] * suml;
cout << R << M i " << V[R] << "L, " <<
B[R] << ".... ... ... ... " << tau * (sum2 + sum3)/suml << endl;

}

opt=0;

for (R=0;R<100-S;R++)

{

if (1.0- tau < B[R] )

{ opth=R;

R=102;

}

}

cout << opth << " ev szolgalat latszik optimalisnak az eredeti
halandosaggal" << endl;

4.3 eset:
for (R=0; R<102-S;R++)

{
suml=0;
sum2=0;
sum3=0;
sum4=0;
sum5=0;

for (i=R+1;i<100-S;i++)

{ suml= suml + P[i] *(float)(i - R);

sum4=sum4 + P[i] * (i - R) *

(1 -tau)*mgtk *

(pow(1.0 + kmtl,R) - 1) / (float) (1600 - (S +R)) *
((float)(1 + 100 - S -R) - float (i - 1)/2+1/kmtl);
sum3= sum3 + P[i] * (float)R;

}
for (i=0;i<R+1;i++) {
sum2= sum2 + P[i] * (float)i;

}
V[R]=(1.0-tau) * (1.0-mgtk) * (sum2+sum3) +
tau * (sum2 + sum3) + sum4;
if (sum4 + tau * (sum2+sum3) > (1.0- tau) * suml )

{ cout << R << " az elso esethen az optimumhely" << endl;
cout << V[R] << " az elso eset varhato hasznossaga" << endl;
opth=R;
R=102;
}
}

//Melyik évt6l lesz Ujra 1-tau alatt a nyugdij:
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for (i=1;i<100-S-opth;i++) {
B[i]= tau * (sum2 + sum3)/suml + (1-tau)* mgtk * (pow (1+kmtl,opth+1)-
1) * ( (float) (160 - S -opth -(i - 1) + 1/kmtl) ) / (float) (100 - (S +opth));
if (B[i] < 1.0- tau)
{p=p+P[i+opth];}
else
{K=K+1;}
}
cout << K+opth << " ev ev mulva 1-tau alatt lesz a nyugdij" << endl;
cout << p << " valoszinuseggel kovetkezik be" << endl;

55



A 3. fejezet haldlozasi adatai:
Halandosagi tablazat [5]100 000 0jsziilottbél mennyi érte el az i éves kor:

MELLEKLET

0 100 000 20 98675 40 96568 60 85747 80 41830
1 99083 21 98644 41 96284 61 84734 81 38217
2 99046 22 98623 42 95972 62 83636 82 34544
3 99026 23 98582 43 95631 63 82443 83 30837
4 99000 24 98550 44 95263 64 81148 84 27130
5 98976 25 98515 45 94871 65 79746 85 23468
6 98956 26 98476 46 94459 66 78238 86 19904
7 98941 27 98431 47 94024 67 76629 87 16498
8 98929 28 98379 48 93565 68 74910 88 13315
9 98918 29 98319 49 93073 69 73066 89 10416
10 98906 30 98251 50 92542 70 71075 90 7858
1 98892 31 98173 51 91966 71 68922 91 5683
12 98875 32 98085 52 91341 72 66602 92 3913
13 98856 33 97987 53 90667 73 64110 93 2545
14 98840 34 97877 54 89946 74 61440 94 1548
15 98816 35 97752 55 89185 75 58590 95 871
16 98791 36 97609 56 88391 76 55422 96 448
17 98764 37 97446 57 87560 77 52163 97 207
18 98736 38 97056 58 86684 78 48811 98 85
19 98706 39 96825 59 85747 79 45365 99 30
Halalozasi adatok:
P (i) 1. diszkrét eset.
P(i) 2. diszkrét eset.
p(x) Folytonos eset.
S=20-ban:
Haldl P(i) P(i) P Halal P(i) P(i) )
idépontja idépontja
0 0 0.000000 0.000000 40 0.009493 0.007117 0.016331
1 0.000314 0.000311 0.000007 41 0.010263 0.007667 0.017248
2 0.000314 0.000209 0.000026 42 0.011124 0.008284 0.018193
3 0.000213 0.000403 0.000058 43 0.012086 0.008947 0.019166
4 0.000415 0.000312 0.000105 44 0.013120 0.009643 0.020166
5 0.000324 0.000337 0.000169 45 0.014204 0.010333 0.021194
6 0.000355 0.000372 0.000249 46 0.015278 0.010991 0.022250
7 0.000395 0.000425 0.000348 47 0.016301 0.011715 0.023333
8 0.000456 0.000486 0.000466 48 0.017415 0.012549 0.024445
9 0.000527 0.000556 0.000602 49 0.018682 0.013543 0.025585
10 0.000608 0.000623 0.000759 50 0.020171 0.014657 0.026754
11 0.000689 0.000708 0.000936 51 0.021812 0.015829 0.030361
12 0.000790 0.000791 0.001134 52 0.023504 0.017067 0.032637
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13 0.000892 0.000872 0.001353 53 0.025247 0.018390 0.033958
14 0.000993 0.000969 0.001594 54 0.027050 0.019782 0.034639
15 0.001114 0.001090 0.001857 55 0.028874 0.022213 0.034929
16 0.001266 0.001235 0.002142 56 0.032095 0.023172 0.035018
17 0.001449 0.001394 0.002450 57 0.033017 0.024229 0.035031
18 0.001651 0.003303 0.002781 58 0.033959 0.025398 0.035031
19 0.003951 0.001938 0.003135 59 0.034912 0.026659 0.035018
20 0.002340 0.002135 0.003512 60 0.035813 0.027994 0.034929
21 0.002604 0.002337 0.003914 61 0.036604 0.029381 0.034639
22 0.002877 0.002544 0.004339 62 0.037212 0.030787 0.033958
23 0.003161 0.002754 0.004789 63 0.037556 0.032178 0.032637
24 0.003455 0.002944 0.005263 64 0.037556 0.033487 0.030361
25 0.003728 0.003108 0.005762 65 0.037100 0.034653 0.026754
26 0.003971 0.003237 0.006286 66 0.036107 0.035602 0.021194
27 0.004174 0.003386 0.006834 67 0.034507 0.036235 0.016331
28 0.004407 0.003541 0.007408 68 0.032247 0.036499 0.012150
29 0.004650 0.003763 0.008008 69 0.029370 0.036277 0.008633
30 0.004984 0.004026 0.008633 70 0.025915 0.035509 0.005762
31 0.005380 0.004330 0.009284 71 0.022035 0.034139 0.003512
32 0.005836 0.004659 0.009961 72 0.017932 0.032149 0.001857
33 0.006332 0.004983 0.010664 73 0.013859 0.029617 0.000759
34 0.006828 0.005288 0.011394 74 0.010101 0.026576 0.000169
35 0.007305 0.005539 0.012150 75 0.006859 0.023143 0.000000
36 0.007710 0.005736 0.012932 76 0.004285 0.019579 0.000000
37 0.008044 0.005959 0.013741 77 0.002442 0.015914 0.000000
38 0.008419 0.006237 0.014578 78 0.001236 0.012595 0.000000
39 0.008875 0.006626 0.015441 79 0.000557 0.013577 0.000000
S=25-ben:

Halal P(i) P(i) () Halal P(i) P(i) ()
idépontja idépontja

0 0 0 0 38 0.012106 0.009360 0.014578
1 0.000355 0.000392 0.000007 39 0.013141 0.010083 0.015441
2 0.000396 0.000448 0.000026 40 0.014226 0.010798 0.016331
3 0.000457 0.000512 0.000058 41 0.015302 0.011479 0.017248
4 0.000528 0.000585 0.000105 42 0.016327 0.012227 0.018193
5 0.000609 0.000656 0.000169 43 0.017443 0.013087 0.019166
6 0.000690 0.000745 0.000249 44 0.018711 0.014113 0.020166
7 0.000791 0.000833 0.000348 45 0.020203 0.015260 0.021194
8 0.000893 0.000918 0.000466 46 0.021847 0.016464 0.022250
9 0.000994 0.001020 0.000602 47 0.023541 0.017734 0.023333
10 0.001116 0.001148 0.000759 48 0.025287 0.019086 0.024445
11 0.001268 0.001300 0.000936 49 0.027093 0.020504 0.025585
12 0.001451 0.001468 0.001134 50 0.028919 0.022991 0.026754
13 0.001654 0.003477 0.001353 51 0.032146 0.023944 0.030361
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14 0.003957 0.002040 0.001594 52 0.033070 0.024991 0.032637
15 0.002344 0.002247 0.001857 53 0.034013 0.026146 0.033958
16 0.002608 0.002460 0.002142 54 0.034967 0.027386 0.034639
17 0.002882 0.002676 0.002450 55 0.035870 0.028692 0.034929
18 0.003166 0.002897 0.002781 56 0.036662 0.030036 0.035018
19 0.003460 0.003097 0.003135 57 0.037270 0.031384 0.035031
20 0.003734 0.003268 0.003512 58 0.037615 0.032699 0.035031
21 0.003978 0.003403 0.003914 59 0.037615 0.033909 0.035018
22 0.004181 0.003560 0.004339 60 0.037159 0.034952 0.034929
23 0.004414 0.003723 0.004789 61 0.036164 0.035750 0.034639
24 0.004658 0.003954 0.005263 62 0.034561 0.036205 0.033958
25 0.004992 0.004230 0.005762 63 0.032298 0.036264 0.032637
26 0.005388 0.004548 0.006286 64 0.029417 0.035814 0.030361
27 0.005845 0.004893 0.006834 65 0.025956 0.034803 0.026754
28 0.006342 0.005232 0.007408 66 0.022070 0.033186 0.021194
29 0.006839 0.005551 0.008008 67 0.017960 0.030962 0.016331
30 0.007316 0.005812 0.008633 68 0.013881 0.028223 0.012150
31 0.007722 0.006017 0.009284 69 0.010117 0.025023 0.008633
32 0.008057 0.006249 0.009961 70 0.006870 0.021496 0.005762
33 0.008432 0.006539 0.010664 71 0.004292 0.017908 0.003512
34 0.008889 0.006944 0.011394 72 0.002445 0.014305 0.001857
35 0.009508 0.007456 0.012150 73 0.001238 0.011104 0.000759
36 0.010279 0.008029 0.012932 74 0.000558 0.011711 0.000169
37 0.011142 0.008671 0.013741 75 0.000304 0.012925 0
S=30-ban:
Haldl P(i) P(i) () Haldl P(i) P(i) ()
idépontja idépontja
0 0 0 0 35 0.014260 0.010551 0.018109
1 0.000692 0.0006 0.000036 36 0.015338 0.011292 0.019242
2 0.000793 0.000786 0.000081 37 0.016365 0.011996 0.020413
3 0.000895 0.000878 0.000147 38 0.017484 0.012769 0.021622
4 0.000997 0.000968 0.000236 39 0.018755 0.013658 0.022868
5 0.001119 0.001076 0.000349 40 0.020250 0.014716 0.024153
6 0.001271 0.001210 0.000488 41 0.021898 0.015897 0.025476
7 0.001454 0.001371 0.000652 42 0.023597 0.017134 0.026838
8 0.001658 0.001547 0.000844 43 0.025346 0.018435 0.028239
9 0.003967 0.003664 0.001063 44 0.027157 0.019816 0.029678
10 0.002349 0.002149 0.001311 45 0.028987 0.021260 0.031156
11 0.002614 0.002368 0.001588 46 0.032222 0.023802 0.032674
12 0.002889 0.002591 0.001895 47 0.033147 0.024745 0.034231
13 0.003173 0.002819 0.002232 48 0.034093 0.025779 0.035583
14 0.003468 0.003051 0.002600 49 0.035049 0.026916 0.036224
15 0.003743 0.003261 0.003000 50 0.035954 0.028129 0.036462
16 0.003987 0.003441 0.003431 51 0.036748 0.029398 0.036517
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17 0.004190 0.003582 0.003894 52 0.037358 0.030692 0.036520

18 0.004424 0.003747 0.004390 53 0.037704 0.031974 0.036517

19 0.004668 0.003917 0.004918 54 0.037704 0.033203 0.036462

20 0.005004 0.004160 0.005481 55 0.037246 0.034304 0.036224

21 0.005401 0.004449 0.006076 56 0.036249 0.035213 0.035583

22 0.005858 0.004783 0.006706 57 0.034642 0.035848 0.034231

23 0.006357 0.005144 0.007370 58 0.032374 0.036113 0.028239

24 0.006855 0.005499 0.008068 59 0.029486 0.035957 0.022868

25 0.007333 0.005833 0.008802 60 0.026017 0.035272 0.018109

26 0.007740 0.006105 0.009570 61 0.022122 0.034014 0.013949

27 0.008076 0.006318 0.010374 62 0.018003 0.032153 0.010374

28 0.008452 0.006560 0.011214 63 0.013914 0.029702 0.007370

29 0.008910 0.006861 0.012089 64 0.010140 0.026772 0.004918

30 0.009530 0.007284 0.013001 65 0.006886 0.023435 0.003000

31 0.010303 0.007817 0.013949 66 0.004302 0.019842 0.001588

32 0.011168 0.008415 0.014933 67 0.002451 0.016260 0.000652

33 0.012134 0.009083 0.015955 68 0.001241 0.012749 0.000147

34 0.013171 0.009800 0.017013 69 0.000559 0.009692 0

A 4. fejezet 1.1 példédjanak teljes hasznossagtablazata:

Tervezett |R-hez R-hez R-hez R-hez Hasznossag | Hasznossag | Nyugdijak Nyugdij

aktiv évek | tartozo tartozo tartozo tartozo ok ok aranya |kiilonbsége ak

szama: R | hasznossag |hasznossag |nyugdij a.|nyugdij b.|kiilonbsége aranya

a. esete b. esete esete esete

0 0 0 0 0 0 - 0 -
1 20.8425 20.832 0.004190 | 0.004189 |0.0104332 |1.0005 1.04588e-006 | 1.00025
2 23.7473 23.7342 | 0.008559 | 0.008555 |0.0130215 |1.00055 4.22075e-006 | 1.00049
3 25.7553 25.7397 0.01312 | 0.013109 |0.0155869 |1.00061 1.01337e-005 | 1.00077
4 27.3566 27.3383 | 0.017884 | 0.017864 |0.0183506 |1.00067 1.95522e-005 | 1.00109
5 28.7175 28.6961 0.022866 | 0.022833 |0.0214157 |1.00075 3.33376e-005 |1.00146
6 29.9163 29.8915 | 0.028082 | 0.028029 |0.0248337 |1.00083 5.26384e-00 |1.00188
7 30.9967 30.968 0.033547 | 0.03346 |0.0286598 |1.00093 7.8775e-005 | 1.00235
8 31.9856 31.9527 | 0.039281 | 0.039168 |0.0329151 |1.00103 0.000113275 | 1.00289
9 32.9012 32.8636 | 0.045303 | 0.045145 |0.0376472 |1.00115 0.000158064 | 1.0035
10 33.756 337132 | 0.051637 | 0.051421 |0.0429115 |1.00127 0.000215597 |1.00419
11 34.5595 34.5108 | 0.058306 | 0.058017 |0.0487518 |1.00141 0.000289019 | 1.00498
12 353184 352632 | 0.065338 | 0.064956 |0.0552673 |1.00157 0.000382066 | 1.00588
13 36.0382 359743 | 0.072764 | 0.072249 |0.0639572 |1.00178 0.000515334 | 1.00713
14 36.7232 36.6498 | 0.080618 | 0.079935 |0.0734482 |1.002 0.000682235 | 1.00853
15 37.3768 37.2931 0.088937 | 0.088046 |0.0837822 |1.00225 0.000890374 |1.01011
16 38.0019 37.9068 | 0.097764 | 0.096615 |0.0950279 |1.00251 0.00114881 1.01189
17 38.6006 38.4934 | 0.107148 | 0.10568 |0.107216 |1.00279 0.00146855 | 1.0139
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18 39.1749 39.0546 0.117143 0.11528 |0.120377 |1.00308 0.00186285 1.01616
19 39.7265 39.592 0.12781 0.125462 |0.13451 1.0034 0.00234756 | 1.01871
20 40.2567 40.1071 0.139219 | 0.136278 | 0.14959 1.00373 0.00294133 1.02158
21 40.7666 40.601 0.151451 | 0.147785 |0.165554 | 1.00408 0.00366636 | 1.02481
22 41.2572 41.0748 0.164599 | 0.160049 |0.182354 | 1.00444 0.00454986 | 1.02843
23 41.7293 41.5293 0.178768 | 0.173143 |0.199936 | 1.00481 0.00562534 | 1.03249
24 42.1836 41.9653 0.19408 0.187148 |0.218254 | 1.0052 0.00693524 | 1.03706
25 42.6206 42.3833 | 0.210689 | 0.202156 | 0.237282 |1.0056 0.00853297 | 1.04221
26 43.0409 42.7839 0.228756 | 0.218269 |0.256992 | 1.00601 0.0104862 1.04804
27 43.4447 43.1674 | 0.248485 | 0.235604 |0.27734 1.00642 0.0128807 1.05467
28 43.8324 43.5342 0.270118 | 0.254294 |0.298248 | 1.00685 0.0158245 1.06223
29 44.2042 43.8846 | 0.293944 | 0.274489 |0.319584 |1.00728 0.0194544 1.07088
30 44.5602 44.219 0.320313 | 0.296368 |0.341145 |1.00771 0.0239448 1.080.79
31 44.9004 44.5377 0.349657 | 0.320139 |0.362686 |1.00814 0.029518 1.0922
32 45.2247 44.8408 | 0.382508 | 0.346042 |0.383911 1.00856 0.0364659 1.10538
33 45.5331 45.1286 | 0.419536 | 0.374359 |0.404499 | 1.00896 0.0451761 1.12068
34 45.8252 45.4011 0.46159 0.405416 |0.424118 | 1.00934 0.0561737 1.13856
35 46.1008 45.6584 0.50977 0.439592 | 0.442375 |1.00969 0.0701781 1.15964
36 46.3593 45.9005 0.565518 | 0.477331 |0.458797 |1.00999 0.0881869 1.18475
37 46.6001 46.1273 0.630771 0.51916 |0.472786 | 1.01025 0.11161 1.21498
38 46.8225 46.3389 | 0.708184 | 0.565704 |0.483593 |1.01044 0.14248 1.25186
39 47.0253 46.5351 0.801506 | 0.617711 |0.4902 1.01053 0.183795 1.29754
40 47.2073 46.716 0.916204 | 0.676089 |0.491333 |1.01052 0.240115 1.35515
41 47.3668 46.8815 1.06057 0.741954 |0.485268 |1.01035 0.318617 1.42943
42 47.5014 47.0316 1.24783 0.816673 |0.469723 | 1.00999 0.431157 1.52794
43 47.608 47.0316 1.50043 0.90193 |0.441658 | 1.00936 0.598503 1.66358
44 47.6823 47.2856 1.8598 0.9998 0.396729 | 1.00839 0.860004 1.86018
45 47.7178 47.2856 2.41178 1.11287 ]0.328472 | 1.00693 1.29891 2.16717
46 47.7041 47.4778 3.36789 1.24441 |0.226357 | 1.00477 2.12348 2.70641
47 47.6215 47.5508 5.42825 1.39858 | 0.0706711 |1.00149 4.02967 3.88125
A 4. fejezet 1.2 példédjanak teljes hasznossagtablazata (javuld halandosagnal):

R |R-hez R-hez Az el6z0 a.|Az el6z8| Az elézb a.| Az el6z6| Az el6zd b.| Az el6zd b. esettdl
tartozd | tartozo esettdl  valo|a. esettdl | esettdl valo|a. esettdl |esettdl valo|vald
hasznossa | nyugdij hasznossagkiil |valo nyugdijkiil | valo hasznossaga | nyugdijaranyok
g onbségek hasznossa | onbségek |nyugdijar |ranyok

garanyok anyok

010 0 0 - 0 - - -

1 |21.6262 |0.0038840 |0.78716 1.0376019|0.000306 |1.0787 1.0381215 | 0.927190260

2 |24.6156 |0.0079200 |0.868309 1.0365546| 0.00064 1.0808 1.0371331 | 0.925774400

3 126.6756 |0.0121169 |0.92029 1.0357732|0.001003 |1.0827 1.0363592 | 0.924256292
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4 1283147 10.0164838 0.958103 1.0350227{0.0014 1.0849 1.0357174 | 0.922698012
5 129.7054 |0.0210312 | 0.987875 1.0343997|0.001836 | 1.0872 1.0351716 |0.921079139
6 [30.928 0.02577 1.012415 1.0338416|0.002312 | 1.0897 1.0347004 | 0.919372101
7 132.029 0.0307121 |1.033265 1.0333347|0.002836 | 1.0923 1.0342909 |0.917625265
8 133.037 0.0358703 | 1.051357 1.0328696 | 0.003411 | 1.0950 1.0339336 | 0.915798611
9 [33.9686 |0.0412587 |1.067314 1.0324399|0.004045 | 1.0980 1.0336226 | 0.913901563
10 |34.8376 |0.046892 1.081523 1.032039310.004745 |1.1011 1.0333529 | 0.911905410
11 | 35.653 |0.0527865 |1.094253 1.0316628|0.005519 | 0.1045 1.0331202 | 0.909854008
12 136.4241 |0.0589597 |1.105697 1.0313065|0.006379 | 1.1081 1.0329228 | 0.907677386
13 137.1529 |0.0654178 | 1.114635 1.0330929{0.007347 |1.1123 1.0327620 |0.905451978
14 137.8458 |0.0721914 |1.122528 1.0305672|0.008427 | 1.1167 1.0326325 | 0.903109988
15 138.5063 |0.0793024 |1.12946 1.0302182|0.009635 |1.1214 1.0325326 | 0.900678047
16 139.1374 |0.086775 1.135502 1.0298802 | 0.01099 1.1266 1.0324619 |0.898143164
17 139.7413 | 0.0946356 |1.140724 1.029552 |0.012512 |1.1322 1.0324196 | 0.895495836
18 140.3201 |0.102913 1.145187 1.0292326|0.01423 1.1382 1.0324050 | 0.892722068
19 140.8755 |0.111639 1.148987 1.028922410.016171 |1.1448 1.0324180 |0.889823213
20 [41.4089 |0.12085 1.15223 1.0286221|0.018369 |1.1519 1.0324585 | 0.886790237
21 141.9216 |0.130585 1.155026 1.0283327|0.020866 |1.1597 1.0325257 | 0.883614710
22 |42.4147 | 0.140889 1.157516 1.0280561 | 0.02371 1.1682 1.0326202 | 0.880286662
23 142.8891 |0.15181 1.159813 1.0277938|0.026958 | 1.1775 1.0327418 | 0.876789705
24 143.3456 |0.163403 1.162018 1.0275467|0.03068 1.1877 1.0328907 |0.873121807
25 143.7848 |0.175727 1.164231 1.0273162|0.034962 | 1.1989 1.0330675 | 0.869264330
26 144.2074 |0.188848 1.166549 1.0271033{0.039908 |1.2113 1.0332728 | 0.865207610
27 | 44.613 0.202841 1.169083 1.0269097|0.045644 | 1.2250 1.0335073 | 0.860940391
28 145.0044 |0.217789 1.171994 1.0267381|0.052329 | 1.2402 1.0337721 | 0.856445688
29 145.3797 |0.233785 1.175445 1.0265932|0.060159 | 1.2573 1.0340672 | 0.851709904
30 |45.7399 |0.250939 1.179707 1.0264745|0.069374 | 1.2764 1.0343935 | 0.846714220
31 146.0854 |0.269374 1.185063 1.0263932|0.080283 | 1.2980 1.0347514 | 0.841428254
32 146.4166 |0.289234 1.191876 1.0263545|0.093274 | 1.3224 1.0351418 | 0.835834956
33 146.7336 |0.310681 1.200504 1.0263656|0.108855 | 1.3503 1.0355651 |0.829901244
34 147.0365 |0.3339 1.211342 1.026434 |0.12769 1.3824 1.0360224 | 0.823598476
351473256 |0.3591 1.224842 1.0265688 | 0.15067 1.4195 1.0365150 |0.816893847
36 |47.6008 |0.386525 1.24155 1.0267811|0.178993 | 1.4630 1.0370442 | 0.809763036
37 |47.8622 |0.416456 1.262104 1.0270837|0.214315 | 1.5146 1.0376108 |0.802172740
38 | 48.109 |0.449216 1.287323 1.0274937|0.258968 | 1.5764 1.0382166 |0.794083124
39 148.3436 | 0.485187 1.318242 1.0280326|0.316319 |1.6519 1.0388618 | 0.785459543
40 148.5635 |0.52482 1.356179 1.0287281|0.391384 | 1.7457 1.0395477 | 0.776258747
41 148.7696 |0.568651 1.402858 1.0296169 | 0.49192 1.8650 1.0402744 | 0.766423524
42 148.9619 | 0.61732 1.460552 1.0307476|0.630511  |2.021 1.0410420 |0.755896178
43 149.1403 |0.671589 1.523303 1.0321858|0.828843 |2.2341 1.0418510 |0.744613218
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44 149.3047 |0.73237 1.622387 1.0340249|1.127434 |2.5394 1.042700 0.732516503
45 149.4551 |0.800758 1.737205 1.0364058|1.611023 |3.0118 1.043589 0.71954187
46 149.5913 |0.878086 1.887181 1.0390601 | 2.489803 | 3.8535 1.044516 0.705623218
47 149.7134 | 0.965992 2.091854 1.0439267|4.462257 |5.6119 1.045478 0.690693366
48 149.8212 | 1.06649 - - - - 1.046471 0.674680037
49 149.9149 |1.18208 - - - - 1.047489 0.657514405
50 149.9942 | 1.31569 - - - - 1.048525 0.639247949
51150.0595 |1.47131 - - - - 1.049569 0.619778274
1.3 példa teljes tablazata:
R |R-hez R-hez Hasznoss | Hasznossagaran | Nyugdijk | Nyugdijarany | Hasznossagar | Nyugdijaranyo
tartozo | tartozd agkiilonb | yok(a) ilonbsége | ok (a) anyok(b) k(b)
nyugdij | hasznossag |ségek (a) k (a)
1 0,004043 |21.300112 | 0.02688 | 1.0009448024 |0.000017 |1,0071728914|2.0727182785|0.9279437527
2 0,008271 |24.267508 |0.022928 | 1.0008534101 | 0.000029 |1.0050779833|1.5519284246 |0.9475293919
3 0,012677 |26.31443 |0.022457 | 1.0008189707 | 0.000042 |1.0044174489|1.3791906603 | 0.9587528981
4 0,017274 |27.944834 |0.022886 | 1.0008084729 | 0.000056 | 1.0041681139 | 1.2930415654 | 0.9661230063
5 0,022073 |29.329369 |0.023712 | 1.0008123541 | 0.000072 | 1.0040773796|1.2416526979 | 0.9713860088
6 0,027088 | 30.548256 |0.024816 | 1.0008267981 | 0.00009 | 1.0040977555|1.2075457767 | 0.975365757
7 0,032333 |31.646177 | 0.026165 | 1.0008511289 | 0.000111 |1.0041753008 | 1.1833420963 | 0.9785027162
8 0,037825 |32.650753 | 0.02779 |1.0008852794 |0.000135 |1.0042828817|1.1652875083 | 0.9810554612
9 0,043579 |33.58036 |0.029728 | 1.000930101 0.000162 | 1.0044746323 | 1.1514031988 | 0.9831861079
10 |0,049614 | 34.447872 | 0.03204 |1.0009864821 |0.000195 | 1.0047567219 | 1.1404442295 | 0.9850011574
11 ]0,055951 | 35.262676 | 0.034786 | 1.0010557329 |0.000236 | 1.0051116155 |1.1315794177 | 0.9865742403
12 ]0,062611 |36.031841 | 0.03804 |1.0011387938 |0.000286 | 1.0055581288 |1.1243072304 | 0.9879955593
13 ]0,069618 | 36.760826 | 0.041863 | 1.0012372003 | 0.000348 | 1.006104743 |1.1180585481 | 0.9892643427
14 10,076999 | 37.453918 | 0.046338 | 1.0013518453 | 0.000425 | 1.0067533345|1.1127547111 | 0.9904094586
15 |0,084781 |38.114567 | 0.051525 | 1.0014842993 |0.00052 |1.0075488612 |1.1082553874 |0.9914526721
16 |0,092996 | 38.745556 | 0.05751 |1.0016356631 |0.00064 |1.0085057422|1.1043808336 |0.9924103612
17 ]0,101679 | 39.349178 | 0.064362 | 1.0018068572 |0.000791 | 1.0096185053 |1.1010533148 | 0.9932956655
18 | 0,110867 |39.927338 | 0.072143 | 1.0019990555 |0.000978 | 1.0109410375|1.0981716832 | 0.9941182133
19 ]0,120602 | 40.481617 | 0.080925 | 1.0022131084 |0.001213 | 1.0124873551 | 1.0956866387 | 0.994885021
20 |0,130931 |41.013355 | 0.090767 | 1.0024498555 |0.001506 | 1.0142899695 | 1.0935454552 | 0.9956017812
21 |0,141904 | 41.523674 | 0.101727 | 1.0027096504 | 0.001871 | 1.0163984102 | 1.0917451235 | 0.9962722967
22 |0,153579 |42.013538 | 0.113842 | 1.0029930263 |0.002327 | 1.0188372108 | 1.0902402021 | 0.9969002383
23 |0,166018 | 42.483757 | 0.127155 | 1.0033000794 |0.002893 | 1.0216783722 | 1.0890445614 | 0.997489168
24 10,179292 | 42.935028 | 0.141689 | 1.0036306768 |0.003599 | 1.0249592843 | 1.0881299779 | 0.9980431031
25 10,19348 |43.367947 | 0.157455 | 1.0039843296 |0.004475 | 1.0287626628 | 1.0875025842 | 0.9985649073
26 |0,20867 |43.783024 |0.174446 | 1.0043602302 |0.005565 |1.0331576173|1.0871423779 | 0.9990582814
27 10,224961 | 44.180695 | 0.192638 | 1.0047569937 |0.006919 | 1.0382421842 | 1.0870550895 | 0.999525464
28 |0,242466 | 44.561337 | 0.211978 | 1.0051731028 | 0.008603 | 1.0441257743|1.0872328491 | 0.9999683929
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29 10,261309 |44.925262 |0.232403 | 1.0056059986 | 0.010699 | 1.050943519 | 1.0877045949 10003885081
30 |0,281635 | 45.272755 10.253799 | 1.0060527091 | 0.013312 | 1.0588563211 | 1.0884868713 1.000785569
31 10,303605 |45.604042 | 0.276028 | 1.0065093283 | 0.016576 | 1.0680588264 | 1.0896197362 1.0011609014
32 ]0,327407 | 45.919331 |0.298904 | 1.0069711255 | 0.020663 | 1.0787826772 | 1.0911464935 10015153353
33 ]0,353253 | 46.218792 |0.322197 | 1.0074320824 | 0.025794 | 1.0913254806 | 1.0931173974 1.0018513617
34 ]0,381386 | 46.502579 |0.345611 | 1.0078849595 |0.032261 | 1.1060605266 | 1.0955881967 1.002171956
35 10,412088 |46.770817 |{0.368786 | 1.0083205412 | 0.04045 |1.1234566403 | 1.0985978723 10024806179
36 | 0,445686 | 47.023624 | 0.391262 | 1.0087279164 | 0.050875 | 1.1441126713 | 1.1021952675 10027806885
37. |0,48256 |47.261108 |0.412491 | 1.0090935022 | 0.064229 |1.168816313 |1.1064323607 10030760656
38 ]0,523151 | 47.483356 |0.43179 |1.0094002642 |0.081464 |1.198627165 |1.1113789327 10033699561
39 10,56798 |47.690468 |0.448303 | 1.0096272891 |0.103912 |1.2349713018 | 1.1171044755 10036657644
40 |0,61766 |47.882534 |0.460979 | 1.0097484286 |0.133459 | 1.2798529936 | 1.1237088366 10039657988
41 10,672916 | 48.059643 |0.468506 | 1.0097298528 | 0.172854 | 1.3361593423 | 1.1313254552 1004273032
42 10,734614 | 48.221901 |0.469192 | 1.0095279416 |0.226207 | 1.4081994081 | 1.1401075939 10045907044
43 10,803788 | 48.369419 | 0.460861 | 1.0090846783 | 0.299869 | 1.5027158903 | 1.1502348878 10049225795
44 10,881686 |48.502323 |0.440628 | 1.0083201089 | 0.404077 | 1.6308629149 | 1.1618921022 10052720341
45 10,969819 | 48.620758 |0.40453 | 1.0071184966 | 0.556223 | 1.8125165624 | 1.1752883786 10056419473
46 | 1,070029 | 48.724895 | 0.346848 | 1.005300344 0.787994 | 2.0868686737 | 1.190675206 10060348557
47 | 1,184575 | 48.814945 | 0.258736 | 1.0025538163 | 1.162981 |2.5433780048 | 1.2083599603 1.0064519285
48 11,316244 | 48.891144 |0.124859 | 0.9982085144 | 1.828247 |3.440322615 | 1.228708355 10068938822
49 11,468499 | 48.953785 |0.02688 |0.9891671478 |3.21206 |5.9584712009 | 1.2521690515 1.0077240179
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