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Koszonetnyilvanitas

Koszonetemet szeretném kifejezni témavezetémnek, Kovacs Sandor Tanar Urnak,
aki bevezetett a lokalis bifurkaciok elmeéletébe, és hasznos tanacsaival, preciz ma-

gyarazataival nagyban hozzajarult dolgozatom elkésziiléséhez.



1. Bevezetés

Tacoma-hid, gézgép, centrifugalis szabalyozd, paraméter, bifurkaciok, ... Ezen sza-
kkifejezések kozott latszolag nincs semmilyen kapcsolat, de ha jobban elmélyediink
tanulményozasukban, kideriil, nem is 4llnak oly tévol egymastél. Dolgozatomban a
paramétertsl fiiggs differencidlegyenlet-rendszerek vizsgalatan keresztiil keresem ezek
kapcsolatat. Mit is értiink ilyen rendszerek alatt? Adott egy differencidlegyenlet-
rendszer, legalabb egy ismeretlen paraméterrel. A paraméter ill. paraméterek mo-
dosftasakor bekévetkez§ valtozasokra vagyunk kivancsiak, ha vannak. Eléfordulhat ugya-
nis, hogy a paraméter kis valtoztatésa silyos kovetkezmeényekkel jar. Igy tortént ez
annak idején a gézgép miikodésével is, mely a konstrukcids valtoztatasok miatt egyre
megbizhatatlanabbul kezdett m{ikodni. Szamos szakember és mérndk dolgozott a prob-
léma megoldésan. Végiil Visnyegradszkij, az automatikus szabélyozasok elméletének
egyik megalapozoja talalta meg a kiutat a valsagbol. Volt ugyanis a gbézgépnek egy
centrifugdlis szabalyoz6 alkatrésze, mely feladata a kovetkezs volt: novelni tudta a gbz
adagolésat, ha csokkent a lendit6kerék sebessége, illetve csokkentette a gézadagolést, ha
nétt a sebesség. Azt varnank, hogy egy id6 utan stabilizalodik a szabilyozo sebessége. Az
els6 idGkben ez igy is tortént. A XIX. szdzad masodik felében megfigyelt zavar okainak
feltarasahoz viszont Visnyegradszkijnak meg kellett vizsgalni a géprendszer dinamikai
miikodését és annak stabilitasat. Arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a technika fe-
jlédése kovetkeztében a rendszert leird egyenletek paraméterei stabilitast ronté irdnyba
kezdtek valtozni. A paramétervaltoztatas soran az az eset is el6fordulhat, hogy bi-
magyarazatakor is taldlunk olyan érveléseket, amelyek nem a "periodikus széllokésekre"
alapozzak a hidszerkezet periodikus mozgasit, hanem egy paraméter valtozésa okozta
Hopf-bifurkacié kialakulasidra. A paraméterek megvaltozdsa a megoldasok kvalitativ
viselkedésének megviltozasat vonja maga utan a viszonylag egyszeri © = ax egyenlet

esetében is: az



kezdetiérték-feladat megoldasa a
(1) = €™ (t €R)
fliggvény. Konnyi kiszdmolni, hogy ha
1. a > 0, akkor lig}cp = sgn(&)oo, 1_15)130 =0,
2. a =0, akkor ljgg(p =&, 1_1{2@ =&,

3. a < 0, akkor llrmp =0, lim ¢ = sgn(&)oc.

1. abra. Az & = ax megoldasainak grafikonjai a > 0, a = 0 ill. a < 0 esetén.

Vilagos, hogy ha egy (autoném) differencidlegyenlet(-rendszer) esetében a
paramétereket valtoztatjuk, akkor a a rendszer "alakja" is megvaltozik. Kérdés, hogy
a kiilonb6z6 paraméterértékekhez tartozo dinamikai rendszerek kvalitativ tulajdonsagai
ugyanazok maradnak-e. Nézziik most azt az esetet, ha a paramétereket csak kicsit mo-
dositjuk, azaz a rendszert csak "kicsit" valtoztatjuk meg. Ennek a "kicsi"-nek a pontos

matematikai megfogalmazasat irjuk le a kovetkezG bekezdésben.

1.1. Definici6é. Legyen M n-dimenzids irdnyithato kompakt C?-sokasdg, f,g €
CY(M,R"). Az
= fou €s rT=gow (1.1)

dinamikai rendszerek Cl-tdvolsdgdn a kévetkezdt értjiik:
. L _ / o
dist(, 9) = max £ (x) — g(x)] + max | fo(x) — g, (2| (12)
ahol az v € R™ wvektor ill. az A € K™ mdtriz esetében

|| = fa?+ .. a2 dl. [JA| = {n|ax |Az|.
z|<1



Megjegyezziik, hogy M kompaktsaga miatt a C'-tavolsag joldefinialt, tovabbéd az elss
derivaltak felttinése a definicibban természetes, ha biztositani akarjuk, hogy a kozeli

rendszerek egyenstlyi dllapotai ugyanolyan tipusiak legyenek.

1.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f vektormezd ill. az & = f(x) dinamikai rend-
szer strukturdlisan stabilis (robosztus), ha létezik f-nek olyan C'-kérnyezete, hogy
barmely ebbdl a kérnyezetbdl vett g-nek megfeleld dinamikar rendszer topologikusan ekvi-

valens az f genardlta dinamikai rendszerrel.

1.1. Példa. Az
f(x) == (—x2,21)  ((21,72) € R?)

vektormezd generdlta dinamikai rendszer nem stukturdlisan stabilis, ugyanis

e ha K C R? olyan kompakt halmaz, amely belsejében tartalmazza az origot, és

g(x) i= (=my + py, 11 + pxy) (21, 22) € R?),

akkor
. — U 0 T
dist(f,g9) = |(—pxi, —pzs)| + max . =
|z[<1 0 —pu T
= R (PR + mas P () =
= |pl el + pl = lpl (2| + 1)
és ha d = max |z|, ill. ha € >0, akkor |u| := ¢/(d + 2) vdlasztds esetén
ze

dist(f,9) <€

e az f ill. a g-nek megfeleld dinamikai rendszerek nem topologikusan ekvivalensek

(vo. 2. dbra).

A tovabbiakban legyen f € R® x R — R", f € C! és tekintsiik az

&= fol(xrp) (1.3)
(u) paramétertdl fiiggs dinamikai rendszert.
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2. abra. Az & = (—x9 + pxi, 1 + pwe) rendszer fazisportréja p <0, p =0 és a p >0

esetén.

1.3. Definici6. Azt mondjuk, hogy a po paraméterérték az (1.3)-beli f(-, o) vektormezd
ill. a hozzd tartozo dinamikai rendszer bifurkdciés pontja, ha az f(-, po) vektormezdnek

megfeleld dinamikai rendszer nem strukturdlisan stabilis.



2. Lokalis bifurkaciok

2.1. Nyereg-csomo6-bifurkicio

A p paramétertdl fiigg6
&= f(z,p) = p—a° (2.4)
differencidlegyenletnek az egyensulyi helyzeteire vonatkozoan a kdvetkezdk igazak

1. u < 0, nem létezik egyensilyi pont;

2. ha u = 0, pontosan egy egyenstlyi pont létezik: x = 0, ami nem stabilis (lasd 3.

abra)

3. ha p > 0, akkor két egyensilyi pont létezik: v = +,/u és f'(r) = —2x miatt az
r = /i egyensilyi helyzet stabilis, az = —,/i viszont nem (v6. 4. dbra).

X —— e X —————— X
u<Q p=0 u>0

A

3. dbra. Nyereg-csomoé-bifurkacié fazisportréja

Lathato, hogy a p = 0 értéknél az egyenlet nem stukturalisan stabilis: bifurkacio
kovetkezik be. Az ilyen tipusi bifurkaciot nyereg-csomoé-bifurkacionak nevezik.

Az implicit fliggvényre vonatkozé tétel alapjan konnyen belathat6 a kdvetkezs

2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy Q C R? nyit halmaz, f € C*(,R), az (zo, o) € Q pont
pedig az
&= fo(x,p) (2.5)



4. abra. Nyereg-csomo-bifurkacio a u, x fazissikon

paraméterfiiggd eqyenlet nemhiberbolikus egyensilyi helyzete:

f(wo, o) =0,  O1f(wo, o) = 0.

O2f (o, p1o) #0  és O f(wo, po) # 0,

akkor = po a (2.5) bifurkdcios pontja, p = po esetén nyereg-csomd bifurkdcio lép fel.
Hogy a jelenséget jobban tudjuk szemléltetni, tekinsiik kovetkezd kétdimenzids rend-
szert:

i =—2°+p, Y= —y. (2.6)

A p <0-ra a rendszernek nem létezik egyensilyi pontja. Ahogy p novekszik, és eléri
0-t, az orig6 valik a rendszer egyetlen egyensilyi pontjava. Amennyiben p tovibb nd,
mar két egyensilyi pont figyelheté meg: az £y = (—/,0), és az Ey = ({/1,0). A
1 =0-ban a rendszer tehat nem strukturdlisan stabilis: bifurkacio lép fel. A p <0-ra
még nem volt egyensilyi pont, p >0-ra meg mar kett6 is. Az F; a linearizalt rendszer
nyeregpontja, ugyanis sajatértékek: )\gl)(,u) = 2\/It, és )\gl)(u) = —1. A két kiilonbozd
elGjeld sajatértékhez pedig a nyeregszerii faziskép tartozik. Az FEs egyensulyi helyzet
linearizalt rendszer esetében csomo, ugyanis a sajatértékek ebben az esetben: A?)(u) =

-2/, és )\(22)(,u) = —1. A két negativ sajatértékrsl pedig tudjuk, hogy csomoszeri



fazisképet takar. Az el6bbiek az 5. abran is jol lathatok: a bal félsikban (z <0) nyeregre
emlékeztetd trajektoriak figyelhet6k meg, a jobb félsikbeli faziskép pedig csomo.
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5. abra. Nyereg-csomoé-bifurkacié két dimenzidban: a p <0, pu =0, és a u >0 esetekben.

2.2. Transzkritikus bifurkacié
A rendszeriink legyen a kovetkezd:
&= px — 22 (2.7)

Két egyensiilyi helyzet van: = 0 és x = pu. p = 0 paraméterértékre egyetlen kritikus
pont van: * = 0. Az f(z) = —x? vektormez6 nem strukturalisan stabilis, © = 0 a
bifurkaciés pont. A bifurkacié ezen tipusat nevezziik transzkritikus bifurkacionak. A

6. abran lathato a rendszer fazisportréja.
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6. abra. Transzkritikus bifurkacio fazisportréja.
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7. abra. Transzkritikus bifurkacio bifurkacios diagramja.

2.3. Vasvilla bifurkacio

Tekintsiik a kovetkezd differencidlegyenletet:
&= f(x,p) = —2" + pa. (2.8)

Lathato, hogy az = 0 mindig egyensulyi pont, tovabba szerinti: 9 f(z,u) = —32% + i
miatt z = 0 aszimptotikusan stabilis minden p <0 esetén, és nem stabilis minden g >0
esetén (lasd 8.abra). Az is lathato, hogy p = O-ra az x = 0 még aszimptotikusan stabilis
(v6. 9.4bra). Tovabb vizsgalva a paraméter értékeit ;1 >0-ra két masik egyenstlyi pont
is felttinik az x =0 mellett: az » = £,/u. Vilagos, hogy 0, f(£\/it, n) = —2p <O0;
igy mindketts aszimptotikusan stabilis. Osszefoglalva, mikor a p athalad az origon, az
x = 0 egyenstlyi pont elveszti stabilitasat, és helyette két 1j aszimptotikusan stabilis
egyensulyi pont jelenik meg. Ebben a példdban is a 0 bifurkiciés pont. A bifurkacio
ezen fajtajat nevezik vasvilla bifurkaciénak. Ez a bifurkicié szuperkritikus, mely azt
jelenti, hogy az 0j egyensilyi pontok a kritikus paraméterérték p = 0 utan jelennek meg,
és az ¢ = 0 még aszimptotikusan stabilis egyensilyi pont.

Valtoztassuk meg x® elgjelét, tehat legyen a rendszeriink:
i =2+ pr. (2.9)

Ez az eset analog az el6zével, annyi kiilonbséggel, hogy az 1j egyensilyi pontok megje-

lenése a kritikus paraméterérték el6tt torténik, és az = 0 egyenstlyi pont még nem
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p<0 w>0

8. abra. Vasvilla-bifurkécio fazisportréja

lesz stabilis p1 = 0 esetén. Ez a szubkritikus eset.

X /
;t;bms instabilis™
X=Ju x=Fp
s %
/ y
/ - ) \
stabils instabilis stabilis instabils
u i
A /
x=-f
ki instabilis
stabilis
\\ ) /

9. abra. Vasvilla-bifurkacio: az elsé abran a szuperkritikus eset (2.8), a masodikon a

szubkritikus eset (2.9) lathato.

2.4. Poincare-Andronov-Hopf bifurkacié

Legyen a rendszeriink a kovetkezé:
&= pr —y —x(2® +y?),
j =+ py —y(a® + 7).

11



Lathato, hogy az (x,y) = (0,0) mindig egyensulyi pont. A linearizalt rendszer:

X' = X.

A linearizalt rendszer sajatértékei p +1, igy a u = 0 paraméterértékre bifurkacio lép fel.
A konnyebb érthetGség kedvéért, irjuk at a rendszert polarkoordinatas alakba:
7= pr—r3
0=1.
e Ha p < 0, az origé nyels, mivel ur — 3 < 0 minden r > 0 értékre, azaz minden

megoldas 0-hoz tart.

e Ha p > 0 az orig6 forrassa valtozik.

Mi a helyzet p = 0 esetén? Amikor p > 0 az r' =0, ha r = /u. A |/j sugart kor egy
periodikus megoldés 27 periddussal. Tehat ' > 0, ha 0 <r < \/u, és ' <0, har > /u.
Vagyis minden nemnulla megoldas a /i sugari korhoz tart. A bifurkacié ezen tipusét

Hopf-bifurkaciénak nevezziik.

I A AL L
LIAALA AL
e
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10. abra. Hopf-bifurkacié pu < 0 és p > 0 paraméterértékekre

2.2. Tétel. Legyen2<neNés f e R" xR — R"®, f € C®° majd tegyiik fel, hogy az

m':fO(x,,u)

rendszert esetében f(O,pu) = 0 és az O\ f(0,u) mdtriznak két komplez-konjugdlt
sagatértéke van: a(p) £ iw(p), ahol w(p) >0, a(0) =0, o/(0) # 0 (dn. transzverzalitdsi

feltétel), és a tobbi (n — 2) darab sajatérték valdsrésze negativ. Ekkor

12



1. létezik olyan § >0 és p: (—6,0) — R C3-fiigguény, hogy minden € € (—0,8)-ra az

&= [o(x,p(e)

rendszernek van p(-, €) periodikus megolddsa, melynek periddusa T(e) >0, azaz T €

C3, 1(0) =0, T(0) = 27/w(0), p amplitiddja \/|u(e)|-nal ardnyos;

2. (0,0) € R™ x R-nak van olyan kérnyezete, amelyben nincs mds nem dllando peri-

odikus megoldds, csak p(-,€).

A kialakulé periodikus megoldas (palyamenti) stabilitasat illetGen a kovetkez6 mond-

hato: ha

e [; < 0, akkor p(-,€) orbitalisan aszimptotikusan stabilis ill. az eredeti egyensulyi

helyzet mar nem stabilis (szuperkritikus Hopf-bifurkacid),

e [; > 0, akkor p(-,€) nem stabilis ill. az eredeti egyensulyi helyzet még stabilis
(szubkritikus Hopf-bifurkacio),

ahol
= 5 Rel(p, Cla.00) =2 b Blas ) + (0, B@. ),

ahol w > 0, B és C koordinatafiiggvényei:

02 f;(€,0)
Z aé afgk ‘ _ ‘ijk (ZE,y € Kn)?

és

— 9*fi(£,0) )
e ;1 080808 ’ﬁ— zyypa (7,y,2 € K")

(1=1,2,...,n), tovabba p,q € C" az A := 0,f(0, ) Jacobi-matrixnak az w ill. a —w

sajatértékekhez tartozo bal- ill. jobboldali normalt sajatvektora, azaz (p,q) =1 és
Aq = wyq, Alp = —wp
valamint

si=A"'B(g.0), 7= (2wl - A)"Bla,q).

13
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11. abra. A szuper- és szubkritikus Hopf-bifurkacié kétdimenzios rendszerekben
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A kovetkez6 alkalmazasok kapcsan megmutathato, hogy Hopf bifurkacio lép fel. Min-

den egyes esetben kiszamitjuk [;-et.

2.4.1. Hopf-bifurkacié kimutatasa visszajelz6-ellen6rzé rendszereknél

Tekintsiik a kovetkez§ differencidlegyenletet, mely a pozitiv o és [ paraméterektdl fligg:
d3y d2

+ —|— 1—y)=0. 2.10

-5 ta—g ﬁ y(1—y) (2.10)

Ez irja le a Lur-tipusa visszajelzG-ellen6rz6 rendszert. Bevezetve az 1 =y, 19 = 21, €S

xr3 = 9 jeloléseket, az egyenlet a kovetkez§ differencidlegyenlet-rendszerrel ekvivalens:

¥ = x = fi(z,a, )

Ty = x3= foz,a, )

T3 = —awz— By — 11+ 27 = fi3(x, 0, 3)
A rendszernek két egyensiilyi pontja van minden (a, 3) értékparra: x® = (0,0,0) és
M = (1,0,0). Vizsgaljuk az egyensilyi helyzetet az origoban. A rendszer Jacobi-

métrixa az £(®) pontban:

0 1 0
J = O O 1 )
-1 -0 —«a
karakterisztikus polinomja:
N +aXN+BA+1=0. (2.11)

A kovetkezG 1épésekben kiszamitjuk [;-et, mely elGjele segit eldonteni, hogy a Hopf-

bifurkacié szuper- vagy szubkritikus.

e 0. lépés: Keressiink olyan (a, ) paraméterértékpart, melyre a karakterisztikus
polinomnak két komplex konjugalt sajatértéke van: +ww, ahol w > 0, és nincs més

ilyen tipusu sajatérték. a = B > 0, valamint 3 = w?, w > 0 esetén pontosan

57

1
ez a helyzet. Fixaljuk a-t a kritikus paraméterértékre, B—ra. Beirva ezt a rendszer

15



Jacobi-matrixaba, valamint felhasznélva, hogy 8 = w?, azt kapjuk, hogy

0 1 0
A= 0 0 1
-1 —w? —1/w?

1. lépés: Kiszamoljuk az el6zGekben definidlt p, ¢ sajatvektorokat. Konnyen el-

lenérizhets, hogy

1 w
qr~ W ) p~ | wi—1
—w? —w?

valoban sajatvektorai az A és AT matrixoknak, de még nem teljesiil rajuk, hogy

(p,q) = 1. A normalés utan:

1 w
—w? —w?

mAr igen.

2. lépés: Kiszamoljuk az s € R™ és r € C" vektorokat. Mivel a differencialegyenlet-
rendszeriinkben csak a harmadik egyenlet tartalmaz nemlineéris tagot, a B bi-

linearis fiiggvényiink ill. C' 3-linearis fiiggvényiink a kdvetkezs alaku lesz:

0
Blz,y)=| 0 (z,y € K?)
2z
mivel C(z,y,2) =0. A
0 0
Blg,q)=B(¢.q)=| 0 [=]0 [,
2¢3 2

16



behelyettesitve s és r képletébe, kapjuk:

—2 1
0 ’ 2 2
S = €S = —
3(1 + 2uw?) w
0 —4w?

e 3. lépés: [ meghatarozasa. Ezek alapjan:

1
2w

w3(1 4 8wb)
14 4wd)(1 + wb)

li = 5—Re(—4psqi51 + 2p3qim1) = 1

Elvégezve az w? = [ helyettesitést:

(1+85%)8v3

L =— < 0,

(1+46%)(1 + %)

vagyis a bifurkacio szuperkritikus.

2.4.2. Tovabbi alkalmazasok
Briisszelator. A kovetkezd kémial modellrd] van szo:

jfl =A- (B + ].)ZEl —|—J]%[E2
1‘,’2 = B.Tl — l’%fﬂg
ahol A > 0 fix, B pedig a bifurkaciés paraméter. A kovetkezd Maple alkalmazas segit-

ségével lathatjuk, hogy B = 1+ A? paraméterértékre a rendszerben szuperkritikus Hopf-
bifurkacié jelensége figyelhets meg.

>restart:

>with(linalg):
>readlib(mtaylor) :
>readlib(coeftayl):

>F[1]:=A- (B+1)*X[1]1+X[1]~2*X[2];

F1 = A — (B + ].)Xl +X12X2
>F[2] :=B*X[1]-X[1]~2*X[2];

F2 = BXl -+ X12X2

17



>J:=jacobian([F[1],F[2]1], [X[1],X[2]11);

—B-142X:X, X2
B-2XX, —X2

J =

>K:=transpose(J);

-B-1+2X;X, B—-2X;Xs
X? —X?
>sol:=solve({F[1]1=0,F[2]=0},{X[1],X[2]1});
sol = {X1 =A X5 = %}

>assign(sol);

>T:=trace(J);
T:=B—-1-— A2

>diff(T,B);

>so0l:=solve ({T=0},{B});
sol :={B =1+ A?}
>assign(sol);

>assume (A>0) ;

>omega:=sqrt (det (J));

18



w = A"

A Briisszelatornak a B = 1 + A? paraméterérték esetén az egyensilyi helyzete:

1+ 42\7
(+557)
A
a rendszer Jacobi-méatrixanak sajatértékei A o = ww, ahol w = \/det(J) = A > 0.

>ev:=eigenvects (map(eval,J));

e R =)

>q:=ev[1]1[3]1[1];
. —ATT+ A2
=
>q:=evalm(1/q[2]1*q): q:=map(simplify,map(evalc,q));

>et:=eigenvects(map(eval,K));

SR T )

>P:=et[2] [3][1];

{—A‘[ + A2 ]
p=|—FFF1
A2
Ezen parancssorokkal kiszamoljuk a J Jacobi-matrix p és ¢ sajatvektorait, melyekre

Jq = iwq, JIp = —iwp.

>s1:=simplify(evalc(conjugate(P[1])*q[1]+conjugate(P[2])*ql[2]));

2(—1A-1)

1:=—
° 1+ A2

>p:=evalm(1l/conjugate(sl)*p): p:=map(simplify,map(evalc,p));

—1

—I(1+A_2)1 1

p = 2 ,———]Ai
A~ 2 2
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>simplify(evalc(conjugate(p[1])*ql[1]l+conjugate(p[2])*ql[2]1));

1
Ahhoz, hogy teljesiilhessen, hogy a (p,q) = 1, megtorténik a p és ¢ megfelels nor-

malasa.
>F[1]:=A- (B+1)*x[1]1+x[1]~2*x[2] ;
Fyi=A" (24 A Yz + 23y
>F[2] :=B*x[1]-x[1]~2xx[2];
Fi:=(1+ Az — 23z,
>x[1] :=evalc (X[1]+z*q[1]+z1*conjugate(q[1]));

T = A —

2 A2 21A2 zA~ z1A~
— — — + | = — + — |/
1+A42 1+ A2 1+A2 1+ A2

>x[2] :=evalc(X[2]+z*q[2]+z1*conjugate(q[2]));

1
T ::;+A*+z+zl

>H:=simplify(evalc(conjugate(p[1])*F[1]+conjugate(p[2])*F[2]));
H = —%(—21214_22 +2221A7 + 32247221 — 2212473
—222AT3 4 122 — 2247 — 21247 + 28472 — 3213472 + 34742221
+3A7421%2 — 22 A2 + 20122 A72 — 20221 — 21z A~
FI212A + 128A° + 1213A7 — 212A75 — 31213A3 + 123473
ATz A+ T22A™ 4 2121A72 — [22A 21 — 512124732
—I212A7 2+ 212A7%21 — 12247321 + A48 + A~4213
—212A7° — 22A75) /(1 + A™2)?

>g[2,0] :=simplify(2*evalc(coeftayl (H, [z,z1]1=[0,0],[2,01)));
92,0 ‘= A -1

>g[1,1] :=simplify(evalc(coeftayl(H, [z,z1]1=[0,0],[1,11)));
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(A2 -1)(A —1)
1+ A2

gi,1 ‘=

>g[2,1] :=simplify(2*evalc(coeftayl(H, [z,z1]1=[0,0],[2,11)));

A= (BA- —1)
1+ A2
Az [; kiszamitéasa a kovetkezd jelolésekkel torténik:

921 ‘= —

920 = (p, B(q, q)) , g = (p, B(q, 7))

g1 = (0.C(¢.¢.7)) —2(p, B(LA'B(q,q))) + (p. B(q, (2iwel — A)"'B(q,q)))

+i (p, B(¢,9)) (p, B(¢, 7)) — % [(pB(a, )" — Ti}o (pB(a, D))"

Ezen jelolésekkel [; képlete a kévetkezé alakot 6lti:

1 .
I, = ER@(ZQQOgll + wg21)~

>1[1] :=simplify(1/(2*omega~2)Re (I*g[2,0]*g[1,1]+omegaxgl[2,1]1));

2+ A2

Y =)

Ragadoz6-zsdkmany modell. Az el6z6ek alapjan t&bb hasonlé problémat oldhatunk

meg. Egy ilyen a ragadozo-zsakmany modell:

1 =rr(a+x)(1 — 1) — cprxe = fr(xg, 2, @)
To = —adxs + (¢ — d)x129 = fo1, T2, ).
A rendszerben x; és xo a ragadozok és zsdkméanyok, mint populaciok szamat jeloli,
r,c,d olyan pozitiv paraméterek, melyek a populiciok viselkedéseinek paraméterei, «

pedig egy szabalyoz6 paraméternek tekinthets. Feltehetjiik tovabbé, hogy ¢ > d. Ha
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alkalmazzuk az el6z6 Maple parancssort a paraméterek modositasaval, kapjuk, hogy a
megfelel6 paraméterérték, ahol a Hopf-bifurkacio jelensége fennall:

c—d
c+d

g =

melyre létezik a rendszernek olyan xy egyensilyi pontja, hogy a sajatértékek \; o = Fiw,

w >0, és
,  rcéid(c—d)
(c+d)?
A transzverzalitasi feltétel is teljesiil:
, agrd(c+ d)
= > <0.
(o) 2(c — d)? =

A rendszer Jacobi-méatrixa az xy pontban, és ag értéket is behelyettesitve:

cd
0 _
A— c+d
w?(c+d)
e 0
cd

Mint az el6bbi esetben, a parancssor lefuttatdsaval megkapjuk a megfelel6 p és ¢
sajatvektorokat, és a gj;, értékeket. Végiil kiszamithato [; is:
2 12
cdr
W =——F—=<0
P WB(e+d)?

minden pozitiv w esetén, vagyis a Hopf-bifurkacio ismét szuperkritikus.

Bautin példaja.
=y
y=—c+ay+y+azy+y
A Bautin-példa egyenleteit irva a Maple parancssorba kapjuk, hogy a rendszer Jacobi-

matrixa

0 1
—1+2X1—|—X2 Oé+X1+2X2

J:

X1, X5 helyére a megoldasok értékét irva:
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J =

-1 «
A parancssor ismét kiszamolja nekiink a sajatvektorokat, g;; egyiitthatokat, és végiil

megkapjuk [y értékeét:

2wb
A Ljapunov-egyiitthaté tehat minden pozitiv w értékre pozitiv, vagyis a bifurkacio

szubkritikus.

Rayleigh egyenlete.
T=1y
y=—-2"+20y —x

A rendszer Jacobi méatrixa, az Xs = 0 megoldast is behelyettesitve:

0 1
J =
-1 2«
A keresett Ljapunov-egyiitthato:
3
ll = —50) < 0.

A Hopf-bifurkaci6 szuperkritikus fajtaja jelenik meg ismét. A 12.4bran lathato a kritikus
érték elstti allapot, mikor a 0 még stabilis egyensilyi pont, majd a kritikus érték utani al-
lapot, mikorra méar kialakul a hatarciklus. A kiviilrél indulé megoldésok "ratekerednek”,

a beliilrdl indul6é megoldasok pedig a kérvonalhoz konvergalnak.

Van der Pol oszcillator. Az egyenletrendszeriink:
T =or—yr—y
Y= —x.
A mar ismert Maple parancssor segitségével konnyen lathatjuk, hogy ismét szuperkritikus

Hopf-bifurkacioval allunk szemben. Az els§ Ljapunov-egyiitthato:

1
l1:—§w<0
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minden pozitiv w-ra.
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12. abra. Rayleigh egyenlete: az a <0 és az a >0 esetekben.
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13. abra. Van der Pol oszcillator: az a <0 és az « >0 esetekben.
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