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1. Bevezetés

A matematika egy klasszikus dga a linedris algebra, mely elengedhetetlen
segédeszkoz annak minden teriiletén. Segitségével konnyen kidolgozhatunk
bonyolult problémakat, egyszertibb és rendezettebb alakban irhatunk fel fe-
ladatokat és ezzel attekinthetobbé tehetjiik a megoldédsra vard kérdéseket. Jol
alkalmazhaté példaul olyan esetekben amikor sok ismeretlennel és Osszefiig-
géssel talaljuk szemben magunkat. Ha ezeket rendezetleniil vazoljuk, konnyen
elképzelheto, hogy a probléma atlathatatlannd valik. Ekkor valészintileg nem
is vesziink észre egyszeriibb kapcsolatokat és a valaszra sem bukkanunk ra
olyan gyorsan.

A szakdolgozatomban szeretném megmutatni, hogy miként alkalmazhaté a
linearis algebra a térfogatszamitasban. Eloszér David Hilbert hires problémai
koziil a harmadikat ismertetem, majd megmutatom, hogy linedris algebra -
ezen beliil a determindns- segitségével milyen egyszertien ki lehet szamitani
testek térfogatat.

Hilbert harmadik problémajat Bolyai Farkas vetette fel eloszor. Ugyanis Bolyai
Farkas bevezette a "végszeri teruletegyenloség” fogalmat, amelyet a kovetke-
zOképpen értelmezett: "két eqyenld terileti sikidom akkor végszerien eqyenld,
ha véges szamu, kolcsonosen eqybevago darabokra oszthatok.” Igazolasa nagy
szerepet jatszott a mai tertiletszamitas megalkotasaban. Ennek bizonyitasat a
késébbiekben meg is fogom mutatni (Bolyai Farkas-P. Gerwin tétele). Ennek
kapcsan Bolyai Farkasban felmeriilt a kérdés, hogy hogyan alkalmazhato ez
a térben. Ezért meghatarozta a ”térfogat-egyenldség” fogalmat: "két egyenld
térfogatu poliéderrol akkor mondjuk, hogy végszerien eqyenld, ha véges szamai,

pdronként eqybevdago darabokra bonthatok”. Bolyai Farkas tetraéderekre vetette



fel a problémét. Ezzel szemben Bolyai Janos hagyatékaban olvashatunk arrdl,

hogy 6 méar altalanossagaban vizsgalta a kérdést:

" Apamnak az volt az eszméje, hogy mindeniitt, ahol csak lehetséges,
a végszeri eqyenldséget mutassa, és engem mdr kora ifjusdgomban,
természetesen csak néhdny figyelmeztetéssel, utasitott erre a foga-
lomraf...]. A gila feladata, nevezetesen barmely két egyenld [tér-
fogati] haromoldali gila és evvel egyiitt barmely két [egyenld tér-
fogati] siktér, vagyis poliéder végszert eqyenléségének kimutatdsa
redm nézve eqyike volt a legridegebbeknek, a legnagyobb ellendlldst
kifejtoknek és hihetetlen nehézséget okozott nekem... Izgatva a
feladat egészen sajdtsdgos, legnagyobb mértékii csinossdga dltal,
nem kevés idot szdntam neki, de ami a fé célt illeti, teljesen
eredménytelentil. Aki errél meg akar gyézddni, és erejét meg akarja

ismerni, az fogjon hozzd.”

Erzékelhetjiik, hogy sokat foglalkozott a kérdéssel és felismerte, hogy a tér-
ben csak bizonyos esetekben teljesiil a térfogat-egyenloség.
Ez a probléma motivalta David Hilbertet, hogy bevegye ezt az 1900-as el6adé-

saban felvazolt 23 probléma kozé.



2. David Hilbert élete és munkassaga

2.1. David Hilbert

David Hilbert (1862-1943) kora egyik leg-
kiemelked6bb matematikusa volt: a mate-
matika szinte minden teriiletén jelentéset

alkotott. Hilbert munkdival az algebra, a

szamelmélet, a geometria, az analizis, a
funkciondlanalizis, a matematikai fizika, a g
logika, a differencidlegyenletek, a mate- ‘?’
matika alapjai, a variacié szamitas és a I
topologia teriiletén is taldlkozhatunk. David Hilbert 1862-ben sziiletett
Konigsbergben, Poroszorszagban (Kénigsberg mai neve Kalinyingrad, melyet
a II. vildghdboru utdn Oroszorszaghoz csatoltak). Sziil6vérosdban jart
gimnaziumba, majd egyetemi tanulményait is itt folytatta. Didkévei alatt is-
merkedett meg Hermann Minkowskival, akivel kés6bb életre szold baratsagot
kotott. 1886-ban magantanari képesitést szerzett, majd 1895-ig tanitott a
konigsbergi egyetemen. 1895-ben a gottingeni egyetem meghivasara, Gottin-
genbe koltozott és a matematikai tanszék vezetdje lett.

1892-ben feleségiil vette Kathe Jeroscht és egy évvel késébb megsziiletett
fiuk, Franz Hilbert.

1899-ben jelent meg hires konyve, a Grundlagen der Geometrie (A geo-
metria alapjai). Ebben a miivében axiémarendszer feltételeit vizsgalta és
egy formalis axiémarendszert javasolt az euklideszi axiomarendszer helyett,

valamint tetszoleges dimenziéra altalanositotta az euklideszi geometriat.



Célja volt, hogy kikiiszobolje az euklideszi axiémarendszer hibait.

1909-ben megoldotta a Waring-sejtést. Foglalkozott még fiiggvény- és in-
tegrélelmélettel is.

1910-ben Hilbert megkapta a vilag legkivalébb matematikusainak jaré dijat,
a Bolyai-dijat (Konnig Gyula, Rados Gusztav Mittag-Leffer és Heri Poincaré

dontése alapjan).

2.2. A II. Nemzetkozi Matematikai Kongresszus

A XX. szazad elején a Francia Matematikai Térsasag megrendezésében kertilt
sor a II. Nemzetkozi Matematikai Kongresszusra. A kongresszus 1900 augusz-
tus 6-an 9:30-kor kezd6dott. A nyité tilést a Parizsi Kongresszusi Kézpontban
(Palais des Congres) tartottdk meg, elndknek Jules Henri Poincarét (1854-
1912), francia matematikust vélasztottak, mig Charles Hermite (1822-1901)
szintén francia matematikust pedig tiszteletbeli elncknek, habar 6 nem jelent
meg ezen a rendezvényen.

A vildg minden tajarol érkeztek hires matematikusok a kongresszusra, koziilitk
néhanyat emlitenék csak meg kiilon: elndkhelyettesek voltak: Czuber (Bécs),
Geiser (Zirich), Gordan (Erlangen), Greenhill (London), Lindelof (Helsing-
fors), Lindemann (Miinchen), Mittag-Leffler (Stockholm), Moore (Chicago),
Tikhomandritzky (Kharkoff), Volterra (Torino), Zeuthen (Koppenhdga );
titkarok voltak: Bendizson (Stockholm), Capelli (Ndpoly), Minkowski (Zirich),
Ptaszycki (Szentpétervar), Whitehead (Cambridge) és a vezeté titkar pedig
Duporeq volt Parizsbol.

Az elnok rovid megnyitdja és a jelenlévék bemutatdsa utan koriilbelil egy-

egy oOras beszédet tartott Cantor és Volterra.



A kongresszus tovabbi 5 napjan a parizsi egyetemen, a Sorbonne-on tiléseztek.
A konferencia témakoreit hat részre osztottak és minden témakornek kiilon

valasztottak egy elnokot és egy titkart. A témak a kovetkezok voltak:
I. Aritmetika és algebra (elndk: David Hilbert, titkdr: Elie Cartan)
II. Analizis (elndk: Paul Painlevé, titkdr: Jacques Salomon Hadamard)
ITI. Geometria (elndk: Jean-Gaston Darbouz, titkdr: Boleslas Niewenglowski)

IV. Mechanika és matematikai fizika (elndk: Joseph Larmor, titkdr: Tullio
Lewvi-Civita)

V. Eletrajz és torténelem (elndk: Roland Bonaparte, titkdr: Maurice d’Ocagne)

VI. Tanitasi mddszerek (elniék: Georg Ferdinand Cantor, titkdr: Charles-
Ange Laisant)

Hilbert elsok kozott tartott eléadast Matematikai problémdk cimmel. Ebben
23 problémara hivta fel a matematikusok figyelmét, mellyel nagy mértékben
befolydsolta a XX. szdzadi matematika fejlodési iranyat. Ezek kozott van
olyan ami még ma is megoldatlan, és akad olyan amelyet nem sokkal a kong-
resszus utan megoldottak. Az utébbiak kozé tartozik a harmadik probléma
is, ami a poliéderek atdarabolhatésagarol szol:

Adott két azonos térfogatu tetraéder. Szét lehet-e vagni az egyik tetraédert
véges sok poliéderre ugy, hogy a részpoliéderek forgatasaval és eltolasaval ki

lehessen rakni a mésik tetraédert?



3. Motivacio

Kezdjiik egy egyszerii példaval a problémakor targyalasat:

A szorakozott cukrdsz problémdja:

Egy cukraszt felkértek, hogy készitsen egy hdromszdg alaki tortdt, melyhez
kapott eqy hdaromszog alakd dobozt. Sajnos a szorakozott cukrdsz a tortdnak
rossz oldaldra kente fel a cukormadzat, de ez csak akkor derilt ki amikor a
tortdt az elore elkészitett diszdobozba be akarta tenni. Hogyan darabolhatnd

fel a tortat, hogy beférjen a dobozba?

A matematika szavaival:

Tekintsiik a kovetkez6 két haromszoget: Jelolje az ABC' (nem szabdlyos, nem
egyenldszari) haromszog a tortét és legyen az A'B’'C’ héromszog az ABC
titkorképe.(3.1. dbra) Ez az A’B’'C" haromszog jelképezi a dobozt, amibe at
szeretnénk darabolni a tortat. Elég megmutatni, hogy csupan forgatassal és
eltolassal at lehet darabolni, ha fel tudjuk vagni mindkét haromszoget néhany

sikidomra gy, hogy a megfelelé darabok paronként egybevagdak legyenek.

3.1. abra



Kihasznaljuk, hogy a haromszog belso szogfelez6i egy pontban metszik egy-
mast és ez a pont a haromszogbe irhaté kor kozéppontja. Rajzoljuk be a
hédromszogekbe a beirhaté koroket és az érintési pontokhoz (P, @, R illetve
P, Q' R') a sugarakat. (Mivel a két haromszog egymads tiikkorképe, ezért
a korok egyforma sugariak lesznek.) fgy a sugarak segitségével mindkét
haromszoget 3-3 négyszogre vagjuk fel, melyek paronként egybevagoak, hiszen
a két haromszogben a megfelel szogek megegyeznek és a beirt kor suga-
ra is mindkét haromszogben ugyanakkora. Ezek a négyszogek forgatassal

atvihetok egyméasba, mert szimmetrikusak és paronként egybevagdak. [

Mielott mélyebbre asnank magunkat a téméban, tisztaznunk kell néhany
definiciét. Mit is értiink az alatt, hogy két poliédert &t lehet darabolni egy-

méasba?

3.1. Definicié. Két poliédert (P és Q) egymdsba darabolhatonak nevezziik,
ha fel lehet bontani oket véges sok Py, ... P, és Q1...Q, poliéderre gy, hogy

minden i-re (1 <i<mn) P, és Q; egybevigo.

3.2. Definicié. Két poliéder (P és Q) egyiittesen kiegészithetd, ha vannak
olyan P; illetve Q; poliéderek (i = 1,...,m) amelyek pdronként egybevdgdak
és belsejiik diszjunkt P-t6l (illetve Q-tdl), valamint minden i # j-re P; és P;
(illetve Q; és Q);) diszjunktak. Tovdbbd P és Q egymdsba darabolhatdk, ahol
P:=PUP,UP,U---UP, é5Q :=QUQ UQyU---UQp.

3.3. Definicidé. Két sokszoget eltolas-datdarabolhatonak nevezziink, ha az eqyik
sokszoget fel lehet vagni véges sok sokszogre gy, hogy a mdsik sokszog ki-
rakhato a részekbdl csak eltoldassal. Azaz pontosan akkor darabolhatdk dt csak

eltoldssal, ha (véges sok) pdronként egybevigo hdaromszdgre bonthatok.
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A poliéderek atdarabolhatésdgardl Carl Friedrich Gauss is irt: 1844-es leve-
leibdl kideriil, hogy méar foglalkozott a probléméval. Ezek a levelek halala
utan 45 évvel, 1900-ban jelentek meg Gauss Gsszegyijtott munkaiban. Gauss
kortarsa, Bolyai Farkas sikbeli sokszogekre megmutatta, hogy lehetséges az

atdarabolds.

3.1. Tétel. (Bolyai Farkas-P.Gerwin tétele)
Stkbeli sokszogek eqymdsba darabolhatok és egyiittesen kiegészithetd pontosan

akkor, ha terileteik megegyeznek.

Maés széval fel lehet darabolni az egyik sokszoget egyenesekkel véges sok részre
ugy, hogy a masik sokszoget Gssze lehessen rakni a részek eltolasaval és for-
gatasaval. Vagyis két egyenlo teriilet sokszoget fel lehet bontani paronként

egybevagd részsokszogekre.

Bizonyitas:

Legyen P egység teriileti sokszog. Bontsuk fel P-t hdromszogekre. Elészor
belatjuk, hogy mindegyik haromszoget at lehet daradolni paralelogrammava,
és minden paralelogrammabdl készithetlink téglalapot atdarabolassal.

Tekinsiik a kovetkezs ABC haromszoget (3.2. dbra).

C

b/2 al2

3.2. abra



Viégjuk ketté az egyik kozépvonala mentén. fgy kaptunk egy DEC harom-
szoget és egy ABED trapézt. Forgassuk el a DEC haromszoget az E csicsa
koril gy, hogy a C' cstics az eredeti haromszog B csicsédba keriiljon. (Ezt
megtehetjiik, mert az £ pont a BC oldal felez6pontja.) Ekkor egy ABD'D
négyszoget kapunk, ami paralelogramma, hiszen a forgatds szogtarto transz-
formaécio, ezért az DEC<t = D'EB< és BD'E<< = CDE< = DAB< (mert
a DE kozépvonal parhuzamos az AB oldallal). Vagjuk két részre ezt a pa-
ralelogrammat a D cstcshoz tartozé magassagvonala mentén. (3.3. dbra) Az
igy kapott AM D haromszoget toljuk el ugy, hogy az A cstics a B csuccsal
megegyezzen. Ekkor az MM’ D' D négyszog téglalap lesz.

D D’
A\ a
A M B M
3.3. abra

El6fordulhat olyan eset is amikor a paralelogramma D csticsahoz tartozé ma-
gassagvonal talppontja az AB szakaszon kiviil esik.(3.4. abra) Ekkor vagjuk
ketté a paralelogrammat a BD atléja mentén és toljuk el az ABD hiromszoget
ugy, hogy az A csiucs a B csucsra, a D csucs a D' csucsra illeszkedjen.
(Ezt megtehetjiik, mert DAB< = D"BB'< és |AD| = |BD"|,|AB| =
|BB”|.) Az igy kapott BB'D" D paralelogrammat az el6z6 esethez hasonléan
atdarabolhatjuk téglalappa.
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D D'=D"

3.4. abra

gy mindegyik hdromszoghél készithetiink téglalapot dtdaraboldssal. Vagyis
a két sokszoget atdaraboltuk két téglalapba.

Azt szeretnénk még beldtni, hogy minden (ABCD) téglalapot &t lehet dara-
bolni egy masik (adott magasségu, vele azonos teriileti A’ B'C’D") téglalapba.
Legyen ABC D egy téglalap és legyen adott a keletkezd A’B’ oldal hossza. A
D csticsbél egy | A’B’| sugart kort rajzoluk és ehhez a korhoz hiizunk érintét

az A pontbdl. (3.5. dbra)

11
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N

Bl

3.5. dbra

fgy felbontottuk a téglalapot egy Otszogre és harom haromszogre. A 3.5.
abrén lathaté médon D PQ héromszog egybevagd AB’'R haromszoggel (mert
|DP| = |AB'| és QDP< = RAB'< és AB'Ra = DPQ< = 90°). Az
RBS haromszog egybevagd QC D’ haromszoggel, (hiszen | DQ| = |AR| miatt
|QC| = |RB| és a rajtuk fekvé két szog is megegyezik a parhuzamossag mi-
att). Végiil DAP haromszog egybevagé D'SC' haromszoggel mert |D'C’| =
|DP| és a rajtuk fekvé szogek is egyenlék.

fgy a két téglalapot 4t lehet darabolni egymésba csak eltolasok segitségével.
Erre a késébbiekben még sziikségiink lesz. Ezzel belattuk, hogy sikbeli sok-
szogek atdarabolhatok egymasba. [

Megjegyzés: Nyilvan egymasba darabolhatéd sokszogek egyiittesen kiegészit-
hetdk.
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4. Dehn invariansok

4.1. Dehn invarians meghatarozasa és tulajdonsagai

Még 1900-ban, csak néhany honappal a kongresszus utan David Hilbert
tanivanya, Max Dehn mutatot két egyenld alapteriileti és magassagu tetra-
édert, amelyeket nem lehet atdarabolni egymaésba.

Két évvel késébb megjelent egy masik cikke, amelyben az egytittes kiegészit-
hetoség is szerepelt.

Ismerkedjiink meg a Dehn-invaridnssal, amely segitségével kénnyen ellendriz-

hetjiik poliéderek egymasba darabolhatosagat.

Legyen M = {my,...,mt} C R halmaz. Jelolje V(M) az M -beli szamok
osszes racionalis egytitthatés linearis kombinaciojanak halmazat. Vagyis,

V(M) ={3F gmi:q€Q}CR.
Legyen M, a 3-dimenziés P poliéder lapszogeit és m-t tartalmazé halmaz.
Adott M C R M,-t tartalmaz6 véges halmaz és f : V(M) — Q Q-linedris
fiiggvény, ahol f(m) = 0. P poliéder f szerinti Dehn invaridnsén a

Dy(P) =3 cepl(e) flale))

valos szamot értjik.

Jelolések:l(e) az e él hossza és a(e) az e élnél 1év6 lapok szoge.
4.1. Lemma. A Dehn invaridns additiv.

Bizonyitas:

Legyen P egy poliéder. Azt szeretnénk belatni, hogy ha P-t szétvagjuk egy

13



S sikkal P, és P, poliéderekre akkor a keletkezett két poliéder Dehn in-
variansainak az Osszege megegyezik az eredeti poliéder Dehn invariansaval.

Vagyis, P = P, U P,
= Dy(P) = Dg(P1) + Dy (P).

Nézziik meg mi torténik az egyenlet bal oldalan, ha az S sikkal szétvagjuk P

poliédert. Vegyiik a bal oldal egy tetszéleges l(e) f(a(e)) tagjat.

e Ha az S stk nem metszi ezt az e élt, akkor ez a tag a jobb oldalon

érintetlen marad és pontosan az egyik P;-ben szerepel (i = 1, 2).

e Ha az S az e élt két részre osztja, ej-re és ex-re, (Ekkor persze az e élnél
talalkozo lapok szoge nem valtozik, tehdt (a(e) = a(er) = a(ez)).
Az eq €l az egyik részpoliéderbe, az es-él a masik részpoliéderbe kertil.
A jobb oldalon a szummakat kibontva pedig egy olyan Osszeget kapunk
amelyben szerepel egy l(e1)f(a(e1)) és egy l(ea) f(a(es)) tag.
Lathato, hogy ebben az esetben is teljesiil az additivitas, mert
l(e1) f(afer)) + Ue2) fale)) = U(ex) f(ale)) + U(e2) f(ale)) = (I(er) +
l(e2)) f(ale)) = l(e) f(a(e))

e Ha az S sik tartalmazza az e vektort akkor S két részre vagja a a(e)
lapszoget. Legyenek ezek a(e) és as(e), (a(e) = ai(e) + as(e)). Ekkor

az egyenloség jobb oldalan megjelenik egy ilyen 6sszeg:

l(e)f(an(e)) + 1(e) f(az(e)).

Mivel f linearis fiiggvény, ezért ez a kifejezés egyenld

[(e)(f(eu(e) + flaz(e))) = l(e) f(ale)).

14



e Ha az S sikkal elvagjuk a poliédert és a vagaskor olyan éleket kapunk
amik eddig P-ben nem szerepeltek, akkor ez az 1j él a keletkezett P;
és P, poliédereknek is éle lesz. Legyen egy ilyen 1j él €¢'. Vilagos, hogy
az 1j élnél keletkezd lapszogek (o1 és o/y) Osszege m, (o) + oy = 7). A
jobb oldalon ekkor szerepelni fog ez az Osszeg: I(€') f(a'1) +1(€) f(/2).

Ami f linearitasa miatt éppen

l(e)(f(a'1) + fe'2)) = l(e) f(es +a'2) = I(e) f(m) = 0.
Tehat az 1j élek a Dehn invarians értékén nem valtoztatnak.
Ezzel a lemmét belattuk.[

4.1. Kovetkezmény. Ha két poliéder eqymadsba darabolhato, akkor Dehn in-

varidnsaik megegyeznek.

Ha két poliéder atdarabolhaté egymasba akkor vilagos, hogy egyiittesen ki
is egészithetdek. Ha két poliéder egyiittesen kiegészithetd akkor kovetkezik,
hogy at is darabolhatok? Nem feltétlentiil. Hadwiger kovetkezo tételébdl ki-
deriil, hogy hogyan talalhatunk olyan tetraédereket, amelyek térfogata meg-
egyezik, de nem egyiittesen kiegészithetoek és nem is darabolhaték &t egy-

masba.

4.1. Tétel. (Dehn-Hadwiger tétel)

Legyen P és Q) két poliéder o, . . ., oy, illetve By, . . ., By lapszogekkel, valamint
M a walds szamok egy véges halmaza, melyre {aq, ..., o, 0B1,..., 0,7} C
M. Ha f : V(M) — Q, (Q-linedris figguény), melyre f(m) = 0, valamint
D¢(P) # Df(Q), akkor P és Q) nem egyiittesen kiegészithetd.
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A tétel bizonyitdsahoz sziikségiink lesz a kovetkezo lemmara.

4.2. Lemma. Minden véges M C M' R-beli részhalmazra a V(M) Q feletti
vektortér altere a V(M') Q feletti vektortérnek. Ezért, ha f:V(M') — Q
Q-linearis figguény, akkor f kiterjeszthetd ' : V(M') — Q Q-linedris

fliggvénnyé gy, hogy ¥ m € M-re f'(m) = f(m).

Bizonyitas:
A linedris fiiggvényeket megharatozzak egy-egy bazisuk. A V(M) fliggvénynek
minden bézisa kiterjesztheté V(M) bazisava (M C M'), és ezért az f

fiiggvény kiterjeszthet6 [’ fliggvénnyé.[]

Dehn-Hadwiger tétel bizonyitasa:

Tegyiik fel indirekt, hogy P és Q egyiittesen kiegészitheté P és Q poliéderekké
(P=PUPU...P,é Q =QUQ,U...Qp).Ekkor az M halmazt ki
lehet boviteni egy olyan M’ véges halmazza, amely tartalmazza az Osszes
szerepld rész lapszogét is. Az el6z0 lemma alapjan f-et ki lehet terjeszteni
f V(M) — Q fiiggvénnyé. Mivel tudjuk, hogy a Dehn invaridns additiv,

ezért:

Dp(Q) + Dy (Q1) + -+ + Dp(Qm)
Minden i-re P; és ); egybevago, ezért Dehn invariansaik megegyeznek, vagyis
kapjuk, hogy D;(P) = Ds(Q). Tehat ellentmondéshoz jutottunk.O]
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4.2. Forgatasok nélkiili atdarabolas

Korabban mar definidltuk, hogy mit jelent az, hogy két sokszog eltolas-
atdarabolhat6. Most vizsgaljuk meg milyen feltételek mellett darabolhato

at egymasba két sikidom.

A Dehn-invarians a sikban:

A P sokszog oldalait feleltessiik meg vektoroknak (vy,...,v,) és rogaitsiink
egy tetszdleges vy vektort a sikon.

Az M, = {m4,...,m,} C R halmaz elemei a vy, . .., v, vektorok vy vektorral
bezart szogei.

Adott M C R M,-t tartalmazé véges halmaz és jelolje V(M) az M-beli
szamok Osszes racionalis egytitthatos linearis kombindciéjanak halmazat.

Legyen f: V(M) — Q fliggvény. A P sokszog f szerinti Dehn invaridnsa:

Dy(P) =3 yep lwi) f(a(vi))

Itt I(v;) a v; vektor hossza, a(v;) pedig a v; és vy altal bezdrt szog. A
tovabbiakban az f fiigvényt ugy hatarozzuk meg, hogy az f(a(v;)) = 1,
ha a(v;) = 0°, f(a(v;) = =1, ha a(v;) = 180°, kiilénben f(a(v;)) = 0.
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4.1. Allitas. A haromszoget és a négyzetet nem lehet csak eltoldsokkal dt-

darabolni egymdsba.

Bizonyitas: Legyen a haromszog egyik oldala parhuzamos a négyzet egyik
oldalaval. Ugy valasszuk meg a vy vektort, hogy az is parhuzamos legyen
az elébb emlitett oldalakkal. Ekkor a négyzet Dehn invaridnsa 0, mig a

haromszog Dehn invariansa nem lehet 0.[J

4.2. Tétel. (Hadwiger-Glur, 1951)
Egy P konvexr sokszog és eqy Q) négyzet, amiknek a tertleteik megegyeznek

eltolds-atdarabolhatok akkor €s csak akkor ha P kozéppontosan szimmetrikus.

Bizonyitas:

El6szor nézziik meg a konnyebik irdanyt, vagyis azt, hogy ha P kozéppontosan
szimmetrikus akkor csupan vagasokkal és eltolasokkal atdarabolhaté egy P-
vel azonos teriiletlt négyzetbe.

Vegyiink egy kozéppontosan szimmetrikus sokszoget. Most egy szabdlyos
tizszogon fogom szemlétetni az atdarabolast (4.1. abra). Valasszuk ki az
egyik oldaldt (AB) és vagjuk fel a sikidomot ezzel az oldallal parhuzamos
és meroleges egyenesekkel ugy, hogy ezek az egyenesek datmenjenek a sokszog
két-két cstucsan. Elsé négy vagasunk legyen négy olyan egyenes, amely a
kivalasztott oldalra meréleges. Ekkor egy téglalapot (7p), két egyenldszari
trapézt (17 és T7) és két egyenld szaru hdromszoget (Tp és T3) kapunk.
Tovabbi hdrom olyan vigassal, (amellyek parhuzamosak az AB oldallal) fel-

darabolhatjuk a trapézokat egy-egy téglalapra és két-két haromszogre.
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\T2 T To T Tge;' Ts To T T2) Ts To+ T4

4.1. abra

A szimmetria miatt az dbran ldthaté médon az egyik trapézbdl (T7) levagott
két hdromszogeket eltoljuk a masik trapézhoz (77) gy, hogy azok kiegészitsék
a T} trapézt egy téglalappa. A két egyenloszari haromszoget feldaraboltuk
két-két derékszogli haromszogre, amelyeket szintén eltolassal Gsszeilleszthet-
jik egy téglalapba. A T} trapézbdl "megmaradt” téglalap és a négy harom-
sz0ghdl Gsszeillesztett téglalap egy ujabb téglalapot alkot (amit szintén el-
tolassal kapunk). Ekkor dtdaraboltuk a szabélyos tizszoget két téglalapba.
Korabban mér belattuk, hogy barmely téglalapbdl készithetiink adott oldal
és ugyanolyan tertiletli téglalapot csak eltolassal. Ezért a két téglalapot at-
darabolhatjuk egy téglalapba és a kapott téglalapot egy négyzetbe.

Hasonléan jarhatunk el egy szabalyos tizenkét szog esetén is, csak ott eloszor
egy téglalapot és négy trapézt kapunk. Ezeket a fenti mddszer segitségével

atdarabolhatjuk téglalapokba, majd ezeket egy négyzetbe.
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4.2. abra

Most nézziikk meg a bizonyitdas masik iranyat. Ha egy n oldald sokszog és
egy négyzet eltolas-atdarabolhaték akkor Dehn invariansaik megegyeznek.
Legyen a megfelel6 invaridans a sokszogek egy adott irdnyba esé (valame-
lyik koriiljards szerinti) elGjeles Osszege. Ekkor a négyzet és a sokszog Dehn
invariansa is 0 lesz. Vildgos, hogy a négyzet parhuzamos oldalai ellentétes
iranyuak lesznek ezért kioltjak egymast és osszegiik 0 lesz.

Azt kellene megvizsgalni, hogy az n sokszog Dehn invaridnsa mikor lesz 0.
A sokszog oldalait tekintsiik pozitiv iranyitasiaknak és minden oldalra tek-
intsiink 1gy, mintha vektor lenne. Ekkor ahhoz, hogy a Dehn invaridnsra
0-t kapjunk az n vektor kozott kell lennie % db kiilonboz6 vektornak és %
olyan vektornak amellyek ezekkel a vektorokkal parhuzamosak de ellentétes
iranyitasuak. Kezdjiik el felrajzolni a sokszoget a kovetkezoképpen: Vegyiik
az egyik vektort és sorban illessziik hozza a tobbit. Az el6z6 vektorral a
legnagyobb szoget bezard vektor legyen a kovetkezo, igy egy kozéppontosan

szimmetrikus (konvex) sokszéget kapunk.[
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4.3. Segéd tételek

Az aldbbi lemmak a késobbiekben még segitségiinkre lesznek a Dehn in-

varidns szamoldsaban:
4.3. Lemma. Ha o = arccos(1/3) akkor a/m irraciondlis.

Bizonyitas:

Tegyiik fel indirekt, hogy «/m raciondlis. Ekkor 1éteznek k, [ pozitiv egészek,
melyekre teljesiil, hogy la = 2km. Azt kellene belatni, hogy cos(la) egy %
alaku szam, ahol A; egy 3-al nem oszthato egész szam.

A kovetkezo Osszefiiggést felhasznélva, teljes indukciéval konnyen igazolhato

az allitas: cos(na) = 2cos((n — 1)a)cosa — cos((n — 2)a).
A

Tegyiik fel, hogy i-nél kisebb egészekre igaz az allitds. Vagyis cos(la) = 5

(VI <9). Vizsgédljuk meg az i + 1 esetet.
cos((1 + 1)a) = 2cos(ia)cosa — cos((i — 1)a)

Az indukciés feltevés alapjan ez tovabb egyenld:

QAZ Ai,1 QAZ 1 Aifl 2Az - 9Ai71
—COSQX — — = —— — —— = -
3’L 31,—1 31 3 37,—1 31—1—1

A1 = 2A; — 9A;_1 egész szam és nem oszthato 3-al mert A; nem oszthatd
3-al. Valamint cos(la) = cos(2km) = 1, de az % (ahol A; és [ egész és
A; nem oszthaté 3-al) alaki szamok soha nem lesznek egyenléek 1-el. Tehat

ellentmondasra jutottunk, ezzel az allitast belattuk.[]

4.4. Lemma. Ha o = arccos(1/y/n)( ¥n > 3, pdratlan egész) akkor a/m

irracionalis.
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Bizonyitas:

Tegyiik fel indirekt, hogy % racionalis szam, azaz felithat6 két egész szam
hényadosaként: & = % (Vk,l > 0, egészre). Ekkor la = km. Azt szeretnénk
megmutatni, hogy cos(la) egy ill alaku raciondlis szdm (ahol A; nem oszt-
haté n-el). Ezt teljes indukciévalT%ogjuk belétni:

Legyen az indukciés feltevésiink a kovetkezo: Minden j-nél nem nagyobb

egész szamra teljestl, hogy ill alakban felirhato. Alkalmazhatjuk itt is a
n

korabban mar hasznélt osszefiiggést:
cos((m + 1)a) = 2cos(ma)cosa — cos((m — 1)a)

Ekkor cos((j+1)a) = 2cos(ja)cosa—cos((j—1)a) ,(¥j > 1) ami az indukcids
feltevés szerint egyenld

A1 Ay A A 24— VA
ooVt Ty e N

2Aj — 7"LAj_1 _ Aj—!—l

Ha n > 3 pératlan és A; nem oszthatd n-el, akkor A;;; sem lesz oszthaté

2

coskm = +1 =la =

n-el.
Ezek alapjan \/ﬁjJrl = £ A, tehét n osztja \/ﬁj+1-et és \/ﬁjJrl osztja Ajii-et

ezért n-nek osztania kell A, -et, ami viszont ellentmond a feltevésiinknek.[]
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5. A Dehn invarians alkalmazasa

A kovetkezokben néhany példan keresztiill megmutatjuk, hogy a tetraédert
nem lehet dtdarabolni egy (a tetraéderrel azonos térfogati) kockéba.

Elsé6 példa
Tekintsiik eldszor a szabélyos ( e élhosszusagn, egység térfogati , ABCD)
tetraédert, legyen ez most T7. Szamitsuk ki a lapszogét és nézziik meg milyen
értéket kapunk a Dehn invariansara.
Legyen a tetraéder alapjanak a kozéppontja M és az ABC' haromszog A

csucsahoz tartozo magassagvonal talppontja P.

5.1. 4bra

Ekkor az M pont 1 : 2 ardnyban osztja az AP magassagot, igy hogy a hossz-
abb szakasz az A csticsnal van. Mivel ez egy szabalyos tetraéder az oldallap-
jainak magassigai megegyeznek, vagyis |AP| = |DP|. Valamint 3|MP| =
|DP|, ezek segitségével megkaphatjuk a tetraéder lapszogét (a-t):

=
~

| 1

cos =

E



Korabban lattuk, hogy ha cosa = % akkor az « és m hédnyadosa irracionalis
szam. Ekkor a V(M) vektortér két dimenzids Q felett és az M = {o, 7}
egy bézisa valamint létezik egy f : V(M) — Q Q-linedris fiiggvény, hogy
f(m):=06és f(a) := 1.

ezek alapjan tetraéder Dehn invaridnsa:
D¢(Ty) =6-¢e- f(o) = 6e

Vizsgaljuk meg mit kapunk a kocka invaridnsira: Az egység térfogatu (K)

kocka €lei 1 hossziak és minden lapszoge 7. Vagyis a Dehn invaridnsa:
Di(K)=12-¢e-f(3)=12-e-5- f(mr) =0

A tetraéder oldalai nem lehetnek 0 hossziak ezért Dy(T7) # D;(K). Emiatt

a tetraéder nem darabolhatd at a kockaba.
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Madsodik példa
Most egy olyan tetraédert vizsgalunk, amelynek egyik csicsabol indulé harom
éle paronként meroleges. Nevezziik ezt az A',B',C’, D’ cstcsok altal kifeszitett

tetraédert Th-nek. (5.2. dbra)

5.2. 4bra

Mivel A’B’,A'C", A’ D’ merélegesek, ezért a tetraéder harom lapszoge derék-
sz0g, a maradék lapszogek pedig megegyeznek. Nevezziik el ezeket a-nak.
A tetraéder harom meréleges éle: |A’B'| = |A’C'| = |A'D'| = a. A tovabbi
hérom él pedig [B’D'| = |B'C"| = |C"D'| = /2 - a. Tekintsiik az 5.2. 4bran

lathaté A’E'D’ derékszogii hdromszoget. Ennek oldalai a,\/ii - a és % - a

hossziak. Ekkor az o szog a kovetkezd egyenletbdl kifejezheto.

Y YE=T] 1
AE| w1
cCosty = — = /3 = —
DE| Yia V3
Vagyis
o = CLTCCOS%
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Legyen M := {%, a,7}. Mivel g és m linearisan Osszefiiggd és % -« irra-
cionalis, ezért V(M) 2-dimenziés vektortér Q felett. Az f Q linedris fliggvényt
alakitsuk a kovetkezbk szerint. Legyen f(m) := 0 és f(a) := 1. Mivel f
linedris fiiggvény, f(5) = % . f(m) = 0. Igy a Ty tetraéder Dehn invaridnsa a

kovetkezo:
Di(Ty)=3-a-f(T)+3-vV2-a-fla)=3-a-0+3v2-a=3V2a#0

Tehat a T; tetraédert nem lehet atdarabolni egy vele azonos térfogati kockaba.
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Harmadik példa

Tekintsiik a kovetkezd T3 tetraédert, amelynek csicsai A”,B".C" és D”.

Legyen ez a tetraéder olyan, hogy az A”B" B"C",C" D" oldalak egyméashoz

csatlakoznak, paronként merdlegesek és mind a harom oldal hossza a.

Ds:

C:l:l

Au

5.3. 4bra

Vegyiik észre, hogy egy a élhosszisdgu K’ kocka feldaradolhaté hat ilyen
tetraéderre. Ezek koziil harom egybevagd a tovabbi harom pedig ezek tiikor-

képe. Ekkor a Dehn invarianst kiszamithatjuk az alabbiak szerint:
Dy(T) = - Dy(K') =0

Ha osszehasonlitjuk ezt a tetraédert az el6z6 példaban vizsgalt tetraéderrel,
akkor észrevehetjiik, hogy mindkettonek ugyanakkora teriileti (%) az alapja
és mindkettének a a magassaga. Viszont Dy(Th) # Dy(T3). gy a Dehn-

Hadwiger tétel alapjan a két tetraédert nem lehet atdarabolni egymaéasba.
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6. Determinans mint térfogat

Az analizisben az integralszamitas nyujt nekiink segitséget a térfogatszami-

tas ban. Most megnézziik a térfogat linearis algebrai definicidjat.

A determinans fogalma olyan algebrai segédeszkoz, amellyel tobbek kozott
jellemezheto egy négyzetes matrix invertalhatosaga, rangja, valamint eldont-
het6 vele egy linedris egyenletrendszer megoldhatosaga. Geometriai jelentése
az el6jeles tertilet, illetve térfogat. A determinans és a térfogat tulajdonsdgait
vizsgalva szeretnénk megmutatni, hogy milyen kapcsolat van e két fogalom
kozott.

Jelen esetben a valds test feletti vektortereket vizsgajunk, de a kovetkezd

gondolatmenet barmilyen test feletti vektortéren értelmezheto.

A sikon barmely két kiilonb6z6 (nem parhuzamos és nem nulla) vektor origé-
ba torténé eltoltja egy paralelogrammaét, a térben barmely harom kiilonb6zo
(nem péarhuzamos és nem nulla) vektor egy paralelogramma alapi hasébot
feszit ki. Altaldnosan a vals szdmtest feletti n-dimenzids vektortérben bér-
mely n db vektor egy paralelepipedont hataroz meg. A paralelepipedon élei a
megadott vektorok, illetve ezek eltoltjai, mig a cstcsai a vektorokbdl képzett
Osszegek. A sikon (n=2) a csicsok: 0, vy, va, v1 +v2, a térben (n=3) a csicsok:
0,01, v2,v3, V1 + V2, V1 + U3, V2 + V3, V1 + V2 + V3.

Altaldnosan n dimenziéban 2" csticsa van a paralelepipedonnak.

Nézziik meg, hogy milyen tulajdonsdgokkal kell rendelkeznie a térfogatnak.
Egy olyan linearis leképezést vizsgalunk amely minden paralelepipedonhoz

egy valos szamot rendel, vagyis D : V" — R. Tovabba teljesiilnie kell a
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kovetkezo feltételeknek:
o Az egységkocka térfogata legyen 1.

e Ha egy paralelepipedont valamelyik élét \-szorosara nyujtjuk, akkor a

paralelepipedon térfogata is A-szorosara valtozik.

e Ha valamelyik élét két vektor osszegére bontjuk, akkor az igy keletkezett
két paralelepipedon térfogatainak osszege legyen egyenlé a kiinduld test

térfogataval.

e A paralelepipedon térfogata legyen 0, ha élei egy m dimenzids alteret
generalnak (m < n), vagyis azok a vektorok, amelyek kifeszitik a para-

lelepipedont linedrisan Gsszefiiggdk.

Ahhoz, hogy az egységkocka térfogata 1 legyen, rogzitsiink egy bazist V-
ben.

Legyen ez ey, es,...,¢e,. Valamint teljesiiljon, hogy D(ej,es,...,e,) = 1.
Lathaté, hogy ezekkel a feltételekkel megkapjuk a determinans alapvetd tu-

lajdonsagait:
e az egységmatrix determinansa 1,

e a skaldrszorzo kiemelheto, vagyis
det(Avy, Vg, ..., v,) = - det(vy,vg,...,0)
e a determindns oszlopvektoraiban (sorvektoraiban) additiv, azaz
det(vy + v}, U9, ..., v,) = det(vy, va, ..., v,) + det(V) + va, ..., v,)
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e ha a determindnsnak van két oszlopa (vagy sora) amelyek linedrisan

osszefiiggdk, akkor a determinéans 0.

6.1. Tétel. Legyen Vegy n-dimenzios vektortér R felett és eq,es, ..., e, eqy
rogzitett bazis V-ben. Ekkor pontosan egy olyan D : V" — R fligguény létezik,
amely

(1) mindegyik vdltozdjiban linedris;

(11) linedrisan dsszefiiggd vektorokhoz 0-t rendel;

(11i) D(ey,ea, ..., e,) = 1.

Ha az a; vektoroknak az ey, ..., en bdzis szerinti koordindtdjat o;;-vel jeloljik,
akkor

a1n iz ... .01

Qg1 Qg2 ...09,

D(ay,...,a,) = det

Ap1 Op2  ...0pp

vagyis D(ay, ..., a,) éppen az a; oszlopvektorokbdl dllo mdtriz determindnsa.

Bizonyitas:

El6szor feltesziik, hogy a D : V" — R fiiggvényre teljesiilnek az (i),(ii),(iii)

tulajdonsagok, majd ezeket felhasznalva belatjuk, hogy pontosan egy ilyen

fiiggvény létezik. Végiil megmutatjuk, hogy a determindns valéban rendelkezik
ezekkel a tulajdonsagokkal.

Tegytik fel, hogy D-re teljesiil (i)-(iii).

Vizsgaljuk meg a (ii) tulajdonségot. Ha a a4, . . ., a,, vektorok linedrisan ossze-
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fiigedk, akkor létezik Ay, Ao, ..., A\, € R, amelyek nem mind 0-k, és
Arar + Aosas + - - - + A\pa, = 0. Ennek egy specialis esete, ha a; = ao, akkor
lay + (—1)ay + Oaz + - - - + Oa, = 0, tehat

(iv) ha az a; vektorok kozott van két azonos, akkor D(ay,...,a,) = 0.

Ezek alapjan nézziik meg mi torténik a kovetkezd vektor n-essel,

(al + a2, 4 + ag, ag, . .. 7an)~

D(ay + as, a1 + ag,ag, . ..,a,) = D(ay,a1,a3,...,a,)+ D(ay,as,as, ..., a,)+

D(ag,aq,as,...,a,) + D(ag, as,as, ..., a,).

Ez teljesiil, mert D minden véltozéjdban linedris. A (ii) tulajdonsag alapjan,

pedig

D(ay,aq,as,...,a,) = D(ag,as,as, ... ,a,) =0.
Tehat, D(ay,as,as,...,a,) + D(as,ay,as,...,a,) =0,
és D(ay,a9,a3,...,a,) = —D(ag,ay,as, ..., a,).

[gy eljutottunk a kovetkezd tulajdonséghoz, (feltételhez).

(v) ha két vektort felcseréliink, akkor D az ellentetjére vatozik.

Most megmutatjuk, hogy legfeljebb egy ilyen D fliggvény létezik.

Legyen az a; vektorok, az e; bazissal vett linearis kombindcidja a; = ) | jzlnaij e;.
Mivel D minden valtozdjaban linedris, felirhatjuk n™ db tag Osszegeként. Az
egyes tagok a kovetkezoképpen néznek ki:

Oy 1Qgy - - Qg n D (€5, €0yy - - E4.)
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A (iii),(iv) és (v) feltételekbol kovetkezik, hogy D(egy,, €4, - - - €5, ) egyértelmiien

meghatarozott. Ugyanis,

-haor =0, (VYE#L) = D(€sys€opy---Cops--Copyenvss,) =0,
-haogr <o, (Yk#1) = D(€oy,€ops--CopyvCopyvnsq,) =1,
-haog <oy (VEk#1) = D(€syy€opy---CopyevCopyenry€o,) =—1

Mas széval, ha a bazisvektorok kozott szerepel két azonos vektor, akkor

D(€sys€0py---1€0,) =0.

Ha minden e,, kiilonb6z6, akkor D((ey,, €0y, - - -, €4, = £1). Ekkor az oy, ..., 0,
szamok az 1, ..., n szamok egy permutaciéja. A (iii) és (v) fetételbdl kovetkezik,
hogy D elGjele csak attdl fiigg, hogy az o1,...,0, permuticié paros vagy

paratlan. (Ugyanannyi paros és paratlan permutacié szerepel). fgy,
D(ay,...,a,) = Zg(—l)l(")aollagﬂ e Qg

Ahol I(0) a oy,...,0, permuticié inverzi6 szdma és oy,...,0, az 1,...,n
szdmok 0Osszes lehetséges permutacidja. Ez pontosan az «;; szdmokbdl képzett
matrix determeninansanak az értéke.

Megmutattuk, hogy legfeljebb egy ilyen D fiiggvény létezik valamint, hogy
a determinéns megfelelhet a kivant feltételeknek. Ahhoz, hogy D fiiggyvény
valoban a determinans legyen, meg kell mutatni, hogy a determinansra is
teljesiilnek az (i),(ii),(iii) feltételek. Amik pedig kovetkeznek a determindns
tulajdonsagaibol. Mégpedig:

e A determindns minden valtozdjaban linearis, ugyanis

det(Nay + dl),aq, ..., a,) = Mdet(ar,as, ..., a,) + A\det(a), as, ..., a,)
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e Ha a determindnsban két oszlop (vagy sor) egyenld, akkor a deter-

minans értéke 0.

o Az egységmatrix determinansa 1.
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