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Bevezetd

Az els6 fullerént - Cgg - 1985-ben fedezték fel. A ’90-es években a fullerének tanulméanyozasa igen
népszeriivé valt. Szerkezetiik vizsgalataban fontos szerepet kapott a gréafelmélet is.

A fullerének strukturdjanak vizsgalata tobbféleképpen is megkozelithets. Szakdolgozatomban graf-
elméleti modszerekkel foglalkozunk, melyek soran a fullerénekre mint sikbarajzolhato grafokra tekin-
tiink. A grafok csucsai a fullerén molekula szénatomjainak felelnek meg, a graf élei pedig a molekulabeli
kotéseknek.

Fullerének tanulményozasakor két alapvetd célt tartunk szem el6tt. Minden lehetséges nem izomorf
fullerén konstrukcié megismerését, illetve a konstrukciok stabilitasanak vizsgalatat. Dolgozatomban az
ezen teriileteken elért eredményeket mutatom be.

Az 1. fejezetben a fullerén grdfok egy felsorolo algoritmusdt ismertetjiik Gunnar Brinkmann és An-
dreas W.M. Dress eredményei alapjan [1]. Maga az algoritmus bonyolult, viszont gyors és képes az Gsszes
lehetséges fullerén graf legeneraldsara. Az eljaras alapotlete a fullerén grafok foltokra bontasa, és ezen
foltok kodolésa. A generéalt fullerének stabilitdsukban kiilonbéznek. Azon fullerének stabilabbak, melyekre
teljesiil, hogy az altaluk tartalmazott otszdgek izolaltak, azaz minden G6tszognek csak hatszog szomszéd-
jai vannak. Ezeket a fulleréneket IPR-fulleréneknek nevezziik (Isolated Pentagon Rule). Az algoritmus
eredményeként megkapjuk az egy adott cstcsszamhoz tartozd IPR-fullerének szamaét is.

A 2. fejezetben a fullerén grafokra jellemz6 k-rezonancidval foglalkozunk [3], amely szorosan kapcso-
l6dik azok stabilitdsahoz. Egy grafot k-rezonansnak neveziink, ha barmely altala tartalmazott legfeljebb
k darab diszjunkt hatszoget elhagyva, a megmaradt grafban létezik teljes parositds. Fontos kérdés a
3-rezonancia és a k-rezonancia kapcsolata, igy ebben a fejezetben bemutatjuk azokat a fullerén graf
konstrukciokat, melyekre a 3-rezonancia ekvivalens a k-rezonanciaval.

Ezutan a 3. fejezetben egy benzenoid rendszereken, illetve egy altalanosabb G osztalyon vizsgéaljuk a
problémat. Belatjuk a G osztélybeli 3-rezonans grafok néhany tulajdonsiagat. Ezen tulajdonsagok alapjan
megadjuk ezen 3-rezonans grafok felépitését. Végiil igazoljuk, hogy a G-beli 3-rezonans grafok egyben
maximalisan rezonansak is, maximaélis rezonancia alatt azt értve, hogy a graf barmely k természetes
szamra k-rezonans.

A stabilitas vizsgalata kapcsan érdemes megemliteniink az dgynevezett Kekule és a Clar szamokat
is [7]. A Kekule szam a fullerén graf teljes parositasainak szdma, a Clar szdm pedig a rezonans minta
maximalis mérete. Ezen két szam a fullerének stabilitdsanak szintén fontos mérészamai, azonban szak-

dolgozatomban nem tériink ki ezek vizsgélatara.



1. fejezet

Fullerének felsorolasa

Ebben a fejezetben Gunnar Brinkmann és Andreas W. M. Dress [1] fulleréneket felsorol6 algoritmusat
mutatjuk be. Az algoritmus bemutatdsa sordn elGszor az alapotletet vazoljuk, majd a részleteket is

ismertetjiik.

1.1. Fullerének felbontasa

A fullerén egy gémb alaku szénatomokbdl képzett molekula, melyben minden szénatom pontosan
harom masik szénatommal szomszédos (lasd 1.1.a abra). A molekuldban a szénatomokbol allé lapok
hatszog vagy Otszog alakuak. Igy a fullerén graf (lasd 1.1.b 4bra) egy 3-reguléris sikbarajzolhaté graf,
melyben a lapok vagy Otszogek, vagy hatszogek. Az Euler formula alapjan egy n pontu fullerén graf

pontosan 12 darab 6tszoget és h = 4 - 10 hatszoget tartalmaz.

1.1. abra.

a) Fullerén C60 b) Fullerén graf C60

Ha egy sikbarajzolt 3-reguléris graf egy élén haladunk a v végpontja felé, akkor jol definialt, hogy melyik
v-bdl kiindulo él (amely kiilonbozik attol, amelyen haladunk) lesz a v cstcstol ,balra” illetve ,jobbra”.

Induljunk el egy tetszéleges csicsbol, és az azt tartalmazo élek egyikén haladjunk végig, majd a kdvetkezs
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csucshoz érve valasszuk ki, hogy jobbra vagy balra haladunk tovabb, és ezt igy folytassuk, felvaltva
vélasztva a bal és jobb éleket. Az igy kapott alternalé utat Petrie utnak nevezziik.

Tegyiik fel, hogy az élek amelyeken haladunk, sorra e, es,.... Mivel a grafunk véges, létezik egy
legkisebb n > 0, hogy en11 = €n/, ahol 1 < n’ < n. Ha e,11 = €1 €8 e,10 = €9, akkor az eq, es,... élek
zart Petrie utat adnak (Jordan-gorbe ut), amely a gémbi grafot két részre osztja (lasd 1.2.a,b abrak). A

részeknek cikk-cakkos hataruk van, mely pontosan n darab élbél all.

1.2. dbra. [1]

a) Egy fullerén felosztasa Jordan-gorbe uttal b) Jordan-gorbe ut

Ha nem teljesiil, hogy e,+1 = €1 és e, 12 = €3, akkor visszafelé is elindulunk. A lépkedés a kdvetkezSkép-
pen zajlik: az e éllel kezdjiik és balra vagy jobbra lépiink, gy, hogy a kovetkezd él az e; legyen. Az
ey élr6l tovabb haladunk felvaltva balra és jobbra lépkedve az eg, e_1,... éleken. A lépegetést addig
folytatjuk mig nem lesz egy e_,,11 €l amelyre e_,,11 = €,, ahol —m < m’ < n. Ez az eset egy, az
{e—m, €—m+1,y --- , €n} €lekbol allo Petrie utat eredményez. Az ut kezddéle az e_,, és utolso éle az e,
él. Az utnak pontosan ketts darab 3 foku csiicsa van (azon csiicsok, ahol az utban metszés volt), a t6bbi
csucs 2 foku. Ezen utakat homeomorfizmus - folytonos, bijektiv leképezés, melynek inverze is folytonos -
erejéig 2 osztalyba sorolhatjuk, igy két tipusi utat kapunk. Ezek a tipusok a gomb és a szendvics 1t

(lasd 1.3.a,b abrat). MindkettS harom részre bontja a grafot.

1.3. dbra. [1]

a) Gomb 1t b) Szendvics ut



A foltok listajanak elGallitasa Fullerének felsorolasa

1.1.1. Tétel. Minden fullerén felbonthato két vagy hdrom részre megfelelden vdlasztott Petrie utakkal.

Ezeket a részeket foltoknak nevezzik. Homeomorfizmus erejéig hdarom kilénbézé Petrie 1t létezik.

Minden folt hataratjan kijeloliink egy csiicsot - ez a jel6ls cstics. Ekkor két foltot akkor és csak akkor
mondunk izomorfnak, ha kozottiik 1étezik olyan izomorfizmus - bijektiv leképezés, amely a szomszédos
csticsokat szomszédos csticsokba képezi - amely a jeldls csicsokat egyméasba viszi.

Feltételezve, hogy ismerjiik a listat, amely az Gsszes lehetséges foltot tartalmazza, a kovetkezSképpen
folytatjuk az eljarast. Elgszor felsoroljuk az 6sszes nem izomorf Petrie utat, amelyek el6fordulhatnak egy
adott méret fullerén grafban.

Egy Jordan-gorbe utat az éleinek szama teljesen meghataroz. Viszont a gomb és a szendvics it esetében
ez nem teljesiil. Ezek nem izomorf eseteinek felsoroldsa is sziikséges ahhoz, hogy az dtban 1évs éleket
3 szegmensbe osszuk. Ezzel irjuk majd le, hogy az ut és az utak altal alkotott részek alakja is teljesen
meghatarozott legyen. Tetszélegesen valasztunk egy csiicsot a részek hatéarairél és ezek a csticsok lesznek
a részek kijel6lt csicsai.

Egy fullerént tekintve, a hatszogek szamat egyértelmiien meghatarozza a graf cstcsainak szama. A hat-
szogek szamat 2 vagy 3 pozitiv egész szam Osszegeként probaljuk felirni gy, hogy a grafot lehetséges
legyen az Gsszeadandoknak megfeleld szamu hatszoget tartalmazo részekre bontani. Ezt kdvetGen meg-
nézziik, hogy a jelolt foltok listajaban vannak-e olyan jelolt foltok, amelyek a kapott részeknek felelnek
meg, ahol a ,megfelel” sz6 alatt azt értjik, hogy a hatarut alakja és a hatszdgek szama a részben és a
foltban megegyezik. Ha ez teljesiil, akkor ezeket a foltokat egyméshoz illesztjiik (ugy, hogy a jells pontok
egybeessenek) igy megszerkesztve az Osszes olyan kombinéciot, ami egy fullerén kialakulasahoz vezet.

Ha a jelolt foltokbol allo listank teljes volt, akkor egy, az Gsszes fullerént tartalmazo listat kapunk

ezzel a modszerrel.

1.2. A foltok listajanak elGallitasa

Egy foltot mint grafot tekintve (a folton beliili éleket és pontokat is figyelembe véve) lathato, hogy
egy folt hatarutja 2 és 3 foku csicsokbol all. Stop-él-nek nevezziik a hatarutban 1évé éleket, melyekre
teljesiil, hogy mindkét végpontjuk 2 foku. A folt hataratja alternalo részutakbol all, melyeket stop-élek
véalasztanak szét. Egy folt hatarutjaban legfeljebb 4 ilyen elvalaszt6 él van. A konstrukci6 folyaméan olyan
foltokra lesz sziikségiink, amelyek akar 6 stop-élt is tartalmaznak.

Az olyan foltokat, amelyek hataritjaban nem létezik két szomszédos 3 foku csiics, pszeudo-konvex

foltoknak nevezziik.
1.2.1. Megfigyelés. A Petrie utak o fulleréneket pszeudo-konvex foltokra bontjdk.

A pszeudo-konvex foltok kodolhatoak. Jelolje k a folt haratatjaban 1évd stop-élek szamat (0 < k < 6).
Ha egy Jordan-gorbe tuttal hatarolt foltot tekintiink, akkor k& = 0. Igy ezt a foltot a 2 foku (vagy a 3
foku) csucsainak szama kodolja. A maésik két tipusa uttal hatarolt foltoknél a kodolast egy szdmsorozat
adja meg. Ez a sorozat ai, as, ..., ai, ahol a; a két egymast kovets stop-él kozotti 3 foka csucsok szamat

jeloli. A kodolés soran a 3 foku csticsok szamolasat az 6ramutatd jarasaval megegyezs irdnyban végezziik,
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ugy, hogy az ai,as, ..., a; sorozat lexikografikusan maximalis legyen. Az 1.4. dbrén 1év6é harom folt az

1.2.c abran lathato fullerén grafnak megfelels foltok kddoldsat mutatja.

1.4. dbra. [1]

(9,0) (6,5) (8,0)

Az Euler formula implikalja, hogy egy k stop-élt tartalmazo foltban pontosan 6 — k darab 6tsz6g van.
Most az a feladatunk, hogy egy adott S szamhoz generdljunk egy listat, amely tartalmazza az Gsszes
lehetséges pszeudo-konvex foltot, amelyek legfeljebb S darab hatszdget tartalmaznak. Ezt a problémét
méasképp PentHex Puzzle probléméanak nevezik [2].

A jel6ls pontot tgy valasszuk meg, hogy a folt hatarutjanak egy 2 foku csiicsa legyen. Ezen cstcsok
koziil egy olyat valasztunk, mely egy stop-él végpontja. Ilyen csticsbol tobb is lehet, igy a jel6ls cstics az
lesz, amelyiktdl elindulva a 3 foka cstcsok szamolasat a folt lexikografikusan maximalis kodolasat kapjuk.
Ezt a jelolést kanonikus folt-jelolésnek nevezziik. A kovetkezSkben az ilyen modon jelolt foltok listajat
fogjuk elgallitani.

A kanonikusan jelolt, pszeudo-konvex foltok esetében a tiikkrozést mint izomorfizmust nem engedélyez-

ziik, mivel a foltok egyméshoz ,ragasztasa” esetén a kapott konstrukciék nem egyeznének meg egymaéssal.

1.2.1. Tétel. A kanonikusan jeldlt, nem izomorf, pszeudo-konvex foltok P osztdilya rekurzivan felsorol-

hatdé izomorfizmus tesztelés nélkiil.

Bizonyitds: Minden folt megkaphatd egy 6tszogbdl vagy egy hatszogbdl kiindulva, ezek kiegészitésével.
Viszont tekinthetjiik ennek a forditottjat, azaz egy P-beli foltot fogunk leredukélni. Minden egyes P-beli
jelolt foltnak létezik egy egyértelmi &s-foltja, viszont egy &s-foltot kiegészitve tobb féle utod-foltot
kaphatunk.

Tegyiik fel, hogy adott egy P-beli kanonikusan jelolt P folt. Bemutatjuk, hogyan kapjuk meg P &s-
foltjat. Az 1.5. dbran egy stop-élt nem tartalmazé (k = 0) folt lathatd. Azon hatszogek és Otszogek,
melyeknek van metszetiik a hatarvonallal egy tgynevezett réteget képeznek (lasd a kék sokszogeket az
1.5. abrén). Ebben az esetben minden egyes hatszog vagy Otszog és a hatarvonal metszete a sokszog
két szomszédos oldala. A rétegnek megfelel6 dualis graf pontjai kort alkotnak (ez annak segitségével

igazolhato, hogy a folt csak Gtszogeket és hatszogeket tartalmaz).
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1.5. abra. [1]

Tehat eltavolithatjuk a réteget, és az eltavolitast kovetGen a jelols csicsot megvaltoztatjuk. Az ]
jelold csticsot ugy valasztjuk, hogy a jeldlés tovabbra is kanonikus jel6lés legyen. Kénnyen megmutathato,
hogy a redukaléssal kapott folt is pszeudo-konvex.

A réteg eltavolitasa utan a kodolas nem véltozik, ha a rétegben csak hatszogek voltak. Kiilonben egy
1j koddal rendelkezd foltot kapunk, amelyben k egyenls lesz az eltavolitott 6tszogek szaméval. Az aj folt

mindenképpen P-beli lesz.

M jr_.._.& P -I; & | ./,__._
B — e — U
2.0.02.00 15}_{;’1,030 0.0.0.0.0,0

1.6. abra. [1]

Az 1.6. dbran egy példa lathatd a folt redukalasara (itt & > 0). M a jelols cstucs. ElGszor azt a
sokszoget tavolitjuk el, amely tartalmazza a jelols pontot. Ezutdn megnézziik, hogy a folt megmaradt
része pszeudo-konvex folt-e. Ha igen, akkor megallunk, ha nem, akkor a hatdr mentén a téle 6ramutatod

jarasaval egyez6 irdnyban 1év6 sokszogeket téavolitjuk el sorban, amig egy pszeudo-konvex foltot nem

10
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kapunk (az 1.6. abran az eltavolitand6 sokszogeket kék ponttal jeloljiik). Ez akkor kovetkezik be, ha
eltavolitjuk az els6 Gtszoget vagy az els6 hatszoget, amely stop-élt tartalmaz, vagy ha az egész réteget
eltavolitottuk (k = 1 esetén). Minden ilyen lépésben véges sok sokszoget kell eltavolitani. Belathato, hogy
az igy kapott 0j folt Gsszefiiggs graf.

Tehat a P Osszes elemének megkonstrualasiahoz egy 0tszoghdl vagy hatszoghdl indulunk ki, és en-

nek a modszernek az inverzét alkalmazva megkapjuk az Osszes legfeljebb S hatszoget tartalmazo foltot. O

1.3. A foltok tarolasa

A futasid6é miatt fontos annak eldontése, hogy egy adott kodhoz és hatszogek szdmhoz taldlunk-e
megfeleld foltokat, amelyekbdl Petrie utat tudunk elGallitani. A foltok tarolasa és kodolasa fontos része
az implementacionak.

Konnyen lathato, hogy egyes pszeudo-konvex foltok nem lehetnek fullerén foltok. Ez a Petrie utak
konstrukciojabol kévetkezik. Azon foltok, amelyekben k > 4 és tobb mint ketté nem nulla is megjelenik a
kodolasukban, nem szerepelhetnek mint fullerén foltok. Tehét ezeket a foltokat nem sziikséges tarolnunk
miutédn minden ut6d-foltjukat megszerkesztettiik.

A tobbi foltot egy fa adatszerkezetben taroljuk. A gyokérbdl induld dgakat a hatszogek szaméanak
megfelelGen valasztjuk. Az i-edik szinten 1év6 pontbol indulé élt a hatarat kodjanak i-edik elemének felel-
tetjiikk meg. Minden egyes pontban egy foltlista szerepel, pontosan megadott koédolassal és hatszégeinek
szamaval, amit a gyokértél a pontig eljutva olvashatunk le. Ez alapjan kénnyen eldoénthets, hogy egy
megadott folt kitolthets-e bizonyos szamu hatszoggel.

Példaképpen: ha 20 hatszoget tartalmaz a folt és a hataranak kédja 6, 2, 4, akkor a foltot ugy keressiik
meg, hogy kivalasztjuk a gyokérbdl kiindulé 20. dgat, az els6 szinten 1évs 6. dgat, a masodik szinten 1évo
2. 4gat és a harmadik szinten 1év6 4. agat.

Szamitasok alapjan kideriilt, hogy egy 170 atomot tartalmazé fullerén esetében 11 342 885 darab
jelolt foltot general az algoritmus, ebbdl 9 968 867 darab tartalmaz 6 db Gtszoget.

1.3.1. Tétel. Az dsszesen n darab Gtszéget €s hatszoget tartalmazo pszeudo-konvez foltok konstans mé-

retd tombben tdarolhatéak gy, hogy a sor elemei egész szamok, és eqyikik sem haladja meg n értékét.

Bizonyitds: A spiral algoritmust hasznaljuk. Az 1.2. részhez hasonléan belathato, hogy ez a folt redukalo
algoritmus megfeleld lesz a legalabb egy stop-¢lt tartalmazo pszeudo-konvex foltokra (k > 0). A spiralis
algoritmusnal a folt sokszogeit ugymond ,letekerjik” egy spirdlba. A jletekerést” a jelolt sokszoggel
kezdjiik és az éramutatd jardsédval megegyezs irdnyban tekerjiik le egyesével a sokszogeket. Mivel & > 0,
kovetkezik, hogy a folt legfeljebb p = 5 darab 6tszoget tartalmazhat. Igy a spiral algoritmushoz hasznalt
kodoléas a kovetkezd: csak az 6tszogek helyét jegyezziik meg, ami legfeljebb 5 tarhelyet foglal egy folt
esetén. A folt hatarutjanak kodoldsa pontosan 6 - p darab tarhelyet foglal, és ezen két kod segitségével
a folt egyszerten rekonstrualhato (lasd 1.7. abra).

Nézziik a k = 0 esetet. Ekkor a hatarit teljesen szimmetrikus. Viszont a foltokban megjelens 6 darab

otszog miatt meg kell nézni a folt automorfizmus csoportjanak rendjét. Legyen ez N. Igy a nem izomorf

11
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jelolt foltok szama is N lesz. Ezeket a foltokat ugy kapjuk, hogy a hatarat N darab egymast kovetd 2
fokn csticsat valasztjuk jel6ls csiicsnak. Igy megkapjuk ennek az egy foltnak megfelels Gsszes nem-izomorf
jelolt foltot.

Abban az esetben, ha egy foltnak a rétegében nincs 6tszog, akkor megkaphato egy kisebb foltbol
hatszog rétegek hozzdadasaval. Ez a kisebb folt a kernel. A kernel tartalmaz 6tszogeket a rétegében. Az
eredeti foltnak és a kernelnek ugyanaz az automorfizmus csoport felel meg. Igy elegends tarolni a kernelt
egy tetszGlegesen kijelolt csiicesal, az automorfizmus csoport rendjét és a hozzdadott hatszog rétegek
szamat.

A kernelekre is tudjuk alkalmazni a spiral algoritmust. A kezd$ sokszog legyen egy 6tszog a kernel
rétegébol. A Jetekerést” elvégezve ismét felirhatunk egy kodot. Igy Gsszességében véve egy k = 0 tipusti
folt esetén elegendd tarolni a folt haratutjanak kodoldsat, a hozzdadott hatszog rétegek szamat, az
automorfizmus rendjét és az 6tszogek helyét a spiral algoritmus sorén (az els§ 6tszog mindig az 1-es
helyen szerepel).

Az implementécié soran a kernel jeldls cstiicsanak a kezdd 1-es szamu 6tsz0g csiucséat valasztjuk agy,
hogy a spiralis algoritmus kddolésa lexikografikusan maximaélis legyen. Ezt kanonikus alaknak nevez-
ziik és az Osszes kernelt ilyen alakban taroljuk. Ezen jeloléseknek koszonhetGen hatékonyabb konstrualasi
mobdszert kapunk a k = 0 tipusa foltokra mint az el6z6, 1.2.-es részben.

A k = 0 tipusu foltot, amely legalabb egy O6tszOget tartalmaz a rétegében, szarmaztathatjuk k = 2
tipusu foltbol hozzaadva egy hatszogekbdl allo sort, melynek két vége egy-egy 6tszog, vagy pedig szér-
maztathatjuk egy k = 1 tipusa foltbdl hozzaadva egy réteget, amely hatszdgekbdl és pontosan 1 darab
Otszoghdl all.

Azon k = 0 tipusu foltok amelyek rétege nem tartalmaz Otszoget, kodolhatdak a kernel kodjaval és a

hatszog rétegek szamaval. O
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1.7. dbra. [1]

A hatarut kodja: 4, 2, 3
A spiral kod: 3, 14, 15
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Izomorfizmus tesztelés Fullerének felsorolasa

1.4. Izomorfizmus tesztelés

Az el6z6 fejezetben emlitettiik, hogy 170 atombdl allo fullerénhez 11 342 885 darab foltot készit az
algoritmus. Ezekbdl 1 802 856 946 fullerént épit fel, amibsl 46 088 148 nem izomorf.
A nem izomorf grafok nagy szama miatt lehetetlen Sket mind tarolni. Igy az algoritmusnak gy kellene
miikédnie, hogy egy 4j fullerén generédlasa utan - anélkiil, hogy azt az Osszes addig generélt fullerénnel
Osszehasonlitja - eldonti, hogy erre a fullerénre sziiksége van-e. Emiatt definidljuk a kanonitas kritériu-
mot. Igy a struktirdk minden izomorfizmus csoportjahoz pontosan egy darab kanonikus reprezentans

fullerént general az algoritmus.

1.4.1. Tétel. Létezik n-ben linedris (struktirakénti) kanonitds ellendrzés az adott algoritmussal kapott

fullerénekre.

Bizonyitds: ElGszor tekintsiik azt az esetet, amikor a fullerénbeli Petrie utak els6 két éle e; és e egy
Otszog oldalai. Minden felépitett fullerén esetében el6szor ellendrizziik, hogy a Petrie it, ami alapjan fel
lett épitve, megkonstrualhato-e ilyen e; és e, élekbdl kiindulva. Ha ez nem teljesiil, akkor az j strukttrat
elutasitjuk. Ez az ellen6rzés linearis az ut hosszaban.

A t6bbi esetben a fullerénnek megfeleltetiink egy kodot, amely leirja a generalas torténetét. Ebben
a kodban az els6 szam azt jeloli, hogy milyen hosszu a Petrie at. A mésodik szam leirja, hogy pontosan
milyen tipust az ut: 1-es, ha Jordan-gérbe itrél van szo; 2-es, ha gomb ttrél van szo; és 3-as, ha szendvics
utrol van sz6. A kdod tSbbi része az ut tipusatol fiigg. A kovetkezd bekezdésben a gomb 1t esetét irjuk le

b&vebben. A tobbi eset is hasonldéan kezelhetd.

3. rész

1. 1és2 f\\/’}
A~ '

" L 2.16sz " 7
l"-ll \\", \ ’/ | . ‘ ,‘J _h_nhvege ¥
\ |l . l' “ \ / !
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1.8. abra. [1]

A gomb 1t harom részbdl all (lasd 1.8. abra). Tegyiik fel, hogy az els6 rész legalabb olyan nagy, mint a
harmadik rész. A gomb 1t iranyitott utként van megadva. Tegyiik fel, hogy az elsé élrsl balra fordulunk,
hogy a masodik élen haladjunk végig. A kodban a 3. szam azt jeldli, hogy hény élbdl all az els6 része

az utnak, a 4. szam pedig, hogy hany élbdl all a 3. rész. Az igy kapott kddhoz hozzatessziik az ut elss
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Izomorfizmus tesztelés Fullerének felsorolasa

része altal elkeritett” folt spirdl kédjat, a 3. rész altalal ,elkeritett” folt spiral kodjat és végiil a fullerén
3. foltjanak spiral kodjat.

A fullerén generalas torténet kodjanak megallapitasat kovetGen megprobaljuk megkeresni az Gsszes
lehetséges Petrie utat a fullerénben, melyekre teljesiil, hogy ey és es egy 6tszog két szomszédos éle. Ezen
utak alapjan rekonstrualjuk a fullerént. Legfeljebb 120 darab ilyen kezd6élekbdl kapott Petrie ut 1étezhet.
A kapott fullerénekhez kiilonb6z6 kodok tartoznak. Igy csak azt a fullerént fogadjuk el melynek kodja
lexikografikusan maximaélis. Mivel feltettiik, hogy az els§ élr6l a méasodikra jobbra fordulunk, a koédok
pérjait is meg kell vizsgalnunk.

Mivel legfeljebb 120 Petrie tt van és minden kodbdl linearis idében szarmaztathat6 a neki megfelels

maéasodik kod, a kanonitas ellendrzés linearis lesz a fullerén cstucsainak szamaban. [
Egy fullerén akkor is elutasithaté ha talalunk egy révidebb utat. Ha sem révidebb utat nem talalunk,

sem ugyanilyen hosszi utat egy kisebb tipusindexszel, akkor az egész kodot csak azokndl az utaknal kell

rekonstrualni amelyeknél a hossz és a tipus is ugyanaz mint az eredetié.
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2. fejezet

Rezonans fullerén grafok

Ebben a fejezetben Dong Ye, Zhongbin Qi és Heping Zhang k-rezonéns fullerén grafokra vonatkozo

eredményeit [3] mutatjuk be. Vazoljuk ezen grafok szerkezetét és maximaélis rezonancia tulajdonsagat.

2.1. Fogalmak

Legyen F egy fullerén graf, M pedig az F egy teljes parositasa. Egy C kor az F grafban M-alternald,
ha C élei felvaltva M-beli és nem M-beli élek. Az F' graf diszjunkt hatszogeit tartalmazé H halmaz
rezonans minta, ha F-nek létezik egy M teljes parositasa, melyre a H-beli hatszogek M-alternaloak.
Az F fullerén graf k-rezonans, ha minden i-re (0 < ¢ < k) barmely ¢ darab diszjunkt F-beli hatszog

rezonans mintat képez.
2.1.1. Tétel. Egy fullerén grdf minden hatszége rezondns.

Egy F fullerén graf B toredéke az F' egy részgrafja, amely egy korbdl és a belsejébsl all. A B
toredéket 6tszogiinek nevezziik, ha az Osszes bels§ lapja Otszog. Az F fullerén graf egy B Gtszogi
toredéke maximalis 6tszogi toredék, ha B Osszes szomszédos lapja hatszog. Jelolje v(B) a minimumat

annak, hogy a B-beli 6tszogeknek hany 6tszdg szomszédjuk van.

2.1.1. Lemma. ([4]) Legyen B az F fullerén grdf egy toredéke és W a B hatdrdnak 2 foki csicsainak
halmaza. Ha 0 < |W| < 4, akkor T = F — (V(B)\W) erdd, és teljesiil, hogy

(1) T egy Ko grdf ha |W| = 2;

(2) T egy K13 grdf ha [W| = 3;

(8) |W| = 4 esetén T unidja két Ko grifnak, vagy egy 8 hosszi it, vagy megegyezik a Ty grdffal (lisd
2.1. dbra).

Tekndsbékanak nevezziik azt az 6tszogli B toredéket, amely 6 6tszoget tartalmaz, lasd 2.2.a abra.

2.1.2. Tétel. Legyen F eqy Fao-t6l (ldsd 2.2.b dbra) kilonbozé fullerén grif és B ennek mazimdlis 6t-
52691 toredéke. Ekkor B otszog vagy tekndsbéka.
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Fogalmak Rezonéns fullerén grafok

K, KLJ Y Iy

2.1. sbra. [3]

e e
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!

2.2. gbra. [3]

Legyen {f;|i € Z;} | darab (I > 3) F-beli lap ciklikus sorrendje. Ezen sorrendre teljesiiljon, hogy
két egymast kovets lap f; és fiy1 (i € Z;) metszete pontosan egy €l - e; - és két nem szomszédos lap
pedig diszjunkt. Az R := U;cyz, f; halmazt F-beli soksz6g gytriinek nevezziik ha {e;|i € Z;} parosités
F-ben, és I-t az R sokszog gyirid hosszanak nevezziik, jelolése I[(R). Egy R sokszog gytirit otszog

gytriinek neveziink, ha minden R-beli f; 6tszog, ahol i € Zy(g) (I — 8 eset, lasd 2.3. abra).

2.3. abra. [3]

Legyen R egy Otszog gytrd F-ben, amely az f1, fa2, ... , fi(r) Otszdgekbdl all. R-t az F' graf rész-
grafjaként tekintve R-nek létezik két lapja, amely kiilonbozik minden f; lapjatol (i = 1,2,...,I1(R)).
Feltehetjiik, hogy az R gytri kiils6 és belss hatéarai sorra C' és C’ (lasd 2.3. abra). Ekkor jeldlje s(R) a
C-hez tartozo6 2 foku csticsok szamat és s'(R) a C'-hez tartoz6 2 foku csiicsok szamat. Ezen értékekre
teljesiil, hogy s(R) < s'(R). Ezen kivill s'(R) + s(R) = I(R), s(R) < {@J, s(R) #1és s'(R) # 1.

Legyen 7(F) := min{l(R)|R az F 06tsz0g gytrije}. Paldaul Fyg esetében 7(Fzg) = 5.

2.1.2. Lemma. Bdrmely otszog gydrdt tartalmazo F fullerén grifra teljesil, hogy 5 < 7(F) < 12.
Bizonyitds: Mivel tudjuk, hogy F' pontosan 12 darab 6tszoget tartalmaz, kovetkezik, hogy 7(F) < 12.

Tovabba ha F tartalmaz egy R Otszog gytrtt, melyre [(R) < 4, s(R) és s(R’) tulajdonsagai alapjan,
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A k-rezonéns fullerén grafok szerkezete Rezonéns fullerén grafok

és az alapjan, hogy F nem tartalmaz négyszog lapot, kovetkezik, hogy s(R) = s'(R) = 2. Igy tehat
I(R)=4.A21.1.(1) lemma alapjan F-nek létezik éle, amely Gsszekéti az R gytird C-ben lévs két 2 foku
cstucsot. Ezen él és az R gytri C hataraban 1évé élei egy legfeljebb négyszog lapot képeznek F-ben, ami
ellentmondas. Igy kovetkezik, hogy 7(F) > 5. [

2.1.8. Lemma. Nem létezik F fullerén grdf melyre 7(F) = 7.

2.1.4. Lemma. Egy F fullerén grdf, melyre 7(F) = 11 nem 3-rezondns.

2.2. A k-rezonans fullerén grafok szerkezete

Az el6z6 részben leirt eredmények alapjan azon F' fullerén grafok konstrukciojat irjuk majd le,
melyekre teljesiil, hogy 5 < 7(F) <12, 7(F) # 7, és 7(F') # 11.

Tekintsiik a G* grafot (lasd 2.4. abra). A G* gréaf tiltott részgrafja a 3-rezonans F' fullerén grafnak.
G* harom hatszoge rezondns minta, mivel térolve a harom hatszdget a v izolalt pont lesz. Legyen f az F
fullerén graf egy lapja. A v ¢ f csucs szomszédos az f lappal, ha f hataraban létezik legalabb egy cstcs,

mely szomszédos v-vel. Igy a tiltott részgraf egy graf mely tartalmaz egy pontot és a ponttal szomszédos

Q.0

harom diszjunkt hatszoget.

2.4. abra. [3]

2.2.1. Tétel. Ha F egy 3-rezondns fullerén grdf, akkor |V (F)| <60.

Bizonyitds: Mivel F 3-rezonans, kivetkezik, hogy F nem tartalmaz G* tipusu részgréafot. Igy barmely v €
V(F) csucs szomszédos legalabb egy F-beli 6tszoggel. Mivel a csiucsokhoz injektiv moédon rendeljiik hozzéa

az Otszogek csicsait és F pontosan 12 darab 6tszoget tartalmaz, kovetkezik, hogy |V (F)| < 12x5 = 60. O

Ha az F fullerén graf f 6tszoge nem eleme egy F-beli 6tszog gytriinek, akkor f egy F-beli maximalis
Otszogl toredék eleme. Pontosabban, ha F' egy 3-rezonéans fullerén graf, amely nem tartalmaz 0tszog
gylrdt, akkor a 2.1.2. tétel alapjan F' maximalis 6tszogi toredéke vagy egy Otszog vagy pedig egy
tekndgsbéka.

2.2.1. Lemma. Legyen F fullerén grif, mely nem tartalmaz 6tszég gyirit. Ekkor F akkor és csak akkor
3-rezondns, ha F az Fig fullerén grdf (ldsd 2.5.a dbra) vagy a Cgo fullerén grdf (ldsd 2.5.b dbra), amelyekre

teljesiil, hogy barmely k > 3-ra k-rezondnsak.
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Most tekintsiik azokat az F' fullerén grafokat melyek tartalmaznak 6tszog gytrit. A [3]-ban bebi-
zonyitott lemmakat Gsszefoglalva a kivetkezd eredményeket kapjuk.

1. eset 7(F) = 5 vagy 6:
F akkor és csak akkor 3-rezonans, ha F' megegyezik az Fyg (lasd 2.2.b &bra) vagy az Fsy graffal (lasd
2.6. &bra).

2. eset 7(F) =8
F akkor és csak akkor 3-rezonans, ha F' megegyezik az Fog graffal (lasd 2.7.a 4bra).

3. eset 7(F)=9
F akkor és csak akkor 3-rezonans, ha F' megegyezik az Fi3o graffal (lasd 2.7.b abra).

4. eset 7(F) =10
F akkor és csak akkor 3-rezonans, ha F megegyezik az Fi (lasd 2.8.a &bra) vagy pedig az Fyo gréffal
(lasd 2.8.b abra).

5. eset 7(F) =12
F akkor és csak akkor 3-rezonans, ha F' megegyezik az Fyg graffal (lasd 2.9. abra).

Tehat Osszegezve, a 3-rezonéns F fullerén grafok a felsorolt 9 tipusiak lehetnek. Ezen 9 tipusu grafra

teljesiil, hogy barmely k > 3-ra k-rezonansak. Igy a kovetkezs tételt kapjuk.

2.2.2. Tétel. Egy I fullerén grif akkor és csak akkor 3-rezondns, ha F megegyezik a kovetkezd grifok
egyikével: Fag, Foy, Fag, F3a, Fis, F2s, Fao, Fis, Ceo. Ezen 9 grif mindegyikére teljesiil, hogy k-rezondns
barmely k > 3-ra.

A 2.2.2. tétel alapjan kapjuk a kovetkezst.

2.2.3. Tétel. Az F fullerén grdf akkor és csak akkor 3-rezondns, ha k-rezondns barmely k > 3-ra.

2.5. &bra. [3] a) Fis, b) Ceo
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&

2.6. abra. [3] F24

2.9. abra. [3] F4g
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3. fejezet

Maximalisan rezonans rendszerek

Benzenoid rendszer-nek nevezziik azon kétszeresen Osszefiiggs sikgrafokat melyek belsé lapjai hat-
szogek. Az 1990-es években M. Zheng belatta, hogy a benzenoid rendszerek 3-rezonansak és maximalisan
rezonansak is. Ebben a fejezetben Saihua Liu és Heping Zhang [5] 3-rezonédns rendszerek felépitésével

kapcsolatos eredményeit mutatjuk be.

3.1. Fogalmak

Egy C kor a G gratban M-alternald, ha C élei felvaltva elemei és nem elemei a graf egy M teljes
parositasanak. Egy, a G graf diszjunkt hatszdgeibdl 4ll6 H halmazt rezonans mintanak neveziink,
ha G-ben létezik M teljes parositas, amelyre a H-ban 1év6 hatszogek hatarai M-alternaldéak. A G gra-
fot k-rezonansnak mondjuk, ha barmely ¢ (0 < ¢ < k) darab G-beli diszjunkt hatszogekbdl allo F
halmaz rezonans mintat képez, vagy ezzel ekvivalensen G - F-ben létezik teljes parositds. Egy G graf
maximalisan rezonans, ha minden k-ra (k > 1) k-rezonans.

M. Zheng a kovetkez6 eredményt igazolta.

3.1.1. Tétel. ([6]) Egy benzenoid rendszer akkor és csak akkor 3-rezondns, ha felépithetd k darab spe-
cidlis tipusi (ldsd 2.2. rész) benzenoid rendszerbdl k — 1 Gsszeragasztds mivelettel 1igy, hogy minden

dsszeragasztas esetén az egyedili jelolt élek a ragasztott élek lesznek.

A kovetkez6kben belatjuk, hogy hasonloképpen felépithetSek a benzenoid redszerektdl altalénosabb 3-
rezonans rendszerek is.

Tekinsiink egy zart felszint, azaz egy felszin és a hatdranak unidjat. A zart felszin tartalmazhat
syukakat”, azaz nyilt lemezeket, melyek el lettek tévolitva a felszinrgl. Példaul egy fullerén graf esetében
a ,lyukaknak” az Otszogek felelnek meg. A lyukakat a rezonancia vizsgélat soran nem vessziik figyelembe.

Most tekintsiik a sikbeli grafot (sokszog rendszert), a rendszer végtelen sokszogét tekintsiik ,lyuk-
nak” és zarjuk ki a rezonans mintabol. Igy a kovetkezékben lapnak a graf véges sokszogeit nevezziik.
Definidljuk a G osztalyt, amely a kétszeresen Gsszefiiggs, sikbeli paros grafokat tartalmazza, melyekre
teljesiil, hogy minden lapjuk legalabb hatszog és minden belsé cstcsuk 3 foku, a tébbi csicsuk pedig 2

vagy 3 foku. G tartalmazza az 6sszes benzenoid rendszert.
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G-beli grafok Maximélisan rezonans rendszerek

Egy G-beli G graf 1-rezonans akkor és csak akkor, ha G minden éle eleme egy G-beli teljes parositas-
nak.
ElGszor néhany alapvetd G-beli 3-rezonéns grafot tekintiink, melyek segitségével fel tudjuk majd

épiteni az Gsszes G-beli 3-rezonans grafot.

3.2. G-beli grafok

Bels6 dualisnak azt a D(G) grafot nevezziik, amelyet a G graf dualisabol kapunk a végtelen lapnak
megfelels csics kihagyasaval. D(G) minden lapjanak megfelel egy G-beli bels§ csucs, melynek foka 3, igy
D(G) minden belss lapja haromszog (lasd 3.2.b abra).

3.2.1. Tétel. Legyen G € G. Ekkor G hatdrdn legaldbb 6 darab 2-foki csics van.
Bizonyitds: Legyen ki, ko és ks a G-ben 1évs 2-foki, a G-hataran 1évs 3-foku és a G bels§ 3-foku

csucsainak szama. Legyen n = |V(G)|, m = |E(G)| és f a lapok szama. Ekkor:

n = ki + ko + ks
és
2m:2k1+3(/€2+k3)=3n—k1.

Mivel a G graf hatardnak pontjainak szama k; + ko, kovetkezik

Z Zfz + k1 + ko =2m,
i>6

ahol f; a belsd i-szogek (lapok) szaima G-ben. Ekkor

N 2m + k’l o Zizﬁifi + 2k1 + k2
B 3 B 3 '

Masrészt

f:Zfi+1~

i>6

Most a G-re vonatkoz6 Euler formulat felirvan — m + f = 2, azaz

(Zize ifi + 2k + k2) (ZiZG ifi + k1 + k’g)
3 - 5 + Y fi+1

:27

i>6

azaz

6+ ky — k=Y (6—i)fi <O0.

i>6

Mivel ko > 0, kovetkezik, hogy k1 > 6. O
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3.1. abra. [5]

3.2.1. Kovetkezmény. G € G nem tartalmazza a kivetkezd részgrifokat:

(a) két szomszédos f1, fo lapot, amelyek tartalmazzdk a v csics két kilonbozd szomszédjdt, viszont v-t
nem (ldsd 3.1.a dbra);

(b) hdrom pdronként szomszédos lapot, melyek pdronként vett metszete 1-1 él, melyeknek nincs kozds
végpontjuk (ldsd 3.1.b dbra);

(c) két olyan lapot melyek metszete 1-nél tébb €lt tartalmaz (lisd 3.1.c dbra)

Bizonyitds: Ha a G graf tartalmazné ezen részgrafok egyikét, akkor a H grafot is tartalmazna (lasd 3.1.

abra), viszont H-ban kevesebb mint 6 darab 2-fokud cstics van, ami ellentmond a 3.2.1. tételnek. O

3.2.1. Lemma. Ha a G € G grifban létezik egy belsd csics, melynek mindhdrom szomszédja belsd csics,

akkor G mem 3-rezondns.

Nem szétvalaszthato 3-rezonédns grafnak azon grafokat nevezziik, melyek nem tartalmaznak szét-
valaszté lapokat, azaz nincs benniik olyan lap, melyet kihagyva a grafbél a graf legalabb 2 komponensre
esik szét. Egy f lap a grafban belsé lap, ha minden pontja belsG pont.

A kovetkezd lemmat a késGbbiekben hasznaljuk fel:

3.2.2. Lemma. Legyen G egy G-beli nem szétvdilaszthato 3-rezondns sokszég rendszer. Ha G-nek létezik

belsd lapja, akkor D(G) egy pdratlan szdmi csicsot tartalmazd ,kerék”.

Bizonyitds: Legyen f a G graf bels6 lapja és legyenek f szomszédos lapjai fi1, fa, ..., fom (m > 2)
mint a 3.2.a abran. Tegyiik fel, hogy f N fi = ¢; (1 < i < 2m). Ekkor a 3.2.1.b kovetkezmény alapjan
teljesiil, hogy f; és f; akkor és csak akkor szomszédosak, ha ¢ = j + 1, vagy pedig i, j € {1,2m}. Legyen
v; a V(f;) és V(fit1) metszete, amely nem f-beli. Tegyiik fel, hogy G grafnak létezik ezen lapokon kiviil
egy [’ lapja. Legyen f’ a vi-et tartalmazo lap, amely szomszédos fi-el és fo-vel is. Legyen v = e1 N es.
Ekkor v egy bels6 csiics G-ben, melynek mindhédrom szomszédja bels§ cstics. Ez ellentmondashoz vezet
a 3.2.1. lemma alapjan (mivel feltettiik, hogy G 3-rezonans). Tehat kovetkezik, hogy G lapjai f, f1, fo,

. Jam, azaz D(G) egy péaratlan szamu csticsot tartalmazo ,kerék”. O

Haromszo6g lanc alatt olyan kétszeresen Gsszefiiggs sikgrafot értiink, mely ¢y, to, ... , t, harom-
szogekbdl all ugy, hogy t; és t;-nek (1 <4 < j < n) akkor és csak akkor van kozds éliik, ha teljesiil, hogy
j =i+ 1 (a3.3. dbran lathaté D(G) graf egy haromszog lanc).
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b) D(G)

D(G)

3.3. abra. [5]

3.2.3. Lemma. Legyen G eqy G-beli 8-rezondns nem szétvdlaszthato graf. Ha G-nek nincs belsd lapja,
csak belsd pontja, akkor D(G) hdromszdg lanc, melynek 2 végcsicsa 2-fokd, viszont a tébbi csicsa mind

paratlan foki. D(G) pdros szami hdromszdgbdl dll.

Bizonyitds: G-nek nincs belsé lapja és nem szétvalaszthatd, igy G belsé pontjai egy T fat képeznek.
Valéjaban T egy ut a 3.2.1. lemma alapjan. D(G) haromszog lapjai egy-egy T-beli pontnak felelnek meg,
igy mivel T 1ut, kovetkezik, hogy D(G) haromszog lanc.

Az els6 és az utolsé D(G)-beli haromszogre teljesiil, hogy van egy-egy 2 foku csucsuk. A tbbi D(G)-
beli csics viszont legalabb 3 fokd, mivel minden haromszog, az elsét és az utolsot kivéve, szomszédos 2
masik haromszoggel.

Most belatjuk, hogy D(G) minden cstcsa, kivéve az elsé és az utolsé haromszogbeli 2 foku csucsokat,
paratlan foku. Tegyiik fel, hogy létezik w € V(D(G)), hogy w foka 2m (> 4). Legyen f a w-nek megfelels
lap D(G)-ben és f1, fa, ..., fom az f szomszédos lapjai sorban (lasd 3.4.a &dbra). Mivel G-nek nem létezik
belss lapja, feltehets, hogy fiNfam = 0. A 3.2.1.b kovetkezmeénybdl latszik, hogy f; és f; diszjunktak
minden i # j + 1. G nem tartalmaz szétvilasztéd lapot, ezért f; és f;11 minden i = 1,2, 3, ..., 2m-1
-re szomszédos lapok. Igy U?;"lﬂf egy 2m hosszi P ut. Ekkor G — f; — fa,, tartalmaz egy paratlan
komponenst: f — P. Igy G nem 2-rezonans, ami ellentmondas. Kévetkezik, hogy D(G) minden pontja -

kivéve a végpontokat - paratlan foku.
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1 2 L 2m

3.4. abra. [5]

Jelolje a D(G)-beli haromszogek szaméat h. Ekkor |V (D(G))| = h + 2, ahol a két végpont 2 foku cstcs,
a tobbi viszont paratlan foku. Kovetkezik, hogy G graf cstucsainak fokszam-Gsszege h darab paratlan szam

és két darab 2-es Osszegébdl all. Mivel a fokszamok Gsszege egy grafban paros, kovetkezik, hogy h péros. [J

Egy G grafbeli P utat lancnak neveziink, ha P minden pontja - kivéve a két végpontot - 2 foku, és

a végpontok nem 2 fokuak G-n beliil. A lanc paratlan (paros) ha paratlan (paros) szamu élbgl all.

3.3. 3-rezonans rendszerek felépitése

D-tipusi (dupla lanc) G € G grafon olyan gréafot értiink, mely nem tartalmaz szétvalaszto és belss
lapokat, viszont tartalmaz belss csiucsokat. F-tipusa (virag) G € G grafon olyan grafot értiink, amely
nem tartalmaz szétvalaszto lapokat és tartalmaz belss lapokat. A T-tipusa (fa) grafnak azon grafokat
nevezzik, melyeknek D(G) dudlisa fa, és nem tartalmaznak paros lancokat. Az O-tipusia graf egy paros

kor.

3.3.1. Megjegyzés. Nem léteznek 3-foki csicsok azon részgrafokban, melyeket F-tipusi, D-tipusi vagy

O-tipusi rendszerek belsd pontjai alkotnak.

Legyen G € G. R paros fedése G-nek, ha R olyan feszits részgraf, mely fiiggetlen lapokbol és paratlan
G-beli utakbol all, ahol az utakra teljesiil, hogy minden pontjuk G hatéranak egy 2 foku pontja.

3.3.1. Lemma. Legyen G sikbeli graf és R egy pdros fedés. Ekkor barmely S C R-re S-ben és G — S-ben

15 létezik teljes pdrositas, melynek élei R-beliek.
Ekkor a kovetkezs eredményt kapjuk.

3.3.2. Lemma. Legyen G egy O-tipusiu, F-tipusi vagy D-tipusi rendszer. Ekkor G-nek létezik pdros
fedése.

Bizonyitds:

O-tipus esete: G paros kor. Ebben az esetben a kér mindkét teljes parositdsa 1-1 paros fedést ad.
F-tipus esete: Legyen f a G-graf belsé lapja, amely létezik az F-tipus definici6ja alapjan. Legyenek fi,
fos ooy fom—1, fom az f szomszédos lapjai sorban, gy, hogy két egyméast kdvets szomszédos egymaéssal,
és az utolso szomszédos az elsével is. Ezek a lapok lefedik az f lap Osszes cstcsat és az ezekhez a lapokhoz

tartozo tobbi cstcsot is. Tekintsiik a G — [J;~, foi—1 grafot, ez a graf paratlan utak fiiggetlen unidja,
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azZaz Pg UP4 U... Upgm, ahol Pgi g f2i (]. Szgm)igy {fl, f3, cee f2m—17 P27 P)47 ey Pgm}a,
G egy paros fedése. Hasonloképpen {f2, f4, ..., fom, P1, P3, ..., Pay_1} is paros fedése G-nek, ahol
Pj - (G_U:’;lf%)ﬂfj (]: ]-7 37 72m_1)

a

szainy

szarny

3.5. dbra. [5]

3.6. &bra. [5]

D-tipus esete: Tekintsik D(G)-t. D(G) ty, ta, ..., t2, haromszogekbdl allo haromszog lanc a 3.2.3.
lemma alapjan. Nevezziik sarkanynak a to; 1 Uto; uniot (1 < ¢ < n). Ekkor D(G)-ben pontosan n darab
sarkany van, amelyek paronkénti metszete vagy egy él, vagy egy cstcs, vagy pedig iires halmaz. A k; (1
< 4 < n) sarkanyban 1évs 2 foku cstucsokat nevezziik szarnyaknak (lasd 3.5.a abra). A sarkany masik
két csiicsa 3 foku és a sarkanyt képezd két haromszog kozos élének végpontja. Tekintsiik a k1 sarkinyt, és
legyenek ennek szarnyai a w; és we csicsok. Ezen csticsok egyike eleme a ko sarkdnynak, legyen ez példaul
a wy csucs. Belatjuk, hogy ekkor wy szarnya ko-nek is. Tegyiik fel, hogy nem. Ekkor ws = to N3Nty (lasd
3.5.b abra). Tegyiik fel, hogy to Ntz = €1 = wowh, t3 Nty = e és a t3 haromszog harmadik éle e3. Ekkor
es D(QG) hatarbeli éle, mivel ¢35 legfeljebb kett& haromszoggel hataros, igy w) foka 4. Ami ellentmondés,
mert wh, foka paratlan. Igy belattuk, hogy ws a ky sarkany szérnya is és wo ¢ t4. Ha tekintjiik ko masik
szérnyat - ws - akkor ugyanigy belathato, hogy w3 szérnya ks-nak is. Ezt folytatva minden w; (i = 2, 3,
...) szarnyra belathato, hogy szarnya a k;_; és k; sarkdnyoknak és 3 foku.

Jeldlje a k,, sarkadny masodik szarnyat w,, 1. Mivel egy sarkany két szarnya diszjunkt, kévetkezik, hogy
aW = {wy, wy, ... ,w,y1} halmaz fliggetlen pontokat tartalmaz. Emiatt a W elemeinek megfelels G-

beli lapok egy R diszjunkt lapokat tartalmaz6 halmazt alkotnak. Legyen H = {hy, ha, ... ,h:} azon
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G-beli lapok halmaza, melyek D(G)-beli nem-szérny pontoknak felelnek meg. Legyen u; az a D(G)-beli
csics melynek a h; lap felel meg (1 < i < t). u;-nek paratlan szamu szomszédja van, és ezek a cstcsok
egy P = vivs...v95_1 utat alkotnak. Kell, hogy v; € W. Ha ez nem teljesiilne, akkor vy lenne szarny,
mivel minden D(G)-beli haromsz6ghtz tartozik egy szérny. ve ebben az esetben azon sarkany szérnya
lenne, amely tartalmazza az u; és a vy cstcsokat (amelyek nem szarnyai). Ennek a sarkanynak a mésik
szérnya v}, amely Ggyszintén szomszédos az u; és vy csucsokkal. Mivel D(G) sikgraf, kovetkezik, hogy
vh & {vy, va ...v95_1}. V1, Vg ...V9s_1 szomszédai u;-nek a feltételezésiink szerint, igy ellentmondéasra
jutottunk, azaz v; € W. Tudvan, hogy minden hiromszog eleme egy szdrnynak, vo;_1 € W minden
1 < j < sesetén (lasd 3.6.b abra).

3.7. abra. [5]

{v1, v3 ...v25_1} C W és ezen csticsoknak megfelel6 G-beli lapok az R halmaz egy részhalmazat
alkotjak. Igy G — R komponensei paratlan utak, egy-egy ilyen P; ut egy-egy h;-nek része. Tovabba a P;
csicsai G-ben 2 foku cstucsok. Kovetkezik, hogy RU{Py, Pa, ..., P} paros fedése G-nek. A 3.6.a abran
adott egy példa G paros fedésére, a fedd lapok pontokkal vannak jeldlve. OJ
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3.8. dbra. [5]

Legyenek G és G F-, D- vagy O-tipusu grafok, melyek paros fedése sorra R és Ro. Az R;-beli
(i = 1,2) utak mindegyike tartalmaz teljes parositast. Egy ilyen teljes parositasban szerepls élt a G; graf
M-élének neveziink. Egy paros fedésében szerepls lapot fedd lapnak neveziink, mig azokat a lapokat,
melyek hatara paros fedésbeli utakat tartalmaz nem-fedé lapoknak neveziink. D- vagy F-tipusa G graf
esetén a nem-feds lapoknak paratlan szamu szomszédos lapjuk van.

Definialjuk a Gsszeragasztas és atfedés miveleteket.
G; és G4 grafok Osszeragasztasa az e él mentén (jelolés: G V. Ga) a G és Go grafok Osszeillesztését
jelenti 1-1 altaluk tartalmazott M-él mentén ugy, hogy az Osszeragasztis elvégezte utan ez a két él
egybeesik és az igy létrejott ] (kozos) él lesz az e él (lasd 3.7.a abra).
G1 és G grafok atfedése az f lap mentén (jelolés: G Vy G2) a G és G grafok Gsszeillesztését jelenti 1-1
altaluk tartalmazott nem-fedd lap mentén tgy, hogy az Gsszeillesztés soran a két nem-fedd lap egymésra
keriil és igy az 1uj f lapot képezik. A miivelet elvégzése soran, nem képzddhetnek 3-nal nagyobb foku
csicsok vagy paros lancok (lasd 3.7.b abra).

G és Gy koz0s élét, avagy lapjat Osszeragasztott élnek, avagy atfeds lapnak neveziink.

Legyenek G1, Ga, ... ,G, D-, F- vagy O-tipusu grafok és legyenek az R;-k ezen grafok paros fedései
sorban (1 < i < ). Osszesen r— 1 darab Gsszeragasztas és atfedés mivelettel a Gy, Go, ... , G, grafokbol

felépitiink egy G grafot. Az r — 1 darab operaciot parossaval végezziik el a grafokra gy, hogy a kapott G
graf egy G-beli Osszefiiggs graf legyen. Az itt szerepls G; (1 < i < r) grafokat a G graf szegmenseinek
nevezziik. A G graf felépitése soran, lehetséges, hogy egy szegmensen tObb Osszeragasztas vagy atfedés
miiveletet végziink el (lasd példa: 3.8. 4bra).

Legyen G egy G-beli graf. G egy részgrafjat, mely nem tartalmaz szétvalasztd lapokat nem-szét-
valaszté komponensnek nevezziik. Ezt a részgrafot maximalisnak nevezziik, ha 6t G méas részgrafja
nem tartalmazza. Legyen S a graf csicsainak egy részhalmaza. Ekkor egy G-beli S-lebenynek azt a
grafot nevezziik, melynek csicsai az S-beli pontok és a G — S egy komponensének pontjai. f-lebenynek
nevezziik a V(f)-lebenyt, ahol f G-beli lap.

3.3.1. Tétel. Minden G € G 3-rezondns sokszdg rendszer felépithetd dsszesen r darab F-tipusu, D-tipusi

és O-tipusi 3-rezondns grifbol elvégezve rajtuk v - 1 dsszeragasztds és ditfedés miveletet.
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Bizonyitds: Legyenek a G graf maximélis, nem szétvalaszthaté komponensei G1, Go, ... ,G:. Elég
belatnunk, hogy minden G; (1 < i < t) F-, D- vagy T-tipusu.

t szerinti indukciét alkalmazunk. A ¢ = 1 esetben a tétel trividlisan igaz, mivel G egy 3-rezonéns,
nem szétvalaszthato graf. Feltessziik, hogy az éllitas igaz minden ¢-nél (¢ > 2) kisebb egészre. Tekintsiik
a t esetét. Vélasszunk egy tetszéleges G-beli f nem szétvalaszté lapot. Ekkor minden f-lebeny G-hez

tartozik. Be kell latnunk, hogy minden f-lebeny 3-rezonans.

3.3.1. Allitas. Legyen f barmely G-beli szétvilaszté lap. Ekkor a G-beli, f lapon lévd lancok pdratlanok,

és az f lap 3 foki csicsai pdratlan utakat hatdroznak meg.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy létezik egy P péaros lanc f-en. Mivel f szétvalaszto lap, P két végpontja a
hy és ho diszjunkt lapokhoz tartoznak. hy és ho két kiilonboz6 f-lebenyhez tartozo lapok. Igy G —hy — ho
tartalmaz paratlan komponenst, melyet a P lanc belsé csicsai alkotnak. Ebb6] kdvetkezik, hogy G nem
2-rezonans, ami viszont ellentmondés. Masrészt, tegyiik fel, hogy f-nek paratlan szamu 3 foku csicsa
van egy G’ f-lebenyben. Legyen P’ ezen csicsok altal alkotott pératlan ut f-en. Ekkor G’ — f kom-
ponensei a G — f-nek is komponensei. Mivel G 1-rezonéns, G’ — f paros szamu csticsbol all. De ekkor
G — f1 — fo-nek, ahol f; és fo a graf ket kivalasztott lapja (lasd 3.9. abra), paratlan szamu csticsa van

ebben az f-lebenyben, ami tgyszintén ellentmondas. O

3.9. &bra. [5]

Legyen G’ egy G-beli f-lebeny. Ekkor G’-ben léteznek paros foku csiicsok. Ha ez nem teljesiilne, akkor
G — f-ben létezne paratlan komponens, ami lehetetlen. Legyen P az az f-beli ut, melyet az f lap G’-beli
3 foku cstcsai képeznek, és legyen P két végpontja u és v (lasd 3.10. abra). Ekkor a 3.3.1. allitas alapjan
P egy pératlan 1ut. Allitjuk, hogy G’ 3-rezonans. Ehhez elegend$ megmutatni, hogy egy legfeljebb harom
G'-beli diszjunkt lapbol all6 F halmaz esetén G’ — F minden komponensében létezik teljes parositas.

Legyen H a G’ — F tetsz8leges komponense. Ha f € F, akkor H a G — F-nek is komponense. Mivel G
3-rezonans, kovetkezik, hogy H-ban létezik teljes parositas. Most tegyiik fel, hogy f ¢ F.Ha f—P ¢ H,
akkor H komponense G — F-nek, és igy H-ban létezik teljes parositas. Feltehets, hogy f—P C H. Legyen
M egy G — F-beli teljes parositas. Ha u és v cstcsok koziil csak az egyik - példaul u - van péarositva
az f — P-beli szomszédjaval M-ben, akkor kovetkezik, hogy |V(G)\V(f — (P — u))| péaros, mivel ezek
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3.11. 4bra. [5]

a csucsok F-el vagy M-el fedve vannak. Viszont |V (f — (P — u))| paratlan, igy |V (G’)| is paratlan, ami
ellentmondaés.

Igy mivel |V (G")| péaros, kovetkezik, hogy egy G — F-beli M pérositason beliil u és v cstcsok koziil
vagy mindkettének, vagy egyiknek sem létezik szomszédja f — P-ben. Abban az esetben ha M-ben
u-nak és v-nek is létezik f — P-beli szomszédja, akkor H-ban létezik teljes péarositas, amely unioja
MNEH - (f—(P—u—v)))nek és f — (P —u—v) teljes parositasdnak. Abban az esetben ha M-ben
u-nak és v-nek sem létezik f — P-beli szomszédja, akkor a H-beli teljes parositas M NE(H — (f — P))-nek
és f — P teljes parositasanak az unioja. Igy H-nak létezik teljes parositasa. Tehat az f-lebeny 3-rezonéns.

Most felhasznalhatjuk az indukcios hipotézist. Az f-lebeny maximaélis, nem szétvalaszthaté kompo-
nensei F-, D- vagy T-tipustiak. Igy minden f-lebeny minden maximalis nem szétvalaszthato G; (1 < i < t)
komponense F-, D- vagy T-tipusi.

A fentiek alapjan, a G grafot a G1, Go, ... ,G; grafokbol kapjuk atfedés miveleteket végezve. A

bizonyitéis befejezéséhez a kovetkezsket igazoljuk.

3.3.2. Allitas. Legyen f eqy G-beli szétvdlasztd lap. Ha f egy D-tipusi G;i-beli lap, akkor f nem-fedd
lap G;-ben.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy f a G; graf R; paros fedésének feds lapja a 3.3.2. lemméanak megfelelGen.
Ekkor az f lap megfelel egy D(G;)-beli w szarnynak. Ugyanigy a w-t tartalmazo sarkédny masik szarnya-
nak - w’-nek - megfelel egy f’ G;-beli lap. Legyen hy az f egy szomszédos lapja és H a G — f — hy
azon komponense, amely tartalmazza az f' — hq-et (lasd 3.11. dbra). Ekkor V(H) unidja a G — f — f’

néhany komponense altal tartalmazott pontoknak és a V(f’ — hy)-nek. Mivel G 3-rezonéns, G — f — f’
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komponensei parosak. Tovabba |V (f’ — hy)| paros. Igy |V (H)| is paros és ezenfeliil a G-beli f-hez tartozo
lancok paratlanok. Legyen P; egy f-hez tartoz6 paratlan lanc, melynek egyik végpontja szomszédos egy
H-beli cstccsal, és legyen hy a P; méasik végpontjat tartalmazo lap, amely egy, a hi-et nem tartalmazo
f-lebenyben van. Jelolje H a G — hy — hg azon komponensét, amely tartalmazza H-t. Ekkor |V (H')| =
|V(H)| + |[V(P)] - 1. Igy |[V(H')| paratlan ami ellentmondés, hiszen G 2-rezonans. Igy kovetkezik, hogy
f nem lehet G-beli fedg lap. O

3.3.3. Allitas. Egy F-tipusi G; esetén, legyen S azon G;-beli lapok halmaza, melyek szétvdlaszto lapjai
G-nek. Ekkor S g {fla f37 7f2m—1}} vagy pedlg S g {f25 f47 7f2m}’ ahol f17 f27 7f2m
G-beli lapok, amelyek a G-beli ' lap egymdst kivetd szomszédos lapjai. Az S-beli lapok nem-fedd lapok,

ha a G; pdros fedésének részeként tekintjik dket.

Bizonyitds: Elég belatni, hogy S-ben nincs olyan f; és f; lap, amelyek esetén i és j kiilénb6z6 paritasiak.
Ha létezne S-ben f; és f;, melyekre i és j paritasa kiilonbozs (i < j), feltéve azt is, hogy f; ¢ S minden
i <t < j-re, akkor G — hy — ha — f’-nek lenne egy H péaratlan komponense (hi-et és ho-t ugy valasztjuk,

mint a 3.12. abran). Igy ellentmondasra jutottunk. [J
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3.12. abra. [5]

3.3.4. Allitas. A lap-dtfedés mivelet elvégzése T-tipusi Gi-n és Gj-n tekinthetd osszeragasztds mivelet-

nek.

Bizonyitds: Mivel G; egy G-beli T-tipusi maximalis nem szétvalaszthaté komponens, G; két paros lap
uni6ja melyeknek létezik k6zos e éliik. Legyenek ezek a lapok f; és fo. Ekkor G; = f1 Ve f2, melyben min-
den péros kor O-tipust. Tegyiik fel, hogy G; maximalis nem szétvalaszthaté komponens G-ben, melynek
G;-vel létezik kozos lapja - f1. Ha valamilyen péros fy lapra és eg élre Gj = fo V¢, f1, akkor e és eg az fi
ugyanazon teljes parositdsdhoz tartoznak, mivel G-ben nem létezik paros lanc. Igy G;UG; = foVe, f1Vefo.
Masrészt, fi nem-feds lap Gj-ben a 3.3.1. és 3.3.2. allitasok alapjan. Mivel fi-en nem létezik paros lanc,
e egy M-8l Gj-ben. Ekkor G; UG; = fa Ve G;. A 3.13. dbran két példa lathaté. O

és G; grafokon végzett lap-dtfedés miivelet tekinthets atfedés miiveletnek. Igy ezen allitésok és a 3.3.4.

allitas alapjan a bizonyitast befejeztiik. O
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3.13. abra. [5] a) G1UTI1 UG = G1 Ve GQ; b) GiUTiUTo UG, = Gy Ve, fz Ves G2 ahol T; = fz Ufi+1 (Z = 1,2)

3.4. A G-beli maximalisan rezonans rendszerek

3.4.1. Lemma. Legyen G eqy F-tipusi, D-tipusi vagy O-tipusi sokszég rendszer. Ekkor G k-rezondns
bdrmely k > 3-ra.

Bizonyitds: Ha G egy O-tipust graf, akkor sziikségképpen maximalisan rezonans. Tegyiik fel, hogy a
G graf D- vagy T-tipusa. Ekkor a 3.3.2. lemma alapjan G-nek létezik péaros fedése - R. A maximalis
lapok barmely F' halmazara. Mi valojaban egy erGsebb allitast fogunk belatni: G — F-ben létezik teljes
péarositas, amelyben csak R-beli élek szerepelnek.

Legyen R:={R; € R : R; € F vagy pedig R; szomszédos valamely F-beli lappal}. Ekkor R’ C R és
igy G — R’-ben létezik M teljes parositds, amely élei R-beliek. Ha minden R; € (R'\F)-re E(F)NE(R;)
részhalmaza R; teljes parositasanak, akkor R’ — F-ben létezik teljes parositas - M’. Igy M U M’ olyan
teljes parositasa a G — F-nek, amely csak R-beli éleket tartalmaz.

Be kell még latnunk, hogy E(F) N E(R;) valoban részhalmaza R; teljes parositasianak minden R; €
(R'\F) esetén. Vegyiik észre, hogy minden R-beli ut kiilonb6z6 G-beli belss laphoz tartozik. Igy ha egy
R-beli utnak van kozos pontja F-fel, akkor ez az ut egy F-beli laphoz tartozik. Tegyiik fel, hogy valamely
R; € (R'\F) esetén léteznek olyan f;, f; € F lapok - melyek szomszédosak R;-vel, hogy ezen lapok és az
R; k6z0s élei, e; és eq, két kiilonbozd R;-beli teljes parositashoz tartoznak. Igy R; — e — eo két paratlan
utbol all, legyenek ezek P’ és P”. Ezenfeliil teljesiil, hogy f; és f; diszjunktak. Ekkor P’ és P” hossza
legalabb ketté. Mivel R; nem elvélaszto lap, kovetkezik, hogy vagy P’ pontjai, vagy pedig P” pontjai
G-bels6 pontjai. Az altalanossag megsértése nélkiil feltehets, hogy P’ pontjai G belsS pontjai. Legyen
P = wiws ... wont1 (n > 1) és wpwppr = A N Ry, 1 < 1 < 2n (lasd 3.14. abra). h,.-nek és h,1-nek
wy41-en kivill létezik még egy kozos csicsa vyy1.

Mivel vy 3 foku cstics és R; nem fedi, létezik R; € R, R; # hi, ho, hogy R; fedi vo-t. A 3.3.1. meg-
jegyzés alapjan ez nem lehetséges. Igy kovetkezik, hogy E(F)NE(R;) részhalmaza R; teljes parositasanak
minden R; € (R'\F)-re. O

3.4.2. Lemma. Legyen G (€ G) egy r darab F-tipusi, D-tipusi vagy O-tipusi sokszdg rendszer Ossze-

ragasztdsdval vagy dtfedésével kapott sokszog rendszer. Ekkor G k-rezonds barmilyen k > 3-ra.

Bizonyitds: Legyenek G1, G, ... ,G, a G grafot felépité F-, D- és O-tipusu grafok, és legyenek ezen
grafok péros fedései sorra Ri, Ro ..., R.. Belatjuk, hogy G diszjunkt lapjainak barmely F' halmazara
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G — F-ben létezik teljes parositas, mely élei R;-beliek, ahol ¢ = 1,2, 3, ..., r.

Bizonyitsunk r szerinti indukciéval. Ha r = 1, akkor a bizonyitads megegyezik a 3.4.1. lemma bi-
zonyitasaval. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz minden r-nél kisebb egész szamra. Tekintsiik az r esetet.
Legyen F a G-beli diszjunkt lapok halmaza. Tegyiik fel, hogy G’ a G egy Osszefiiggs részgrafja, G’ unidja
a Gy, Go, ... ,G,._1 grafoknak és G = G’V G,., ahol G’V G, vagy Osszeragasztés vagy atfedés miiveletet
jelent a G; és G,. grafok kozott (i € {1, 2, ... ,r —1}). Legyen F} — G'NF és F» — G, NF.

Elészor tegylik fel, hogy G’ V G, egy Osszeragasztas mivelet és e az Osszeragasztott él. Ekkor e egy
M-él Gyi-ben és G,-ben is. Igy léteznek hy és ho lapok a G; és G, grafokban melyek tartalmazzak az
e élt. Mivel F diszjunkt elemeket tartalmaz, kdvetkezik, hogy hi és ho koziil pontosan egy eleme az
F halmaznak. Tegyiik fel, hogy hy ¢ F. Az indukciés hipotézis alapjan G’ — F-ben létezik M; teljes
parositas, amely csak R;-beli éleket tartalmaz (i € {1, 2, ... ,r—1}). Ekkor e € M;. Masrészt G, — Fb-
ben létezik M, teljes parositas, mely élei R,.-beliek. Ekkor (M7 — {e}) U My a keresett G — F-beli teljes
parositas.

Most tegyiik fel, hogy G’ V G, egy atfedés miivelet és f a kozos lap. Legyenek Py, Ps, ... , P, f-nek
azon utjai, melyeket f G’-beli 3 foku csiicsai képeznek és P, pedig az f lap G,-beli 3 foku cstcsai altal
alkotott ut. Ekkor ezek az utak paratlan utak, mivel minden atfedés miiveletnél képzett kozos lapnak

paratlan szamu szomszédos lapja van G egy F- vagy D-tipust szegmensében.

1. eset: fe F
Az indukciés hipotézis alapjan G’ — Fi-ben és G, — Fy-ben is létezik teljes parositas, legyenek ezek M
és My, amelyek csak R;-beli éleket tartalmaznak (i € {1, 2, ... ,r}). Ekkor M7 UMy a G — F keresett
teljes parositasa.

2.eset: f ¢ F

Mivel f atfedd lap, ezért nem-feds lapja G barmely f-et tartalmazo szegmensének, és nem léteznek G-
beli paros utak f-en. Az indukcios hipotézis alapjan G’ — Fi-ben létezik M teljes parositas, amely csak
R;-beli éleket tartalmaz (i € {1, 2, ... ,r — 1}), melyek P.-re és a G-beli f-en 1évg lancokra korlatozva
a nekik megfelel§ teljes parositast adjak. Szimmetrikusan, G, — Fb-ben is létezik teljes parosités, Ma,
amely csak R,-beli éleket tartalmaz, amelyek P, Ps, ... , Pi-re és G-beli f-en lév§ lancokra korlatozva a
nekik megfeleld teljes parositast adjak. Ekkor (M1 — E(P;))U(M2— E(U,=, __, Pi)) a keresett G — F-beli

teljes parositas. [
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