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1. fejezet

Bevezetés

A sajatértékek ismerete nem csak a matematikdban, hanem a valos életben is fon-
tos, ugyanis sok gyakorlati probléma vezet sajatérték-feladatra: Az = Az, amikor is egy
matrix sajatértékeit és sajatvektorait kell meghatarozni. Ilyenek példaul a differencial-
egyenletek, a szilardtest fizika, a digitalis jel- és képfeldolgozas, a kvantummechanika és
a grafelmélet tudomanyteriiletei, a stabilitasi, rezgési és rezonancia problémak, valamint
pl. a Google is ilyen sajatérték feladatot old meg az internetes oldalak rangsorolésakor.

A sajatértékeket és sajatvektorokat egyrészrél meg lehet hatarozni a jol ismert
det(A — AI) = 0 karakterisztikus egyenlettel, ugyanis a gyokok pontosan A sajatér-
tékei. Ez azonban a gyakorlatban nem hasznélhato, - mert numerikus szempontbél igy
nagyon elénytelen a sajatértékek és sajatvektorok meghatarozasa, - ezért ehelyett ite-
racios modszereket kell alkalmaznunk. Ezeket a sajatérték-meghatarozasi modszereket
két nagy csoportba lehet osztani: a sajatértékeket egyenként, illetve a sajatértékeket

egyszerre kozelits eljarésokra.

o A sajatértékeket egyenként kozelits eljarasokra példa a Rayleigh-hanyados, vagy
a hatvanymodszer (utobbi az abszolut értékben legnagyobb sajatérték és a hozza

tartozo sajatvektor meghatéarozasara alkalmas).

o A sajatértékeket egyszerre kozelits eljarasok koziil a ma méar klasszikusnak szamito
Jacobi-modszer a legegyszeriibb, de csak abban az esetben, ha nem tul nagy a
méatrix (a modszer célja, hogy eljussunk a diag(\; (A)) méatrixhoz, azaz a fGatlon
kiviili elemeket kinullazzuk). Ebbe a csoportba sorolhatok a rangszamcesokkentd

eljarésok is.

A sajatértékek komplex sikon valé elhelyezkedését is ismerjiik, ugyanis tudjuk, hogy
abszolat értékben a matrix egyik sajatértéke sem nagyobb, mint a matrix tetszéleges

norméja. Ezzel maris kapunk egy kort, ami tartalmazza a matrix Osszes sajatértékét. A



Gersgorin-korok azonban még ennél is pontosabb tartoményt tudnak kijelolni a sajat-
értékek elhelyezkedésére.

A szakdolgozatomban métrixok sajatértékeinek meghatarozasaval kapcsolatos prob-
lémak elméleti hatterét vizsgdlom. F§ témam az LR-, valamint a mintdjara késziilt
QR-algoritmus és konvergenciajuk. Igy a fenti, példaként felhozott eljarasokra nem té-
rek ki, csak azért emlitettem Gket, hogy lassuk a sajatértékeket meghatarozo eljarasok
sokféleségét. A dolgozatom elsd részében a késébbiekben sziikséges alapokat ismertetem.
Itt a mar tanultakat roviden Gsszefoglalom és kiegészitem kevésbbé ismert jelolésekkel,
illetve a tovabbiakban nélkiilozhetetlen allitasokkal. A kovetkezs részben az LR- és QR-
algoritmust mutatom be, végiil a ()R-algoritmus valtozatait vizsgalom. A konvergenciat
csak két esetben bizonyitom - ha a sajatértékek abszolut értékben kiillonbozdek, illetve,
ha komplex konjugélt gyokparok vannak, - ugyanis a konvergencia vizsalata a tobbi
esetben meglehet&sen kortilményes és bonyolult.

Dolgozatom alapja a Stewart konyv [1| Eigensystems c. fejezete, azon beliil is kiilo-
nosen hangsilyosak a 15-17. leckék, igy az ott szerepld eredményekre minden tovabbi

jelzés nélkiil hivatkozok.



2. fejezet

Fontos alapismeretek

2.1. Definiciok, egyszeriibb tételek

Ebben a részben olyan, mér tanult definicidkat és tételeket mondok ki, melyek is-
merete nélkiilozhetetlen a tovabbiakban. Ismétlésképpen néhény allitast is kimondok,

amikre a késGbbiekben sziikségiink lesz.

1. Definicié. Egy A mdtriz konjugdlt transzpondltja az A" = AT mdtriz (sok helyen

*-gal is jelolik).

2. Definicié. Az U négyzetes komplex mdtriz unitér mdtriz, ha UU = I, azaz konju-

gdlt transzpondltja egyben inverze is. Valds esetben: U ortogondlis, ha U~! = UT.
2.1. Allitas. Unitér mdtrizok szorzata is unitér.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy A ¢és B unitér matrixok. Ekkor (AB)™!' = B~1A™! =
BfAH = (AB)", azaz AB unitér matrix. ¢

2.2. Allitas.
- Unitér mdtrizok sajdatértékei 1 abszolut értékiek.
- Minden unitér mdtriz minden sordnak és minden oszlopdnak ||.||2-es normdja 1.

- Unitér mdtrizszal szorozva eqy vektor vagy mdtriz ||.||2-es normdja nem vdltozik:
U]z = [[]]2.
- Specidlisan: ortogondlis mdtrizok ||.||2-es normdja 1.

3. Definicié. Az A mdtrizot involutorius mdtriznak nevezzik, ha teljesiil az A?> = I
(A1 = A) Gsszefiiggés.

4. Definicié. A P mdtrizot projektornak vagy vetité-mdtriznak (néhol: idempotens mdt-

riznak) nevezziik, ha P* = P, vagyis a mdtriz minden hatvinya énmaga.
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2.3. Allitas. Minden projektor A = I — 2P alakban involutérius mdtrizot hatdroz meg.
Bizonyitas: (I —2P)(I —2P) =1 —2P —2P +4P?> =1 — 4P +4P=1. ¢

2.4. Allitas. Minden involutorius mdtriz (I — A)/2 alakban meghatdroz egy projektort.
Bizonyitas: (I —A)(I—A)/JA=(I—-A—A+A?)/4= (I -2A+1)/4=(I—A)/2.

5. Definicié. Egy mdtrixz dtloit a kévetkezdképpen szdmozzuk: legyen i a sorindex, j
pedig az oszlopindex. Ekkor az dtloszam eqyenld j—i-vel, tehdt az oszlopindexbdl kivonjuk
a sorindexet. Igy a f6dtle szama 0, a kozvetlendil alatta lévd dtloé -1, a kézvetlendil folitte

lévdé pedig 1.

A kovetkezs jelolések a MATLAB programozasi nyelv parancsai alapjan keriiltek beve-
zetésre a numerikus analizisben. Ezek olyan fliggvények, melyek matrixhoz métrixot

rendelnek:

6. Definicié.

- A triu(A,l) az A mdtriznak azon részét tartja meg, amely az l-edik dtlotol folfelé
helyezkedik el (jobb felsd sarok), a tobbi helyen zérus van.

- A tril(A,l) a matriz l-edik dtldja alatti részt jeloli, beleértve az l-edik dtlot is. A tébbi

atloban zérusok vannak.

[

l-edik

&

l-edik

triu(Al)
trilia,l)

7. Definicio. Az u € R"™ adott vektor esetén az

2uuT

uTu

R(u)=1-—

matrizot az u vektorhoz tartozo Householder-mdtriznak, a vele vald szorzdst pedig Householder-

transzformdcionak vagy Householder-tikrozésnek nevezzik.



2.5. Allitas (Tulajdonsagai:).
R(u) szimmetrikus.
R(u) ortogondlis (a szimmetria miatt ortogonalitds = involutorius, azaz R(u)* =1 ).
- R(u)u =
- R(u)x = x minden u-ra merdleges x esetén.

2.6. Tétel. Legyenck x és y ||.||2-ban azonos hosszisdgi, de kilonbozd vektorok. Ekkor

az
r—Y

2 = yll2

vektorhoz tartozo Householder-transzformdcio az x és y vektorokat eqymdsba tikrézi. A

u =

késdbbiekben ezt igy fogjuk jelolni: R(x — y)x = y.

8. Definici6o. Az I:Héf mennyiséget Rayleigh-hdnyadosnak nevezziik. Fontos szerepet

jatszik a sajdatértékek és sajatvektorok elméletében és szamitastechnikar gyakorlatdaban.

2.2. Hasonlb6sagi transzformaciék, Schur normalformak

Matrixokkal valo szamitasok legalapvetébb technikaja az, hogy a matrixokat egysze-
riibb alakra transzformaljuk, és ezzel leegyszertsitjiik a probléma megoldasat. Ennek
soran fontos, hogy olyan transzforméaciokat hajtsunk végre, amelyek valtozatlanul hagy-
jak azokat a dolgokat, amiket ki szeretnénk szamolni. Sajatarték-feladatoknél az erre

megfelel§ transzforméaciokat hasonlésagi transzforméacioknak nevezziik.

9. Definicié. Legyen S nemszinguldris mdtriz. Ekkor az ST*AS mdtrizra azt mondjuk,
hogy hasonldé az A mdtrizhoz, és az A — S™YAS hozzdrendelést hasonlosdgi transzfor-

mdcionak nevezzik.

Egy tetsz6leges A métrix hasonléségi transzformaltjanak karakterisztikus polinomja

megegyezik az eredeti matrix karakterisztikus polinomjaval:
det(A] — S~ 1AS) det[Sfl()\I —A)S] =

det(S™1) det(A] — A) det(S) " == qet(A — A).

Ebbdl kévetkezik, hogy a hasonloségi transzforméaciok megérzik a sajatértékeket azok
multiplicitasaval egyiitt (mert a sajatértékek a karakterisztikus polinom gyodkei), a sa-
jatvektorokat pedig kiszamithatéo modon transzformaljak. Legyen Ax = Az és u = S~ 1.
Igy (ST'AS)u = \u. Ezért az S~'AS hasonlésagi transzformécié az = jobb oldali sa-
jatvektort S~'z-re alakitja 4t. Hasonléan belathatd, hogy az y” bal oldali sajatvektor
pedig y7'S alakra transzformalodik.



10. Definicié. Legyen U unitér mdtriz. Ekkor az U® AU transzformdcid unitér hason-

losdgi transzformdcio.

2.7. Tétel (Schur). Minden négyzetes (komplex) mdtrixz unitér hasonldsdgi transzfor-
mdcioval felsd haromszéog-alakra hozhatd, azaz ¥V nxn-es A mdtrizhoz 3 nxn-es U unitér

és R felsé hdromszig mdtriz, hogy UMY AU = R. Ezt Schur-normdlformdnak nevezziik.

Bizonyitas: eredeti, [6] alapjan.
Az A matrix rendje szerinti teljes indukcioval bizonyitunk. Ez trivialis n = 1-re. Tegytik
fel, hogy n — 1-re mér belattuk, most szeretnénk n-re is bizonyitni. Legyen \ az n x n-es
A matrix egy sajatértéke, és legyen v a hozzé tartozd sajatvektor. Valasszuk v-t ugy,
hogy ||v||o = 1. Legyen U; egy olyan unitér matrix, melynek els§ oszlopa v. Sok ilyen
matrix létezik, ugyanis vegyiik C" barmelyik olyan ortonormalt bézisat, melynek elsé
tagja v, és Uy olyan métrix legyen, melynek oszlopai a bazis elemei. Ekkor U; felirhato
a kovetkezd alakban:
U, = [ v W ] ;

ahol W az U, almatrixa. Mivel W oszlopai ortogonalisak v-re, WHv = 0. Legyen A; =
U AU,. Ekkor

v Ay o AW
WH Ay WHAW

Alv W= ,

UH
A [
WH

Mivel Av = v, ezért v Av = X és WH Ay = A\WHy = 0. Legyen A = WH AW . Ekkor

A; a kovetkez6 alaku:

Mivel A (n—1) x (n— 1)-es matrix, teljesiil ra az indukcios feltétel, miszerint létezik egy
olyan U, unitér matrix, és egy R fels6 haromszog méatrix, hogy R = U Al,. Definialjuk

U n X n-es matrixot a kovetkezSképpen:

Ekkor U; unitér, és




ami egy fels6 haromszog méatrix. Legyen ez a matrix az R, és U =: U;U; (a 2.1. allitas
alapjan unitér). lgy T = U A U, = UFUF AU U, = UR AU . ¢

R atlojaban az A matrix sajatértékei vannak. Igy, ha megtalaljuk azt az unitér ha-
sonlosagi transzforméciot, ami az A-t fels6 haromszog-alakra hozza, akkor mér ismerjiik
az A matrix sajatértékeit is. Azonban ez nem konstruktiv bizonyitas, mivel abboél indul-
tunk ki, hogy ismeriink egy sajatértéket. Mindemellett ez reményt kelt benniink, hogy
majd tudunk olyan algoritmust késziteni, ami unitér hasonlé matrixok sorozatéaval egy

fels6 haromszog alakhoz konvergal (ez lesz a () R-algoritmus).

Bizonyitas: Householder-tiikrozéssel, [2] alapjan.
Jelolje R(u) a Householder tiikrézé matrixot. Legyen = # e; A egy normalt sajatvek-
tora, ||z]ls = 1 (= ||e1]|2). Ekkor R(x — e1) [z e1] = [e1 2] (2.6. alapjan), azaz az z
vektort ej-be viszi, ej-et pedig x-be. Feltéve, hogy Ax = Ax teljesiil,

R(x —e))AR(x —e1)e; = R(x — e1)Ax = R(z — e1)A\x = AR(x — e1)x = Aey.
—_——

Mivel a Householder-tiikrézés involutorius (lasd 2.5.), azaz megegyezik inverzével, ezért
az el6bb hasonlosagi transzformaciot végeztiink, ahol az elsé oszlop a A-szoroséba ment
at. Ezzel a fels¢ haromszog alak elsé oszlopa, s igy els6 sora is elGallt. Ha az eljarast
folytatjuk az eggyel kisebb méretd jobb alsé blokkra, végiil eljutunk a fels§ hdromszog
alakra. ¢

Valos Schur forma

Filiggetleniil attol, hogy egy matrix valds, a Schur forméja lehet komplex is. Azon-
ban a szamitégépek megjelenésének kezdetén tugy gondoltak, hogy amikor csak lehet,
jobb keriilni a komplex matrixokat (természetesen ma is donthetiink tugy, hogy a valos
aritmetika kényelmesebb, mint a komplex). Szerencsére a Schur forméanak létezik valos

valtozata is.

2.8. Tétel. Legyen A € R™ ™. Ekkor létezik egy olyan U ortogondlis mdtrix, hogy az

UT AU mdtriz felsé blokk-hdromszég alakban jelenik meg:

Tll T12 T13 s le

O T22 T23 [P Tgk

T=UTAU=| 0 0 Ts ... Ty
0 0 0 ... Tw




A diagondlis blokkok vagy 1 x 1-es méretiek - ekkor ezek éppen T wvalds sajdatértékei;
vagy 2 X 2-esek - ebben az esetben T komplex konjugdlt sajdtérték parjait tartalmazzdk.

Ezt a T mdtrizot nevezziik valds Schur fomdnak.

1. Megjegyzés. A 2 x 2-es blokkok a kéovetkezéképpen néznek ki:

(50) = (57)
5« S

Bizonyitas: [1] alapjan. Ezt az alakot a Schur normalformahoz hasonléan bizonyit-
hatjuk, azzal a kiillonbséggel, hogy a sajatértékek konjugalt parjait egyiittesen tavolitjuk
el. Vézlatosan, legyen (u + iv, x + iy) egy komplex sajatpar, igy

Al +iy) = (n+ iv)(z + iy).

Konnyen igazolhato, hogy x és y linearisan fiiggetlenek és

Az y)=(x y>< 3 ”>z<x y) M.

Figyeljiink, hogy M sajatértékeire teljesiiljon p + iv. Legyen

v (R
SRR

az (r y) QR-felbontésa, tehat Vi = (z y)R~'. Igy

VT vT B
(é)A%:(é)A@ymlz
1% RMR™
= €T MR = .
(VJ >( y) ( 0 )

Ebbdl kovetkezik, hogy

Vi RMR™' VAV
AV V) = )
v, 0 VLAV,

Igy A-t atalakitottuk egy valos blokk-haromszog alakra, amelyben a f6 2 x 2-es blokk a
sajatértékek egy komplex konjugalt parjat tartalmazza. Az eljarast folytatva a V.l AV,

matrixra, a kivant alakra jutunk. ¢



2.3. Matrixok fiiggvényei, inverz iteracid

Matrixok fiiggvényei:

Ennek a résznek az ismertetését Stewart 1] nyoméan tessziik.
Sok sajatértékekre kidolgozott algoritmus tgy alakitja at a métrixot, hogy annak sajat-

értékei stratégiailag jobban helyezkedjenek el.

i. Ezek koziil a legegyszertibb transzformacié a koordinata-rendszer kezdépontjanak
eltolasa. Tegyiik fel, hogy Az = Az. Ekkor (A — pul)z = (A — p)z. Igy tehat egy
matrix atlojabol levont p szam a sajatértékeket p-vel fogja eltolni, azaz \; — u

értékiek lesznek, mig az eltolas a sajatvektorokat helyben hagyja.
ii. Az Az = Az egyenletbdl kovetkezik, hogy
APz = A(Az) = Mz = N1

Igy egy matrix négyzetre emelése a sajatértékeket is négyzetre emeli. Altalanos-

sagban véve A sajatértékei A sajatértékeinek k-adik hatvanyai.
iii. Ha f(t) =9 +v:t+ ...+ 7,t" egy polinom, akkor definidlhatjuk a kovetkezot:
fA) =~ol + v A+ ...+ 7, A"
f(A) és z Osszeszorzéasa, majd egyszertisités utan kapjuk:
Az =X e = f(A)z = f(\)z.

Igy, ha A-nak egy polinomjat képezziik, akkor a sajatértékek is eszerint a polinom

szerint valtoznak.

iv. Most tegyiik fel, hogy A nemszingularis és teljesiil az Az = Az. Ekkor A nem lehet
nulla, mivel ellenkez6 esetben z nullvektor lenne (de egy sajatvektor nem lehet
nullvektor), illetve azért, mert a sajatértékek szorzata egyenlé a determinénssal
(detA = H Ai), ami most a feltevés miatt nem lehet zérus. Ebbdl kovetkezik, hogy

A e = "1
Igy egy matrix invertalasakor a matrix sajatértékeinek reciprokait kapjuk.

v. Legyen h(t) = f(t)/g(t) egy racionalis fiiggvény és tegyiik fel, hogy g(A) nemszin-
gularis. Ekkor h(A)-t igy definialhatjuk:

h(A) = g(A) ' f(A).

9



A kapott eredményekbdl kovetkezik, hogy ha Az = Az, akkor

Igy A sajatértékeit a h polinommal transzformaltuk.

vi. Hatvanysorral definialt fliggvényekre is igaz, hogy a sajatértékeket - amennyiben a
konvergencia koron beliilre esnek - az adott hatvanysorral transzformaljak. Ha pél-

daul \ az A matrix egy sajatértéke, akkor a kovetkezs hatvanysor egyik sajatértéke

o 4k

Adet A

€ _Z Ll
k=0

Osszefoglalva: egy matrix tetszéleges fiiggvénye a sajatértékeket a fiiggvény altal transz-

e lesz:

formalja, a sajatvektorokat pedig valtozatlanul hagyja.

Inverz iteracio

Hatvanymodszerrel csak a spektrum (a méatrix sajatértékeinek Osszessége) szélein
léve egyszeres sajatértékeket kereshetjiik eredményesen. Kellene tehat egy olyan mod-
szer, amivel a spektrum belsejében talalhato sajatértékeket is megkereshetjiik.

Az el6z6ek alapjan, hogy a méatrix sajatértékei jobb helyzetbe keriiljenek, transzfor-
maljuk a matrixot eltolassal: A — AI. A legjobb azonban az lesz, ha az eltolast inverzidval
otvozziik, azaz az (A — M)~ !-re alkalmazzuk a hatvanymodszert.

Legyen \ az A matrix egy egyszeres \; sajatértékének kozelitGértéke. Az (A — NI)~?
méatrix sajatértékei .
Ai — A
1

Ahogy A kozelit \i-hez, az /\1%)\ szam végtelenbe tart, mig az — (i # 1) szamok fix

hatarértékekhez kozelitenek. Ebbdl kévetkezik, hogy ahogy A kozelit A-hez, a hatvany-

i=1,2,...,n.

modszer ugy fog egyre gyorsabban kozeliteni a megfelel§ sajatvektorhoz. A modszer
hatasos még abban az esetben is, ha A\ nem tul j6 kozelitése \j-nek.
Ezt a modszert inverz hatvanyiteracionak nevezziik. Ekkor az iteracié egy lépésében

az
Ty = (A —X)"tay,

vektort szamitjuk ki. Az iteracio elénye a gyors konvergencia.
Osszefoglalva: az inverz iteracié a A-hoz legkozelebbi sajatérték és a hozza tartozo sa-
jatvektor meghatarozasara alkalmas modszer, amennyiben nincs tobb ilyen tavolsagra

léve sajatérték.

10



2.4. Fels6 Hessenberg-matrixok

11. Definici6 (Hessenberg-matrixok). Egy n x n-es mdtrizot felsé Hessenberg-mdtriznak
neveziink, ha i > j + 1 esetén h;j = 0.

Egy 5 x 5-0s felsd Hessenberg-mdtrixz a kovetkezd alaki, ahol x-gal jeloljik a tetszdleges

elemeket: _ _
X ok ok x %
X ok ok x %
H=|0 * x x x
0 0 % % x
0 0 * x

Roviden: H felsé Hessenberg-mdtriz, ha triu(H,—1) = H.

2.9. Tétel. Minden mdtrix unitér hasonldsdgi transzformdcioval felsd Hessenberg-alakra
hozhato.

Bizonyitas: [2] alapjan.

Az els6 1épésben legyen uy = tril(A, —1)ey, ||ui||2 = |o1|. A hasonloségi transzforméaciot
az R(tril(A,—1)e; — o1e5) = R(u; — o1e2) Householder-matrixszal végezziik, ahol wu;
elgjelét tgy valasztjuk meg, hogy sign(oi) := —elu; teljesiiljon a numerikusan stabil
elgjelvalasztas miatt. Ekkor R(u; — o1e2)A az els oszlopot ajie; + o1ea-be viszi.

Ha azonban as; = ... = a,; = 0, akkor rogton tovabb is mehetiink a koévetkezd
lépésre, vagy mondhatjuk azt, hogy ebben az esetben az egységmatrix legyen a tiikrozé
matrix.

A szamunkra most érdektelen elemeket x-gal jelolve az elbbi tiikkrozés igy néz ki:

aip k x ok aip *x  x %
aop * *x %k o1 * 3k %
«»—)O
0

Ugyanezzel a tiikr6z6 matrixszal jobbrol szorozva az elsé oszlop méar nem fog valtozni:
R(u;—o1e0)e; = e és el R(uy—o1e5) = el mert R(u; —oyes) elsé sora el és elss oszlopa
e1. Ezzel Ay = R(up —o1e9) AR(up —01€5) els6 oszlopa mar mutatja a Hessenberg-alakot.

A kovetkezo lépésben ez el6bbieket alkalmazzuk A, eggyel kisebb méretd jobb also
blokkjara, tehat us = tril(As, —1)ey, ||us|le = |o2| és a tiikkr6z6 méatrix R(us — oge3). Az

eljarast tovabb folytatva végiil a kivant fels§ Hessenberg-alakra jutunk. ¢
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2. Megjegyzés. Az dsszes tiikrozd mdtrixz 0sszeszorzdsa utdn a teljes unitér transzfor-
mdcié mdtriza olyan, hogy az elsé sora és oszlopa el és e;. Ennek a ténynek kiilon

jelentdsége van az implicit eltoldsos (Q R-mddszernél.

2.10. Allitas. Ha A n x n-es felsé Hessenberg-mdtriz, B n X n-es felsé hdromszig

mdtrixz, akkor AB és BA is felsé Hessenberg-mdtrix.

Bizonyitas: Legyen B = [b;;], bi; = 0, ha i > j. Legyen AB = [¢;;], ahol ¢;; =
SSF 1 awbyy. Hai > k+ 1, akkor ag = 0, és ha k > j, akkor by; = 0. Igy auby; = 0,
kivéve esetleg az @+ < k+ 1 és k < j eseteket. Ha ¢ > 7 + 1, akkor nincs ilyen k, tehat

¢;j = 0. A masik esetet hasonldéan bizonyithatjuk. ¢

2.11. Allitas. Legyenek A, X, H € C™" mdtrizok, és legyen X "AX = H az A mdtriz
olyan hasonldsagi transzformdltja, ami felsé Hessenberg-alaki. Tovdbbd legyen X = QR,
ahol Q1Q = I, azaz irjuk fel X QR-felbontdsdt (ldsd késébb a 3.2. alfejezetben). Ekkor
QT AQ szintén felsé Hessenberg-mdtriz (1asd [9]).

Bizonyitas: H = R'Q7AQR-b6l kovetkezik, hogy Q¥ AQ = RHR™'. Mivel R
fels6 haromszog métrix, az el6z6 allitas alapjan konnyti belatni, hogy RHR™! is felss

Hessenberg-matrix. ¢

12. Definici6. Egy n-edrendd felsé Hessenberg-mdtriz redukdlatlan, ha a1, # 0,
i=1,2,...,n— 1. Azaz eqy redukdlatlan felsé Hessenberg-mdtrixz dtlo alatti elemei

nemnulla elemek.
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3. fejezet

Az LR- és ()QR-algoritmus

3.1. Az LR-algoritmus

Egy n x n-es A := [a;] matrix A = LU (trianguléris) felbontasan az
[ 1 0 0 0_ _ull U12 Uiz ... Uin |

l21 1 0 .. 0 0 U922 U23 ... Uzp

A = l31 132 1 ... 0 0 0 Uzs ... U3p
L lnl lnz lng o1 1L 0 0 0 oo Upn |

alaku elgallitast értjiik, ahol L olyan alsé haromszog matrix, melynek diagonalisaban
csupa 1-esek allnak, U pedig fels6 haromszog matrix. Csak akkor létezik ez a felbontés,
ha az A maétrix bal fels§ aldeterminansai (f6minorai) mind 0-t6l kiilénbozéek.

Az LR-algoritmust Rutishauser vezette be 1954-ben. Az LR jelolés a trianguléris
felbontas két tényezGjére utal (L: also, R: fels§ haromszog alaki), ahol az L a német

Hlinks” mig az R a ,rechts” szavak kezddbetiije.

Az L R-algoritmus:

A=A

fori=1,2,3,...
LU-felbontas: A; = L;R;
Aiy 1 = RiLy

end for ¢

feltéve, hogy az A; = L;R; LU-felbontéas létezik V i-re. Ahogy az el6bb emlitettiik, ennek
egyik elégséges feltétele az, hogy az A; matrixok bal fels§ aldeterminansai mind 0-t6l

kilonbozsek.
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Ez az algoritmus azon a megfigyelésen alapul, hogy az A; = L;R; és Ay = R;L; = Lo Ry
métrixok hasonloak. Ugyanis, L; nemszingularis volta miatt (mert detL; = 1) az A,
matrix felirhat6 a kovetkezg alakban: R, = Ll_l A= Ay = LI_I A; L;. Ebbdl kovetkezik,
hogy A; hasonlé A-hoz Vi =1,2,3,.. .-ra, ugyanis

Aivy = RiLi=L7"A;Li = L' LY Ay L Ly = ... = L7 AL,
ahol
£i :LlLQLZ
Ri= RpRy_1...Ry. (3.1)

A 2. fejezetben pedig lathattuk, hogy hasonlé méatrixok sajatértékei megegyeznek.

3.1. Tétel.
A'=LR; i=1,2,... (3.2)
Bizonyitas:
LiRi=Li 1 LiRiRi 1 =L 1AR; 1=
N~
LioLiiRiaLi 1R \Rio=Li A7 Rio=...=A=A"4
Jelolje A, Ao, ..., A\, az n X n-es A matrix sajatértékeit, és x1, s, ..., x, a megfelel§

sajatvektorokat. Ekkor a kanonikus alak:
AX = XA, (3.3)

ahol X = [z1,29,...,2,] és A = diag(\i, Ag,..., \,). Ha a sajatvektorok linearisan

fiiggetlenek, akkor a belgliik képzett X matrix nemszingularis és (3.3)-bol A kifejezhetd:
A=XAX"1 (3.4)
3.2. Tétel. Ha az A mdtriz sajdtértékei abszolut értékben kilonbozdek, azaz
A1] > [Ao| > ... > || >0,

(= A nemszinguldris madtriz, és X szintén nemszinguldris), tovibbd ha X -nek és
Y = X~ _nek létezik LU -felbontdsa (azaz a bal felsé féminorok 0-t6l kiilonbizdek), ak-
kor az LR-algoritmus konvergens, és az (A;) sorozat hatdrértéke egqy felsé hdaromszig

mdatriz (melynek dtlojaban az A mdtriz sajatértékei dllnak).
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Bizonyitas: [3] alapjan.
Tekintsiik az X és Y matrixok triangularis felbontaséat, amik a feltétel miatt léteznek:
X = LxRx ¢s Y = LyRy. Ekkor az A’ hatvanyt (3.2) mashogy is kiszdmolhatjuk -
(3.4) alapjan:

A" = (XAX Y = XAY = LxRxAN'LyRy = LyRx N'Ly A" A'Uy = V.
N——

Legyen Ly = [t;i], ahol t;; =1 és t;;, = 0, ha j < k. Ekkor

‘ ‘ A\
v = [(2)].

A sajatértékekere tett feltevés miatt

lim N'Ly A~ = 1.

11— 00

Ha tehat E; := A'Ly A" — I, akkor
lim E; = O.
71— 00

Ezek alapjan A i-edik hatvanyat igy irhatjuk tovabb:
vV = LxRX(I + EZ)AZRY - Lx([ + RxElR;(l)RxAlRy - Lx<[ + E)RxAZRY - A,
N——

ahol
lim F; = O.

1—00
Tekintsiik I + F; LU-felbontasat (1étezik, ha i elég nagy): I + F; = LWR®. Ekkor
nyilvanval6, hogy
lim LY = lim R =1,

i—00 17— 00

igy folytatva az i-edik hatvany felirasat:
A=LxLDRORCA'Ry = LiR,,
—_

ahol £;-t és R;-t 14sd fentebb (3.1), ugyanis ezt kapjuk, ha sszehasonlitjuk az A* kordbbi
(3.2) felirasaval. Ebbél kovetkezik, hogy

lzm ﬁz = Lx,

1—00

majd felhasznalva, hogy
A,L'Jr] - ﬁz_lAl;Cl

kapjuk:

lzm Ai+1 = L)_(IAle.
1—00
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Végiil Ly’ X = Ry és (3.4) felhasznéldsaval kapjuk, hogy
——

lim A; = Ly XAX " Ly = RxARY..

11— 00

Lathatjuk, hogy az eredmény tényleg egy felsé haromszog matrix. ¢

A konvergencia sebessége a
A
Ak

mennyiségtdl flige: minél kisebb a ¢ értéke, annal gyorsabb a konvergencia. A konvergen-

=  I1max
1<k<j<n

cia gyorsitasanak érdekében az L R-algoritmust gyakran ugy modositjék, hogy az A, ;
méatrixra vald attérés el6tt egy A; — b; 1 eltolast alkalmaznak, ahol b; egy alkalmasan
valasztott szam, csokkentve ezzel a g értékét.

Mivel az LU-felbontads nem mindig létezik, az LR-algoritmus barmelyik 1épésben
elakadhat. Ezen a probléman tgy lehet segiteni, hogy a felbontés soran részleges f6-
elemkivélasztast végziink. Az igy modositott triangularis felbontas 1étezésének elégséges
feltétele, hogy a szoban forgd matrix regularis. Igy tehat a mddositott LR-algoritmus
egyetlen 1épésben sem akadhat el, ha nemszingularis A matrixbol indulunk ki. A médo-

sitott LR-algoritmusrol bévebben olvashatunk a [3| konyvben.

3.2. A (@QR-algoritmus

Egy A matrix QR-felbontaséan (ortogonalis triangularizaciojan) olyan A = QR fel-
bontést értiink, amikor a triangularis felbontas L alsé haromszog matrixat egy () ortogo-
nalis matrixra cseréljiik, viszont az R fels6 haromszog métrixot tovabbra is megtartjuk

masodik tényezként.

3.3. Tétel. Tetszdleges n x m-es A mdtrixz elddllithato eqy () ortogondlis és eqy R felsd

hdromszog mdatrix szorzataként: A = QR.

Emlékeztets: Az A = LU-felbontas nem biztos, hogy létezik, még abban a speciélis

esetben sem, ha az A métrix nemszingularis. Példaul a kévetkez6 matrix nemszingularis,

)

Az LU-felbontést, ha létezik, tgy tessziik egyértelmtivé, hogy az L matrix diagonalisdéban

még sincs LU-felbontéasa:

az elemeket 1-eseknek valasztjuk (mi mar igy definidltuk a felbontast).

3.4. Tétel. Ha az A mdtrix nemszinguldris, akkor az A = QR felbontds a QQ oszlopainak

és az R sorainak eldjelétdl eltekintve egyértelmii.
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Példaul:

A — air Qiz2 | | 4qu1 12 Tin Tz | | —qu1 412 —Tin T2
a1 G2 ¢21 G2 0 7o —Q21 Q22 0 22
Allapodjunk meg abban, hogy a tovabbiakban az R méatrix diagonalis elemeit pozitiv-

nak valasztjuk. Ekkor mar a felbontas egyértelmd.

Bizonyitas: [3] alapjan.
Tegyiik fel, hogy A = Q1R1 = Q2Ry. Mivel a feltétel szerint A nemszingularis, ezért
0 # detA = det@ detR, amibdl kivetkezik, hogy detR # 0 (definicié szerint QT = Q 71,
fgy det@Q # 0), vagyis U sem szingularis. Atrendezéssel kapjuk, hogy

Q5Q1 = RgRl_l =: B.

Tudjuk, hogy fels§ haromszog matrixok inverze fels6 haromszog matrix, és fels6 harom-
sz0g méatrixok szorzata is fels§ haromszog matrix (bizonyitasa konnyt, hasonlé a 2.10. al-
litas bizonyitasdhoz), ezért B fels6 triangularis matrix. Masrészt BT B = QT Q.Q1Q, =
I, azaz BT = B~!. Ebbdl kovetkezik, hogy B csak diagonalis matrix lehet, azaz B —
diag(by) alaki, ahol by = (b;)~%, 4 = 1,2, ..., n. Igy (b;)? = 1, by = 1. A fentiek
alapjan pedig B~! = B, Q1 = Q3B ¢és R, = BR,. ¢

A @QR-algoritmust Francis vezette be 1961-ben. Az elnevezésben szereplé @ és R
betiik az ortogonélis triangularizacio két tényezGjére utalnak (Q ortogonéalis, R felss

haromszog méatrix). A sajatprobléma megoldéaséara ez az egyik legjobb modszer.

A (QR-algoritmus a kovetkezd rekurziéval adhaté meg:
A=A
fori=1,2,3,...
ortogonalis felbontéas: A; = Q; R;
Ay = R Q;
end for i
Ha A nemszinguléris és R; atlos elemeit pozitivnak valasztjuk, akkor a 3.4. tétel szerint
a @Q; és R; tényez6k egyértelmtien meghatarozottak. Az algoritmus azon az észrevéte-
len alapul, hogy az A; = Q;R; és As = R;(Q; = Qs R, matrixok hasonlbéak, ugyanis
Q1=QT igy Ry = QIA; = A, = Q' A;Q,, és fentebb mar lattuk, hogy hasonlo

méatrixok sajatértékei megegyeznek.

A @QR-algoritmus kiilonosen akkor ajanlott, mikor a sajatértékek legalabb negyede

keresett, pl. az els6 n/4 sajatértéket szeretnénk meghatérozni.
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3.5. Allitas. A QR-algoritmus megérz a kiinduldsi A mdtriz felsé Hessenberg-alakjt.

Bizonyitas: Ha A; = Q; R; fels6 Hessenberg-métrix, akkor - mivel R; fels§ haromszog
matrix - a 2.10. allitas alapjan @Q; fels6 Hessenberg-matrix. Ekkor A;,1 = R;Q); szintén
fels6 Hessenberg-métrix lesz, azaz a () R-algoritmus minden lépésében megmarad a felsd

Hessenberg-alak, ha abbdl indultunk ki. ¢
Amennyiben a matrix sajatértékei kiilonb6z6 abszolut értékiek, és a bal oldali sajatvek-

torok méatrixanak van L U-felbontéasa, akkor az L R-algoritmus bizonyitasdhoz hasonléan

belathato, hogy a QR-algoritmus egy felsé haromszog matrixhoz konvergal (1d. [3]).
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4. fejezet

A ()R-algoritmus valtozatai

Ennek a fejezetnek az ismertetését nagy mértékben Stewart [1] nyomén tessziik.

4.1. Az explicit eltolasos () R-algoritmus

Vizsgaljuk meg a @ R-algoritmust. Mar tudjuk, hogy az A matrixot unitér (valos

esetben ortogonalis) hasonlésagi transzforméciokkal alakitja at a kovetkezSképpen:
Ai—l—l :Qf{Ale, 1= 1,2,3,..., ha Al = A.

Most csak egy 1épést fogunk ebbdl megnézni, ezért elhagyhatjuk az ¢ als6 indexet.
A QR-algoritmus egy iterativ modszer a Schur-normalformara valo redukalasra, ezért

célunk, hogy az utolso sor elsé n—1 elemét minél kisebbé tegyiik. Irjuk fel A-t a kovetkezd

A:(ih) @)
g7 n

Tehat az a célunk, hogy ||g”|ls — 0. Ehhez Q-t tgy probéljuk megvalasztani, hogy

alakban:

redukaljuk ezt a norméat. Amint g lényegében nullava valik (azaz megvan a sajatérték),
folytathatjuk az eljarast a kisebb B maétrixon (ez az eljaras a defldcid). Legyen ¢ a A
sajatértékhez tartozo bal sajatvektor. Vegyiik észre, hogy ha a ¢-t igy valasztjuk, akkor

Q:(Q* q)a

tokéletes lenne. Ebben az esetben ugyanis (Schur-tétel)

Han_ [ @FTAQ. QIAq

Vagyis azonnal tovabbléphetnénk a Q¥ AQ, redukéilasara.
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Pontos sajatvektor hianydban megprobalkozhatunk egy kozelité sajatvektor kisza-
mitasaval, amivel Q-t definidlhatjuk. Ha g kicsi, az el vektor latszik célszertinek az A

egy bal sajatvektoranak kozelitésére. Ekkor g = e,, valasztéssal

[ @0
()

alaka lenne, ahol @), unitér (mert -nak unitérnek kell lennie). Ez azonban nem jo,
mert a QY AQ transzformacio a ¢”-t g7 Q.-ba vinné, aminek a norméja valtozatlan:
197 Q.l|2 = |1g™|]2 (1asd 2.2. allitas). Ehelyett ¢¥-t az inverz iteracio segitségével fogjuk
meghatéarozni. Az eltolast egy egyel6re meg nem hatarozott k-val fogjuk végezni. Oldjuk

meg ¢”-ra a kivetkez6t (mivel egy bal sajatvektort probalunk kozeliteni):
1. ¢"(A—kI)=el

2. ¢=q/llqll2

Igy az alabbi formulat kapjuk a ¢ vektorra:

T -1
i el (A —kI)
= . 4.2
T T lerA = kD) (4.2)

Belatjuk, hogy a QR-algoritmus éppen a fentieknek megfelels (Q. ¢) méatrixot hasz-
nalja. Irjuk fel az eltolt matrix QR-felbontasat:

A—krl =QR.

Ebbdl
Q" = R(A—krI)™

Tudjuk, hogy eI’ R = r,,el. Ezek alapjan pedig kapjuk, hogy:
¢ =l QM = rpel (A —kI)7!

n

éppen a keresett (4.2) vektor (||g|la = 1), és ez éppen a k-hoz legkdzelebbi sajatérték-
hez tart (itt megvalosul az inverz iteracio egy lépése). Ezzel meghataroztunk egy Q-t
(tiikrozéssel mindig felirhato egy olyan @), aminek az utolso oszlopa ¢). Az eltolt méatrix
@ R-felbontasabol kovetkezik, hogy

RQ = Q"(A—rD)Q = Q"AQ — kI.
Tehét a hasonlosagi transzforméciot igy tudjuk elvégezni:
Q7AQ = RQ + k1.
Ezek alapjan meg is van az algoritmus.
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Az explicit eltolasos () R-algoritmus:
A=A
for:=1,2,3,...
valasszunk egy k; eltolast
A; — kil = Q;R;, ahol Q; R; a (QR-felbontas
Aivs = RiQi + kil
end for i

A fentiek szerint pedig latjuk, hogy az eltolasos algoritmusnél is igaz az a tény, hogy

az A; és As matrixok hasonloak. Ugyanis:
A1 —kl = QIRI = Q{{(Al — K}]) =R, =
Ay = RiQ1 + vl = QY (A — kI)Q1 + vI = Q' A1Qy

4.1. Lemma. Ha a k eltolds megegyezik eqy eqyszeres sajatértékkel, azaz k = A, ak-
kor a QQR-algoritmus eqy lépésébdl meghatdrozhatoak a A-hoz tartozo bal és jobb oldali

sajatvektorok.

Bizonyitas: Mivel az A matrix R"*"-es (most valosban bizonyitunk), az A — kI
rangja n — 1. Ha a () R-felbontast Householder-tiikrozésekkel készitjiik, akkor () € R™*™
ortogonalis matrix, igy R rangja n — 1 lesz. Tegytik fel, hogy R utolsé atloeleme zérus,

azaz rn, = 0. Ekkor y” bal oldali sajatvektor, ha y”Q R = 0. Kénnyen ellendrizhets,
<~

hogy R bal sajatvektora el igy a bal sajatvektorra igaz:
y'Q=e, ~ Q" =y
A jobb oldali sajatvektorhoz particiondljuk R-et és annak megfelelGen z-et is:
Ry1 h x
11 1) _o
0 0 )

[tt vegyiik észre, hogy ha a jobb sajatvektor utols6 eleme nulla lenne, akkor R;; in-
vertalhatosaga miatt 1 = 0 kovetkezne. Emiatt az utolsé elemet 1-nek valaszthatjuk.

Kifejezve x1-et az egyenletbdl, kapjuk:
Rnxl = —h ~ Ir = —Rﬁlh.

Ha a @ R-felbontas sordn A-nak valamely kozbiilsé oszlopa linearisan Osszefiiggének
adodna, akkor ezt az utols6é helyre mozdithatjuk. De konnyen meggy6zdhetiink rola,

hogy ez érdemben nem befolyasolja a fenti gondolatmenetiinket. ¢
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Most vizsgaljuk meg az algoritmus konvergencia tulajdonsagait. Globéalis konver-
genciat csak nagyon specialis esetekben tudunk megallapitani, igy most csak lokalis

konvergencia bizonyitékot adunk.

Stewart felismerése alapjan bevezethetjiik az aldbbi tételt:

4.2. Tétel. A QR-algoritmus végrehagtdsa sordn a k-adik lépésben legyen qif = el QF.

Ekkor fix k eltolds esetén

g = en (A1 — KI) " Q1Qs - - Qry, (4.3)

ami a hasonlosdagi transzformdlt mdtrixra nézve az tnverz iterdcio k-adik sajdtvektor

kozelitése (itt az egyenldség csak irdnyban értendd).

Bizonyitas: Tudjuk, hogy ¢/ = eX(A; — kI)~!. Hasznéljuk fel, hogy As = Q7 A,Q;.
Ekkor a ¢¥-t igy frhatjuk fel:

g = el (Ay — k)P =€l QT (AL — kD)7T'Q1 = qff (A1 —kI)T'Qy = el (A — kI)2Q,.
N —~—

Most alkalmazzunk A-ra egy hasonlosagi transzforméaciot: X ~1AX. Tudjuk, hogy ha v*
az A egy bal oldali sajatvektora, akkor a hasonlosagi transzformécio soran ez igy valtozik
meg: v7 X (lasd a 9. definicié utan). Ez alapjan az el6bbi eredményiink az Ay = Q¥ A,Q,
maétrixszal készitett inverz iteracioé vektora.

Most nézziik a k-adik esetet. Tudjuk, hogy ¢ = el (A —rI)~'. Ezt igy lehet tovabb

irni a fentiek alapjan:
g = en Qi (Apmr — KID)7'Qpor = gy (Apmy — 6I) 7' Qrr =

= GZ(Ak—l — HI)_2Qk_1 =...= GZ(Al — I{I)_leQQ Ce Qk—l-

Ez pedig éppen az A; matrixszal végzett inverz iteracié k-adik vektora a hasonloséigi

transzforméacio utan.4

1. Kovetkezmény. Abszolit értékben eqyszeres gyokik esetén az inverz iterdcio alapjdn

a Q) R-algoritmus konvergens lesz.

3. Megjegyzés. Ha a k eltolds mindig ugyanaz, akkor a konvergencia-sebesség csak

linedris.

A tovabbiakban az algoritmus egy 1épését vizsgaljuk, ezért hagyjuk el megint az alsé

indexet.
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Az A maétrix fentebbi alakja alapjan a kovetkezd particionélt alakot irhatjuk le:

_(B=wl h N\ [P F\[Sp)_
w= (P 0 ) (B ) (50 )een

Irjuk fel az algoritmus soron kovetkezé matrixat is: A= RQ+~kI. Ekkor az A—kl = RQ

particionalt alakja:

A ([ B—kI h S p P f\ _
= (P )35 ) eme s

Egy korlatot szeretnénk adni ||g||o-ra a ||g||2-val kifejezve, méghozza tgy, hogy ez egy
fels6 korlat legyen.

Mivel @ unitér, az utolso soranak és oszlopanak a norméja egy kell, hogy legyen. Igy
lellz+7* =[Ifle+7 =1 = |lell2= /]l (4.6)

A kovetkezs 1épésben azt szeretnénk megmutatni, hogy e kicsi, ha ¢ kicsi. Az els§
particionalt formabol (4.4) szamolva g¥ = e S. Ha feltételezziik, hogy S nemszingularis

és azt mondjuk, hogy ||S™!||2 = o, akkor
e =g"s7h = Jlellz < allgll2- (4.7)

Sziikségiink van r egy korlatjara is. Ha kihasznaljuk, hogy @ unitér, azaz az els parti-

cionélt alakot balrol szorozzuk Q-val, akkor a kovetkezd alakot kapjuk:

PH ¢ B—krklI h (S

i g W—K 0 r )’
ebbdl pedig r = fHh + 7(u — k). (4.6)-bol és (4.7)-bsl , valamint abboél a ténybdl, hogy
72 < 1= |7| < 1, kivetkezik, hogy

[Irll2 < allgllal[A]l2 + |1 = &l (4.8)

A mésodik particionélt felirdsbol (4.5) szamolva g = ref. A két felsé korlatot -
(4.7) és (4.8) - felhasznélva

191l2 < o?[|R[l2lg][3 + o i = &lllgll2
adodik. Visszairva az alsé indexeket, kapjuk:
lgi+1llz < oFlRillallgil |5 + oilii — Killlgille-

Ez a felsg korlat az sugallja, hogy k; = p;-t kellene valasztanunk (ahol p; = ap,),

hogy a jobb oldal masodik tagjat nullaval tegyiik egyenlévé. Ekkor ezt kapjuk:
i1l < oF[1 il gl - (4.9)
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Ezt a k = p eltolast Rayleigh eltoldsnak nevezziik, mert p az e, vektorhoz tartozo

Rayleigh-hanyados. Ugyanis

677.: == annega
0 ... 0 l|anm
ahol el kozelits sajatvektor. Ekkor pedig z = e, valasztassal a Rayleigh-hanyados:
”;TT—A; = a,, = i, ami nem mas, mint a sajatérték kozelitése.

A modszer konvergencidjanak vizsgalatahoz tegyiik fel, hogy
o> |IS7Ml2 s = [lhille.

A masodik feltevés mindig teljesiil n = || A||2-ra, az els6 pedig ésszert, ha egy egyszeres
A sajatértékhez konvergalunk. Ekkor a k; eltolasok A-hoz kozelitenek és S; az A — A\ R-
tényezdjének f6 alméatrixahoz konvergal. Tovabba, mivel A egyszeres, .S; inverzére adunk

felss korlatot. Ezek alapjan a kovetkezéképpen irhatjuk at (4.9)-et :

l1gi1ll2 < no?|lgill3-
Most tegyiik fel, hogy eljutottunk addig a pontig, ahol
no?||gil| < 1. (4.10)

Ekkor még tovabb becsiilhetjiik (4.9)-et:

llgisill2 < o llgill2)llgill < llgill2-

A kovetkezd iteracional ezt kapjuk:

llgivall2 < (0 [lgill2)*llgill2,

és altalanossagban vége:
1gisll2 < (n0®[1gill2)’[1gill2.

Mivel g; nulldhoz tart, az explicit eltolasos () R-algoritmus konvergens.

A fenti levezetésbdl kovetkezik, hogy az explicit eltolasos () R-algoritmus valds, egy-
szeres sajatérték esetén konvergens, ha abszolit értékben egy sajatérték van az eltolasi
paraméterhez a legkozelebb. (4.10) teljesiilése esetén érkeziink el arra a pontra, amikor
ratérhetiink a Rayleigh eltolasra. Ekkor méar kvadratikus a konvergencia.

Itt megjegyezziik, hogy komplex konjugélt gyokpar esetén (mivel ilyenkor az inverz

iteraci6 oszcillal) kiilon eljarast kell alkalmazni, amit késébb ismertetiink.
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A konvergens ismétlédések kielégitik a kovetkezdt:

gisl] < (no?)|lgill3.

Az ilyen jellegii konvergenciat kvadratikusnak nevezziik, és ez nagyon gyors. Ha példaul
no? =1 és ||go|l2 = 0, 1, akkor a soron kivetkezd iteraciokra a felsé korlatok:
lgill2 < 1072, [|galls < 107, [|gs]|2 < 107, [|gal]2 < 10717,

4. Megjegyzés. Ha A hermitikus, azaz A = A akkor a konvergencia sebesség még

nagyobb lesz.
Ebben az esetben g; = h;, és n-t vehetiik n = ||g;||o-nak, igy

lgisall < o?[lgill5.

Ha o =1 és ||go]| =0, 1, akkor az iteraciok felss korlatai: 1073107, 10727, ... Az ilyen
fajta konvergenciat kobos vagy harmadrendi konvergencia sebességnek nevezziik.

A levezetések alapjan kimondhatjuk az alabbi tételt:

4.3. Tétel. Egyszeres sajdtérték esetén a Rayleigh eltoldsos QQ R-algoritmus konvergen-

cia sebessége mdasodrendi, és ha a mdtrix még hermitikus is, akkor harmadrendi.

Az algoritmus kitting konvergencia tulajdonsagokkal rendelkezik. Azonban problé-
mat jelent, hogy megkoveteli az A; matrixok () R-felbontasanak kiszamitésast. Ez teljes
matrixok esetén O(n*) miveletigényti algoritmushoz vezet. (Mindig fontos, hogy egy
algoritmus stabil, megbizhat6 és minél gyorsabb legyen.) Egy masik probléma a valos
maétrixokkal kapcsolatos. Mivel az explicit eltolédsos () R-algoritmus egy x eltolassal el-
latott inverz iteracio alkalmazésa, elkeriilhetetlen, hogy x a keresett sajatértékhez kozel
essen. Ha azonban ez a sajatérték komplex, akkor komplex eltolast kell alkalmaznunk,
ekkor pedig A; komplex matrix lesz és az algoritmus alkalmazasa t6bb, mint kétszer
annyi eréfeszitéssel fog jarni. Raadésul a kerekitési hibak miatt a sajatértékek nem pon-

tos konjugélt parokban fognak megjelenni.

5. Megjegyzés. Az elsd problémdra megolddst jelenthet, hogy a mdtrizot az algoritmus
elvégzése eldtt felsd Hessenberg-alakra hozzuk, amelyet kénnyi tényezdkre bontani és ez
az alak végig valtozatlan marad (3.5. dllitds). A mdsodik problémdt a valds Schur forma

kiszamitdsdval kiiszobolhetjik ka.
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4.2. (R-algoritmus Hessenberg-matrixokra

Ha el tudjuk fogadni a komplex aritmetikit, megfelels algoritmus all a rendelkezé-
siinkre egy altalanos matrix Schur normélformajanak kiszamitasara. Elgszor is redu-
kaljuk a matrixot Hessenberg-alakura, majd alkalmazzuk a ()R-algoritmust Rayleigh
eltolasokkal. Tipikus esetben az algoritmus csak néhany lépés utan kezd el konvergalni.
Amint a,,_; elég kicsi szimma valik, nullanak vessziik, és folytathatjuk ugy az algo-
ritmust, hogy a,_1.,—1-et hasznéaljuk eltolasként (deflacios lépéssel eggyel csokkentjiik a
méatrix méretét). Mikozben a jelenlegi eltolas melletti szubdiagonalis elem kvadratiku-
san konvergél a nulldhoz, a t6bbi 4tlo alatti elem is szép lassan a nulldhoz tart. (Ez még
az eltolas nélkiili () R-algoritmus és a hatvanymodszer kozotti kapesolatbol kovetkezik.)
Kovetkezésképpen, a deflacidk soran minél feljebb tartunk a métrixban, annal kevesebb
iteracio sziikséges egy sajatérték megtalalasahoz.

Tegyiik fel, hogy a métrixot méar a kdvetkezs forméra redukéltuk:

a a

e 2

a a a a
a a a a a a

Q
Q

a a

Q
Q

S|

a a a a

O O OO0 O O & 2
o O OO O Q2
o O OO 2

a
0

0 0 a a
0 00 a

o O O

igy méar harom sajatértéket megtalaltunk és még 6t kell. A kovetkezd QR 1épés négy
transzforméaciot hataroz meg. Az, hogy hogyan alkalmazzuk ezeket a matrixra, attol
fiigg, hogy a Schur normélformat (2.7. tétel) szeretnénk kiszamitani, vagy csak A sa-
jatértékeit akarjuk meghatarozni. Ha egy Schur normalformat szeretnénk kiszamitani,
akkor az egész méatrixon alkalmaznunk kell a transzforméciokat - vagy legalabbis a vo-
nal f6l6tti elemeken. Ha azonban csak a sajatértékekre vagyunk kivancsiak, akkor csak

a legelsd, legfontosabb almatrixszal kell dolgoznunk:

S

a a ala a a

Q

a a a|ja a a

Q
S|
S|
S
IS
IS

O O OO O O 2 9
o O oo O Q2
o O oo 2
o O o2 2
o O o2 2

IS

IS
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A Schur normalformébél sajatvektorokat tudunk kiszamitani. Hogy egy A sajatér-

tékhez a megfelel§ sajatvektort ki tudjuk szamitani, osszuk fel a Schur format, hogy

A A T 1\ x
0 A22 i) ) ’

ahol A legyen az A;; utols6é diagonaleleme, és Ay minden diagonéleleme kiilonbozzon

felfedjiik a sajatértéket:

ett6l. Ekkor igy irhato fel a métrixunk:

!

B
0
0

S > O
ST

Irjuk at az Az = \x egyenletet igy: (A — Al )z = 0. Ez az el6bbi métrix alakkal felirva:

B -\ c D 1
0 A=A el xy | =0, (4.11)
0 0 F—-X x3

mert F' — Al invertalhato. Alulrol felfele haladva az utolsé blokk-egyenletet megoldva
kapjuk, hogy x3 = 0. Ezek alapjan végiil erre az egyenletre jutunk:

B ¢ D w w
0 X ef 1 = A 1 . (4.12)
0O 0 F 0 0

Ebbdl Bw + ¢ = Aw, azaz (B — Al) = —c. Ezt a fels6 haromszog rendszert meg tudjuk

oldani w-re, igy az eredeti métrix sajatvektorat ezek alapjan a kovetkezs adja meg:
r=U|1 |, (4.13)

ahol U a fels6 Hessenberg-alakra hozasnal hasznalt unitér métrix. A késébbiekben latni
fogjuk, hogyan tudjuk ezt a matrixot meghatarozni.
Ez az eljaras kicsit kockdzatosnak tiinhet, ha A-nak tobbszoros sajatértékei is van-

nak, mivel ilyenkor A B atlojaban is megjelenhet.

4.3. Az implicit eltolasos () R-algoritmus

Az el6bbiekben leirt algoritmus j6 modszer egy altalanos komplex méatrix sajatérté-
keinek és sajatvektorainak kiszamitasara. Valos matrixok esetén azonban megoldhato,

hogy a métrix valdés Schur forméjat valos aritmetikaval szamoljuk ki.
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Sajatérték-problémak megoldéasa esetén alapvetGen redukalatlan fels6 Hessenberg-
matroxokkal van dolgunk. Ha egy maétrix redukalt, akkor példaul a kévetkezs formét

veszi fel:

o O O O %
oS O O O %
*

*

*

*

0 x =%

Ebben az esetben a probléma két részre oszlik - a fenti dbra szerint egy 2 x 2-es és egy
4 X 4-es problémara.
Redukalatlan Hessenberg-matrixok esetén a redukélast érinté legalapvetébb tény a

kovetkezd:

4.4. Allitas. Legyen A € R™™. Ha QTAQ = H, ahol Q ortogondlis és H redukdlat-
lan felsd Hessenberg-mdtriz, akkor @) elsé oszlopa egyértelmiien meghatdrozza Q és H

matrizokat.

Az allitas feltételében pont egy korabbi tételiink van megfogalmazva, miszerint minden
méatrix unitér (valésban ortogonalis) hasonlosagi transzformécioval felss Hessenberg-

alakra hozhato. Ekkor H sajatértékei megegyeznek A sajatértékeivel.

Bizonyitas: Az Arnoldi-mddszerrel bizonyitunk. Rendezziik 4t az allitasban szerepld

egyenletet:
AQ = QH, (4.14)

majd pedig irjuk fel a kovetkezs formaban:

hir hia his
hor haa has ...
A(Ql q2 g3 ) = (Q1 g2 Q3 ) . (4-15>

0 hsy hss

Igy most ¢; meghatarozza hi;-et, ugyanis hy; = qf Aqy. (4.15) els6 oszlopat kiszamolva
azt latjuk, hogy
Aqr = hiiqr + haago,

amibdl dtrendezéssel a kovetkezét kapjuk:

_ Aq — hnq

q2
ho1
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ahol hoj-et a ||q||2 = 1 feltétel hatarozza meg (a 2.2. allitas miatt). Mivel H redukalatlan,
hoy-nek sziikségszertien nemnulldnak kell lennie. Rendelkezésiinkre 4ll hyy = qf Agy és
has = g3 Ags is (tehét ezek is meghatarozhatéak ¢ segitségével), igy (4.15) mésodik
oszlopa:

Aqz = hiaq1 + haaga + h32qs,
amibdl atrendezéssel

_ Aqs — h12gh — ha2qo
h3s ’

ahol h3s nemnulla normalizacios allando. Altalanossdgban véve

q3

hi,j—l = q;‘Fqu_l, 1=1,2,...,57—1, (4.16)

és

7—1
Agj1 — Z hij-1i
_ i=1

gi = (4.17)
’ hjj—1
Igy ¢1 ismeretében ki tudjuk szamitani Q-t és H-t is. ¢
Arnoldi-moédszer
Ez a Krilov-bdzis vektorainak - z, Az, A%z, ..., ahol x # 0 tetszéleges indul6 vektor

- Gram-Schmidt ortogonalizécidja. Az Arnoldi-modszernél ennek alapjan ¢ = x/||z||2
legyen az induld vektor, és tegyiik fel, hogy méar elkészitettiink j — 1 db ortonormaélt vek-
tort, melyeket egy matrixba rendeziink: Q@ = [¢1 ¢ ... ¢j_1]. A kovetkezs vektort

ugy keészitjiik, hogy az Ag,;_, vektort ortogonalizaljuk a meglévskre:

hij1q; = (I = QQ")Ag; 1, (4.18)

ahol h;;_1 a vetités eredményeként kapott vektor ||.||2-ja, mert ¢; normalt. Kissé atirva

az egyenletet kapjuk, hogy
AQ = QH + hj7j,1Qj€?_1.

QT-tal val6 balrél szorzas utan az egyenletiink QT AQ = H lesz, amibd] atrendezés utan
éppen (4.14)-et kapjuk. Lathatjuk, hogy az Arnoldi-modszer is egy olyan ortogonélis

transzforméciot szolgaltat, amivel Hessenberg-alakra hozhatunk.

Térjlink vissza az allitasunkhoz. Mivel az Ag;_i-et a korabbi ¢; vektorokkal ortogo-

nalizaltuk, az algoritmus az ortogonalis polinomok létrehozasanak rekurziojat is felidézi.
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Azonban ha A szimmetrikus, akkor QT AQ is az, és igy tridiagonalis is. Ekkor a (4.17)-es

rekurzio a kovetkezSképpen egyszertsithetd le:

_ AQj—1 - hj—l,j—le—l - hj—2,j—1Qj—2

& hjj—

Az elébbiekben lattuk, hogy az Arnoldi-sémat a ¢; indité vektor egyértelmiien meg-
hatarozza, igy a tobbi adatot rogziteni lehet vele. Ez alapjan az implicit eltolasos )R-
algoritmus lényege az, hogy elGszér meghatarozzuk a ¢; vektort, és csak utana hozzuk
Hessenberg-alakra a matrixot.

Az indulé vektort az eltolt matrix els§ oszlopabol vessziik: ¢ = (A — kl)ey, és
ezzel a q, vektorral készitjiikk el az elsé hasonlosagi transzformaciot. A Householder-
tiikrozésekben az ortogondlis matrix olyan, hogy elsé sora el | elsé oszlopa e1: Qe; = ey,

el'Q = ef'. Ez a késobbiekben arra lesz jo, hogy valos transzformaciokon keresztiil is

megvalosithato legyen a dupla eltolédsos ) R-algoritmus.

4.4. Az implicit dupla eltolasos () R-algoritmus

Most egy olyan megoldést vizsgalunk, amivel valos Schur forma kiszamitasa esetén
el tudjuk keriilni a komplex aritmetikit, ha A egy valés Hessenberg-matrix. A modszer

lényege az, hogy két komplex konjugalt eltolast végziink el egyszerre.

Az implicit dupla eltolasos () R-algoritmus direkt valtozata:

A=A
for:=1,2,3,...
1. A, —kl =Q;R;
Aot = QILAQ
2. Aipr — Rl = Qi1 Riyy
Ao = Q21 A11Qi
end for i

Vizsgaljuk meg ezt az algoritmust. ElGszor is nézziik az alabbi két 1épést:
LA =kl =Ry, Ay =Q{A4Q,

2. Ay — Rl = QoRy, Az = QY A2Qs.
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Azt allitjuk, hogy Q = Q1Q5 esetén As = QT A,Q valos. Ehhez eldszor is vegyiik észre,
hogy a

(A — RI)(Ay — k) = A2 — 29R(K) Ay + |K|*T
matrix valés. Ugyanakkor azonban az algoritmus felirasdnak felhasznalasaval

(Al — EI)(Al - KJI) = (Al - RI)QlRl =

Q:1Q7 (A1 — RI)Q1 Ry = Q1(Az — RI)Ry = (Q1Q2)(R2Ry).
Igy Q = Q1Q, éppen az (A, — RI)(A; — k1) matrix QR-felbontasanak Q tényezdje, és
ebbdl eredGen valos.

Igy ha a Q R-algoritmus két lépését komplex konjugélt eltolasokkal végezziik, az ered-
mény névlegesen valds lesz. A gyakorlatban azonban a kerekitési hiba miatt komplex
matrixot fogunk kapni, méghozza olyat, amelyben a szdmok nagy képzetes Osszetevét is
tartalmazhatnak ([1]). Szerencsére létezik indirekt szamitasi mod @ és Az kiszamitasara

anélkiil, hogy As-t alkalmazni kellene.

Nézziik a kovetkezd algoritmust (implicit eltolas)

1. Szamitsuk ki @) els6 g oszlopat

2. Legyen G olyan ortogonalis matrix, melyre Ge; = ¢

3. Legyen B = GTAG

4. Ortogonalis hasonlésagi transzformécioval hozzuk B-t Hessenberg-alakra,

azaz talaljunk olyan U-t, hogy H = U? BU Hessenberg-matrix legyen

A G maétrixot most egy tiikr6z8 matrixszal valositsuk meg: G := R(q — e1), ugyanis
err6l mar tudjuk, hogy R(q — e1)e; = ¢. Az U matrix megtalalasahoz hasznaljuk fel az

[1] kényvben leirt alabbi MATLAB algoritmusokat:

Hessenberg-alakra hozas Householder-tiikrozésekkel:

U:=1

for k=1,2,3,....,n—1
housegen(Alk + 1 :n, k|, u, Alk + 1, k])

v =ul x Alk+1:n,k+1:n]
Alk+1:nk+1:n]=Ak+1:nk+1:n]—ux*xo?
v=A[l:nk+1:n|*u
All:nk+1:n]=Al:nk+1:n]—v*ul
v=U[l:nk+1:n]*xu
Ul:n,k+1:n]=U[l:nk+1:n]—v*ul

end for k
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Ha a Householder-transzformaciot ugy vezetjiik be, hogy H = I —uu”, ahol ||u||y = /2,
akkor a housegen algoritmus adott x-hez megkeresi a Householder-matrix u tiikrozé vek-

torat oly modon, hogy ||u||; = v/2, és v-ben az eljelezett diagonalis elem fog allni.

A Householder-transzformacio:

housegen(x, u,v)

v =|lzlls

if (v =0) u = v/2¢;; return; end if
u=2x/v

if (uz >0)o=1

else o = -1

end if

U =U +0
u=u/+/|u1]
V=—0v

end housegen

Mivel U ilyen alaki lesz az algoritmus elvégzése utan:

1 0
0 U, |’

GUe; = R(q—e1)Uey = R(q—e1)e; = g, vagyis GU olyan ortogonalis méatrix, melynek
elsé oszlopa ¢, valamint ez a matrix hozza A;-et Hessenberg-alaktura. Azonban @) is egy
olyan ortogonalis matrix, melynek els6 oszlopa ¢, és 6 is Hessenberg-alakra hozza A;-et.
Igy felhasznalva (4.14)-et Q = GU és H = As. Tehat latjuk, hogy a fenti algoritmus
kozvetlen moédon szamitja ki a dupla eltolas eredményeit.

Egy mitikodsképes algoritmushoz el6szor azt kell megmutatnunk, hogyan tudjuk ki-
szamitani @ elsé oszlopét, valamint hogyan redukaljuk G7AG-t. Mindkét poblémat
leegyszertisiti az a tény, hogy A; Hessenberg. Az egyszertibb jelolés kedvéért most hagy-
juk el az als6 indexet.

Mivel @ az (A — RI)(A — kI) QR-felbontasanak ortogonalis tényezGje, @ elsé oszlopa

aranyos a szorzatmatrix els§ oszlopaval (és ezaltal meghatarozhato6 az irdnya):

alp — K a192 *
B a1 — R %
921 A9 — K *
921 * =
0 aso *
0 *
0 0 *
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aiy — 2R(k)ar + |K]? + aizas

B azay; + aszaz — 2axR(kK) _ [ w (4.19)
(32021 0
0

Lathatjuk, hogy @ els6 oszlopa csak harom nemnulla elmet tartalmaz. Mivel
G-t Householder-tiikrozésként adtuk meg (4.4)-ben, igy az csak A els§ harom soréra és

oszlopéra fog vonatkozni. Igy GTAG a kivetkezd formaban fog megjelenni:

a a a a a a a

Q@ 9

a a a a a a a

Q>
Q
S|
S|
S|
S
S
IS

2 2
2 2
2 2
2 2

S

a a

o O O O &
o O O O Q2
o O O O Q2
o O O @ 2

Q

Q

Q

Q

a a

A kovetkezs 1épés az, hogy ennek a matrixnak az elsé oszlopaban kiiktassuk a héztetss
elemeket. Egymés utan végrehajtott specialis 3 x 3-as Householder-transzformaciokkal
a —2-es atlo mentén végiil szép lassan szamiizhetjiik a haztetés elemeket. Az aldbbi

program ezt a redukalast alkalmazza:

A dupla eltolasos () R-algoritmus:

Szamitsuk ki w-t (4.19)-bél
for k=0ton—2
I = min{k + 3,n}
if (k=0) housegen(w, u,t)
else housegen(Alk + 1 : 1, k], u, Ak + 1,k]), Ak +2:1,k] =0
end if
vl =ul x Alk+1:1L,k+1:n]
Ak +1:Lk+1:n]=Ak+1:Lk+1:n]—uxo?
m = min{k +4,n}
v=Al:mk+1:1]]*u
Al :mk+1:=A1:mk+1:1]—v*u”
end for k

[ és m biztositja, hogy a transzformaciok A-n beliil maradjanak
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Eltolasra a legmegszokottabb megoldasként az alabbi méatrix sajatértékei kinalkoznak

Apin-1 An—-1n
Qpn—1 Qpn

Ki sem kell szamitanunk Gket, mert csak az alabbi mennyiségekre van sziikségiink: ha

A1 = A+ip és g = \ — i, akkor

(ez Wilkinson nevéhez ftiz6dik):

)\1 + )\2 = Ap—1,n—1 + App = 2\ = 2%(/1)

és
2 2 2
)\1 * >\2 = 0p—-1,n—-1nn — Opn—10n—1n = AT+ H= |'Li‘ .

Ezek a formulak akkor is miikddnek, ha a sajatértékek valosak.

Szingularis érték felbontas

Most példaként megmutatjuk, hogyan alkalmazhato a () R-algoritmus az egyik leg-

fontosabb matrix-felbontas kiszamitaséara, a szinguldris érték felbontds-ra.

4.5. Tétel. Legyen A € C™*™. Ekkor léteznek U € C"*" és'V € C™*™ unitér mdtrizok,
amelyekre fenndll, hogy

> 0
VIAU = , X =diag(oy,09,...,0,),
0 0
aholoy > 09 > ... > 0, > 0. A 0; szamokat az A mdtriz szinguldris értékeinek nevezzik.

Az U és a 'V oszlopait bal- illetve jobboldali szinguldris vektoroknak mondjuk.

Bizonyitas: [10] alapjan.
AH A pozitiv szemidefini matrix, azaz minden sajatértéke nemnegativ, mivel ha A7 Ay =
Au gy, hogy ||ulls = 1, akkor A = uf(A# A)u = ||Av||3 > 0. Legyenek a nemzérus

sajatértékek 0% > ag > ... > 03 > 0. Ekkor létezik olyan U unitér matrix, amelyre

2 0
UTATAU = :

0 O
Bontsuk fel a sajatvektorokbol &ll6 U maétrixot két részre: U = (Uy U,), ahol U a
nemnulla, U; pedig a nulla sajatértékekhez tartozo sajatvektorokat tartalmazza. Ekkor
AU2 = O, és

UZAP AU, = = s ufaA? Aauy™ =1
——
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Legyen Vi = AUXY, fgy ViIV) = I az elébbi alapjan, azaz V) oszlopvektorai orton-
orméaltak. Egészitsiik ki Vi-et egy Vo matrixszal agy, hogy V' = (V;  V5) unitér legyen:
VHYV = I. Ekkor

v — (VAU VAL o vEve o) R0
VIAU, VI(AUY) (VFV)E 0 00/’
ahol felhasznaltuk, hogy AU, = 0 és V.EV, = 0. 4

4.5. Tobbszoros sajatértékek esete

Azoknak az eseteknek a vizsgalataval, mikor nem teljesiil a feltételiink, hogy a sajat-
értékek abszolut értékben kiilonbozéek, vagy, hogy komplex konjugalt gyokpéarok vannak
- tehat tobbszoros valos/komplex gyokok, vagy azonos abszolat értéki kiilonbozs gyokok
fordulnak el§ -, ebben a dolgozatban nem foglalkozunk. Azonban érdemes megjegyezni,

hogy bizonyos médositasokkal ezekben az esetekben is alkalmazhaté a ) R-algoritmus.
A téma irant mélyebben érdeklédd Olvasoknak az alabbi konyvet és két cikket ajanl-
juk:
- G. W. Stewart: Matrixz Algorithms, Volume II: Figensystems

- Beresford N. Parlett: Global Convergence of the Basic QR Algorithm on Hessen-
berg Matrices, University of California, Berkeley, 1968

- A. Galantai, C. J. Hegedtis: Hyman’s method revisited, Journal of Computational
and Applied Mathematics
http://dx.doi.org/10.1016/j.cam.2008.08.004

Ez utobbi cikkre hivatkozva igaz a kovetkezd

4.6. Tétel. Redukdlatlan felsé Hessenberg-mdatrizokndl tobbszords sajdtértékek esetén
az eltoldsos QQR-algoritmus csak elsérendi konvergencia-sebességgel rendelkezik, és az
elérhetd értékes jegyek szama d/m, ahol d decimdlis jegyre pontos az aritmetika és m a

sajatérték multiplicitdsa.
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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Hegedtis Csabanak, hogy felkeltette
érdekl6désemet a téma irant és elvallalta segitésemet. Figyelemmel kisérte munkam min-
den mozzanatét, tiirelmesen magyarazott, ramutatott a hidnyosségokra, kérdéseimmel
barmikor fordulhattam hozza.

Koszonettel tartozom Edesanyamnak, akitsl sok biztatast, lelkesitést kaptam. Ko-
szonom Nagysziileimnek az anyagi és lelki tAmogatast, melyekkel mindvégig segitették
tanulmanyaimat. Koszonom Testvéremnek, hogy amikor elcsiiggedtem felviditott és lel-
ket ontott belém.

Koszoném gimnaziumi tanaraimnak, hogy megszerettették velem a matematikat.
Koszonetet mondok egyetemi oktatéoimnak, akik segitettek, hogy betekintést nyerjek a
matematika rejtelmeibe.

Koszonom Baratomnak, hogy mindig biztatott, és ahol tudott, segitségemre volt.

Végiil, de nem utols6 sorban koszénetet mondok évfolyamtarsaimnak is, akikkel oly

sokszor egylitt késziiltiink a méasnapi zh-kra, vizsgékra.
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