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Bevezetd

Az elliptikus -azaz kétszeresen periodikus- fiiggvények elmélete a XIX. szdzad matematikaja-
nak egyik legszebb fejezete. A XVIII. szdzadban Fagnano, illetve Euler bizonyos geometriai prob-
lémak -példaul ellipszis, lemniszkata ivhosszanak szamitasa (ez magyarazza az elliptikus fliggvény
elnevezést)- soran specialis integralokat, kés6bbi neviikon elliptikus integralokat kezdtek vizsgal-
ni, melyekre szamos érdekes Osszefiiggést, példaul addicios képleteket fedeztek fel. A XIX. szazad
elején egymastol fliggetleniil Gauss (eredményét nem publikalva), illetve Abel is eljutott ahhoz az
Otlethez, hogy ezen integralokat invertaljak, az igy kapott fiiggvényeket nevezték elGszor elliptikus
fiiggvényeknek. A szazad harmincas éveitsl kezdve Jacobi, majd kés6bb Weierstrass dolgozta ki
ezeknek a fiiggvényeknek a mély elméletét. Az elliptikus fiiggvények témakore nem izolalt érdekes-
sége a matematikanak, kapcsolodik egyéb specialis fiiggvények (példaul a theta-fliggvények, vagy a
moduléris formék) elméletéhez, de 6nmagéban is érdekes és gazdag teriilet. Nagyon sok teriileten
alkalmaztak e fliggvényeket problémak megoldasa sordn, a legjellegzetesebb alkalmazési teriiletek
kozott emlithetjiik az elméleti mechanikat, elemi és algebrai geometriat, szamelméletet, de a va-
loszintiségszamitas teriiletén is el6fordult alkalmazas, illetve a jelenleg is rendkiviili népszertiségti,

aktivan kutatott teriilet, az elliptikus gérbék elmélete is kapcsolédik hozzajuk.

A dolgozat elsé fejezetében részletesen megvizsgalunk egy mechanikai problémat motivacio gya-
nént, az egyszerd ingat. Az inga mozgasegyenletének vizsgalata sordn természetes modon keriilnek
el konkrét elliptikus fiiggvények (a Jacobi-féle elliptikus fiiggvények), ezek tulajdonséagait is rovi-
den osszefoglaljuk. A mésodik fejezet az altalanos, absztrakt elméletet targyalja: altaldnos tételeket
bizonyitunk, majd bevezetjiik a Weierstrass-féle elliptikus fiiggvényt, melyet alaposabban is szem-
iigyre vesziink. Ez azért is nevezetes fliggvény, mert e fliggvény és derivaltja segitségével az Osszes
elliptikus fiiggvény elallithaté. A harmadik fejezetben két alkalmazést mutatunk be: az elsé az
ellipszoid felszinének a szamitasa, ez a Jacobi-féle elliptikus fiiggvények hasznossidgat illusztralja,
a masik példa mechanikai, a gdbmbi inga egyenletének a levezetése, ez a Weierstrass-féle elliptikus

fliggvény alkalmazhatosagara példa.



1. fejezet

Az egyszeri inga

Ez a fejezet egy mechanikai probléman, az egyszeri inga mozgisegyenletén keresztiil mutat
példat arra, hogy hogyan bukkanhatnak fel természetes modon a matematikaban elliptikus fligg-

vények.

1.1. Az egyszeri inga mozgisegyenlete

Egyszertd inga alatt a kdvetkezs idealizalt modellt értjiik: Legyen P egy m tomeg részecske -az
inga feje-, mely egy silytalannak tekintett, konstans, [ hosszusigu feszes kotél egyik végéhez van
rogzitve. A kotél masik vége egy rogzitett, O ponthoz csatlakozik. Olyan mozgasokat vizsgélunk,
melyek sordn a kotél mindvégig egy rogzitett, fliggéleges sikban mozog. Sturlddas, illetve 1égellenallés
miatt adddo energiaveszteséggel nem szamolunk. Az inga egyenstlyi helyzetét jeloljiik A-val, ehhez
képest kitéritjik a fejet, és célunk 6, a kitérés (pozitivnak tekintett) szogének meghatarozasa az

idg, t fiiggvényében. Az AP ivhossz 16, azaz a mozgd fej sebessége

d d
—(16) =1—6
dt( ) dt”’

és lefelé mutato erd, mg hat ra, melynek érintGiranya komponense —mgsin 6. Ebb&l Newton ma-

sodik torvénye alapjan felirhaté a kovetkezé egyenlet:

d . do
m( l >mgsin9,

dt dt
vagyis
a0 g .
(11) @"‘7811’16:0.

Ha bevezetjiik az x = (g/l)% valtozot (ahol x ¢-hez hasonloan az id6t jelzi, csak mas egységben),

a kovetkez$ alaku egyenletet kapjuk:

d?0 .
(1.2) 2 +sinf = 0.



Fizikai megfontolasok alapjan nyilvanvalonak latszik, hogy ennek a differencidlegyenletnek 1éte-
do

zik megoldasa, viszont ez matematikai szigoruséggal is beldthato. Ehhez bevezetjik az w = 97

valtozot, és a segitségével felirjuk a differencidlegyenletet elsérendi autoném differencidlegyenlet-

rendszerként:
b v=r0.w
dx
(1.3)
@ ine = g(0,0)
dz sy =gl w).

Azonnal lathato, hogy f(6,w), g(0,w) € C°(R?), és a

% % _ 0 —cosf
af @
o ﬁ 1 0

métrix korlatos R?-en. Ekkor a kozonséges differencidlegyenletek elméletének egy itt bizonyitas

nélkiil kozolt tétele alapjan a kovetkezs igaz:

1.1.1. Tétel. a differencidlegyenlethez tartozé autondém rendszernek létezik 6 = 0(x)
(=00 < & < ) megolddsa, melyre teljesiil, hogy 6(a) = A és 0'(a) = B, ahol a, A, B tetszdleges
valds szamok. Tovdbbd az is teljesiil, hogy a megoldds egyértelmd minden, a-t tartalmazd interval-

lumon.

Latszik (1.2)-bdl, hogy a tétel altal posztulalt 6(z) megoldas végtelen sokszor folytonosan dif-

ferencialhato.

1.2. Az energiaintegral

Ha az (1.1) egyenletet végigszorozzuk mlz%—vel, kapjuk, hogy

de d2%6 do
2 : _
ml ETRTE + mgl sm&dt =0,

ami nem maés, mint

d (1 (do)?
T lzm (ldt) + mgl(1 — cos 9)] =0.
Tehéat

1 (do\?
(1.4) Zm (ldt> +mgl(l —cosf) = E,

ahol F konstans. A fonti egyenlet bal oldalanak els§ tagja az inga fejének mozgasi energidja, mig
a masodik tag a helyzeti vagy potencialis energia, az A egyensilyi helyzettdl szamitva. Az energia,
mely a fej felemeléséhez sziikséges a legalacsonyabb ponttol (6 = 0) a legmagasabbig (0 = ) 2mgl
(az, hogy ezt valoban lehetséges-e elérni, az fligg a legalacsonyabb pontban 1év§ sebességtol). Tehat

E-re felithat6 a kovetkezs egyenlet:

(1.5) E = k*(2mgl), k>0.



Tetsz6leges k értékhez valaszthatok tugy a kezdeti feltételek, hogy a fonti egyenlet teljesiiljon.
Feltételezziik, hogy 0 < k < 1, azaz, hogy az inga oszcillalé mozgast végez. Legyen v = vy, illetve

0 = 0y, ha t = 0. Ekkor azt kapjuk, hogy

1
51}3 —v? = gl(1 — cosf),

amit ha atrendeziink, és hasznaljuk az 1 — cos = 2sin? g azonossagot, ugy irhat6, hogy

0
v? = v} — 4gl sin? 3

Bevezetve a v =1 %, h? = 4 jeloléseket, a fonti egyenlet tigy irhato, hogy

do\? v2 0
1. — ) =4h? (-2 —sin® = ).
(16) ( dt ) Ah (4gl S 2)

Az (1.4), (1.5), (1.6) egyenleteket egybevetve azt kaptuk, hogy k? = :—El. Feltevésiink volt, hogy

0 < k < 1, tehat v2 < 4gl, igy az inga nem éri el a § = 7 pontot, tehat a mozgas oszcillalé. Ez adja

vo  __ sina

2Vl T2
ismét a normalizalt id6valtozot, © = (g/ l)%—t, hogy kapjuk az alabbi egyenletet:

do\? , .0 ,a . 50
(1.7) (dz) —4<k — sin 2)—4(5111 5 —sin 2).

Vilagos, hogy azok a megoldasok, melyek kielégitik az (1.2) differenciilegyenletet, azok az (1.7)

a gondolatot, hogy irjuk k-t a kovetkezSképpen: k =

, ahol 0 < o < 7, és vezessiik be

egyenletnek is megoldasai lesznek, viszont felmeriil a kérdés, hogy mi a helyzet forditott esetben?
Konnyen lathato, hogy ¢ = +« + 27n megoldéasa (1.7)-nek, de (1.2)-nek nem. Tekintsiik a kétszer
folytonosan differencialhat6 megoldasait (1.7)-nek. Ha az (1.7) egyenlethez vezets gondolatmenetet
megforditjuk, azt kapjuk, hogy

(0" +sinf) -6 =0,

igy tehéat
0" 4 sinf = 0,

kivéve esetleg a kovetkezd, I'-val jelolt halmazon:
I'={x e R|#'(z) =0}
(1.7)-b6l kovetkezik, hogy 6'(xz) = 0 csak akkor, ha
O(z) =ta+2mn, (ne€Z).

Két esettel kell foglalkoznunk:
1. eset: T" tartalmaz belsé pontot;

2. eset: I' nem tartalmaz bels6 pontot.



1.2.1. Tétel. Az 1. esetben I' = R, és ekkor § = *a + 2mn. A 2. esetben 0" + sinf = 0 teljestil

minden x-re.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az 1. eset teljesiil, és tegyilik fel indirekt mdédon, hogy I' # R. A
feltevés szerint létezik olyan [a,d] intervallum (—oco < a < b < 400), melyen § = 0, és egy c
pont, melyben 6'(c) # 0. Ekkor ¢ < a, vagy ¢ > b teljesiil. Tegyiik fel, hogy ¢ > b, és legyen
d =sup{z € Rjb < z,0'(s) = 0,a < s < z}. Ekkor d < ¢, és 0'(d) = 0 6 folytonossaga miatt.
Ebbdl kovetkezik, hogy d < ¢ és 6'(x) =0, ha a < 2 < d. Tovabba € > 0-hoz létezik = € [d,d + €],
melyre 0'(xz) # 0. Ezért létezik {x,} sorozat, melyre x,, — d és 0'(z,,) # 0 minden n-re. Ekkor

0" (xy,) = —sinf(x,), és 0" folytonossaga miatt

0"(d) = lim 0"(z,) = — lim sinf(z,) = —sinf(d) = —sin(+a) # 0.

n—co n—oo
De abbdl, hogy 6'(z) = 0, ha a < z < d, kovetkezik, hogy 6”(x) = 0, ha a < x < d, 6" folytonos-
sagabol pedig az kovetkezik, hogy 0”(d) = 0, ez pedig ellentmondas.

A ¢ < a eset teljesen hasonl6: visszavezethet§ a ¢ > b esetre az © — —x helyettesitéssel, amely
(1.2)-t és (1.7)-et is valtozatlanul hagyja. A 2. esetben meg kell mutatnunk, hogy ha a € T, akkor
0" (a) +sinf(a) = 0. Mivel a hatarpontja I'-nak, ezért létezik olyan {z,} C R — T, hogy x,, — a.
Mivel 6, 6" folytonos, ezért " (a) + sinf(a) = lim, o0 (0" (z,,) + siné(z,,)) = 0. Ebbdl kovetkezik,
hogy az (1.7) azon 6 € C? megoldésai, melyek nem megoldasai (1.2)-nek, azok a = a4 27n alakt

megoldasok. O

1.2.1. Allitas. Legyen 0 olyan megolddsa az j differencidlegyenletnek, hogy —m < 0(a) < w

teljesiil valamely a-ra. Ekkor —a < 0(z) < a minden —oo < x < 400 esetén.

Bizonyitds. Az x valtozora nézve az energiaegyenlet a kovetkezSképpen néz ki:

1/do\? E a
1. ~ = 1—cosf) = — = 2k* = 2sin® —.
(1.8) 5 <dx) + (1 — cosb) mgl sin” 3

Legyen 6(a) = A. Ekkor 2sin®(A/2) = 1 —cos A < 2sin®(a/2) és —7 < A < 7 egyiitt azt
eredményezi, hogy —a < A < a.

Tegyiik fel, hogy 0(b) > « valamely b-re. A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint létezik ¢, hogy
a<c<b, ésa<b(c)<m Deekkor (1.7)-bol az kivetkezik, hogy 6'(c)? < 0, ami ellentmondés.

Vagyis 6(z) < o minden z-re. Ugyanigy teljesiil az is, hogy 6(x) > —«a minden z-re. O

Ez az allitas lehet6vé teszi, hogy a tovabbiakban (az altalanossag megszoritasa nélkiil) feltehes-

siik, hogy az egyenlet minden 6 megoldasara —a < 6(z) < « teljesiil.

1.3. Euler- és Jacobi-féle normalalak

Ebben a szakaszban 1j valtozok bevezetésével modositjuk a differencialegyenletiink (1.7) alakjat.

Els6ként egy Eulertsl szarmazoé atalakitas kovetkezik. Legyen

(1.9) ¢ = arcsin <I<;1 sin g) .



Ekkor a 6 — ¢ leképezés homeomorfizmus —[«, a]-rél [—7/2, 7/2]-re, illetve C*°-diffeomorfizmus

(—a, a)-r0l (=7 /2,7/2)-re. Derivaljuk sin(6/2) = ksin ¢-t x szerint:
19 do d¢

—Ccos = - - kcosq§~£,
amibél kovetkezik, hogy
(dt9>2  4K2cos® ¢ ( ¢> 4k%(1 — sin® ¢) (d¢>2
dr) — cos? 4 dz 1—sin® ¢ dz
Tehat (1.7) igy modosul:

4k%(1 — sin? ¢) <d¢>

2
1 —k2sin® ¢ da:) = 4K5(1 = sin”9),

ami nem maés, mint
d¢ 2 ™ ™
(1.10) (dx) — k?sin? ¢, (—5 <¢< 5) .

Ezt nevezziik Euler-féle normalalaknak.

Jacobi-t6l szarmazik a kovetkezs helyettesités:
(1.11) y =sing = k™ 'sin

Ekkor a névekvs 6 — y fiiggvény C>° diffeomorfizmus [—a, a-r6l [—1, 1]-re. Derivalva x szerint
kapjuk, hogy
dy k' 9de

de 2 Cosiﬂ’

2 -2
<dy) = k— (1 — sin? 9) -4 - (k2 — sin? 0) = (1 — sin? 0) <1 — k2 gin? 0) .
dx 4 2 2 2 2

Ezzel a helyettesitéssel (1.7) tehat a kovetkezs alakot Olti:

ezért

2
(112 (L) —a-»a-r. —1syst

ami nem mas, mint a Jacobi-féle normalalak.

1.4. Az Euler-féle normalegyenlet klasszikus megoldasa

Jelolje 6y = Op(x|k) a (1.2) azon megoldasat, melyre 63(0) = 0, és 65(0) = 2k,0 < k < 1 (a
jelolés ak-tol és z-t6l valo egyiittes fliggeést fejezi ki). Ekkor (1.5) szerint kapjuk, hogy E/(mgl) =
1(2k)? + 0 = 2k?, igy Oy kielégiti (1.7)-et ugyanazzal a k-val. Igy a t = 0 id6pillanatban az inga
feje a legalacsonyabb helyzetben van, az éramutaté jarasaval ellentétesen mozog, mégpedig akkora
sebességgel, mely elég ahhoz, hogy 6 = « teljesiiljon, mikor ¢ = T'/4, ahol T az inga peridédusidejét

jelzi. Kovetkezzen ennek a levezetése: Az Euler-féle helyettesités

¢ = arcsin <k1 sin 9;)



¢ = 0-t és $£ = l-et eredményez, mikor z = 0. Megkiséreljiik ezen kezddfeltételek mellett (1.7)

megoldasat. x = 0 egy kornyezetében (1.10)-bdl pozitiv négyzetgyokot vonva kapjuk, hogy

(1.13) % =\/1—k2sin? ¢,

észrevéve, hogy ez pozitiv, feltéve hogy x elég kicsi. Kovetkezik (feltéve, hogy ¢ elég kicsi), hogy

(1.14) de _ !

de \/lkaSiIle)'

(1.14) megoldasa a megadott kezddfeltételek mellett

¢
1.15 /
(1.15) , 1 —k2 sm2¢

feltéve, hogy ¢ (és ezaltal x) elég kicsi ahhoz, hogy (1.13) és (1.14) teljesiiljon. Fizikai megfontolasok
alapjan sejthetd, hogy az (1.15) egyenlet igaz a —K < 2 < K intervallumon, ahol

w/2
d¢
1.16 K=Kk = | —m————,
(1.16) (k) 0/ 1 —k2sin’ ¢

és K a negyedperiodus (az x szerinti idg, mely ahhoz sziikséges, hogy az inga ¢ = 0-t6l ¢ = w/2-ig
lengjen ki). Fontos észrevenni, hogy az integral az id6t fejezi ki a szog fiiggvényében, de mi forditva
szeretnénk, a szoget akarjuk megkapni az id6 fiiggvényében. Gauss és Abel egyméstol fliggetleniil
jutottak ahhoz a gondolathoz, hogy invertaljak a (1.15) integralt, pontosan abbodl a célbél, amit

mi is el szeretnénk érni. Ez a gondolat egyébként analég az

¢
o

integral invertalasaval, mely mivelet valojaban nem méas, mint az x = arcsin ¢ fliggvénybdl, a
megszokottol ellentétes modon eljutni a ¢ = sin z fiiggvényhez.

Az (1.15) integralt els6rendd elliptikus integralnak nevezziik, az (1.16) integral elnevezése pedig
teljes els6rendt integral. A k szam a modulus, mig a k' = /1 — k2 a kiegészité modulus. A beve-
zetGben levezetett ivhosszt kifejezs integral pontos megnevezése (torténeti okokbol) masodrendd
elliptikus integral lett. Ezeken az integralokon kiviil létezik még egy, a harmadrendd elliptikus

integral, ez a kovetkezSképp néz ki:

d¢
(1 +nsin? ¢)(1 — k2sin? ¢)1/2

(1.17)

Y~

Ezek az integralok azért is fontosak, mert nagyon sokféle, harmad- és negyedfoki polinomok gydkeit

tartalmazo integral vezethetd vissza ezen harom alaptipus valamelyikére.



1.5. Az inga egyenletének megoldasa

Tekintsiik az (1.15) egyenletet:

P
(1.18) T = :1;('(/}) = / d—u,
/ 1—k2sin?u

melyben —oco < 1) < 0o, ha 0 < k <1, és —7/2 < ¢ < 7/2, ha k = 1. Kénnyen lathato, hogy =

paratlan, novekvé fliggvénye 1-nek a kdvetkezs, pozitiv értéki derivalttal:

d
ﬁ = (1 —k?sin? )12
Ez alapjan invertalhatjuk (1.15)-6t, hogy megkapjuk -t « paratlan, novekvs fiiggvényeként (me-

lyet szokas jelolni ¢ = am(z)-el (—oo < & < 00)). Ennek (pozitiv értékid) derivaltja

d
ﬁ = (1 —k?sin )2
Ahogy korébban is irtuk, legyen
/2
d
K:K(k):/ i , (0<k<1).
) V1R sin? )
Legyen y = sin . Ekkor
Ay _ oy
dz dz’

ésy=0¢sy =1, hax=0. Tovabba,
dy\? dy\?
(di) =cos? ) - ((;i) = (1 —sin?4)(1 — k% sin? ) = (1 — »)(1 — k%y?).
Az vilagos, hogy ¢ = 9(z) € C%(—o00,0), és nem konstans, vagyis a tételeinkbdl kivetkezik, hogy
0
yzsingﬁzk_lsiné), qg<k<l1,
¢ = arcsin(sin ), tehat
do¢ cos dyp cos . 9
1.19 b A s S . A \/1 — k2sin? ¢.
(1.19) o~ J1—smigdr  [cosy]
Ebbdl latszik, hogy %—nek ugrasa van © = +K-ban (azaz ¢ = +7/2-ben), de ebbdl az kivetkezik,

de\* 5,
<da:) =1-—k“sin“ ¢

akkor is érvényben marad, mikor ¢ = +7/2. A —K < z < K intervallumon 1 értéke —m/2-

hogy

t6l w/2-ig n6, tehat y = sinty) értéke —1-t6l 1-ig nd, és ¢o = 2arcsin(ky) értéke pedig —a-t6l
a-ig ng. Tovabba, % > 0 a nyilt (—K, K) intervallumon. A K < z < 3K intervallumon
értéke 7 /2-t61 37 /2-ig novekszik, tehat y = sine) értéke 1-t6l —1-ig csokken, ¢ értéke a-tol —a-ig
csOkken, a nyilt (— K, K) intervallumon pedig % < 0. Vagyis azt kaptuk, hogy a —K <z < 3K
intervallumon 6y minden A € [—7/2, /2] értéket kétszer vesz fel, ellentétes elgjeld 32 derivalttal.
Ezek az informéciok elégségesek ahhoz, hogy teljes egészében visszakapjuk a (1.2) egyenletet 0 <

k < 1-re.

10



1.5.1. Tétel. Legyen 6 = 6(x) (1.2) tetszdleges megolddsa 0 < k < 1-re. Fkkor létezik n € Z és

a € R, melyekre 6(z) = Op(z + a) + 27n, (—o0 < = < o0).

Bizonyitds. Legyen 6(0) = A, 6/(0) = B. Ekkor 2k = B%/2 + (1 — cos A) (1.15) alapjan. Az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy —m < A < 7, tehat a 1.2.1 szerint —a < A < a.
Az el6bbi észrevételek alapjan tudjuk, hogy létezik a € [— K, 3K], mellyel 6y(a) = A, és B’ = 0j(a)
elgjele pedig tetszdleges. Ekkor 2k? = B™?/2 + (1 — cos A), tehat B2 = B2, gy vélaszthatjuk azt,
hogy B’ = B. Viszont ekkor 6(x) és 0p(x + a) is megoldasa az (1.2) egyenletnek ugyanazzal a
kezddfeltétellel = = 0-ban, vagyis az 1.1.1 Allitas és az 1.2.1 Tétel egyiitt ebbdl azt eredményezi,
hogy 0(z) = 0p(z + a), (—o0 <z < ). O

1.5.2. Megjegyzés. Ha k = 0, az az a trividlis eset, mikor az inga mindvégig a legalacsonyabb
ponton marad. Ha k > 1, akkor elég energia van a rendszerben ahhoz, hogy az inga tullendiiljon
a legmagasabb ponton, vagyis forogni fog. Ha k = 1, akkor az inga eléri a legmegasabb pontot, de

csak "végtelen" id6 alatt.

1.6. Jacobi-féle elliptikus fiiggvények

Az el6z6 szakaszban az inga mozgasanak vizsgalata sordan felbukkant az x — sin fliggvény,
természetes Gtletként meriil fel, hogy érdemes lehet vizsgélni az © — cos) fiiggvényt is. Szerepelt

tovabba az © — /1 — k2 sin? ¢ fiiggvény is. Ezekre vezessiik be a kovetkezd jelcléseket:

sn(x) = sn(z, k) = sin,

(1.20) en(z) = en(z, k) = cos ),

dn(z) = dn(z, k) = \/1 — k2sin®¢ = /1 —k2sn2z,

ahol 0 < k <1, és ¢ a korabban definidlt fiiggvény minden —oco < z < oo értékre. Ha 0 < k < 1,
az (1.20)-ban definialt fiiggvények lesznek az (elemi) Jacobi-féle elliptikus fiiggvények. A k = 0 és
k = 1 hataresetekben visszakapjuk a trigonometrikus, illetve a hiperbolikus fiiggvényeket:

Ha k£ = 0, akkor z = v, tehat

sn(z,0) =sinz,
(1.21) cn(z,0) = cosz,

dn(z,0) = 1, K(0) = g

Ha k =1és —7w/2 <1 < 7/2, azt kapjuk, hogy

P
T = /sec dyp = In(sect) + tan ),
0
tehat
1+ si
expx =sect + tanp = m
cos
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Ezt négyzetre emelve kapjuk, hogy

(1+siny)?  1+sing
1—sin2¢ 1 —siny’

exp(2z) =

Ha kifejezziik ebbdl az egyenletbdl sin-t, kapjuk, hogy siny = tanhz, végiil, mivel cosy =

/1 — sin® 1, kapjuk, hogy
(1.22)

Az sn(;v),cn(:c),dn(a:) fiiggvények tobbféleké moédon is kiterjeszthet(’ik, az egyik lehetséges ut
lépésben addicios képleteket taldlunk hozzajuk, ezutan ezen formulak segitségével a fiiggvényeket
kiterjesztjiik a komplex szdmsikra, végiil pedig belathatd, hogy ezek a fliggvények polusoktol elte-
kintve analitikusak a véges komplex sikon. Ezt az eljarast nem részletezziik, viszont Gsszefoglaljuk a
legjellemz&bb tulajdonsagait ezeknek a fliggvényeknek; ehhez néhany segédformulét is bevezetiink.

0 < k < 1 modulus esetén legyen ¢ = 2 arctant. Legyen
Qt, k) = 14+2(1 — 2k*)t2 +t* = [t + (1 — 2k)]? + 4K*(1 — k?),

ennek segitségével
/2

K:2O/Q(t,k:)1/2 0/ 17/(728111 P12’

Korébban definialtuk a kiegészité modulust, k' = (1 — k2)'/2-t. Ennek segitségével felirhato:

1
K' = Q/thll/Q
0

Legyen u,v valés, ekkor:

A =A(u,v) =1—k*sn’usn?v,
S(u,v) = [(sn(w))(en(v))(dn(v)) + (sn(v))(en(u))(dn(u))]/A,
C(u,v) = [(en(u))(en(v)) — (sn(w))(sn(v))(dn(w))(dn(v))]/A,
D(u,v) = [(dn(u))(dn(v)) — k*(sn(u))(sn(v)) (cn(u)) (en(v))]/A.
A kiterjesztés a komplex sikra ezen formuldk segitségével torténhet:
sn(z + iy) = S(z, iy),
en(z + iy) = C(x, iy),

dn(z + iy) = D(z, iy).
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Ttt x,y valos, y # (2n+ 1) K.

Addicios képletek:

sn(u,v) = S(u,v),
en(u,v) = Clu,v),
dn(u,v) = D(u,v),

ahol u, v komplex szadmok.

Differencialasi szabalyok:
sn’(z) = en(z) dn(z),
cn’(z) = —sn(z) dn(z),

dn’(z) = —k?sn(z) dn(z).

Periodusok:

sn:4K,2iK’;en 4K, 2K + 21K’ 4iK';dn : 2K, 4iK’.

Polusok és reziduumok:
sn, cn, dn analitikusak mindeniitt, kivéve v = iK' mod (2K, 2iK’)-ban, ahol egyszerd polusaik

vannak, reziduumaik itt rendre k=%, —ik~!, —i.

Zérushelyek mod(2K, 2iK"):

sn:u=0; cn:u=K; dn:u=K+iK'.
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2. fejezet

Az elliptikus fuggvények altalanos

elmélete

2.1. Meromorf fiiggvény lehetséges periédusai

Legyen f(z) az egész komplex sikon meromorf fiiggvény. Azt mondjuk, hogy w periddusa f(z)-
nek, ha f(z + w) = f(2) teljesiil minden z € C-re. Nyilvanval6, hogy barmely f(z) fiiggvénynek
periodusa w = 0, ha pedig f(z) konstans fiiggvény, akkor barmely w € C szam periodus lesz. A
tovdbbiakban azt vizsgaljuk, hogy mi az algebrai szerkezete a periddusok Q = Q(f) halmazanak.
Vilagos, hogy ha wy, wo € Q, akkor njwi + nows € 2 minden ny,no € Z szamra, azaz {2 modulus
Z folott (masképpen: racs).

Eltekintiink a trivialis Q(f) = {0}, illetve Q(f) = C esetektdl, és bebizonyitjuk, hogy a periédusok

halmaza egyébként mindig egy racsot hataroz meg. Ehhez felhaszndlunk néhany lemmét.

2.1.1. Lemma. Jeldlje Q az f(2) figgvény periddusainak halmazdt. Ekkor
inf{|w| : w € Q,w # 0} > 0.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az egyenl&tlenség nem szigora. Ekkor 1étezik nemnegativ periédusok
{wy } sorozata, melyre w,, — 0. f(2) egy zo reguléris pontjaban f(zo+w,) = f(z0) teljesiil minden
n > N-re elég nagy N € N esetén, tehat a g(z) = f(z) — f(20) fliggvény végtelen sok helyen vesz fel
0-t: 29 + wn — 20, azaz 2 torlodési pontja a zérushelyeknek. Ebbol kivetkezen az f(z) fliggvény
azonos a konstans f(zg) fliggvénnyel, tehat Q = C, de ezt az esetet kizartuk, tehat ellentmondasra

jutottunk. O

2.1.2. Lemma. Jeldlje Q az f(z) figgvény periddusainak halmazdt. Ekkor Q diszkrét, azaz nincs

torloddsi pontja a véges sikon.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy mégis létezik egy wy € €2 torlodasi pont a véges sikon. Ekkor taldlhato

olyan {w, }, kiilonb6z6 periodusokbol 4llo sorozat, melyre w,, — 0 teljesiil.
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Mivel f(z 4 wo) = li_>m f(z 4+ wn) = f(2), wo is periodusa f(z)-nek, tehat az wy — w, pontok is

periodusok lesznek (n € N). De ekkor 0 # wg — w,, — 0—, ami ellentmond az el6z6 lemméanak. [

Tekintsiink egy tetszsleges diszkrét, Q # 0 racsot. {2 nem 0 elemeinek halmaza alulrél korlatos,
tehat van olyan wy € Q) elem, melynek abszolit értéke minimalis.
Az nwi(n € Z) elemek az I: arg z = arg wy egyenesre esnek, és | semelyik méas pontja nem eleme
Q-nak: ha ugyanis w € Q l-nek egy now; és (ng+ 1)w; kozé es6 pontja, akkor w —nw; € 2, tovabba
|w — nwi| < |wi|, ami ellentmond w; valasztasanak.
Tegyiik fel most, hogy létezik olyan w € € pont, mely nincs rajta az egyenesen. Ezek kozott a
pontok kozott létezik legalabb egy, melynek abszolut értéke minimaélis, jeloljlink egy ilyen pontot

wa-vel.
2.1.3. Lemma. Minden w € Q pont egyértelmien felirhatd a kévetkezd alakban:
w=niwi +naws (n1,ne € 7Z).
Bizonyitds. Mivel ws /w1 nem valds, (w1, ws) bazis C-ben (azt R feletti vektortérnek tekintve). Azaz
w=Qw; + Qows (21,0 €R).
Valasszuk m1, my € Z szamokat ugy, hogy |Q; — m;| < 5 teljesiiljon (j = 1,2), és legyen
W =w—miwy —maws = (2 —my)wr + (L2 — ma)ws.
Ekkor w’ € Q, és
W] = 10 = ma)or + (22— ma)s| < [ — maller] + 192 — mallws] < glon] + glonl < e,

ahol az els§ egyenlGtlenség szigor, mivel wy/w; nem valds. Abbol, ahogyan wo-t valasztottuk,
kovetkezik, hogy w’ = nwi(n € Z), tehat w valoban felirhato a kivant alakban. Ha létezne egy
mésik ilyen alaku feliras, akkor 0 = ajw; + asws teljesiilne valamely a1,as € Z-re, gy, hogy
legalabb az egyikiik nem 0, pl. tegyiik fel, hogy as # 0. Ekkor azonban ws = —(a1/a2)wy € [ is

igaz lenne, ami ellentmondaés. O

Meghataroztuk az 6sszes szoba jovs diszkrét modulust, eredményiinket tételben foglaljuk Gssze:

2.1.4. Tétel. Hdaromféle diszkrét modulust alkothatnak f(z) periddusai:
1’ Q = {O};
2, Q={nw:n€Z,w#0};

3, Q@ = {niw1 + naws : n1,ng € Z,wy,wa # 0, (wa/wy) # 0}.

Természetesen nekiink a 3. eset érdekes, ezzel fogunk részletesebben foglalkozni - ezek az ellip-
tikus fliggvények.

Ennek a tételnek egy kovetkezménye, melyet érdemes kihangsilyozni:

2.1.5. Kovetkezmeény (Jacobi, 1835). Ha egy meromorf fiigguénynek 3 fiiggetlen periddusa létezik,

akkor az konstans.

15



2.2. Elemi tételek elliptikus fiiggvényekro6l

Legyen 2 racs, melyet (wq,ws) feszit ki, f(z) ehhez a racshoz tartozo elliptikus fiiggvény. A
z1 = 29 (mod Q) kongruencian azt értjiik, hogy z; — 2o € Q. Tekintsiik azt a @ parallelogrammat,
melynek csicsal (pozitiv irdnyitds szerint) a,a + wi,a + w1 + we,a + wy. @ minden (mod )
maradékosztalybol pontosan egy elemet tartalmaz. Ez azt jelenti, hogy f(z) meromorf fliggvény a
(mod 2) maradékosztalyok halmazan, ami topologiailag @ szemkozti oldalainak dsszeragasztasaval
keletkez$ torusz. Tehat elliptikus fiiggvényt egyértelmiien meghataroznak a Q-ban felvett értékei.
Valaszthatjuk agy a-t, hogy f(z)-nek egyetlen poélusa se essen dQ-ra, () hatarara: a tovabbiakban
mindig igy fogunk tenni.

2.2.1. Tétel (Liouville tételének eredeti megfogalmazasa). Ha egy f(z) elliptikus fiigguény egész-

fiigguény, akkor konstans.

Bizonyitds. Mivel f(z) mindeniitt folytonos, ezért korlatos @ lezartjan (mely kompakt halmaz),
ebbdl kovetkezGen a véges sikon is. A (modern értelemben vett) Liouville-tétel alapjan tehat kons-

tans. O

Mivel f(z) pélusainak nincsen torlodasi pontja, @) csak véges sokat tartalmazhat.Az f(z) fiigg-
vény pélusain inkongruens pélusok egy teljes halmazat értjiik, multiplicitasokat a megszokott mo-

don szamolva.

2.2.2. Tétel (Torusz reziduum tétele). Egy f(z) elliptikus figguény reziduumainak Gsszege (egy

rdcsparallelogrammdra megszoritva) 0.

Bizonyitds. a-t valasszuk agy, hogy 0@Q-ra ne essen poélus. @) oldalai:
L:a—a4+w,h:a—>a4wy,l3:a+wy > a+w+we,ly:a+w — a4+ w4+ ws.
A koézonséges reziduum-tételt alkalmazzuk Q-ra, ebbdl kapjuk, hogy a reziduumok Gsszege a ko-

%m/f(z)dz:% /+/—/—/f(2)dz
2Q 1 I

4 I3 Iz

vetkezs:

Mivel f(z) periodikus w; és wy szerint:

Ig[ f(z)dzh[ f(z+w271)dzll f(2)dz,

azaz a szemkozti oldalakon vett integralok kiejtik egymast, igy az egész integral is elttinik. O

2.2.3. Megjegyzés. Ebbdl a tételbdsl rogton kovetkezik, hogy nem létezik olyan elliptikus fiigg-

vény, melynek egyetlen, egyszeres pélusa van.
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2.2.4. Tétel. Az f(z) nemkonstans elliptikus fiigguénynek ugyanannyi pélusa van, mint zérushelye.

Bizonyitds. Az f(z)/f(z) figgvény is elliptikus fiiggvény, melynek reziduum Gsszege f(z) zérushe-
lyeinek és polusainak multiplicitassal vett szaimanak kiilonbsége. Az el6z§ tételt alkalmazva kapjuk

az allitast. O

Legyen c egy konstans: ekkor f(z) — ¢ poélusai megegyeznek f(z) poélusaival. f(z) — c-re al-
kalmazva a fenti tételt, kapjuk, hogy nemkonstans elliptikus fliggvény minden véges vagy végtelen
értéket multiplicitdssal szamolva (mod 2) ugyanannyiszor vesz fel. Ezt az értéket fogjuk a fliggvény

rendjének nevezni. A térusz reziduum tételébdl azt is tudjuk, hogy ez az érték legalabb 2.

2.2.5. Tétel. Legyen f(z) elliptikus fiiggvény, jeldlje aq,...an a zérushelyeit, by, ...,b, a pélusait
(multiplicitdésokkal szamolva). Ekkor

n n

Zai = Zbi (mod )

i=1 i=1
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy @) hatarira sem polus, sem zérushely nem esik, tovabba tegyiik fel,
hogy a poélusok és zérushelyek reprezentansait () belsejébdl valasztjuk. Tekintsiik a kovetkezd in-

tegralt, melynek értéke az argumentum elv szerint:

n n

277@ f’z :Zaiizbi'

i=1 =1

Szamitsuk ki masképpen is az integralt:

i | 7w )[R )
z];/((j)) dz:/(z+w271)f(z+w21 / fj

1 Iy I3 I
f'(2)
f(z+wai) / f(Z)dZ

I 2 Iy 2

ahol (felhasznélva a periodikussagot):

Az integral a kovetkezs alaktra egyszertisodott:

f'(z) L[ f()
wﬂ ) dz—wz%/ 5 dz
12 Il
Azonban
1 f'(z)
i ) o ¢
Iy 2

nem mas, mint az f(z) altal leirt zart gorbe koriilfordulasi szama a kozéppontja koriil, amint z
a-t6l a+w1ig (a+ ws-ig) mozog, amirdl tudjuk, hogy egész szam. Tehat a tétel allitdsaban szerepld

szumma valéban nyw; + nawso alaki. O

Mivel a zérushelyeknek itt sincs kitiintetett szerepe (a fenti érvelés elmondhaté az eltolt f(z)—c
fliggvényre is), ezért altalanosabban tgy is megfogalmazhato a tétel, hogy nemkonstans elliptikus

fiiggvény c-helyeinek (mod 2) vett, multiplicitasokkal szdmolt Gsszege c-t6l fiiggetlen.
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2.3. Weierstrass-féle p(z) fiiggvény

Legyen Q racs, melyet az wi,ws bézis generdl. Ebben a szakaszban egy specidlis elliptikus
fiiggvényt fogunk konstruélni, melynek egyetlen, masodrendd polusa van 0 (mod Q)-ban -ez a

Weierstrass-féle p(z) fliggvény-, és megvizsgaljuk a tulajdonségait.

A p(z) fiiggvény konstrukcioja

Természetesen adodé gondolat, hogy probélkozzunk a Y- ﬁ elGallitassal, mivel ez a sor
azonnal lathatéan kétszeresen periodikus, azonban nem lesz konvergens. Ezen a probléma azonban

athidalhato: sziikségiink van ehhez egy lemmaéra.

2.3.1. Lemma. Legyen ) rdacs. Ekkor a
D ll™
weQ\0

sor konvergens o > 2 esetén.

Bizonyitds. N > 1 egész esetén legyen

SN = Z w]™7.
weN\0
lwl<N
A lemma bizonyitasdhoz elég megmutatnunk azt, hogy az {sy} részletsszeg-sorozat feliilrél korla-
tos. n > 0 egész esetén jeloljiik k,-el azon w € Q elemeket, melyekre teljesiil, hogy n < |w| < n+1.
Ha |QJ-val jeldljiik a racsparallelogramma teriiletét, akkor egy R sugart, origd kozépponta kor

legfeljebb % darab racsparallelogrammaba metsz bele, igy a korbe es6 racspontok szadma kisebb,

mint 4%. R =n+1, illetve R = n értékekre kapjuk, hogy

(n+1)27 n’m An[(n+1)2 -n?  4x(2n+1)

ky <4—FF——4—— = = = O(n).
Q| Q| Q| Q|
Besiiljiik sy-t a kdvetkezéképpen:
ko N-1 kn
< = v
SN > r + ; ne )

ahol r = inf{|w| | w € 2\ 0}. Mivel kx nagysagrendje O(n), és o > 2, a részletdsszeg-sorozat

valéban konvergens. O

Tekintsiik most a kovetkezd elGallitast:
o=+ ¥ (mop )
weEQ\0
Jelolje B C egy kompakt részhalmazat, mely nem tartalmaz racspontot. Vélasszuk agy r > 0-t,
hogy minden z € B-re |z| < r teljesiil, illetve legyen Qy C  véges halmaz olyan, hogy |w| > 2r
minden w € Q\ Qq. Ezekkel a feltételekkel teljesiil, hogy

1
(z —w)?  w?

22w — z)
w?(z —w)?

6R

jw|?”

z(w — 2)

w?(z — w)?

W

<

w?(z —w)?
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ahol felhasznéltuk, hogy a forditott haromszogegyenlStlenséghdl kovetkezden |z — w| > |w|/2. Te-
hat a lemma alapjan a p(z)-t definialé sor abszolut és egyenletesen konvergens B-n, vagyis p(2)
meromorf fiiggvény. Az egyenletes konvergencia miatt tagonként derivalhatjuk a p(z)-t definiald

sort:
, _ 1
©'(2) = 2Z(sz)3'

Konnyen lathato, hogy ¢'(z + A\) = ¢'(z) minden A € Q esetén, mert a helyettesitéssel a sor egy
atrendezettjét kapjuk. Tehat p'(z) elliptikus fiiggvény € racson. Ebbol kovetkezden tudjuk, hogy

létezik olyan ¢, konstans, mellyel minden z € C esetén
p(z +w) = p(z) + o

teljestil. Tekintsiik az egyik bazisvektorat a racsnak, mondjuk wi-et. Nyilvan —(wq)/2 ¢ 2, igy nem
polusa p(z)-nek. Azonban p(z) paros, tehéat ha a fenti egyenletbe z = —w/2-t helyettesitiink, azt
kapjuk, hogy ¢, = 0, vagyis kideriilt, hogy p(z) is elliptikus fiiggvény. Ezt a fiiggvényt nevezziik (az
Q réacshoz tartozo) Weierstrass-féle elliptikus fiiggvénynek. A definialé sorbdl leolvashato, hogy a
kivanalmaknak megfelelGen a fiiggvénynek masodrendd poélusa van 0-ban, és ez az egyetlen polusa

(mod Q).

A p(z) fiiggvény differencidlegyenlete

Ebben a szakaszban kétféleképpen levezetjiik azt a differencidlegyenletet, melyet kielégit a p(z)
fliggvény.

2.3.2. Tétel (A p(z) fliggvény differencidlegyenlete p'(z) zérushelyeinek segitségével). Legyen
(w1, ws) bazisa Q-nak, és tegyik fel, hogy

w1 +ws + w3 =0.

FEkkor

=4 (o0 (2)) (196 (2)) (o0 (2)).

Az e = p(wr/2), (k=1,2,3) értékek pdronként kilonbozdek, és

9" (2) = 4(p(2) — e1)(p(2) — e3)(p(2) — e3).
©'(2) zérushelyei az %= szdmok (mod Q).

Bizonyitds. A ¢'(z) fliggvénynek az origdt tartalmazo parallelogrammaéban egyetlen, haromszoros
poélusa van z = 0-ban. Tehat tudjuk a 2.2.4 Tétel alapjan, hogy minden értéket, specidlisan a 0-t
is, (multiplicitassal szamolva) haromszor vesz fel (mod 2). A periodicitas miatt ©'(z +wy) = ©'(2)
(k =1,2,3), igy ha z = —wy,/2-t helyettesitiink, kapjuk, hogy ¢'(wi) = ¢'(—wi) = —p'(wg) = 0,
mivel ¢’ (z) paratlan fiiggvény. Azaz 3 zérushely van (mod 2), mégpedig: w1 /2, ws/2,ws/2. Legyen
p(wir/2) = ex(k = 1,2,3). Tekintsiik az fr(z) = p(z) — e fliggvényeket. fi(z)-nek z = 0-ban
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kétszeres polusa van, igy megint a 2.2.4 Tételbdl kapjuk, hogy @Q-ban két zérushelye van. Azonban
wy /2 kétszeres zérushely, mivel f/(z) = ©'(z) elttinik e pontban. Vagyis kaptuk, hogy fi(z)-nek
wi/2 az egyetlen (kétszeres) zérushelye (mod Q). Azaz e, e, e3 kiilonbozbek, mivel ha példaul
e1 = es teljesiilne, abbol az kovetkezne, hogy g(z)—e1-nek zérushelye volna wo-ben, de wy /2 # wa/2
(mod ), ami ellentmondés. Tehat p(2)-nek és (p(2) — e1)(p(2) — e2)(p(2) — e3)-nek ugyanazok

a gyokei, mindkettének hatodrendd poélusa van az origdban, ezért a

9" (2)
(p(2) — e1)(p(2) — e2)(p(2) — e3)

elliptikus fiiggvény mindeniitt regularis, azaz konstans. z — 0 esetén

1, 2

azaz a konstans értéke 4, ezzel a bizonyitas kész. O

2.3.3. Tétel (p(2) differencidlegyenlete Laurent-sorokkal).

Legyen

1
Op = 5 n Z 3

wen “n

w#0
Mivel
1 1 1 z z
= =—+2—+3—+...
(z—w)? w2(1-2)2 W2 TAE e T T (2] < lwl),

a kovetkezs egyenleteket kapjuk:
0(2) = 272 4+ 30422 + 5ogzt + . ..
©3(2) = 279+ 904272 + 1506 + ...
@' (2) = —2273 + 6042 + 20062° + . ..
@2 (2) = 427° — 2404272 — 8006 + . ...
Az utolso egyenletbdl a masik harom egyenlet segitségével ki tudjuk ejteni a konstans tagot, illetve
a negativ kitev6ji tagokat:
©'2(2) — 49> (2) + 6002p(2) + 14003 = 0+ . ..

Tehat elgallitottunk az egyenletekkel egy olyan elliptikus fiiggvényt, mely mindeniitt regularis,
tehat konstans, mégpedig 0. A go = 6003, g3 = 14003 jeldléseket alkalmazva az egyenletet a

kovetkezs alakban irhatjuk:
©'(2)? = 40°(2) — 920(2) — 3.
Ha z helyébe az el6z6 tételben szerepls wy (k = 1,2,3) értékeket helyettesitjiik, a bal oldalon 0-t

kapunk, azaz egyenletiink nem mas, mint

gyoktényezss alaku kifejezés kibontva.
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A p(z) fiiggvény addicios képlete
A p(z) fiiggvénynek is létezik addicios képlete, mely a
sin(z; + 22) = sin(z1) cos(z2) + cos(z1) sin(z2)

képlettel analog modon, a p(z) fiiggvénnyel, és annak a derivaltjaval a 21, zo helyeken fejezi ki
©(z1 4 22)-t, fiiggetlentil z1, z0-t6l. Ennek a képletnek a levezetését tartalmazza ez a szakasz. Legyen
x = p(z),y = ©'(2), és legyenek a,b € C,a # 0 (kés6bb meghatarozando) értékek. Tekintsiik az
y + ax + b elliptikus fiiggvényt. Ennek egyetlen, haromszoros polusa van az origoban (mod £2),
azaz a zérushelyek Osszege a 2.2.5 Tétel alapjan 0 (mod 2). Vélasszuk tugy a-t, illetve b-t, hogy
y + ax + b eltinjon z1-ben és zo-ben. Ekkor —(z1 + 23)-ben is el fog tiinni. Ismerjiik azonban a

differencidlegyenletet is, tehat ha megoldjuk a
y* =42° — gaw — g

y+ar+b=0

egyenletrendszert, megkapjuk = és y értékét a —(z; + z2) pontban. Mivel az egyik egyenlet li-
nearis, a masik harmadfokd, ezért harom (z,y) megoldasra szamithatunk (a masik kett§ x és y
értéke z1-ben és zo-ben). Ezen két érték ismeretében a harmadik meghatérozasa méar egyszert,
mivel felhaszalhatjuk azt az (ismert) tényt, hogy 1 f6egyiitthatoju harmadfoku egyenlet gyokeinek
Osszege egyenld a négyzetes tag egyiitthatdojanak ellentettjével. A gondolatmenet ismertetése utan

kovetkezzen a tényleges levezetés:
©'(21) +ap(z1) +b=0

©'(22) +ap(z) +b=0

rendszerbél kapjuk, hogy

' (21) — ¢/ (22)

p(z1) — plz2)

(ki fog dertilni, hogy b-re nem is kell majd megoldanunk). Ezutan az

a=—

(ax +b)?* = 42 — gox — g3

egyenletbdl, p(z) parossagat is felhasznélva kapjuk, hogy
@ _1(¢(z)—¢(2))
p(21) + p(22) + p(21 + 22) = 11 (WM)
Ezt atirva kapjuk az addicios képletet:

") — o (2 2
gJ(Z1 + 222) = i (W) - KJ(ZI) - @(22)

2.3.4. Kovetkezmény.




Bizonyitds.

9 (z) = ¢'(w) ) ’
p(z) — p(w)
Ebbdl az egyenletbdl kapjuk, hogy amennyiben 2z nem periédus:

1 (¢() =+ 1 (—he"(2) + O(B)?
1 %ﬂ%( o(2) — (= +7) ) —20(2) = 4%5%( “helz) + O(R?) > — 2p(2),

ahol alkalmaztuk a Taylor-formulat p(z + h), ©’(z + h)-ra, ebbdl pedig kovetkezik, hogy

p(22) = % <i:,((;)))2 = 2p(2),

1
lim p(z 4+ w) = = lim (

z2—w 4 z—w

— (=) — lim p(w).

z—w

p(22) =

amennyiben 2z nem periédus. O

A p(z) fliggvény integralegyenlete

Tekintsiik a

o0

z= /(4t3 — gat — g3) /2t

u

egyenletet, mely kifejezi z-t u-val. Az integrélas barmely olyan gérbe mentén térténhet, mely nem
halad at 4t3 — got — g3 valamely zérushelyén. Differencialas utan kapjuk, hogy

du\? 3
1z = 4u” — gou — g3,

tehéat a p(z) fiiggvény differencidlegyenlete alapjan tudjuk, hogy
U= @(2 + a)?

ahol « valamilyen konstans. Ha u-val végtelenbe tartunk, z 0-hoz tart, mivel az integral konver-
gens. Azaz a p(z) polusa, tehat v = p(z), tehat ekvivalens az integralegyenlettel. Ezért ugy is

fogalmazhatunk, hogy

o

o (u) = / (45 — got — gg)~ /24t

u

2.4. Altalanos elliptikus fiiggvények

Specialis algebrai el6allitas

Legyen ) rogzitett racs, és tekintsiik azon elliptikus fliggvényeket, melynek periédusait ez a racs
hatarozza meg. Legyen f(z) paros elliptikus fiiggvény, jeloljiik az origotol kiilonbozs zérushelyeket,
illetve polusokat (a1, —aq),...,(q, —au.)-el. Ezek parban fordulnak els, mivel feltételeztiik, hogy
f(2) paros, azaz f(z) = f(—z). Minden (o, —ay) parhoz (k = 1,...,r) rendeliink egy m; egész
szamot a kovetkezGképpen: ha oy zérushely, és nem félperiédus, akkor my, a zérushely multiplicitésa.
Ha «y, zérushely és félperiddus, akkor 2my a zérushely multiplicitdsa. Hasonléan, ha oy pélus, és

nem félperiodus, akkor my negativ, és —my, a pélus multiplicitasa, ha pedig ay polus és félperiodus,
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akkor —2my, a polus multiplicitdsa. Hallgatolagosan feltételeztiik, hogy my egész, illetve azt, hogy
ha «y félperiddus, akkor a multiplicitds paros. Az, hogy ez valoban igy van, a kovetkezSképp

indokolhaté: tekintsiik a

6(=) = F(z+ )
fiiggvényt. Ez a fliggvény paros, ami konnyen lathato, ha felhasznéljuk f(z) parossagat és periodi-
citasat:
6(=2) = f—z+ ) = flz = ) = f+ ) = 6(2).
Mivel egy paros fliggvény Laurent-sordban csak paros kitevsji tagok szerepelnek, ezért ¢(z)-nak
a z = 0 helyen paros multiplicitast zérushelye vagy polusa van, tehat f(z)-nek is az wy helyen.
Célunk annak a bizonyitasa, hogy a Q racson periodikus elliptikus fliggvények elGallithatok g(z)

ésp’(z) komplex egyiitthatos racionalis fiiggvényeként, azaz be akarjuk latni, hogy ezek a fiiggve-

nyek generaljak az elliptikus fiiggvények testét. Egészen pontosan a kdvetkezs tételt igazoljuk:

2.4.1. Tétel. Legyen Q rigzitett rics, és legyen p(z) és ©'(z) a rdeshoz tartozé Weierstrass-
fégguény, illetve annak a derivdltja. Ekkor
1, minden Q rdcshoz tartozé pdros elliptikus figguény ©(z) raciondlis fiiggvénye;

2, minden Q rdcshoz tartozd elliptikus fiiggvény p(2) és ©'(2) raciondlis fiigguénye.

Bizonyitds. Legyen f(z) Q-hoz tartozo paros elliptikus fiiggvény. Tekintsiik a font definialt ay, my

szamok felhasznalasaval konstrualt fiiggvényt:

n

F(z) = [[(o(z) = p(en))™.

k=1

F(2)-nek és f(z)-nek ugyanazok a gyokei és polusai, és ezek rendjei is egyenl6ek, leszamitva az
origoban esetlegesen el6fordulo gyokoket vagy polusokat. Viszont mivel mind f(z), mind F(z) gyo-
keinek szdma megegyezik polusainak a szamaéaval, az origoban is egyezniiik kell, vagyis azt kapjuk,
hogy f(z) = kF(z). Kovetkezik tehat, hogy minden Q-hoz tartozo paros elliptikus fliggvény p(2)

racionélis fiiggvénye. A tétel masodik részének bizonyitasdhoz abbol indulunk ki, hogy ¢’'(z) parat-

9(=)
o' (2)

elss részbol kovetkezden eldéll p(z) racionalis fiiggvényekeént. Legyen h(z) tetszoleges Q-hoz tartozo

lan fliggvény, igy ha g(z) paratlan elliptikus fiiggvény, akkor péros elliptikus fiiggvény, azaz az

elliptikus fiiggvény. Ekkor

1 1

h(z) = 5 (h(z) + h(=2)) + 5 (h(2) = h(=2)) = f(2) +9(2),

ahol f(z) paros, g(z) pedig paratlan fiiggvény. Az el6z6ek szerint tehat
h(z) = P(p(2)) + ¢'(2)Q(9(2)),
ahol P(w), Q(w) raciondlis fiiggvények. O
Eredményiink tugy is megfogalmazhato, hogy egy rogzitett 2 racshoz tartozo elliptikus fliggveé-

nyek teste elall C p(z), p’(z) transzcendens elemekkel valo bovitéseként, azaz a kovetkezd fiigg-

vénytestet alkotjak:
Clp(2), ¢'(2))-
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Bizonyitas nélkiil kimondunk egy tételt, az érdekl6dd olvasd a bizonyitast megtalalhatja a [2]

jegyzetben.

2.4.2. Tétel (Altalanos algebrai elGallitas). Legyen f(z) nemkonstans elliptikus fiiggvény, a rendje
n.

1, az elliptikus fiiggvények teste f(z) raciondlis fiigguényei testének, C(f)-nek n-edrendd bévitése.
2, Akkor és csak akkor lesz ez a g(z) elemmel valo egyszeri bévités, ha legaldbb egy z € C f(2) dltali
n dsképén g(z) csupa kilonbozd értéket vesz fel; ekkor ez véges sok kivételtdl eltekintve minden z-re

is fenndll.

Kapcsolat a Jacobi- és Weierstrass-féle elliptikus fiiggvények kozott

Numerikus szamitasokban gyakran kényelmes a Weierstrass-féle elliptikus fiiggvényt Jacobi-féle

elliptikus fiiggvényekkel kifejezni. A kovetkezs Osszefiiggések a legfontosabbak:

) L e y )dn2w ny )cn2w
z)=e =e e1—e3)—5— =€ er—e
v P 2w 2 e ! e

9

sn? w

ahol e;_3 a kordbban meghatarozott gyokdk, és a Jacobi-féle elliptikus fiiggvények & modulusa a

kovetkezd:
e1 —e3
argumentumuk, w pedig
w = z /e — es.

2.5. A Weierstrass-féle zeta- és szigma-fiiggvény

Ebben a szakaszban roviden szot ejtiink két, a p(z)-fliggvénnyel kapcsolatos speciélis fiigg-
vényrdl, melyek egy kis szerepet kapnak az alkalmazésokban. Az els6 a ((z) fiiggvény, melyet a

kovetkezSképp definidlunk:
C/(Z) = —p(2)7
azzal a feltétellel, hogy lim._,o (((2) — 1) = 0. Mivel p(z) — 25 egyenletesen kovergens minden

tartomanyon, mely nem tartalmazza 2 0 ponthalmaz egy kis kornyezetét, ezért integralhatunk

tagonkeént:

vagyis a szamitast elvégezve:

1 1 1 z
@=+> (Tt m)
weN
wH#0
A ((z) fuggvény analitikus a komplex szamsikon a Q) racspontok kivételével, amely pontokban egy-

szeres poOlusa van. A ((z) paratlan fiiggvény, ami kdnnyen lathato: —((—z)-t a fonti sor segitségével

24



felirva annak egy atrendezettjét kapjuk, amibdl rogton kovetkezik, hogy ¢(—z) = —((z).

A maésik fiiggvény a Weierstrass-féle o(z) fliggvény, melynek a definicioja

L logo(=)) = (),

feltéve, hogy lim, _,q ”(ZZ) = 1. Mivel a ((z)-t meghatarozo sorozat (a polusok kis kdrnyezetétsl
eltekintve) egyenletesen konvergens, a sorozatot tagonként integralva, majd mindkét oldal expo-
nencialisat véve kapjuk, hogy
z z 22
o(z) = ZJ;[Q [(1 - ;) exp (w + M)] )
w0

Konnyen lathato, hogy minden korlatos tartomanyon konvergens a o(z)-t elGallité fenti szorzat,
és a ((z) fiiggvényre vonatkozo6 érvelést megismételve az is nyilvanvalo, hogy a fliggvény paratlan.

Szamtalan Osszefiiggés létezik ezen fliggvények és a p(z) fliggvény kozott, ezek kozott a kovetkezst

hasznaljuk fel a gombi inga mozgasegyenletének vizsgalatakor:

Glu+)+ 6l =) - 200 = —

Ez, és rengeteg tovabbi formula levezetéssel egyiitt megtalalhato a [1] kdnyvben.
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3. fejezet

Alkalmazasok

Ebben a fejezetben az elliptikus fiiggvények két alkalmazasat mutatjuk be: kiszamitjuk az el-
lipszoid felszinét a Jacobi-féle elliptikus fiiggvények segitségével, illetve vizsgaljuk a gdmbi inga

mozgasegyenletét, amelynek targyalasdhoz a Weierstrass-féle elliptikus fliggvény lesz sziikséges.

3.1. Az ellipszoid felszine

Tekintsiik a

2

y z
4+ =
2

(3.1) -

=1

I
=+

egyenlettel felirt ellipszoidot, amelyben a, b, ¢ nem mind egyenlek, tovabba feltessziik, hogy a >
b > c. Jelolje p az ellipszoid kozéppontjabol az (z,y, z) pont érintGsikjaba hiuzott merdleges szakaszt,

és jelolje cos a, cos B, cosy az (x, y, z) pontbeli normalvektor irdnykoszinuszait. Ekkor kapjuk, hogy

1 22 2 22
(3.2) St 171 + ?4’
valamint

(3.3) cosa—]g,cosﬁ—]zg,cosw—%,
amibdl adodik, hogy specialisan

(3.4) cosy = 1

\/(1+°i§+b42)

Ebbdl kovetkezik, hogy azon pontok, melyekhez tartozé normalvektorok konstans v szoget zarnak

be a z-tengellyel, egy kupra illeszkednek, melynek egyenlete

22 2 22 52
(3.5) ( + o + ) cos?y = a
(3.1)-bdl és (3.2)-bél kifejezve z2-et kapjuk az aldbbi egyenletet:
cos?y  sin?q)\ 22 cos?y sin®y) y?  sin®y
(36) 2 e et e Tt )T e
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ami egy ellipszis alapt henger egyenlete. Vegyiik ennek a hengernek, és az ellipszoidnak a metszetét
z > 0-kra. Ha A-val jeloljiik a henger keresztmetszetének teriiletét, és S-sel az ellipszoidfelszin azon

részének teriiletét, melyet a metszés soran kaptunk, akkor felirhato, hogy
(3.7) dS = dA - secr.

(3.6)-bdl kapjuk, hogy A teriilete

(3.8) A= 7a?b? sin? y _ mabsin?
\/(02 cos2y + aZsin? v) \/(02 cos2 y + b2sin? 7) V(1 = ef cos?7)/(1 — €3 cos? )
ahol
a? — c? b2 — c?
(3.9) 6%:7763: T2

tovdbba az a? > b? > c? feltételbdl kivetkezik, hogy €2 > e3. Legyen most

2
e
(3.10) t =eycosy, k? = e—%,

amely segitségével (3.8) ugy irhato, hogy
= mab(e? —t?)
e? /(1 —2)/(1 - k212)’

ami hasonlit egy elliptikus integralra. Ezek utan legyen

t =sn(u, k),e; =sn(b,k),

amely segitségével azt kapjuk, hogy
sn(f,k)  sn(f)

e = sn(u, k) - sn(u)’

mab sn? 6 —sn?u

~ sn26 en(u)dn(u)

(3.11)

(3.11)-et u szerint derivalva kapjuk, hogy

(3.12) &?dAsecy =— <

2 2
dn“0 cn 9> du.
Ta

dn’u  cn?u
Amint v 0-t6l 7/2-ig valtozik, ¢t e;-t6l 0-ig, v pedig #-t6l 0-ig valtozik. Ha S az ellipszoid egész
felszinét jeloli, akkor (3.7)-bdl és (3.12)-bdl egyiittesen az kovetkezik, hogy

0

(3.13) Ssn(6) _ / (‘m + CHQQ) du.

2mab dn?u  cn?u
0

Feladatunk tehét az, hogy a fonti integralt kiszamitsuk. Differencidlassal ellenérizhets, hogy egy-

részt

(3'14) /dn2 udu = k?u + M _ k/2/ du :
cn(u) cn?u
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maésrészt pedig

9 ~osn(u) en(u) ,2/ du
(3.15) /dn udu = k “dn(u) +k AR

(3.14)-bdl kivetkezik, hogy

0
(3.16) /
0

(3.15)-bdl pedig az, hogy

0
du
3.17 -
( ) / dn’u
0

ahol E(0) a kovetkezé masodrendii elliptikus integrallal egyenld:

0
z/dn2 udu.
0

Ha (3.16)-bol és (3.17)-bdl behelyettesitiink (3.13) jobb oldaléva, azt kapjuk, hogy

Ssn() k% sn(0) en(6) 1 sn(@)dn(6)
(3.18) 5rab =dn? 0 <k;’2 ) — W an@) ) +cn20 <9 + o) WE(Q))

k2 sn(6) cn(6)
6) - 1z L,

Felhasznélva azt a tényt, hogy dn?6 — cn? 6 = k'2sn2 0, a fonti egyenlet jobb oldala atirhat6 ugy,

hogy
(3.19) sn® E(0) — :7,22 sn(6) en(0) dn(0) + 0 cn® 0 + ﬁ sn(f) cn () dn(6)
= sn” 0B(0) + sn(0) en(9) dn(9) + 0 en® 6.

Ha visszahelyettesitiink ebbe az egyenletbe (3.9)-bdl és (3.10)-bs, azt kapjuk végiil, hogy

Ssn(f)  a? —C2E(0) N (a% — c2)c? N c?

a?b ana’

2 =
(3.20) 2mab a

ami atrendezés és egyszertsités utan a kévetkezé alakot olti:

(3.21) S =2mc? + 7_[@ — *)E(0) + ¢*0).
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3.2. A gombi inga

A gbmbi inga altalanositasa az elsG fejezetben részletesen targyalt ingénak: az inga feje, P
ebben a modellben mar egy gémbon, nem egy koérén mozog. Feltessziik, hogy tomege m, és a
goémb kozéppontjshoz, mint origohoz illesztett hengerkoordinatakat (r,0,z) jeloli. AOA’ jeldli a
gomb fiiggsleges atmérgjét (A felel meg a déli sarknak), PN a fej helyzetétsl az &tmérchoz huzott

merGlegest, ezzel NP = r, illetve ON = z. Ha a jel6li a gobmb sugarat, akkor az egyenlete
(3.22) r? 4+ 2% = ad%

Egy t id6pillanatban a részecske sebességének komponensei (7, 70, Z), és a kovetkezs erék hatnak
ra:

1, a fej sulya, mg, mely a z-tengellyel parhuzamosan hat;

2, a gdmb koézéppontjan at hato reakcio (a kotél fesziiltsége).

A tg kezdeti id6pillanatban zg jeloli z kezdeti értékét, ésvg jeloli a kezdeti sebességet. A z-tengelyre
vonatkozoé forgatonyomatékok osszege 0, a perdiiletmegmaradés torvénye szerint a z-tengelyre vo-

natkozé perdiilet megmarad, igy valamely h konstanssal teljesiil, hogy
(3.23) 20 = h.

Az energia megmarad, mivel az inga fejére nem hat disszipativ erd, igy az energiaegyenletbdl

kapjuk, hogy

(3.24) 72 47202 + 22 = 02 + 29(20 — 2) = 29(1 — 2),
ahol
I vE + 2920
=5

(3.22)-bdl kivetkezik, hogy

rr+ 22 =0,

ezzel, és (3.23)-vel (3.24) ugy irhatd, hogy

2 2
.9 a h _
z <a2—22>+(a2—22) _29(1_2)7

amibdl

(3.25) = a%[zq(z —2)(a®—2%) —h? = %
ahol

(3.26) 0(z) = 29(1 — 2)(a® — 2*) — h%.

(3.25)-bdl kovetkezik, hogy a zg = z(ty) pontban §(zp) > 0, mivel 2 valés, amikor ¢ = ty. Tekintsiik
a (3.26)-beli 0(z) harmadfoku kifejezést. Konnyen lathatd, hogy z — oo, z € R esetén pozitiv,
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0(a) negativ, 0(z9) pozitiv, f(—a) pedig negativ. Ebbdl kivetkezik, hogy a 6(z) = 0 harmadfoku

egyenletnek harom gycke van, legyenek ezek z1, z2, 23, és tegyiik fel, hogy
(3.27) —a<z1<z)<z3<a< zz< o0

A z3 gyok nincs a gomb felszinén, igy a fej a z = z1, illetve z = 25 sikok koz6tt mozog. Legyen

most z = aw, és al’ =1, ezzel (3.25) a kiovetkezd alaku lesz:
(3.28) a*i? = 2ga(l' — w)(1 —w?) — —.

Ha még egy valtozocserét hajtunk végre: ¢t = cz-et, akkor az egyenletiink 4j alakja

2 2 2h2
(3.29) (?;) = %29(1’ —w)(1 - w?) - aif = A" —w)(1 — w?) — K>

lesz, ahol gc? = 2a, illetve ' = < = (%)1/2% = (%)1/2%. Célunk ugy atalakitani (3.29)-at, hogy
egyértelmien latszoédjon a hasonlosaga a Weierstrass-féle p-fliggvényhez. Ehhez legyen w = n + n,

ahol n =1'/3, és legyen

4 8 8
3.30 =—(?+3 S Y (L —
(3.30) 92 3( +3), g3 + o 3

hogy kapjuk a kdvetkez6t:

dn 2
31 —) =49 - — gs.
(3.31) (dx> 0’ — gan — g3

Legyen n = p(u). Tehat
dn 2
(d ) =40° — g0 — g3,
u

illetve
dn , (du

Kovetkezik, hogy
du\ 2
o (u)? (dx) = 4p*(u) — gagp(u) — g3,

amibél azt kapjuk, hogy

du
— =11
dx

ahol u = +(x + a), a konstans. Mivel p(u) paros fiiggvény, valaszthatjuk a pozitiv elGjelet, igy

)

u = x + a. Ebb6l kovetkezik, hogy

(3.32) n = p(u) = p(x + a).

Jelolje e, ez, e3 4% — gan — go gydkeit (melyek valésak), és tegyiik fel, hogy

z3 ll z1 l/ z9 l/
—,€2 —_— = —,3 = — — —
3’ a 3’ a 3’

ahol a z;-k az (3.27)-ban megadott gyokok. Tekintsiik a kovetkezd integralokat:

dn
w1 = 3 )
J VAN —gan — g3
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ahol az integralt a valds tengely mentén vettiik, és

T d
w2 :/ il )
VAT = gan — g3
€2
ahol a képzetes tengely mentén integraltunk, igy w; valos, wo képzetes. Amint z cs6kken zo-t6l

z1-1g, 1 csokken es-tol eo-ig, és valos. Kovetkezik, hogy a = wa, 2wi, 2wy periddusai p(u)-nak, és

w1 jelenti a zo-t6l z1 eléréséig sziikséges id6t. Ezekbdl azt kaptuk, hogy

/ l / 1
(3.33) Z=aw =ap ( 2%16 —|—o.)2> + 3= ( %t +w2> + @(vg + 2g29).

A 0 fiiggvényre kapjuk, hogy

G b _h( 1 1 N_h( 11
T a2—-22 2a\a—z a+z/) 22 \a—-w a+w)’

igy tehét
de ch 1 1
(3.34) = < - ) :
du 20 \p(u) —p(e)  p(u) —p(B)
ahol
U U U
3 3 3
Felhasznalva (3.29)-at, azt kapjuk most, hogy
dw)* 2 ’ 2 2 2
(3.36) W) =P (u) =4(l" —w)(1 —w*) — h'* = —h'",

ha w = +1 vagy w = l'. Ezért
tehéat

(3.34) alapjan kovetkezik, hogy

A0 h 21 ) o'(8)
A= h’\/;aQ (p(u) —pla)  p(u) - @(ﬂ))

=((u+B) = ((u—pB) = 20(8) = ¢(u+a)+ ((u—a)+2¢(a),

ahol ( jeloli a Weierstrass-féle zéta fiiggvényt. Az utolso egyenletet integralva azt kapjuk, hogy

20 _ 20(U+ﬂ)f’(u_a)ex o) — u
0 — g2 DT O e aice) - (6

ahol E? a kezdeti feltételek altal meghatérozott integralasi konstans. Végiil (3.22)-bdl, a gomb

egyenletébdl azt kapjuk, hogy

(3.37) r? =a? = 2% = —a®[(p(u) — p(a))(p(u) — p(B))].
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