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Bevezetés

A dolgozat révid betekintést nyijt a kombinatorikai problémakban felhasznalt linearis
algebrai moédszerekbe. A kozponti téma a grafok spektralelmélete, ami a grafokhoz
rendelheté kiilonbozé matrixok sajatértékeinek és a graf tulajdonsagainak kapcsolatat
vizsgalja. A teriilet sziiletése nagyjabdél az 1950-es évekre tehetd. Amellett, hogy
a grafelmélet egy 1j megkozelitése konyvtarnyi elmélettel gazdagodott azdta altala,
praktikus alkalmazasokra is talaltak az 1j gondolatok. Példaul a legnépszeriibb webes
keres6 rangsorolasi algoritmusa grafok sajatértékeivel dolgozik.

A dolgozat egy altalanos felsGoktatasi szintli linearis algebrai mitiveltségre épit, az
ezen tulmutaté eredményeket az elsé fejezetben foglaljuk Gssze. Mivel a grafelméleti
alkalmazasok kapcsan szimmetrikus matrixok mertilnek fel, igy ezekkel foglalkozunk
itt. Helyet kapott a fejezetben a legkisebb és legnagyobb sajatérték jellemzése a
Rayleigh-hanyados extrémumaiként, illetve az ennek kovetkezményeként levezetheto
Courant-Fisher-tétel. Késébb ezeket az eredményeket grafok sajatértékeinek becslésére
hasznéljuk fel.

A masodik fejezetben targyaljuk, azon matrixokat, amelyek vizsgdlata kiilonosen
hasznosnak bizonyult a spektral grafelméletben. Latunk majd példat ra, mikor két
nemizomorf graf spektruma megegyezik, de mint ki fog deriilni van, amikor a spektrum
teljesen karakterizalja a grafot. Kimondottan szépek az arrdl szo6l6 tételek, amik lehet6vé
teszik, hogy egy grafjellemzot kiolvassunk egyértelmiien a spektrumbél, de legaldabb
annyira érdekes annak vizsgalata, hogy egyes esetekben konkrétan mi az, ami ezt
ellehetetleniti.

A harmadik fejezetben valamelyest elszakadunk a spektralelmélettdl, és a linearis

algebra egyéb kombinatorikai alkalmazasaira is kitekintiink.



1. fejezet

Linearis algebrai eloismeretek

1.1. A minimalpolinom

1.1.1. Tétel. Legyenek A wvalos szimmetrikus mdtriz kilonbozo sajatértéker Ay, ..., !

(Ismeretes, hogy szimmetrikus mdtriz sajatértékei valdsak.) Ekkor A minimdlpolinomja

m(z) = [T (x = ).

Bizonyitas. Ha J\; sajatérték, akkor tekintsiink egy hozza tartozé nemnulla v
sajatvektort!
0=m(A)v=m(\)v=m(\) =0
Tehat az Osszes sajatérték gyoke m-nek, ezért Hle(a: —\) | m(z).
A forditott iranyd oszthatésaghoz megmutatjuk, hogy Hle(A - NI) = 0.
Felhasznaljuk, hogy létezik sajatvektorokbdl 4116 (ortonormélt) vy, vs, . . ., v, bézis. Legyen

v tetszOleges, és bontsuk fel a sajatbazis szerint: v = av1 + vy + - -+ + @, v,!

(ﬁ(A - M)) v = (ﬁ (A—N\I) ) Zajuj i LA = NDav =0

=1

-

( ’;;l(A—AiI)> (A= NIajv,
1F] %/_/

=0
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1.2. A Rayleigh-hanyados

Egy szimmetrikus (Hermitikus) matrix Rayleigh-hanyadosat az x # 0 vektoron az

aldbbi modon definialjuk:
! Az
x'x

R(z) =

1.2.1. Tétel. (Rayleigh-Ritz) Legyen A valds szimmetrikus n X n-es madtriz, melynek
sajatértékei Ay < Ao < --- < N\, ! Ekkor
min R(x) = )\

reR™
x#0

max R(z) = \,.
zeR™
x#0
A fenti minimum és mazximum pontosan a \i-hez illetve \,-hez tartozo sajatvektorokon

vétetik fel.

Bizonyitas. Ismeretes, hogy A-nak létezik ortonormélt sajatbazisa, legyen ez
51,82, ...,8n! Ekkor tetszdleges x vektor x = QTy = (s1s2]...|s,)y alakba frhaté, ahol

Q épp a sajatbdzisra vald &ttérés ortogonalis matrixa, tehdt Q' AQ = D diagonalis. fgy

zTAz _ (QTy)TAQTy) _y'Dy Xn: vi

R(x) = = = — i
@) =7 (Q@Ty)T(QTy) yly =LY
Ezért
I
z 1Yi
Amennyiben a z sajatvektor A;-hez, akkor R(z) = w = \;. Ha viszont z

nem sajatvektor Ai-hez, akkor van olyan y, # 0 komponense A sajatbazisa szerinti

oszlopvektoraban, amely k-ra A, > M. Ezek szerint Y \i=+" ST tagonként nagyobb

i=1Yi

egyenlé >0 >\12 " -nél, és legalabb egy tagban szigoru egyenlotlenség all. Emiatt a
végosszegben is szigori egyenlotlenségnek kell allnia.
A maximum és ), viszonya hasonlé érvelés eredményeként adédik. 0

A bizonyitas gondolatmenetébdl kiolvashato az is, hogy
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illetve
max R(z) = A,

0#z€R™
TLSg41,5k42,-,5n

hisz L s; épp azt jelenti, hogy y; = 0.

1.3. A Courant-Fisher-tétel

A tételt ,,minimax”- illetve ,,maximin”-elvként is szoktak emlegetni.

1.3.1. Tétel. (Courant-Fisher) Legyen A valds szimmetrikus mdtriz n X n-es mdtriz,
melynek sajdatértékei Ay < Ao < oo < N\,! Jelolje Vi, az dsszes k-dimenzids altér
részhalmazat R™-ben. FEkkor
Ar = max min R(z) = min max R(x)
SGVn,k+1 zes SeV, zeS
x#0 x#0
Bizonyitas. Legyen k rogzitett, és rogzitsiink hozza egy S € V,,_j11-t, és jelolje S-nek
a @-nal vett képét Q(S), ahol @) ugyanaz, amint azt az tétel bizonyitdsaban
bevezetettiik. Ahogy azt lattuk, a Rayleigh-hanyados korlatos, ezért folirhatjuk a
kovetkezét (a tovabbiakban mindig hozzéértjiik a feltételhez, hogy z illetve y nem nulla):
TNTAOT
inf R(z) = inf (@ Ty) = (QT v) =
ses ve(s) (QTy)T(QTy)
.. y'Dy
= inf =
yeQS) Y'Y

<

D
< inf id = -
yeQ(S) Yy

Yk+1="=Yn=0

. Y
= inf /\zn—z
yEQ(S) 2 Do Vi

Yep1="=yn=0 =1

= inf A <
yeQ(S) Zl oy
Y1 = =yn=0 1=

< A\

Indoklasra szorul a fenti harmadik sor egyenlétlensége. Bele kell gondolnunk, hogy

Q(S)-ben valéban van olyan nemnulla vektor, amire y; = -+ = y,_; = 0. Tekintsiik
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a tér egy by, bo, ..., b, ortonorméalt bézisat, ahol by, ..., by épp Q(S)-et feszitik! Ekkor a
fenti két feltétel

y b =0 Vi>n—k+2 (ez jelenti, hogy y € Q(S))
yle, =0 Vi>k+1 ahol ¢; = (0,0,...,0,1,0,0,...,0)"

(ez a mésodik feltétel)

Ezegyn—(n—k+2)+n—(k+1)=n—1 egyenlethdl 4ll6 homogén linedris rendszer
y-ra, igy mindig van nemtrivialis megoldésa.

Mivel S tetszoleges n — k + 1-dimenzids altér volt, ezért

sup inf R(z) < A
SeVy i1 z€S

R(sg) = A miatt tudjuk, hogy van olyan n — k + 1-dimenzids altér benne x vektorral,
amin az infimumok szuprémuma felvétetik, igy sup-ot max-ra, inf-et min-re cserélhetjiik.

A masik egyenl6ség bizonyitasa ugyanigy megy. 0

1.4. Interlacing tétel

1.4.1. Tétel. Legyen A n X n-es szimmetrikus mdtric Ay < --- < \, sajatértékekkel, B
pedig az az (n—1) X (n—1)-es mdtriz, amit A-bdl az i-dik sor és oszlop torlésével nyerink.

Amennyiben B sajatértékeit g < -+ < pu,_1 jeloli, akkor
M SA S <A< <A S S A,

Bizonyitas. Figyeljiik meg, hogy

T
(xla s 7xiflaoaxi+1a s 71'71)‘4(3:17 cee 7$i71707xi+17 cee 7xn) o
(1, i1, 0,01, o ) (g, o i1, 0, T, e ) T
T
o (];17 ceey Lim1y L1y - - - 7xn)B($17 sy Li1y L1y - - - 7xn) |

(1o oy Ty T 1y ey Tp) (X1, ey T, i1y ey Tp) |
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Legyen k € {2,...,n} tetsz6leges! A | maximin” tétel kétszeri alkalmazasaval
2 Az
A = max min ——
S:dim(S)=n—k+1 z€S T ' T
ozl Az
> max min —— =
S:dim(S)=n—k+1 z€S T 'X
SC{ei}*
-
o max min (xla'"7xi—1ax7j+17"'7mn)B(x17"'7xi—1axi+la"-axn) o
S:dim(S)=n—k+1 z€S (Il, ey L1, Ty 1y e - 7In)(l’1, ey L1, T 1y - - ,ZEn)T
SC{e;}*
. y'B
= max min = lg_1
T:T<R"1 veT yly

dim(T)=(n—1)—(k—1)+1

A mésik irdnyhoz legyen k € {1,...,n — 1}! A fentihez teljesen hasonléan most a

,,minimax”-elvet hasznélva:

) ' Ax
AL, = min max — <
S:dim(S)=k z€S X 'X
-
< min S:dim(S)=k v Az o
= L - —
SCleil™ 2es 2Tz
T
= min maxy By =
= = L.
T.T<R*! yeT yly
dim(T)=k

O

1.4.2. Megjegyzés. E fejezet anyaga szinte modositas nélkiil elmondhatd valds
szimmetrikus helyett komplex Hermitikus matrixokra, de ekkor természetesn minden

transzpondlds helyett adjungédlast (komplex konjugdlds és transzponalds) kell irnunk.



2. fejezet

Grafok skeptruma

2.1. Grafok matrixai

Ebben a fejezetben néhany a grafokhoz rendelt specialis matrixtipust fogunk vizsgdlni.
Természetesen elvileg az ilyen matrixoknak csak képzeletiink szab hatart, viszont a
gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl az itt bemutatasra keriilé matrixok bizonyultak
leginkabb hasznosnak.

Legyen adott egy G egyszeri, iranyitatlan graf n ponton! Minden esetben elészor
megcimkézziik a csicsokat 1-t6l n-ig természetes szamokkal. (A tovabbiakban a rovidebb
fogalmazas kedvéért e szamot azonositjuk a megfelelé cstccesal, és igy példaul az i
szamnak megfelelé cstcs” helyett egyszeriien az ,,i cstcs”’-rél beszéliink.) Tekintsiik

o 1 ha ¢ szomszédos j-vel )
azt az A matrixot, amelyre A;; = . Ezt nevezzik G

0 kiilonben
szomszédossagi matrixanak vagy idegen széval adjacenciamatrixanak. Vegyiik észre,

hogy A szimmetrikus.

E fogalom kénnyen altalanosithaté multigrafokra (igy nevezziik a tobbszoros éleket is
megengedo grafokat) és digrafokra (ez az irdnyitott grafok révid elnevezése). Ekkor a A;
az i-bol j-be iranyuld élek szama. A atldjanak bejegyzései a hurokéleknek felelnek meg.

Visszatérve az irdnyitatlan esetre, jelolje d; az @ csucs fokat, és nevezzikk D-nek azt
a diagonalis matrixot, melyben a f6atlé i-dik poziciéjaban d; all. Ekkor L := D — A-t
G Laplace-matrixanak, () := D + A-t pedig G el6jelmentes Laplace-matrixanak
nevezzik.

Végiil definidljuk az tgynevezett incidenciamatrixot vagy méas néven illeszkedési

10
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matrixot. Ehhez a csicsok mellett az éleket is szamozassal latjuk el 1-t6l m-ig. Az
M matrix n x m-es lesz, sorai a csucsoknak, mig oszlopai az éleknek felelnek meg.
1 ha ¢ csics végponja a j élnek

M;; = . Figyeljiik meg, hogy minden oszlop pontosan
0 kilonben

két darab egyest tartalmaz.
Ez a fogalom is kiterjesztheto iranyitott grafokra: ott —1 frunk az élek végpontjaira,
—1 ha az ¢ cstcs a végponja a j élnek
azaz N;j = {1  ha az i cstcs a kezdSpontja a j élnek. Az igy értelmezett irdnyitott
0 kiilonben
incidenciamatrixot a tovabbiakban N bettivel jeloljiik.

Fontos szem el6tt tartani, hogy ezek a matrixok &ltaldban fiiggnek attol, hogy
milyen sorrendben szamozzuk meg a pontokat illetve az éleket. Mivel vizsgdlédasaink
targya mégiscsak maga a graf, és nem pedig a konkrét matrixos reprezentéicidja, ezért a
késobbiekben figyelmiinket olyan tulajdonsidgokra koncentraljuk, amelyek invaridansak a
kiilonbozo lehetséges reprezentaciokra nézve.

Példaként lassuk, hogy festenek a fenti matrixok a abran lathaté graf esetén!

2
1
4 5
3
2.1. 4bra.
01111 40 000
1 0010 02000
A= 1 0 0 1 0 D=]1002200
11101 00040
10010 0000 2
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4 -1 -1 -1 -1 4 1111
-1 2 0 -1 12010
L=D-A=] -1 0 2 -1 0 Q=D+A=]110210
-1 -1 -1 4 -1 1 11 41
-1 0 0 -1 2 1 001 2
1111000
1000100
M=10100010
0010111
000100O0T1
2.2. A matrixok alapveto tulajdonsagai
Konnyti ellenérizni, hogy fennall a Q@ = MM ' azonossig. Ennek ismeretében azt is

megallapithatjuk, hogy @ pozitiv szemidefinit, hiszen tetszéleges x vektorra z'Qz =
" MM e =(M"2)"M" "z = ||[M"z||> > 0 (ahol ||.|| alatt a szokésos belsd szorzat, azaz
a koordinatankénti szorzatosszeg dltal indukélt normat értjiik). Hasonl6an megkaphatjuk
az (el6jeles) Laplace-matrixot: irdnyitsuk meg tetszélegesen a graf éleit! fgy folirhatjuk
az N irdnyitott incidenciamétrixot. Ezek utan L az L = NN képlettel kaphaté meg.
Itt persze bele kell gondolni, hogy valéban mindegy, milyen iranyitast valasztottunk, az
eredmény ugyanaz lesz. Vildgos, hogy L ugyancsak pozitiv szemidefinit.

Mig @ akar (szigortan) pozitiv definit is lehet (ez akkor van, ha M teljes rangu),
ugyanez L-r6l nem mondhaté el. Ugyanis észrevehetjik, hogy L oszlopait 0sszeadva épp

a nullvektort kapjuk, ami azt jelenti, hogy L szinguldris, vagyis van nulla sajatértéke.

2.3. A graf spektruma

Egy graf spektrumanak vagy hagyomanyos  spektrumanak az 0
adjacenciamatrixanak spektrumat nevezziik. Ezzel kapcsolatban folmeriil egy kérdés: mi
van, ha esetleg més sorrendben szdamozzuk be a cstucsokat, és igy mas adjacenciaméatrixot
kapunk? Nos, a vdlasz megnyugtato: az j matrix spektruma megegyezik a régiével, igy az

iménti definicié tényleg egy grafjellemzot, és nem pedig egy matrixjellemzot ad. Valéban,
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az 1j A’ méatrix az eredeti A matrixbdl a sorok és velikk megegyezé indexii oszlopok
szimultdn cseréivel kaphaté. Ez matrixnyelven gy irhaté le, hogy A’ = PT AP, ahol P egy
alkalmas permutaciomatrix (az olyan 0 — 1 matrixokat nevezziik igy, melyeknek minden
sordban és oszlopaban pontosan egy darab egyes van). Azt is konny(i meggondolni, hogy
PT = P! Eszerint A’ és A hasonlé métrixok, igy a karakterisztikus polinomjuk, és
emiatt a spektrumuk is megegyezik. (Ezt konnyen ellenérizhetjiik is: A’ karakterisztikus
polinomja ya/(x) = det(zI —A") = det(zI — P7'AP) = det(P ' (zl — A)P) =
det P~tdet (x1 — A)det P = det (x] — A) = xa(z).) A hasonlésig kovetkezményeként
azonnal adodik, hogy a két minimalpolinom is ugyanaz.

A fenti gondolatmenet megismételhetd az L és () matrixokra is, igy beszélhetiink a graf
Laplace-spektrumardl illetve az elgjelmentes Laplace-spektrumardl. Korabban
mar megallapitottuk, hogy a Laplace- és eljelmentes Laplace-spektrum nemnegativ
valés szamokbdl all (ez algebrabdl ismeretes, de kénnyen meg is gondolhat6, hogy
e tény ekvivalens a maétrix pozitiv szemidefinit voltaval), tovabba lattuk, hogy a
Laplace-spektrum biztosan tartalmazza a nullat.

Mivel az itt targyalt métrixok mind valds szimmetrikusak, minden sajatértékiik
valés. Am a szimmetridnak nem ez az egyetlen kovetkezménye, ami hasznunkra lehet.
Ismeretes, hogy egy szimmetrikus matrix diagonalizalhaté, mi tobb, a diagonalis
alakhoz tartozé sajatbazis ortonormalt. Ennek segitségével konnyen belathatd, hogy a
minimalpolinom éppen a kiilonboz6 gyokokhoz tartozo elséfoku gyoktényezdk szorzata. A
diagonalizalhatosagnak koszonhetden a sajatértétek algebrai és geometriai multiplicitasa
megegyezik, igy a tovabbiakban réviden csak multiplicitast mondunk.

Példaként lassuk a fenti fogalmakat a [2.1)] grafral

Karakterisztikus polinom: xo(z) = 2° — T23 — 622

Spektrum: -2,-1,0,0,3

Minimalpolinom: m(z) = (z +2)(z + Da(r — 3) = 2* — T2? — 62
Laplace-spektrum: 0,2,2,5,5

El6jelmentes Laplace-spektrum: =~ 0.6277,2,2,3, ~ 6.3722

2.3.1. Megjegyzés. Folmeriilhet benniink a kérdés, hogy a kiilonbozé spektrumokbdl
milyen gréftulajdonsdgokra tudunk kovetkeztetni, netdn meghatarozza-e a spektrum
izomorfia erejéig a grafot. Az elébbi kérdésre adando valasszal konyvek toltheték meg,
mi is ennek boncolgatasaval foglalkozunk a tovabbiakban. Az masodik kérdést viszont
gyorsan elintézhetjiik: valasz az utébbira nemleges. A megegyez6 spektrumi nemizomorf

grafokat kospektralisnak nevezziik. A a legkisebb kospektralis grafpart mutatja
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(mindketté karakterisztikus polinomja y(x) = z° — 42%), mig a abran legkisebb
osszefiiggd ilyen példa ldthaté (karakterisztikus polinomjuk y(z) = 2% — 72t — 423 +
72% + 4 — 1). Az elsé példa azt is mutatja, hogy onmagaban a spektrum nem hordoz

elegendd informaciét annak eldontésére, hogy egy graf osszefiiggo.

2.3. dbra.

2.4. Korsétak és a spektrum

2.4.1. Tétel. Legyen D digrdf, A az & adjacenciamdtriza, k > 0 egész! Ekkor (A*);;
(azaz A* mdtriz (i, 7)-dik eleme) éppen az i-bbl j-be vezetd pontosan k €l hosszisdgi sétdk

szama.

Bizonyitas. Teljes indukciot alkalmazunk k-ra nézve. A k = 1 esetre definicié szerint
igaz, hiszen az egyhosszi sétdk épp az élek. Most tegyiik fel, hogy k — 1-re igaz! (A%), ; =
(AF1); (A, , azaz A (i, j)-dik eleme A*~! i-dik sordnak és A j-dik oszlopanak skaldris
szorzata. E skalaris szorzat nemnulla tagjai megfelelnek azon [ csicsoknak, melyekbol
vezet él j-be, és értékeik az indukciods feltevés szerint az i-bol [-be vezeto sétak szama. [

A fenti tételt atfogalmazhatjuk iranyitatlan grafokra is. Egy adott G iranyitatlan
grafbdl allitsuk el6 azt a D digrafot ugyanazon a csucshalmazon, melyben pontosan azon
csicsok kozott megy oda és vissza él, amelyek G-ben Ossze vannak kotve (példaként lasd
a abrat). Ekkor G és D adjacenciamatrixa megegyezik, és A hatvanyai a tételnek
megfelelden G sétait szamlaljak meg.

A tétel egyszerli, amde szellemes kovetkezménye az aldbbi megfigyelés:
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=

2.4. 4bra.

2.4.2. Megfigyelés. Egy D digrdf pontosan akkor DAG (Directed Acyclic Graph,

azaz irdnyitott értelemben kormentes digrdf), ha (irdnyitott) adjacenciamdtriza nilpotens.

Bizonyitas. Ha D DAG, akkor benne a séta és ut fogalma egybeesik. Az utak hosszanak
létezik egy k felso korlatja, azaz nem létezik k + 1-hosszu ut. A tétel miatt AR
minden eleme nulla.

Ha viszont D-ben létezik egy k-hosszi iranyitott kor valamely ¢ csticson at valamilyen

k-ra, akkor (A*);; > 0 minden j természetes szdmra. O

2.4.3. Megjegyzés. A tétel altalanosithaté. Legyen most A tetszoleges métrix!
Gondoljunk ugy (A); j-re, mint az i-bél a j cstcsba vezetd €l stlydra, tovabbd értelmezziik
egy séta stlyéat az élein levd sulyok szorzataként! Ezzel a széhaszndlattal (A); ; éppen
az i-bol j-be vezetO Osszes k-hosszu séta silyanak Osszege. Ez az altaldanosabb allitas
teljesen ugyanigy igazolhatd, amint azt a tétel esetében tettiik. Vegyiik észre, hogy
a sulyokra nem tettiink nemnegativitasi feltételt!

A megfigyelést is atfogalmazhatjuk: egy A nemnegativ mdtrix pontosan akkor
nilpotens, ha a neki a fenti értelemben megfeleld digraf aciklikus. Specidlian ha egy
nemnegativ matrix foatlgja tartalmaz nemnulla elemet, akkor az illeté matrix biztosan

nem nilpotens.

Kiilon kiemeljiik az alabbi megfigyelést, aminek igazsaga a fentiek alapjan konnyen

meggondolhaté:

2.4.4. Megfigyelés. Legyen G n csucsu egyszerd iranyitatlan grdf, M pedig olyan
szimmetrikus nemnegativ n X n-es mdtriz, amelyre (M);,; > 0 pontosan akkor, ha
(i,7) € E(G) vagy i = j. Ekkor (M*),; > 0 pontosan abban az esetben dll fenn, ha

létezik 1-00l j-be pontosan k-hosszi séta.
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Egy pillanatra korldtozzuk vizsgdléddsainkat iranyitatlan G grafral Az AF métrix
f64t16jabol a korsétak szamdt olvashatjuk ki. Specidlisan ha k = 2, akkor a A? f64tléjdnak
i-dik eleme az i-bol indulé és i-ben végzodo korsétakat, azaz éppen az i-re illeszkedo
éleket szamlalja le. A3 f6atldjanak bejegyzései pedig ugyanilyen alapon a hiromszogek
(hdrom hosszi korok) szamérdl beszélnek. Vigydzzunk, itt egy héromszoget mindkét
iranyban kiilon-kiilon megszamolunk! Ha A? f84t16jat osszegezziik (matematikai jeloléssel
egy trace A?), azzal minden élet kétszer szamoltunk (mindkét végpontjandl egyszer), A3
nyoma pedig az 0sszes haromszog szaménak hatszorosa (egy hdromszoget mindhérom
csicsdbdl indulva mindkét irdnyban figyelembe vesziink). Megallapitasainkat kimondjuk

tétel formajaban is.

2.4.5. Tétel. Legyen G iranyitatlan grdf, A az 6 adjacenciamdtriza!l Ekkor %traee A? a

G éleinek szama, %trace A3 a hdromszogek szdma.

Eszrevehetjiik, hogy trace A* kifejezheté pusztén a spektrumbdl is: ha a spektrum
o(A) = (M, A2, ..., \p), akkor trace A¥ = trace(S1A*S) = trace(S~TAS)F = Y0 AF,
ahol S71AS A diagondlis alakja.

Ha tovabb noveljik k& értékét négyre, akkor sajnos azt talaljuk, hogy a négyhosszu
korok szamat mar nem hatdrozza meg a spektrum. Viszont ha ismerjiik még a

fokszamsorozat négyzetosszegét is, akkor ki tudjuk szamitani ezen értéket is.

2.4.6. Tétel. Legyen G egyszert, irdnyitatlan graf, A az é adjacenciamdtriza, és jeloljuk
deg(i)-vel az i csics fokdt! Ekkor g(trace A* + trace A> — 237" | deg(i)?) a négyszogek

szdma.

Bizonyitas. A négyhosszi korsétakat trace A* szamlalja le, ebbdl kell levonni azoknak a

.....

----

----------

. .
s .
-----

2.5. dbra. Négyhosszu korsétdk, amik nem korok

szamat, melyek nem korok. E két eset af2.5abran lathaté. Tehat levonando egyfeldl az élek
szdma (ezeket a trace A* képlet kétszer veszi figyelembe, mindkét végpontjabdl tekintve

egyszer-egyszer), masfel6l a kett hosszi utak szdma. Az utébbiak szdma ) | (deg(i)),
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ezeket négyszer kell levonni. fgy osszességében minden négyszoget nyolcszor szamoltunk,
tehat a keresett érték:

) ) — (deg(i)
g(tra(:eA —2|E(G>’_4;< 2 ) B

(trace A* —2|E(G)| -2 Zdeg(i)(deg(i) -1) | =

0| =

1 n n
=3 trace A* — 2|E(G)| — 2 Z deg(i)? + 2 Z deg(i) | =
i=1 i=1

41E(G)
1 n
=3 <trace A* 4+ 2|E(G)| -2 ZZI deg(i)® | =

1 n
=3 <trace A* 4 trace A% — 2 Z deg(i)2>

i=1

Felhasznéltuk, hogy a binomidlis egytitthat6 értéke a deg(i) < 2 esetén definicié szerint
nulla, és az értékét kiszamito szorzatalak ugyanezzel a tulajdonsidggal rendelkezik. U
Az iménti formula megfelel6je felirhaté iranyitott grafra is. A bizonyitasaval
tokéletesen megegyez6 gondolatmenet meggyozhet minket réla, hogy ha D iranyitott graf

incidenciamatrixa A, akkor D négyhosszu koreinek szama
1 n
— | trace A* + trace A* — 2 A%H? ).
1l S

2.5. Az atméro

Egy Osszefliggd graf atmérdjén a pontparjai kozott realizalodé maximalis tavolsagot
értjiik. gy példaul egy n-pontu teljes grafnak (K,) 1 (hisz barmely két pontja
szomszédos), a [2.1| dbran lathaté grafnak pedig 2 az dtmérdje. Most felsé korldtot adunk

a graf atmérdjére a kiilonbozo spektrumok segitségével.
2.5.1. Tétel. Legyen G osszefiiggd iranyitatlan grdaf atmérdje d! Ekkor

1. G (hagyomdnyos) spektruma legaldbb d + 1 (kiilénbozd) szambdl dll
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2. G Laplace-spektruma szintén legaldbb d + 1-elemi;

3. G eldjelmentes Laplace-spektruma is legaldbb d + 1-elemd.

Bizonyitas. Belatjuk, hogy amennyiben M olyan szimmetrikus nemnegativ n X n-es
matrix, amelyre (M); ; > 0 pontosan akkor, ha (i,j) € E(G), abban az esetben M-nek
legalabb d + 1 sajatértéke van.

Tegyiik fel, hogy M kiilonboz6 sajatértékei A, Ao ... A\gy1, és tegyiik fel indirekt, hogy
G atmérgje nagyobb, mint d, azaz léteznek u és v pontok, melyek tavolsdga d + 1! Ekkor
az tétel értelmében M minimalpolinomja p(z) = Hfill (x — A;), aminek foka ezek
szerint d + 1. Mivel u és v tavolsidga d + 1, ezért a tétel miatt (M'),, = 0 minden
| < d+ 1 esetén, viszont MT! =£ 0, ezért (p(M))y. # 0, ami ellentmondas.

Ha most M helyébe A-t irunk, az els¢ allitast kapjuk, mig M = @) a harmadik allitast
adja. Az M = nl — L helyettesitésbdl azt kapjuk, hogy az nl — L matrixnak legaldbb
d + 1 sajatértéke van. Viszont nl — L sajatértékei kolcsonosen egyértelmiien megfelelnek
L sajatértékeinek, hiszen ha valamely nemnulla v vektorra (nl — L)v = Av, akkor ezt
atrendezve (n — A\)v = Lv. Tehat ha A sajdtértéke nI — L-nek, akkor n — A sajdtértéke

L-nek, és ugyanez persze forditva is elmondhato. 0

2.5.2. Megjegyzés. A fenti tétel megfelelojét elmondhatjuk Gssze nem filiggd grafokra
is. Ekkor ha a kiilonboz6 sajatértékek szamét d + 1 jeloli, akkor az egyes komponensek
atméroje legfeljebb d. Mindez nyilvanvald, ha észrevessziik, hogy a spektrum a

komponensek spektrumainak uniéja.

2.6. A feszitofak szama

Ebben a részben megmutatjuk, hogy a Laplace-spektrum meghatarozza a graf
feszitofainak szdmat. Bevezetunk néhany jelolést: egy M n x n-es métrixra jelolje M_; _j
azt az (n—1)x (n—1)-es matrixot, amelyet M-b6l az i-dik sor és a j-dik oszlop elhagyédsaval
kapunk. M (4, j)-kofaktordnak cofact(M,1,j) = (—1)"*7 det M(_; _; -t nevezziik.

2.6.1. Tétel. Legyen G iranyitatlan multigraf n > 2 ponton, melynek Laplace-mdtriza
L, és jelolje N(G) G feszitdfainak szamat! Ekkor

1. N(G) = cofact(L,1,7) tetszdleges i,j € {1,...,n}-re

2. N(G) = LTI, pi, ahol 0= py < pg < pig < -+ < p,, @ Laplace-sajdtértékek.

T n
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Bizonyitas. A bizonyitast tobb 1épésben végezziik.

1. Elészor belatjuk, hogy cofact(L,i,4) = cofact(L, i, 7) tetszbleges i,5 € {1,...,n}-re.
Jelolje B azt a matrixot, amit L(_; _;-bdl kapunk oly médon, hogy a j-dik oszlopot
|i — j| darab szomszédos oszlopcserével a i-dik poziciéba mozgatjuk. Ekkor det B =
(—1)"7 det L(_; _;. Szdmitsuk ki cofact(L, 7, i) —cofact(L,,j) = (—1)" 7 det L_; _;—
det L(_; ;) = (=1)"7(=1)""7 det B — det L(_; _j) értékét. Mivel a B és az L(_;_;
méatrixok csak egy oszlopban (az i-dikben) térnek el, a determinéns linearitdsa miatt

a két tagot Osszevonhatjuk:

cofact(L,4,1) — cofact(L, i, j) =

(LD Lz o (Dt L)y -0 (D1 (D)iga
det [ (L)2n (L)2g oo (L)2i+ (L)2y -0 (L)2j—1 (L)2jn

A fenti determindns sorOsszegei az L matrix sordsszegeivel megegyeznek, az

utébbiakrél viszont tudjuk, hogy mind nulldk. Igy cofact(L, i, i) = cofact(L, i, ).

2. Legyen = € V(G) tetszOleges rogzitett cstucs! Az édltaldanossdg megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy x az egyes indexti cstcs, tehat neki az elsé sor és oszlop felel meg
L-ben. Megmutatjuk, hogy N(G) = cofact(L, z, z). Teljes indukciét alkalmazunk az

élszamra vonatkozdan.

(a) Ha deg(z) = 0, azaz x izoldlt pont, akkor nem létezik feszitéfa fiiggetleniil
attdl, hogy egyébként hany éli a graf. Ekkor cofact(L,z,z) = 0 = N(G), hisz

L(_y 2 szinguldris, hiszen L(_, ) épp G \ « Laplace-matrixa.

(b) Most tegyiik fel, hogy deg(z) > 0, azaz létezik z-nek egy y szomszédja, tovabba
tegytik fel, hogy minden 0 < k < E(G)-éli G’ grafra igaz, hogy N(G') =
cofact(L', 2, z’), ahol 2’ € V(G’) tetszbleges! (Az egyszerliség kedvéért legyen
y a kettes indexii cstcs!) Az indukcids 1épés az aldbbi megfigyelésen nyugszik:
N(G) = N(G \ zy) + N(G/xy). Valéban, hisz N(G \ zy) az xy élet nem
haszndlé, N(G/xy) pedig az zy élet hasznald feszit6fak szdma. Az indukeids

feltevés szerint
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N(G/l'y) = COfaCt(LG/:vw (my)7 (%y)) =

deg(z) +deg(y) =2 (L)ig+ (L)2z (L)ra+ (L)2a -

(L)1 + (L)32 (L)33 (L)34

(D (D (L)as

20

N(G\ zy) = cofact(Le\gy, z, ) =
deg(z) =1 (L)i2+1 (
(L)2n +1 deg(y) —1 (
= det (L)sq (L)3,2 (
(L)1 (L)42 (

(L)aa
(_17_1)
(L)33 (L)3a
:det (L)43 (L)474
.
L)1
L)y
L)3,3 -
L)ag
(_17_1)

deg(y) =1 (L)2az (L)24

B (L)sx (L)sz (L)3a

N D s (D
—1 (L)2s (L)2a4 deg(y)
(L)ss (L)34 © det (L)1

= det ’
0 (L)4’3 (L)474 e
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Ezek szerint N(G) = N(G \ zy) + N(G/xy) = D. Viszont

deg(y) (L)2s (L)24
(L)371 (L)373 (L)374 Ce
cofact(L, x, x) = det Dy (Das (Das .. = D.

Ezzel belattuk, hogy N(G) = cofact(L, z, x)

3. Most megmutatjuk a masodik allitdas helyességét. L karakterisztikus polinomja
p(t) = det(t] — L) = [[;_,(t — i) = t][}_o(t — p;). Ebben ¢ egytitthatGja a jobb
oldal szerint (—1)""' ], wi, a bal oldalbdl szdmitva pedig

n

> det(—L) i = > _(=1)" " det Ly = (=1)"'nN(G).
i—1 ——

i=1 NG

Tehét N(G) = L [T, wi.

T on

Ezzel a tételt igazoltuk. 0J

2.7. Paros grafok és az oOsszefiiggoség

Egy grafot parosnak neveziink, ha csticshalmaza két csoportba particionalhaté gy, hogy

csak a két csoport kozott fut él. E részben iranyitatlan grafokat vizsgalunk.
2.7.1. Tétel. Egy G grdf pontosan akkor pdros, ha spektruma szimmetrikus a nulldra.

Bizonyitas. Az ,,csak akkor” irdanyhoz figyeljiik meg, hogy G adjacenciamatrixa A =

0 B
( 5T o ) alaku (feltéve, hogy a csticsokat a két pontosztély szerint vettiik sorra).

v
Ezért ha v = ( ! ) sajatvektor A sajdtértékhez (ahol v az A el6bbi particidjaval
V2

) sajatvektor —\-hoz, hisz

konformdbilis médon van particionélva), akkor w = (

Bl (=A)(=v2)
sajataltere ugyannyi dimenzids, tehat a két sajatérték multiplicitasa megegyezik.

B(— —A
Aw = ( (—v2) ) = ( (=A)u ) Az elébbiekbdl az is latszik, hogy A és —A
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A maésik iranyhoz tegyiikk fel, hogy a spektrum szimmetrikus a nullara! Ekkor
trace A1 = ™" A2*! = 0, hiszen a sajatértékek 2k + 1-dik hatvéanyai (a nulldk
kivételével) ellentettpdrokba &llithaték. A tétel értelmében A% f8atléjanak i-dik
eleme az i csicson atmend 2k + 1-hosszu korsétdk szama. Lévén egy ilyen darabszdam
nemnegativ, osszegiik csak gy lehet nulla, ha mindegyikiik nulla. Ezzel belattuk, hogy
G-ben nincs paratlan hosszi korséta, és igy persze specidlisan paratlan hosszi kor sem.
Ezzel a tételt belattuk, hisz ismeretes, hogy egy graf pontosan akkor paros, ha nincs benne
paratlan hosszu kor. O

Amennyiben tudjuk, hogy a graf 0sszefiiggo, gyengithetiink az iménti tétel feltételén.

2.7.2. Tétel. Eqgy dsszefiiggo G grdf pontosan akkor pdros, ha legkisebb és legnagyobb

sajatértéke eqgymds ellentettje, azaz Apin = —Amaz-

Bizonyitas. Ha \,.. = \nin = 0, akkor kész vagyunk, hisz ekkor nincs éle a grafnak.

Tegyiik fel ezért, hogy Apae > 0! Az el6z6 tételben lattuk, hogy paros graf esetén a

spektrum szimmetrikus, 12y Anin = —Amaz-
A masik irdnyhoz tegytik fel, hogy G 6sszefiiggd, és Amin = —Amaz! Az tétel
. o . T Ax o . T . . . ..
szerint A, = Mingzo 5 = minjg=1 = Ax. Vegyiink egy ilyen x-et, amin a minimum
felvétetik, és jeloljiik v-vel a v = (|z1], |22], ..., |7,]) " vektort! Mivel
n
v Ax = Z x; Z x| = Z iy,
i=1 j:ijEE(G) ij:ije E(G)
ezért
)\max = ’ - )\ma:(;| = |>\mm| = ’xTAx| = | Z ZL'Z'ZL’]'| S
ij:ijeE(G)
< Z |.I'ZHSL']‘ = ’UTA'U S )\max
ijij€E(G) [C2T] tétel
Ezért mindenhol egyenldségnek kell dllnia. Mivel [jv]| = 1 és vTAv = e, ezért

az tétel miatt v sajatvektor \,,..-hoz. A masik dolog, amit észre kell venniink,
hogy | Zij:ijeE(G) x| = Zij:ijeE(G) |z;||z;| pontosan akkor teljesiil egyenl6éggel, ha vagy
minden ij élre x;z; = |x;||x;| vagy minden élre z,2; = —|x;||x;|. A els6 eset nem &llhat
fenn, hisz akkor v sajatvektor lenne A\, = Anar-hoz. fgy, ha a két pontosztalynak x
pozitiv illetve negativ komponenseinek megfelelé csiicsokat vélasztjuk, akkor minden él a

két pontosztaly kozott fut.
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Alh’tjuk, hogy x-nek nincs nulla komponense, tehdt az imént a csicshalmazt helyesen
particionaltuk. Ehhez vizsgaljuk meg, mit is jelent az adjacenciamatrix sajatvektoranak
lenni! Az Aw = Mw egyenlet a j-dik komponensre épp azt mondja, hogy Av, =
Y bk jer(@) Wk tehat w pontosan akkor sajatvektor A-hoz, ha minden ¢ csticsra Aw; épp az
i szomszédaira irt szamok Osszege. Tegytik fel indirekt, hogy valamely i-re z; = 0 = |z;|!
Ekkor mivel v = (|x1|, |2|, ..., |z,|) sajatvektor A,q.-hoz, ezért |z;| = 0 csak gy lehet, ha
minden ¢ minden j szomszédjara |z;| szintén nulla. A szomszédok szomszédaira ugyanezt
elmondhatjuk, végiil a graf Osszefliggdsége miatt azt kapjuk, hogy |xi| = |xo| = -+ =
|vn,] = 0, ami ellentmonddsban van |[v]| = 1-gyel. O

Ezek szerint a (hagyomdanyos) spektrum egyértelmiien meghatarozza a graf paros
voltat. A Laplace- és el6jelmentes Laplace-spektrumrol viszont ugyanez nem mondhaté el
(a abra egy Laplace-kospektralis part mutat, melyek koziil csak a jobb oldali paros,
a képen az el6jelmentes Laplace-spektrummal kapcsolatos ellenpédat latunk). Am
ha az elobbi ketto mindegyikét egyszerre ismerjiik, akkor mar egyértelmtien el tudjuk
donteni, paros graffal allunk-e szemben. A kovetkezdkben belatjuk, hogy ez pontosan

akkor &ll fenn, ha a Laplace- és el6jelmentes Laplace-spektrum megegyezik.

& B

2.6. abra.

N Ve

2.7. dbra.

2.7.3. Megfigyelés. Eqgy grdf karakterisztikus polinomja az osszefiggé komponensek
karaszterisztikus polinomjainak szorzata. fgy a spektrum a komponensek spektrumainak
unioja, ami a multiplicitasok o0sszegzodésével értendo. Ugyanez igaz a Laplace- és

elojelmentes Laplace-spektrumra.

2.7.4. Tétel. A nulla sajdtérték multiplicitisa a Laplace-spektrumban éppen az

osszefliggo komponensek szdma.
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Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy egy Osszefliggdé G graf Laplace-spektruméban a nulla
egyszeres sajatérték. A fenti megfigyelés miatt ebbdl mar kovetkezik a tétel allitasa.
Amint a ben lattuk, L = NN, ahol N a G egy tetszéleges megiranyitasanak
incidenciamétrixa. Ezért L és N7 magtere megegyezik (vildgos, hogy ker NN D ker N,
a mésik irdnyd tartalmazast pedig a kovetkezOképp lathatjuk: NNTv =0= v NNTv =
0= ||NTv||> = NTv = 0). Tehat ha Lv = 0 valamilyen v vektorra, akkor N'Tv = 0. Ez
utébbi métrixszorzat azt fejezi ki, hogy v; = v; a graf minden ij élére. Mivel G 0sszefliggd,
ezért v; minden i-re ugyanaz a konstans érték, tehat az Lv = 0-t teljesito vektorok altere

egydimenzids. 0

2.7.5. Megjegyzés. A bizonyitasban érvelhettiink volna a tétel felhasznaldasaval

is. Az N(G) = LT, i szorzat pontosan akkor nemnulla, ha van feszit6fdja a grafnak.

T on

Maérpedig feszitéfaja épp az Osszefiiggd grafoknak van.

2.7.6. Tétel. A nulla sajatérték multiplicitdsa az eldjelmentes Laplace-spektrumban

éppen a graf pdros komponenseinek szama.

Bizonyités. Az eléjelmentes Laplace-métrix Q = MM T. Az el6z6 bizonyitasban latottak
mintdjara Qu = 0 pontosan akkor, ha M Tv = 0, ami azt jelenti, hogy v; = —v; a graf
minden ij élére. Ezek szerint, ha egy ¢ csiicson eldirjuk v; értékét valami ¢ konstansra, az
az el6zd bizonyitdshoz hasonlé gondolatmenettel lathaté médon meghatdrozza v; értékét
minden olyan j-re, ami i-vel egy komponensben van. Amennyiben a komponens paros,
akkor ¢ tetszéleges lehet, és igy az egyik csicsosztaly pontjait c-vel, mig a masikét —c-vel
cimkézzik. Ha viszont a szébanforgd komponens nem paros, azaz tartalmaz paratlan kort,
akkor mivel e kor mentén a csticsok felvaltva kapnak c illetve —c cimkét, igy korbeérve azt
talaljuk az els6 cstcson, hogy cimkéje ¢ = —c. Tehat v azon komponensei nullak lesznek,
melyek nem péaros komponensbeli csicsnak felelnek meg.

Kaptuk tehédt, hogy Lv = 0 esetén v = (c¢1,...,¢1,¢0,...,¢k,0,0,...) alaki
(hallgatdlagosan feltételezve, hogy a csicsokat a komponensek szerint soroltuk fel), ahol
k a komponensek szama, cq, ..., ¢, tetszoleges. Az ilyen vektorok altere k-dimenzios, igy

a nulla sajatérték multiplicitasa k. 0

2.7.7. Tétel. Egy G grdf pontosan akkor pdros, ha Laplace- és eldjelmentes

Laplace-spektruma megegyezik.
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Bizonyitas. Tegytik fel, hogy G paros graf! Ekkor a bizonyitasanak jeloléseivel

D1 B Dl —B Dl O ,
L= , Q= , ahol D = a 2.1 részben bevezett
BT D, —~BT D, 0 D,

diagonalmatrix a fokszamokkal. Legyen

-1 0 O 0
0 -1
0 0 0 0 0
A= ,
0
0
0 0 0 0 0

ahol is A particiondldsa L és () iménti particionéldsanak felel meg. Vildgos, hogy A= = A,

és L = A"*QA. L és Q hasonlbak, {gy spektrumuk megegyezik.

A forditott irany a [2.7.4] és a [2.7.6] tételek egyszerti kovetkezménye, hiszen e ketto

egyiitt azt mondja, hogy a paros komponensek szdma megegyezik a komponensek

szamaval. O

2.8. Regularis grafok

Egy gréfot r-regularisnak neveziink, ha minden cstucsanak foka r. Amennyiben csak
,,regularis” grafot mondunk, azt ugy értjiikk, hogy létezik r, amire 6 r-reguldris. Egy
r-regularis grafnak mindig sajatértéke r, melyhez sajatvektor a 1 = (1,1,...,1)", és

ha a graf osszefiiggd, akkor lényegében nincs is mas sajatvektor.

2.8.1. Megfigyelés. Eqgy r-requldris grdaf r sajatértékének multiplicitdsa az o0sszefiggd

komponensek szima.

Bizonyitas. Mivel A =1l — L, ezért Av =rv < rv— Lv =rv < Lv =0, igy A-nak az
r-hez tartozé sajataltere ugyannyi dimenziés, mint L magtere. Ez utébbi viszont a
tétel értelmében a komponensek szama.

Egy masik érvelést is mutatunk, amivel ugyanerre az eredményre eljuthatunk. Az
Av = rv egyenlet a j-dik komponensre épp azt mondja, hogy rv; = Zk:kjeE(G) vg. Tegytik

fel, hogy Av = rv, és tekintsiik azt az i-t, amire v; maximéalis. Az el6bbi megéllapitds
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szerint v; a szomszédos v; értékek atlaga, viszont v; maximalis volta miatt ez csak gy
lehetséges, ha v; = v; ¢ minden j szomszédjara. Ugyanezt elmondhatjuk a szomszédokra,
majd a szomszédok szomszédaira, és igy tovabb. Ezek szerint mind a k& darab komponens
pontjai ugyanazt a szamot kapjdk a sajatvektor szerint, és az is konnyen lathaté, hogy
tetszoleges k darab valés szam ilyen médon sajatvektort definial r-hez. 0

Ennek segitségével megmutathatjuk azon kevés példa egyikét, amikor a spektrum
teljesen karakterizalja a grafot. Latni fogjuk, hogy a K,-nel jelolt n pontu teljes grafra
ez igaz. Ehhez eloszor hatarozzuk meg a teljes graf spektrumat. Erre tobb mddszert is

mutatunk.

1. Az Av = v egyenlet sorait Gsszeadva (n — 1)> " v, = AY " v;, amibdl vagy
Yorqv; =0, és ekkor az elsé egyenletbdl Y ", v; — vy = —vg = Avg = A = —1,
vagy A =n— 1. Tudjuk, hogy trace A =0 = >_" | \;, ami csak gy lehetséges, hogy

A1 = —1 n — 1-szeres, Ay = n — 1 egyszeres sajatérték.

n—1 n—-2 n—2 n—2

n—2 n—1 n—-2 n—2 ...
2. A [2.4.1) tétel szerint A% = . Ezek szerint A
n—2 n—2 n—1 n—2 ...

minimalpolinomja m(z) = z? — (n — 2)z — (n — 1), ennek gyokei n — 1 és —1, és

az szerint ezek épp a spektrum elemei. A multiplicitasokat a fentivel megegyezo

moédon allapithatjuk meg.

Kaptuk tehdt, hogy K, spektruma (—1)""' (n — 1)! (a rovidség kedvéért a
multiplicitdst kitevéként szokds frni). Beldtjuk, hogy csak a teljes graf az, aminek a
spektruma igy néz ki. Ha egy G grafnak pontosan két kiilonbozo sajatértéke van,
akkor a [2.5.1] utan tett megjegyzés szerint a graf komponensei teljes grafok, hisz
csak ezek rendelkezzel azzal a tulajdonsaggal, hogy barmely két pont tavolsiaga egy.
Viszont felhasznédlva, hogy a spektrum a komponensek spektrumainak unidja, azt is
megéllapithatjuk, hogy G osszefiiggd.

A regularis grafokkal kapcsolatban szokas az eddig latott polinomokon kiviil egy
masikat, az ugynevezett Hoffmann-polinomot vizsgalni. A Hoffman-polinom az a
legkisebb foku h(x) polinom, amire h(A) = J, ahol J-vel a csupa 1 matrixot jeloljiik.
Belatjuk, hogy a grafnak ilyen polinomja pontosan akkor létezik, ha az Osszefiiggd és

regularis, és ekkor h egyértelmi, tehat a fogalom joldefinialt.
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2.8.2. Tétel. Legyen G egyszert irdnyitatlan grdaf n ponton, A az 6 adjacenciamdtriza!
Pontosan akkor létezik olyan h polinom, amire h(A) = J, ha G dsszefiiggd és requldris.
A hagyomdnyos \1 < Xy < --- <\, jelolési konvenciotol eltérve legyen most A\ = r,
€s Ao < -+ < A\ a tobbi sajatérték, a kulonbozdeket csak egyszer felsorolval A legkisebb
foki h, amire h(A) = J egyértelmi, mégpedig a kovetkezd képlet dllitja eld:

h(x):nHT_)\'

1=2

Bizonyitas. Eloszor tegyiik fel, hogy G r-regularis és osszefiiggd! Legyen v tetszoleges
vektor, amely |lv|| = 1, és bontsuk fel 6t A ortonormalt sajatbézisanak megfeleld
komponensekre: v = a11 + asv9 + .... + a,v,. Amint azt lattuk a megfigyelésben,
az r-hez tartozd sajataltér egydimenzids, a v; = 1 = (1,1,...,1) fesziti, és mint tudjuk,
a tobbi sajdtaltér pedig ortogondlis rd. Ismeretes, hogy ilyenkor a; = (v, W> = (v, 1)
modon szamithato ki. Szamitassal ellendrizhetd, hogy a bizonyitandé képlettel megadott

h-ra valéban h(A) = J:

D32 (1A S
j= = ) =1

()

o (A= NI)
= (H A ) = felhasznalva, hogy A

polinomjai kommutélnak,
és Vi # 1-re
v; € ker(A — \1)

—ten ([T4=50) -
= 1) (H (éﬁ__x})> r —1)\ AL =

- 7 e e
=2 —r1—Aml

=1
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Ha most v helyébe e¢; = (0,...,0,1,0,...,0) -t frunk, akkor azt kapjuk, hogy h(A)
i-dik oszlopa 1, tehat h(A) = J.

Ha g-vel jeloljiik az ezek szerint 1étezé legkisebb foku polinomot, melyre g(A) = J,
akkor g foka legfeljebb h foka, azaz m. Az egyértelmiiséghez azt fogjuk megéllapitani,
hogy amennyiben ¢ olyan polinom, hogy ¢g(A) = J, akkor g értéke m + 1 kiilonbo6zé
helyen meghatarozott, ezért a fokszamfeltétel miatt egyértelmii, azaz egyenlé h-val. Ha
Av = \w, akkor g(A)v = g(\;)v, tehat A minden \; sajatértékére g(\;) sajatértéke
g(A)-nak ugyanazzal a sajataltérrel. Ezért g(A)1 = J1 = nl = g(r)1. Viszont az Gsszes
tobbi sajatérték nulla, hisz J rangja egy. Kaptuk, hogy ¢(r) = n,g(X2) = 0,g9(N\3) =
0,...,9(\n) =0, és az m + 1 feltétel egyértelmilen meghatérozza g-t, ami ezek szerint
egyenlo a fenti interpolacids képlettel megadott h-val.

A tétel méasik irdnydhoz tegyiik fel, hogy létezik olyan h polinom, hogy h(A) = J!
Vegyiik észre, hogy mivel J az A-nak polinomja, ezért A és J kommutalnak, amibdl
vildgosan latszik, hogy minden sorosszeg ugyannyi, tehat G reguléris.

Tegyiik fel indirekt, hogy létezik a fenti h, am G nem Osszefliggd, azaz léteznek ¢
és j pontok, amik kozott nem létezik semmilyen hosszu séta! Ez a tétel utani
megfigyelésiink alapjén azt jelenti, hogy (A*);; = 0 minden k-ra, viszont ezen k-dik

hatvanyok semmilyen linedris kombinaciéja nem adhatja J-t. U

2.9. Ero6sen regularis grafok

Egy G grafot er6sen reguldrisnak neveziink (n,r, A\, u) paraméterekkel, ha
e 1 csucsa van
e minden cstcs foka r
e barmely két szomszédos csicsnak A darab kozos szomszédja van
e barmely két nem szomszédos csicsnak p darab kozos szomszédja van.

Megkoveteljiik, hogy legyen a grafban szomszédos és nem szomszédos cstcspar is, hogy a
paraméterek joldefinidltak legyenek. Ha egy erésen regularis graf nem 0Osszefiiggo, akkor
esetleges izolalt pontoktol eltekintve azonos méret teljes grafok diszjunkt példanyainak
uniéja. Ezt konnyi meggondolni. Az 6ssze nem fiiggéség miatt van két olyan pont, amik

kiilonboz6 komponensben vannak, ezért se nem szomszédosak, se kozos szomszédjuk nincs,
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emiatt © = 0 lehet csak. Eppen 1 = 0 miatt nem fordulhat el6, hogy egy komponensen
beliil két pont nem szomszédos amennyiben a komponens legalabb 3 pontd (kétponti
komponens pedig a Kj). Tehat egy k méretii komponens barmely két (szomszédos)
pontjanak k — 2 kozos szomszédja van. Az erds regularitds miatt ez minden szomszédos
pontparra igaz, igy a tobbi komponens is kénytelen K} lenni. Tehdt az 0Ossze nem
fiiged erdsen regularis grafok nem til izgalmasak, igy vizsgalodasainkat a tovabbiakban
osszefiiggd grafokra korlatozzuk.

Lassunk néhany példat erdsen reguléris grafokral

2.8. dbra.

e A négyszog (4,2,0,2) paraméterekkel

Az 6tszog (5,2,0,1) paraméterekkel

A Petersen-graf dbra) erésen reguléris (10,3,0,1) paraméterekkel

A K, teljes graf L(K,) élgrafja ((}),2n — 4,n — 2,4) paraméterekkel

e A K., teljes paros graf (2r,r,0,r) paraméterekkel

A K., teljes péros graf L(K,,) élgrafja (r?,2r — 2,7 — 2,2) paraméterekkel

K} m darab diszjunkt példanydnak uniéja (ez nem Osszefiiggd)

Az iménti komplementere, azaz a teljes m-osztati graf k méreti pontosztalyokkal
Belathaté, hogy a paraméterek nem fliggetlenek.

2.9.1. Tétel. Legyen G erdsen regularis grdaf (n,r, A, ) paraméterekkel! Ekkor

r(r—=A—=1))=un—-r—-1)
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2.9. dbra.

Bizonyitas. Valasszunk egy x csicsot! Harom szintre bontjuk a grafot: az elsd szint
{z}, a masodik = szomszédai, a harmadik az z-tél 2 tavolsdgban levok (ldsd abra).
A masodik szinten r darab pont van, ezek mindegyikének A\ k6zos szomszédja van x-szel,
és ezek a kozos szomszédok ugyancsak a masodik szinten vannak. fgy minden masodik
szintli cstcsnak 7 — A — 1 foka marad szabadon, ezért a harmadik szintre belép6 élek
szama 7(r — XA — 1). Mésrész tudjuk, hogy a harmadik szinten n —r — 1 pont van, és ezek
mindegyike p darab masodik szintbelihez csatlakozik, igy a harmadik szintbdl kilép6 élek
széma pu(n —r —1). O

Az utolsé két példa lattan az a sejtésiink tamadhat, hogy erdsen reguldris graf

komplementere is erésen regularis. Ezt fogjuk most belatni.

2.9.2. Lemma. Egy egyszeri G grdf pontosan akkor erdsen reguldris az (n,r, A, )

paraméterekkel, ha A adjacenciamdtrizdra fenndll
AN+ (J—T—Ap+Ir=A2

Bizonyitas. A tétel értelmében az (n,r, A\, u) paraméterekkel vald erds regularitds
r hai=7
éppen azt jelenti, hogy (A%);; = < A ha i szomszédos j-vel . Ebbdl mér az allitas

4 ha 7 nem szomszédos j-vel
trivialisan kovetkezik. 0]

2.9.3. Tétel. Ha G egyszert grdf erdsen requldris (n,r, A\, p) paraméterekkel, akkor
komplementere is erésen requldris, méghozza (n,n —r —1,n —2r +pu—2,n — 2r + \)

paraméterekkel.
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Bizonyitas. Tudjuk, hogy G adjacenciamétrixdra igaz az iménti lemma formuldaja.
Beldtjuk, hogy G-nek az A = J — I — A adjacenciamétrixa is teljesiti az egyenléséget

az 1j paraméterekkel.

An—2r+p—2)+(J =TI -An—-2r+N)+(n—r—1)I =

=A
= =2 T4 A+ (J—T— Ap+rI—2J+T+24=®
a2
A = (J - T - A = JP4A - 2A]-2] + 1 +24 = ®
:n] :TJ

O

A lemma formul&jat atrendezve Ju = A% + (u — N\)A + (u — r)I, tehdt itt van
el6ttiink a Hoffman-polinom. A g(z) = 2% + (u — Nz + (u — r) = ph(z) polinom gyokei
épp a Hoffman-polinom gyokei, tehat az r-t6l kiillonbozo sajatértékek. Gondoljunk bele,
hogy indokolt a tobbes szam hasznélata, mert az atmérdkorlatot ado tétel szerint
g-nek valoban két kiillonbo6zo gyoke van. Nevezziik 6ket Aj-nek és Ao-nek, multiplicitasaikat
my, mo-nek! Folhasznédlva, hogy A nyoma, azaz a harom sajatérték multiplicitasokkal
szamolt Osszege nulla, valamint azt, hogy a m; + my + 1 = n az aldbbi linearis

egyenletrendszer kapjuk mq, ms-re:

mi+me=n-—1

ml)\l + mz)\g = —T

Mivel a A1 és A kiilonboz6, ez mindig egyértelmiien megoldhaté. FEzzel altalanos modszert
kaptunk, amivel minden erdsen regularis graf spektrumat meg tudjuk hatarozni a
paraméterek ismeretében.

Lattuk, hogy erdsen regularis grafnak hiarom sajatértéke van. Ez az allitds meg is

fordithaté a kovetkezd értelemben.

2.9.4. Megfigyelés. Amennyiben eqy r-regquldris, osszefiggdé G grafnak pontosan hdrom

sajatértéke van, akkor G erdsen regquldris.

Bizonyitas. Legyen a harom gyok Aq, A\s és r! Felirva a Hoffman-polinomot

(A= MDA = Aod)
(7” — )\1)(7‘ — )\2)

=J
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Atrendezve
A2 = (g £ o)A — Ahl + = Al)n(r —A)
:A((T_)‘l)n(T_Az) +/\1+A2) +(J—I—A)<T_)‘1)Tfr_)‘2)+
+1 <<T “r =) /\1)\2) ,
n

ami a lemma szerint azt jelenti, hogy a sajatértékek meghatarozzak, egy szomszédos

illetve nemszomszédos cstcspar hany kozos szomszéddal bir. 0

2.10. A Hoffman-Singleton-tétel

Tekintstink egy G egyszeri r-regularis grafot, melynek atmérdje d. Egy ilyen grafnak
legfeljebb 1 + 7 + r(r — 1) + -+ + r(r — 1)47! pontja lehet. Valéban, induljunk ki egy
tetszéleges cstcsbol, mivel az foka r, ezért téle 1 tavolsagban legfeljebb (s6t, pontosan) r
pont lehet. A 2 tavolsagban levé pontok szama akkor lesz maximalis, ha az iménti mind
az r pont mind az r — 1 fennmaradé foka mas-mas csticsban ér véget. A gondolatmenetet
folytatva a[2.10| abrahoz hasonlé grathoz jutunk. Azon grafokat, melyek csicsszama eléri
e korlatot Moore-grafoknak nevezziik.

Ha egy graf eléri ezt a korlatot, akkor tetszoleges cstcsabdl inditva az iménti
gondolatmenetet mindig azt talaljuk, hogy mar meglévé csticsokat csak a legutolsd szinten
kotnek Ossze élek (az abra jobb oldali ives élei). Ezek szerint a grafban a legrévidebb kor
2d + 1-hosszi. Egy grafban a legrovidebb kor hosszét a graf béségének (angolul girth)
nevezik.

Mindez meg is fordithat6. Ha egy G graf r-regularis és bosége 2d + 1, akkor legalabb
L+7+r(r—1)+---+r(r—1)>"! pontja van. Ez az el6bbi gondolatmenet mintdjara lathato
be, amibol az is kidertil, hogy atmérdje d. Ezek szerint a Moore-grafokokat ekvivalens
médon definidlhattuk volna olyan r-regularis 2d + 1 béségii grafként, melynek csticsszama

L+r+rr—1)+-+r(r—1)%1L

2.10.1. Megjegyzés. Robert Singleton 1968-as cikkében belatta (1dsd [12]), hogy ha
G Osszefiiggd, egyszerti, atmérdje d, bosége 2d + 1, akkor sziikségképpen r-reguldris is
valamilyen r-re. Ebbdl mar kovetkezik, hogy a csticsszama megfelel az eloirasnak, hisz a

d atméro miatt legaldbb annyi, a 2d 4+ 1 bdség miatt pedig legfeljebb annyi pontja van.
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<

1 ror(r—1) r(r — 1)1

2.10. abra.

Szamunkra a 2 atmérdjl, vagy ekvivalensen 5 bdségli Moore-grafok lesznek most
érdekesek, ugyanis ezekrdl lathatd, hogy erésen reguldrisak (1+r+r(r—1) = r?+1,7r,0,1)
paraméterekkel. Valéban, két szomszédos csicsnak nem lehet kozos szomszédja, mert
akkor 6k harman 3-hosszu kort alkotnanak. Két nem szomszédos csucsnak biztosan van
koz0s szomszédja, hisz az atmérd 2, viszont nem lehet ketto kozos szomszéd, mert akkor
6k négyen négyhosszu kort alkotnanak, holott a béség 5. Kérdés, hogy milyen r-re létezik
ilyen graf.

Amint azt az el6z0 részben lattuk, a sajatértékeket és multiplicitasaikat ki tudjuk

szamitani a paraméterekbol:

—1 —+/4r -3 —1 4r — 3
o) =t (1 —r)y oy = VI SV

m1+m2:r2

ml)\l + m2>\2 = —T
A masodik egyenletbe beirva a gyokoket:
G
2

2
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)
(my —mo)Var —3 =r(r —2)

Itt ha v/4r — 3 nem egész, akkor amint azt szamelméletbdl tudjuk, irraciondlis. Ebben az
esetben my = msy, amibodl r = 2.

Ha v4r — 3 =: t pozitiv egész, akkor r = tQTJF?’. Ezt beirva

2 4+3 (2 +3

)
16(my — my)t = t* — 2t — 15

Az utolsé egyenlet teljesiilése esetén t osztja 15-0t, azaz t = 1,3, 5, 15 szamok valamelyike,
amibol rendre r = 1,3,7,57. Kaptuk tehat, hogy csakis r = 1,2,3,7,57 esetén létezhet

ilyen graf. Ezt tétel formajaban is kimondjuk.

2.10.2. Tétel. (Hoffman-Singleton) Ha G graf erésen reguldris 1+r+r(r—1),r,0,1)
paraméterekkel, akkor r = 2,3,7 vagy 57.

Az els6 harom értékhez tudjuk, hogy létezik is megfelelo6 Moore-graf: r = 2-re az
Othosszu kor, r = 3-ra a Petersen-graf és r = 7 az dgynevezett Hoffman-Singleton-graf
(lasd [7]). Viszont az r = 57-regularis Moore-graf létezése a kérdés 1960-as felvetése dta

megoldatlan.

2.11. Becslések a sajatértékekre

2.11.1. Tétel. Legyenek G és G' iranyitatlan grdfok! Ha G’ feszitett részgrafja G-nek,
akkor Amin(G) < Anin(G') < Anaz(G) < Anaz(G), ahol Apin(.) €S Apaz(.) a legkisebb és
legnagyobb (hagyomdnyos) sajatértéket jelolik.

Bizonyitas. Mivel G’ adjacenciamatrixa G adjacenciamatrixabdl annak a miiveletnek az
ismételt alkalmazasaként sziiletik, hogy valamely i-re elhagyjuk az i-dik sort és az i-dik

oszlopot, az éllitas az tétel trividlis kovetkezménye. 0J

2.11.2. Megjegyzés. Ha G’ (nem feltétlentil feszitett) részgrafja G-nek, akkor X/ =~ <

max

Amaz, ahol X és Apqq rendre G és G legnagyobb sajatértéke. Mivel az izoldlt pontok nem
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befolyasoljdk a legnagyobb a sajitértéket, ezért G’ tekintheté mint egy |E(G")| < |E(G)|

éli graf G csicshalmazan. Legyen y egységhosszui sajatvektora G'-nek X/ -héz. Ekkor

/ T T
/\maa; 211 tétel y AG Yy Z YiYj = § YiY; Yy AGy T tétel )‘maz
ijeE(G) ijEE(G) 2.1

A G grafban el6fordulé legkisebb és legnagyobb fokszamot rendre §(G) és A(G) jeldli.
2.11.3. Megfigyelés. G irdnyitatlan grdaf minden \ sajatértékére || < A(G)

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy Av = Av, ahol v # 0, és legyen i az az index, amire |v;

maximalis! Az Av = Av matrixegyenlet i-dik sordnak abszolit értéke

Doi = Aol =1 DY ol < D0 oyl < deg(i) max |v;| < A(G)  max vl
j:ijeE(G) jiij€E(G) JigeE(G) JigeB(@)
Atrendezve
max,.;s Vs
A < A(G) HEERO vl < A
<1

O

2.11.4. Tétel. Legyen G iranyitatlan grif n csiucson, és jelolje §(G) a legkisebb, A(G) a
legnagyobb fokszamot! Ekkor

5E) < 13 degli) < Anas(G) < A(G).

Az dtlagos fokszdm pontosan akkor egyenld Apa.-szal, ha G r-requldris r = Ajyaz-1€, €S

ekkor a fenti négy szam mindegyike egybeesik.

Bizonyitas. A fels6 korlat épp az elobbi megfigyelés, a legkisebb fokszam pedig
nyilvanvaléan kisebb az dtlagos fokszdmndl. A megmaradé egyenl8tlenséghez az [1.2.1]

tételt hasznaljuk.

(A)ij = %Zdeg(i) = 2|E(G)|7

n

x Az 17 A1 1 Z

Amaz = Max = —
w20 xlax — 171 n

ahol 1 = (1,1,...,1)7. Az tétel szerint itt pontosan akkor 4ll egyenl8ség, ha 1
sajatvektor A,,..-hoz, ami épp azt jelenti, hogy G \,.-regularis. (Es ilyenkor persze

Amaz €g6s2.) O
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2.11.5. Tétel. G grdf pontosan akkor reguldris, ha sajdtértékeire Y i A2 = Apaun

teljesiil.

Bizonyitas. Littuk, hogy r-reguldris grafban ., = r, és a fokszdmdsszeg (ami [2.4.5]
tétel miatt Y | A?) éppen rn.
A masik iranyhoz osszunk le n-nel! fgy mar vilagos, hogy \,,., most az atlagos fokszam,

és ezért a [2.11.4] tétel értelmében G regularis. U

A minimalis sajatértékre is mutatunk néhany trividlis korlatot.
2.11.6. Tétel. G odsszefuggo grdf minimadlis sajatértékére igazak a kovetkezok:
o \nin <0, és egyenloség csak az élmentes grafra dll
e ha G nem nullgraf, akkor A\, < —1, és egyenldség pontosan a teljes grdfra dll

e ha G nem nullgrdf és nem teljes graf, akkor A, < —V/2, €s eqyenloség pontosan
K1?2—7”€ all

Bizonyitas. Mivel trace A = 0, ezért \,,;, < 0. Amennyiben G-nek van éle, akkor K,
feszitett részgrafja, igy a [2.11.1] tétel miatt A < Apin(K2) = —1. Amennyiben G nem

nullgraf és nem teljes graf, akkor van benne Ko feszitett részgrafként, emiatt M, <

C punns

2.11. 4bra.

Ha G nemiires, nem teljes, nem Ko, akkor legaldabb négyponti. Meggondolhato,
hogy izomorfia erejéig 5 darab Gsszefiiggd négyponti nemteljes graf van (kettd tartalmaz
héromszoget, 3 pedig nem). Ezek a abran lathatoak. Koziiliik mindegyikre igaz, hogy
Amin < —V/2. Ha G legalabb négypontt, nemteljes és dsszefiiggd, akkor tartalmazza a fenti
ot valamelyikét feszitett részgrafként, igy 2.11.1) tétel miatt i (G) < —v/2. O

2.11.7. Megjegyzés. Az esetek mddszeres végigvizsgdlasaval belathato, hogy az iires és
teljes grafon, valamint K o-n kiviil csak a abra els6 grafja az, amire \,,;,, > —1.5.
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2.12. A kromatikus szam

Egy G gréfot k-szinezhetonek mondunk, ha csicsai kiszinezhetok k-szinnel gy, hogy
minden szomszédos csucspar kiilonbozé szint kap. A legkisebb ilyen k& szamot a graf
kromatikus szamanak mondjuk, és x(G)-vel jeloljik. Vildgos, hogy minden graf
kiszinezheté A(G) + 1 szinnel, hisz ha mohé mddon egymds utdn sorra szinezziik ki a
csicsokat, akkor mindig legfeljebb A(G) szint zar ki a szinezés eddigi alldsa. Ennél most

erosebb korlatot mondunk.

2.12.1. Tétel. x(G) < 1+ Anae(G)

Bizonyitas. Toroljiink ki G-bol cstucsokat egymas utan, mig végil egy ugynevezett
X(G)-kritikus H részgrafot kapunk, azaz olyan H-t, hogy barmely v € H-ra x(H \ v) =
X(G)—1. Azt allitjuk, hogy 6(H) > x(G) — 1. Valéban, hisz ha lenne kisebb foki w cstics,
akkor H\ w graf x(G) — 1-szinezhetd lenne, és utdana hozzavéve w-t nem volna sziikségiink
ujabb szinre. fgy

X(G)<T+0(H) < 14 Ape(H) < 14 Apao(G)
BIT4 tétel RIT1] tétel



3. fejezet

Vegyes témak

3.1. Korlatozasos variaciok

Egy leszamlalasi problémat fogunk most megvizsgalni, amit a tétel ismeretében
egyszerien meg fogunk tudni oldani. Az olvasé szaméra bizonyara nem jelent nehézséget
megvalaszolni a kovetkezo kérdést: adott egy n-elemiit H halmaz, az egyszertiség kedvéért
vélasszuk ezt most H := {1,2,...,n}-nek, és kivancsiak vagyunk ré, hanyféle k-hosszi
sorozatot képezhetiink H elemibdl. Azt mondjuk, hogy H halmaz k-adosztdlyd ismétléses
varidcidinak szamat keressiik. Jolismert tény, hogy a valasz nF.

Mi a helyzet akkor, ha H minden elemére eloirjuk, hogy a sorozatban mely H-beli

elemek lehetnek az ¢ rakovetkezo6i? Ezt megadhatjuk egy A 0 — 1 matrixszal:

1 ha i-t kozvetleniil kovetheti 7
(A): = .
0 kiilonben
Rajohetiink, hogy ez tekintheto egy irdnyitott graf adjacenciamatrixanak, és ezen
nyelven fogalmazva a feladat a kovetkezdképp szdl: adott egy G digraf a H csticshalmazon,
keressiik az Osszes k hosszi séta szamat. A tétel értelmében (A¥); ; az Gsszes i-bol
indulé és j-ben végzodo k-hosszu séta szama. Ezek szerint nincs mas dolgunk, mint e

szamokat O0sszeadni minden i, j-re:

n n

> (A,

i=1 j=1

38
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3.2. Paratlan tavolsagok

3.2.1. Tétel. Nem adhato meg a sikon méqy pont gy, hogy pdronkénti tdavolsdgaik

mindegyike pdratlan egész legyen.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt, hogy létezik négy ilyen pont. Az &altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehetjiik azt is, hogy egyikilk az origd, a masik harmat
nevezzilkk a,b,c-nek. Ekkor feltevésiink, hogy |lall, ||b]], |lc[, ||la — b, ||la — <], ||]b — ]|
mindegyike paratlan egész. (A skaldris szorzat alatt R™ szokdsos belsé szorzatdt, azaz
a koordindtéankénti szorzatosszeget értjik, ||.|| pedig az dltala indukélt norma.) Ki fogjuk
haszndlni, hogy paratlan szam négyzete eggyel kongruens modulo 8. Valéban, hisz
(2k+1)?=4k(k+1)+1=1 (mod 8)

Ezért ||a||* = (a,a) =1 (mod 8), és a koszinusztételbsl

2(a,b) = lla] + []bl =[[a—b|=1 (mod 8)
=1 =1 =1

Tekintsiik a kovetkezd B matrixot!

Ekkor

2
2B = 1
1

[ N R

1
1 | =R (mod8),
2

ahol a kongruenciat elemenként értjiik. Altaldban igaz, hogy ha C és D matrixokra C' = D
(mod m), akkor det C' = det D (mod m), hiszen

detC= > (-)=]] > (—1)Sgn(")ﬁ(D)i7(,(,~)=detD (mod m)

opermuticié i=1 opermutécié i=1

—~

{ﬁ

Cioi)
E(l))i,o’(i)
Igy det(2B) = 23 det(B) = det R = 4 (mod 8), ami azt mutatja, hogy B nemszingularis,

azaz rangja 3.

a; by ¢

Vezessik be az A = b matrixot, aminek oszlopai a,b és c
a9 b2 Co

koordinatavektorai. Ezzel B = AT A. Mivel szorzat rangja legfeljebb a tényezdk rangija,

ezért rank B < 2. Ezen ellentmondas igazolja a tételt. O
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3.3. A Graham-Pollak-tétel

Feladatunk a kovetkezo: fedjiik le a K, teljes graf éleit minél kevesebb teljes paros graffal
ugy, hogy minden élet csak egyszer fogunk le! Egy trividlis megoldast rogton tudunk
mondani. Minden él 6nmagaban K ; teljes paros graf, igy (3) darab K ; jo fedés. Viszont
ennél kevesebb graf is elég. Vélasszuk el6szor egy csics és a szomszédai altal alkotott
csillagot (ami K ,-1), és hagyjuk el ezt a grafbdl. fgy csak fedett élet hagyunk el, és
a megmaradd csucsok egy K, 1-et feszitenek, amire megismételhetjiikk a miveletet. Ezt
folytatva egy n — l-elemi fedést kapunk. Bebizonyitjuk, hogy ennél kisebb fedés nem is
1étezik.

3.3.1. Tétel. Ha m darab teljes pdros graf éldiszjunkt modon fedi eqgy n ponti teljes graf

minden élét, akkor m >n — 1

Bizonyitas. Jeldlje Gy, G, ..., G, a fed6 gréfokat, kozilik az k-dik a két pontosztalya
legyen Xy és Yy! Vezessiik be minden k € {1,2, ..., m}-re az Ay méatrixot a kovetkez&képp:

1 haie XpésjeY, ) ) .
(Ar)ij = I Minden k-ra rank A; = 1, hisz minden nemnulla sora
0 kulonben

megegyezik. Ha tekintjiik az S = >"," | Ay matrixot, akkor S+ ST = J — I, hisz minden
élet pontosan egyszer fedtiink le.

Alh’tjuk, hogy ha S teljesiti az iménti egyenldséget, akkor rank .S > n — 1. Ugyanis
tegyiik fel indirekt, hogy rank S < n — 2! Ekkor az

Sxr =0
1 =0

homogén linearis egyenletnek van nemtrivialis x megoldasa. Mivel Jx = 0, ezért
STe=(S+8Nr=(—Ir=—ux

Emiatt —||z||? = (—2) "2 = (STz) "2z = 27 Sz = 0, amibél 2 = 0, ez pedig ellentmondés.
Ezek szerint
n — 1 <rank S = rank A < rank Ay = m,

ahol felhasznaltuk, hogy matrixok 0sszegének rangja legfeljebb a tagok rangjainak osszege.

O
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3.4. Ky fedése Petersen-grafokkal

Kig-nek 10 cstcsa van, mindegyiknek foka 9, egy Petersen-graf ugyancsak 10 csicsanak
mindegyike harmadfoku. Folmertilhet a kérdés, hogy bedgyazhato-e a Petersen-graf harom
példanya éldiszjunkt médon Kip-be tgy, hogy egyiitt minden élet lefedjenek. A valasz

nemleges.

3.4.1. Tétel. Nincs harom éldiszjunkt részgraf Kig-ben igy, hogy mindegyik izomorf eqy

Petersen-grdffal, és Ko mindegyik éle benne van a hdrom Petersen-grdf valamelyikében.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt, hogy van harom ilyen részgraf, melyek
adjacenciamatrixai rendre Ap, As és As! Mivel egyiitt az Osszes élet lefedik, ezért
Ay 4+ As + A3 = J — 1. Amint az el6z6 fejezetben lattuk, egyszeriien meggy6ézédhetiink
réla, hogy a Petersen-graf spektruma (—2)*,1°,3%, ahol a multiplicitdst kitevSként
jeloltiik. Alh’tjuk, hogy létezik As-nek és Asz-nak kozos sajatvektora az 1 sajatértékhez.
Valéban. Ehhez vegytik észre, a 1 vektor altal feszitett R1 altér mindkettonek sajataltere
3-hoz, igy mindegyikiiknek minden mas sajatalterétol diszjunkt. Ha Ay és Az 1-hez
tartozo Vi és V3 sajatalterei is diszjunktak lennének, akkor dim(R1 & Vo @ V3) = 10 + 1
lenne, ami lehetetlen.

Vegyiink tehdt egy v # 0 vektort Vi N Va-bdl! Ekkor v'1 = 0, hiszen szimmetrikus

matrix kiilonbozo sajatértékekhez tartozod sajatalterei ortogondlisak egymasra. Ezért

Aw=(J—1— Ay — A3)v=_Jv —U—\(AQ—I)Q—(Ag—])li—2U:—3U

TV TV
=0 -0 -0

Eszerint —3 sajatértéke A;-nek, ami nem igaz. O

3.5. Altaldnositott Fisher-egyenlotlenség

3.5.1. Tétel. Legyen S = {1,2,...,n}, C1,Cs,...,C,, S részhalmazai gy, hogy eqyik

sem tres és barmely két kilonbozonek a metszete ugyanannyi elemi. Ekkor m < n.

Bizonyitas. Jelolje C; N C; elemszamat t ¢ # j-re!

Kiilon kezeljiik azt az esetet, mikor létezik k, amire C, C C; minden i-re. Ekkor
C; \ Ck halmazok i # k-ra diszjunkt részhalmazai {1,2,...,n} \ Cy-nak, ezért legfeljebb
{1,2,...,n}\ Ck] < n — l-en vannak.
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Most tegyiik fel, hogy d; := |C;| > ¢ minden i-re. Definidljuk A n x m-es matrixot a
kovetkezoképp:
1 haie Cj

0 kiilonben

(A)ij =

Ekkor a B = AT A (m x m-es) metszetmatrix igy fest:

d t ot oLt
Boata_ |t Bt ot

t ot dy ...t

Ha belatjuk, hogy B rangja m, akkor kész vagyunk, hisz rank B = rank(AT A) < rank A <
n. Megmutatjuk, hogy rank B valéban m. Ehhez belatjuk, hogy B pozitiv definit. Vegyiik

észre, hogy

dy —1 0 0 oot
0 dy —t 0 R
B=tJ+
0 0 ds—t ... t
:B 7

Itt tetszdleges x # O-re x' (tJ)x = tD iictia, my Ty = (2200 2;)? > 06s 2 Dz =
St (di — t)z? > 0, ezért B pozitiv definit, és gy rangja m. O

.....
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