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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Nagy halézatokrol

Szamsorozatok, fiiggénysorozatok, pontsorozatok konvergencidjaval régota foglalkozik a
matematika. Ebben a dolgozatban viszont grafsorozatok konvergencidjarél lesz szo, ami
egy egészen 1j kelet fogalom. Maga a grafelmélet sem annyira régi tudoméanyteriilet, csak
a mult szazad kozepén indult igazan fejlédésnek. Az utobbi évtizedekben talan ez a mate-
matika leggyorsabban fejlédé aga. Mostandban divatos téma a nagy halézatok kutatasa,
hiszen nagyon sok a valos életben el6forduld struktiara elképzelhets, mint halozat, ezért
a halozatokkal kapcsolatos matematikai eredmények a tudomany nagyon sok teriiletén
hasznosithatoak.

Az egyik legtobbet tanulmanyozott ilyen hélézat a vilaghalo, ami valoszintileg tobb,
mint egymillidard 6sszekapcsolt eszkozbdl all. Szerkezetének megismerése segithet abban,
hogy megallapitsak, milyen kommunikacios protokollokat kell kialakitani, vagy hogy mi-
lyen gyorsan fog terjedni egy virus.

Ennél is nagyobb az emberek kozotti szocidlis halozat. Kutatdsa hasznos tobb tu-
domanyteriilet szamara is, példaul amikor jarvanyok, hirek, talalmanyok vagy vallasok
terjedési sebességérsl szeretnének megtudni valamit.

A statisztikus fizikaban az atomok kozti kapcsolatokat, példaul kristalyszerkezeteket
vizsgalnak grafelméleti modszerekkel. Ezenkiviil nagyon sokat kutatjak jabban a sejtjeink
altal alkotott halozat miikodését.

Az itt emlitett halozatok folyamatosan valtoznak, nének. Bar kialakulasukban nagy-

ban szerepet jatszik a véletlen is, valamilyen szabdlyt mégis kovetnek. Ez lehetett a moti-



vacio, hogy novekve csiicsszamu grafsorozatokkal kezdjlink foglalkozni, és definidljuk ezek
konvergencidjat, hatarértékét. A grafsorozatok hatarértékét reprezentild objektumok be-
vezetése szintén segithet a nagyon nagy grafok megismerésében, megértésében.

A valo életben el6fordulé hélézatokkal az a f6 probléma, hogy semmiképp sem tud-
juk Gket teljes egészében feltérképezni. Egyrészt, mert folyamatosan valtoznak, mésrészt
annyira nagyok, hogy reménytelen lenne barmi efféle probalkozas. Valahogy mégis sze-
retnénk megallapitani ezeknek a hélozatoknak a kiilonb6z6 paramétereit. Tehetjiik ezt
példaul agy, hogy nyomon kovetiink benniik lejatszodo folyamatokat, vagy vehetiink min-
tat beldliik, azaz vizsgalhatunk néhany pont altal feszitett részgrafokat, vagy mondjuk
pontok valamilyen sugari kornyezeteit. Ebben a dolgozatban is esik példaul szé arrol,
hogy mely grafparaméterek becsiilhetéek ilyenforman, melyek nem, és ehhez is sziikség
lesz a grafsorozatok konvergencidjanak fogalméara.

A siiri és a ritka halozatok elérd viselkedést mutatnak, igy a kutatasuk is kettévalik.
A konvergencia definicioja is eltér a két esetben. Jelenleg a siirii grafok elmélete a telje-
sebb, sok fogalomnak, tételnek még nincsen megfelel§je a ritka esetben. Pedig gyakorlati
szempontbol a ritkdk lennének a fontosabbak, mivel a valds halozatok is inkabb ilyenek.

Ebben a szakdolgozatban ritka, azaz korlatos foku grafokrol esik szo.

1.2. Mirél esik sz6 a dolgozatban?

Elgszor is ismertetetem a korlatos foku grafok Benjamini-Schramm konvergencidjanak
fogalmat, a konvergenciafogalom kiilonb6z6 megkozelitéseit, ekvivalens definicioit. Ez ké-
s6bb még hasznunkra valik tételek bizonyitasakor.

Lesz sz6 arrol, hogy hogyan képzelhetjiik el egy konvergens grafsorozat hatarértékét.
Ezt példakkal is megkisérlem illusztralni.

Ezek utan grafparaméterekrdl és ezek tesztelhetségérdl, majd grafpolinomokrol esik
sz0, a kromatikus polinomrél részletesebben.

Végiil dsszefutnak a szalak: Egy grafpolinomok gyokmomentumainak folytonossagarol

sz0l6 tételt és bizonyitasat ismertetek.



2. fejezet

Benjamini-Schramm konvergencia

A konvergencia fogalmét korlatos foku grafok esetén Itai Benjamini és Oded Schramm ve-
zették be egy 2001-ben irt cikkiikben [7]. Ok véletlen feliiletek haromszogeléseinek kapcsan
kezdtek el foglalkozni grafok konvergencidjaval, végiil kideriilt, hogy a megéllapitasaik al-

talanosabban a korlatos foku gréafokra is igazak.

2.1. A Benjamini-Schramm konvergencia definici6ja és

ekvivalens megfogalmazasai

Egy nagyon nagy méreti grafrol megprobalhatunk informaciot szerezni dgy, hogy egy
véletlenszertien valasztott csticsanak valamilyen sugart koérnyezetét vizsgaljuk, és meg-
probaljuk megbecsiilni, hogy a graf csticsai kozt milyen aranyban fordulnak el6 olyanok,
amiknek ilyen a kornyezete. Ezek alapjan definialhatjuk tgy egy grafsorozat konvergen-
ciajat, hogy azt mondjuk, hogy a grafsorozat konvergens, ha az ilyen aranyokboél kapott
szamsorozatok konvergensek.

Vizsgalhatjuk azt is egy nagy graf esetén, hogy egy bizonyos graf hanyszor fordul el
benne részgrafként (vagy feszitett részgrafként). Ha H(G) jeloli a G graf H-val izomorf

részgrafjainak szamat, akkor definialhato ugy a konvergencia, hogy a (G,,) grafsorozat kon-

H(Gy)
V(G

vergens, ha a hanyadosokbol all6 szdmsorozatok konvergensek minden &sszefiiggs

H-ra.
Ebben a részben ezeket a definiciokat irom le precizen, illetve bizonyitom, hogy ekvi-

valensek.



Most is, és a dolgozat folyamén mindenhol egyszert grafokrol lesz sz6, ezt nem fogom

minden egyes esetben kiilon kézolni.

2.1.1. Definicid. (G,o0) gydkeres grif, ha G dsszefiiggd, o pedig G eqy kijelolt csicsa (a
gyokeér).

2.1.2. Definicié. A (G,o0) és (G',0") gyikeres grifok izomorfak, ha létezik G — G’ grd-

fizomorfizmus, ami o-t o' -be viszi.

2.1.3. Definicié. Legyen G véges grdf, a gyokeres grif, R > 0 egész. P(G,a, R) annak
a valdszinisége, hogy G véletlenszerien vdlasztott pontjanak R sugard kdrnyezete izomorf

a-val.

2.1.4. Definicié. (G,) grdfsorozat korldtos foki, ha 3 A egész, hogy minden csics fok-
szama legfeljebb /.

2.1.5. Definicié. (G,) korldtos foki grdfsorozat Benjamini-Schramm konvergens,

ha P(Gp,a, R) konvergens Vo gyokeres grafra és R > 0 egészre.

Azaz nagy n-re és n’-re nem tudjuk megkiilénboztetni statisztikailag G-t és G-t

véletlenszertien valasztott pont koriili fix sugard minta alapjan.

2.1.6. Definicié. ¢ : H — G grdfhomomorfizmus, ha olyan V(H) — V(G) leképezés,
amire ha vivy € E(H),akkor o(v1)p(ve) € E(Q).

2.1.7. Definicié. A ¢ : H — G grafhomomorfizmus grifizomorfizmus, ha bijektiv (a

csicsokon és az éleken is).
2.1.8. Definicié. A G — G grdfizomorfizmusokat hivjuk grdfautomorfizmusnak.

2.1.9. Definicié. hom(H, G) jeldlje a H — G grifhomomorfizmusok,
inj(H,G) a H — G injektiv graifhomomorfizmusok,
ind(H,G) a H G-be feszitett részgrifként vald bedgyazdsainak,

aut(G) pedig G grifautomorfizmusainak a szdmdt.
2.1.10. Definicio. H(G) jelolje a G grdf H-val izomorf részgrifjainak a szamdt.

2.1.11. Definicio. H*(G) jeldlje a G grif H-val izomorf feszitett részgrifiainak a szamdt.



aut(H) illetve H*(G) = aut (H) (G minden H-val

izomorf részgrafjahoz aut(H) darab H — G leképezés van, ami H-t pont arra a részgrafra

2.1.12. Megjegyzés. H(G) =

képezi.)

inj(F, G) megkaphato valamilyen ind(F’, G)-k linearis kombinaciojaként, és forditva,
ind(F, G) is megkaphato valamilyen inj(F”, G)-k linearis kombinéciojaként:

2.1.13. Allitas. inj(F,G) = Y. ind(F',G), ahol F'-t élek hozzdvevésével kapjuk F-bol.
FIOF

2.1.14. Allitas. ind(F,G) = > (=1)EE=IEENni(F' G, ahol F'-t élek hozzdvevésé-
F'DF
vel kapjuk F-bél.

Bizonyitas. A szitaformulabol adodik. [J

2.1.15. Allitas. Ha G korldtos foki grdf (A mazximdlis fokszdmmal), akkor

ind(F,G)

) e
V(G)]

hatok nem figgnek G-tél. (R = |V(F)| — 1)

(b) Minden R > 0-hoz létezik Fy,...F,, véges szami dsszefliggd egyszert grdf, hogy

L ind(E, G)
a P(G,a, R)-ek kifejezhetdk ————=
V(G

kifejezhetd P(G, «, R)-ek linedris kombindcidjaként, gy, hogy az egyiitt-

-k linedris kombindcidjaként, ahol ez egyiitthatok

nem fiiggnek G-tol.

Bizonyitas. (a) Legyen ind, .,(F,G) az F-nek G-be feszitett részgrafként vald olyan
bedgyazasainak a szama, amik F' egy kijelolt u csticsdhoz G v csticsat rendelik.'Ha v-t G
cstcsai koziil véletlenszeriien valasztjuk, akkor ind,,_,, (F, G) varhato értéke pont %
lesz. Es ind,_,(F,G) = ind,_,(F, a), ahol a a v pont |V (F)| — 1 sugari kérnyezete. Es ha
a v cstcsot véletlenszerten valasztjuk G-bél, akkor ind,, ., (F, «) varhato értéke P(G, o, R)
definicioja miatt pont > P(G,a, |V (F)| — 1)ind,_,(F, «). Tehét %
kifejezhets P(G, a, R)—ka linearis kombinaciojaként.

(b) Legyen ¢ : V(F) — {0, 1, ..., A} tetsz?leges fiiggvény. Jelolje ind(F, d, G) az F olyan
feszitett részgrafként valo ¢ bedgyazasait G-be, ahol p(v) foka §(v). (Tehat F pontjainak a
el6irjuk a G-beli fokszamat.) Es az ind(F, §, G) szamok kifejezheték valamilyen ind(F', G)-
kkel. Mégpedig azokkal, ahol az F’-ket gy kapjuk, hogy F-et kiegészitjiik az olyan egy

ilyenformén

sugari kornyezeteivel, ahol a v € F csics fokszama d(v). Ez véges sok grafot jelent a

fokszdmkorlat miatt.



) . ind(B, ¢, G)
Es ha B egy adott R sugaru gyokeres graf, P(G, B, R) =
gy ugart gydkeres graf, P( ) ; V(G aut(B)

azokon a hozzérendeléseken fut végig, amik B a gyokértdl legfeljebb R—1 tavolsagban levs

, ahol 0

pontjaihoz a B-beli fokszamot rendelik, az R tavolsdgban lev6khéz meg valami 6nkényes

ind(B, 0
szamot {0, 1, ..., A}-bdl, mert ind(B, 9, G)
ut(B)

az R sugaru kornyezete B-vel izomorf. [J

pont azoknak a csiicsoknak a szama, amiknek

Ezek alapjan adédnak a Benjamini-Schramm konvergenciara az alabbi ekvivalens de-

finicidk:

2.1.16. Allitas. Legyen (G,,) korldtos foki grdfsorozat. Ekkor (G,) akkor és csak akkor
H(Gn)
V(Gn)l

Benjamini-Schramm konvergens, ha minden (véges, nem tres) dsszefiiggé H-ra a

sorozat konvergens.

Bizonyitas. Az el6z6 allitasbol kovetkezik:

Ha a grafsorozat konvergens, a P(G,,, a, R) sorozatok konvergensek. Mivel H*(G,,) =
ind(H, G,)

aut(H)
H*(G,)
V(Gy)

Masik iranyban, ha az

, és ind(H, G,,) felirhato valamilyen P(G,,, «, R)-k linearis kombinaciojaként,

is konvergens lesz.

H*(G,)
V(Gn)
ind(H, G,)-ek is azok, és a P(G,, a, R)-ek is, mivel elallnak ezek linearis kombinacioiként.

O

-ek konvergensek minden Osszefiiggé H-ra, akkor az

2.1.17. Allitas. Legyen (G,,) korldtos foki grdfsorozat. Ekkor (G,) akkor és csak akkor

H(G,
Bengjamini-Schramm konvergens, ha minden (véges, nem tres) osszefiiggé H-ra a ﬁ
sorozatl konvergens.
inj(H,G,
Bizonyitas. Az el6z6 allitasbol adodik, és abbol, hogy H(G,) = M, és az

aut(H)
inj(H, G,,)-k felirhatok valamilyen ind(H], G)-k linearis kombinécidjaként, és viszont. [

Ezek alapjan tugy ttinik, hogy egy grafsorozat hatarértéke nem egy konkrét graf lesz,

hanem egy valosziniiségi eloszlas a legfeljebb A fokszamu gyokeres grafokon.



2.2. Konvergens grafsorozatok hatarértéke

Benjamini és Schramm cikkiikben masképp vezették be a konvergencia fogalmat 7], mint
ahogy az el6z6 fejezetben szerepel. Az § megkozelitésiikkel jobban latszik, hogy mi lesz
egy grafsorozat hatarértéke, ezért ismertetjiik ezt a definiciot is:

Legyen X az Osszefiiggd gyokeres grafok izomorfizmusosztalyainak a tere. Ezen defi-
nialhatunk egy metrikat a kovetkezéképpen: Jelolje Bg(o,r) a (G, 0) gyokeres grafban az
o gyokér r sugaru kornyezetét. Tekintsiik (G, 0),(G’,0') € X gyoOkeres grafokat. Legyen k
azon r-eknek a szuprémuma, amelyekre a (Bg(0,7),0) és a (Bg/(0/,1),0) gyokeres grafok
izomorfak. Ekkor legyen d((G, o), (G',0')) = 27F. (Vegyiik tgy, hogy 27> = 0.)

Ez a d tényleg metrika:

Trividlisan teljesiil, hogy d((G,0), (G’,0')) = 0 pontosan akkor, ha G és G’ izomorfak;
illetve hogy d((G,0),(G',0")) = d((G', '), (G, 0)).

A héromszog-egyenlstlenség is teljesiil: Legyen d((G, o), (G”,0")) = 27F,
d((G,0),(G",0)) = 271 és d((G',0),(G",0")) = 27™. Tegyiik fel, hogy | < m. Ekkor
teljesiil, hogy (Bg(o,1),0) és a (Bgr(0”,1),0") gyokeres grafok izomorfak. Emiatt k& > [,
tehat d((G,0), (G",0")) =27F <271 <271427™ = d((G, 0), (G', ")) +d((G', o), (G",0")).

Legyen A < oo egész. Ekkor Xa jelolje azon X-beli korlatos foki grafok halmazat,
amikben a cstcsok fokszama legfeljebb A. Tgazolhato, hogy XA kompakt tér eszerint a
topologia szerint. Ezt azért hasznos tudni, mert ekkor minden Xa-beli sorozatnak lesz
konvergens részsorozata, és ezt sokhelyiitt fel lehet hasznalni.

Igy mar értelmezhetiink konvergenciat a gyokeres grafokon. Ezt szeretnénk altalano-
sitani Gsszefiiggd, egyszerd grafokra. Legyen H ilyen. Valasszunk egy cstcsot H csicsai
koziil egyenls valoszintiséggel, mint gySkeret. Igy a H graf megfeleltethets egy pup valo-
szintiségi eloszlasnak X-n. Egy A C X’ Borel-részhalmazra puy(A) annak a valdszintsége,
hogy ha H-ban véletlenszertien valasztunk egy o cstcsot, akkor (H,0) € A.

Ezek alapjan adhatunk egy, az el6z6 fejezetben szereplével ekvivalens definiciot a

Benjamini-Schramm konvergenciara:

2.2.1. Definicié. Egy (G,) korldtos foki, dsszefiiggd grafokbdl dllo grifsorozat Benjamini-
Schramm konvergens, ha a (fenti médon definidlt) pe, mértékek gyengén konvergdlnak. A

grdfsorozat hatdrértéke a im(ug, ) mérték dltal meghatdrozott véletlen gyidkeres grdf lesz.

2.2.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a p, mértéksorozat gyengén konvergdl a p mérték-

hez, ha minden f folytonos, korldtos figgvényre [ fdu, — [ fdp, ha n — cc.

10



Ez alapjan jobban latszik, hogy mi lesz egy-egy gréafsorozat hatarértéke.

2.2.3. Definicié. Egy G grdf csicstranzitiv, ha minden vy,vy € V(G)-hez létezik

f grifautomorfizmus, amire f(vy) = vs.

Egyszerit esetben a korlatos foku grafsorozat hatarértéke egy cstucstranzitiv grafra

koncentralt Dirac-mérték. Erre latunk itt par példat:

2.2.4. Példa. (Kordk) Legyen C,, az n hosszi kor. (C,,) hatarértéke a mindkét irdanyban
végtelen ut lesz. (Aminek mindegy, melyik pontja a gyokeér.)

2.2.5. Példa. (Négyzetracsok) Legyen (G,,) az n x n-es négyzetracsokbol allo grafsoro-
zat. Ekkor a racs szélétél R — 1-nél tavolabb levé csticsok R sugarta kornyezete ugyanolyan
lesz. (Az abran a fekete csiics 3 sugaru kornyezete van kiszinezve.) Az dsszesen n? darab
pontbol (n — 2R)?-nek ilyen a kornyezete, tehat ha n — oo, akkor majdnem minden pont

kornyezete ilyen. A hatarérték tehat a végtelen négyzetracs, barhol kijellt gydkérrel.

2.2.6. Példa. (Nagy derékbd@ségii grafok) Legyen (G,) D-regularis grafsorozat, ahol
a grafok derékbdsége (azaz a grafban talalhaté legrovidebb kor hossza) végtelenhez tart.
(Tudjuk, hogy létezik ilyen grafsorozat.) Minden R > 0-ra és elég nagy n-re (G,,) barmely
pontjanak az R sugari kdrnyezete az R mélységli gyokeres faval lesz izomorf, amiben
a gyokérhez R-nél kozelebbi csticsok fokszdma D. A sorozat hatarértéke a D-regularis

végtelen fa. (Amiben szintén nem szamit, hogy hol a gyokér.)

Felmeriilhet a kérdés, hogy milyen grafok allhatnak el6 hatarértékként. A csicstranzi-

tiv grafok példaul elgallhatnak, de a téma bévebb targyalasidba nem megyek bele.

2.2.7. Definicié. F' legyen G részgrafja. OF az F azon v csiucsainak halmaza, amikhez
létezik u € V(G), u & V(F), hogy wv € E(G).

11



2.2.8. Definicié. G grdf F,, részgrifsorozatat Folner-sorozatnak hivjuk,
|OF,|
=0

[V (F)

2.2.9. Allitas. Minden dsszefiiggd, korldtos foki, csucstranzitiv grdf a Folner sorozatai-

ha lim,,_,

nak a Benjamini-Schramm hatdrértéke.

Bizonyitas. Mivel a graf csicstranzitiv, minden cstics R sugari kornyezete izomorf egy-
massal. Az F, Fglner-sorozatban is ilyen minden 0F-t61 R — 1-nél tavolabbi csics R
sugari kornyezete. A Fglner-sorozat tulajdonsigai miatt a mas kornyezeti pontok szama
tart nulldhoz, ha n — oco. U

Lassunk egy olyan példat is, amikor nem egy graf a hatarérték:

2.2.10. Példa. (Penrose-csempézések) Az abran lathato két rombusszal (a kovérebb
szogei 108 és 72 fok, a sovanyéi 144 és 36) kell lefedni a sikot tgy, hogy az oldalakon levé
jeleknek megfelelGen kell illeszkedniiik (1d. abra).

2.1. abra. A kétféle csempe, Osszeillesztési szabalyuk, és egy lehetséges csempézés. For-
ras:[3]

Igy kontinuum sokféleképpen lefedhets a sik, és csupa nem periodikus csempézést kapunk.
A Penrose csempézésekre tekinthetiink grafként is.

Erdekes tény, hogy az 6sszes ilyen csempézésben azonos gyakorisaggal fordul el mind-
két rombusz. S6t ez igaz véges sok rombusz Osszeillesztésére is: ha egy F' véges Osszeillesz-
tés kiegészithetd a sik fedésévé, akkor minden Penrose-csempézésben azonos gyakorisaggal
fordul els. Szoval ha nézziik az origé koriili K x K-s négyzetet, és megszamoljuk, F' hany-
szor fordul el6 benne, akkor ez a szam osztva K>2-tel konvergens lesz, ha K — oo, és

minden Penrose-csempézésre ugyanaz lesz a hatarérték.
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Legyen (G,) az a grafsorozat, amit egy Penrose-csempézés az origo koriili n x n-es
négyzetre vett megszoritasaibol kapunk. A fenti tulajdonsag miatt ez a grafsorozat kon-
vergens, és akkor is az marad, ha Osszefésiiljiik egy masik csempézésbdl hasonléan kapott
sorozattal. A hatarérték tehat nem az eredeti csempézés lesz, hanem egy valoszintiségi

eloszlas az Osszes csempézésen.

2.3. Graphing

A hatérérték leirdsanak masik modja az ugynevezett "graphing". Ez tulajdonképpen egy
korlatos foku graf egy végtelen (tipikusan megszamlalhatatlan) halmazon. Graphingokrol,
mint grafsorozat hatarértékét reprezentalé objektumokrol elészor Aldous és Lyons, illetve
Elek Gabor irt [6].

A graphingokat amugy a csoportelméletben vezették be elsbb. Erdekes tény, hogy ezek
az objektumok végesen generalt csoportok, és korlatos foku grafsorozatok hatarértékének
abrazolasara is alkalmasak.

Ezeknek a graphingoknak nem preciz ismertetetésére teszek kisérletet ebben a részben:

Legyen X mérhetd tér, egy p valoszintiségi mértékkel. Legyenek Aq, Ay, ... A X mér-
het6 részhalmazai. Legyen T; : A, — A;. Ha T1,T5, ..., T, mérhets leképezések, amik
mértéktartoak, és involaciok (tehat 6nmaguk az inverziik), akkor a G = { X, T4, ..., Ty, u}
halmazt mérhet6 graphingnak hivjuk.

G meghataroz egy ekvivalenciarelaciot X-en. x,y € X ekvivalensek, ha 1éteznek
{z1,...,xm} C X pontok gy, hogy x1 = x,x,, =y, és x;41 = T;(x;) valamilyen 1 < j < k-
ra, minden ¢ = 1..m-re.

Ha G-re mint grafra tekintiink, ezek az ekvivalenciaosztalyok lesznek a graf 6sszefliggd
komponensei. z és y szomszédos cstcsok, ha T;(x) = y valamilyen 1 < j < k-ra.

Legyen a gyokeres graf, R > 0 egész. Ekkor P(G, a, R) jelentse azon x € X pontok p
mértékét, amiknek az R sugari kérnyezete a-val izomorf.

Azt mondjuk, hogy a G graphing a (G,,) korlatos foku konvergens grafsorozat hatér-
értéke, ha minden « gyokeres grafra és R > 0 egészre lim P(G,,a, R) = P(G,a, R).

G ={X,11,Ts,...,u} -t topologikus graphingnak h?:joljk, ha X kompakt metrikus tér
a pu Borel-mértékkel, és Ty, T5..., T} folytonos, mértéktartd involiciok. Elek Gabor egy
cikkében [6] mondja ki a kovetkez§ tételt:
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2.3.1. Tétel. Minden (G,) Benjamini-Schramm konvergens grdfsorozathoz létezik olyan

G topologikus graphing, hogy minden o gydkeres grdfra és R > 0 egészre lim P(G,,, o, R) =
n—oo

P(G,a,R).

Minden Benjamini-Schramm konvergens sorozat hatarértéke reprezentalhatd tehat
graphinggal, egy sorozat hatarértékét azonban tobb graphing is reprezentalhatja, erre

lesz alabb példa is.

2.3.2. Példa. Tekintsiik a [0, 1] intervallumot. Legyen 0 < a <  val6s szdm. Konstrual-
juk meg a C, grafot a kovetkezSképpen:

Kosse dssze él az x és y pontot, ha |z —y| = a ( mod 1). Ugy is vehetjiik, hogy a
[0,1) intervallum két végét Osszeregasztjuk, és minden x pontot sszekotiink = + a-val és
xr — a-val.

Ha a racionélis szam, akkor C, végtelen sok véges hosszi kor unidja. Az a = % esetén
kapott grafot az alabbi abraval szemléltethetjiik. Mindkét koordinatatengelyen felvessziik
a [0, 1] intervallumot, és egy (z, y) koordinataju pont be van szinezve, ha z és y szomszédos

csicsai a grafnak.

2.2. dbra. A C, graphing a = 1 esetén. Forrés:[6]

Ha viszont a irraciondlis, akkor a C, graf osszefiiged komponensei mindkét irdnyban
végtelen utak. A grafra graphingként tekinthetiink, ha ellatjuk [0, 1]-et a p Lebesgue-
mértékkel. A graphing megadhat6 harom involicio segitségével: Az egyik parositsa 0ssze
z-et © + a-val (azaz rendelje z-hez = + a-t, és © + a-hoz z-et), ha 0 < x < 1 — a és
xr € (2ka,(2k + 1)a] valamilyen k£ € N-re. A masik parositsa Gssze z-et x + a-val, ha
0 <z <1—aészec ((2k+1)a,(2k + 2)a] valamilyen k € N-re. A harmadik pedig
parositsa Ossze x-et v +a — 1-gyel, hal —a <z < 1.

Barmilyen a irracionalis szaimot vesziink, a graphing reprezentalni fogja a (C),) n hosszu

korokbdl allo konvergens grafsorozat hatarértékeét.
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Belathato, hogy két involiucid segitségével nem adhaté meg olyan graphing, ami a C,,
grafnak felel meg. Mert indirekt tegytik fel, hogy ¢ és ¢ definialja C,-t. Minden = € [0, 1]
pont x4+ a (mod 1)-gyel és x —a (mod 1)-gyel van Gsszeparositva. Legyen A; azon pontok
halmaza, amikhez ¢, rendeli x + a (mod 1)-et, és @9 rendeli x — a (mod 1)-et. Ay legyen
a tobbi pont, amiknél ez forditva van. Ekkor A; U Ay = [0,1], és A; + a = Ay, mert ha
x € Ay, akkor p(z) = = + a, és mivel involiuciokrol van sz6, ¢1(z +a) = x = (z + a) — a,
emiatt = + a € A,. Es be lehet bizonyitani, hogy ilyen tulajdonsagi A; és A, halmazok

nem létezhetnek.

2.3.3. Megjegyzés. Minden az alabb lathatohoz hasonlo abraval definidlhato egy gra-
phing: ami véges sok +1 meredekségii szakasz unibja, és az x = y egyenesre szimmetrikus.
A szimmetria a graphingot definial6 fiiggvények involutiv tulajdonsaga miatt sziikséges, a

+1-es meredekség felel meg annak, hogy a graphingot definidlé involiciok mértéktartoak.

N

2.3. abra. Minden ilyen &bra definial egy graphingot. Forrés:|[6]
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3. fejezet

Grafparaméterek

Képzeljiik el, hogy van egy nagyon nagy grafunk, amit semmiképp sem vagyunk képesek
teljes egészében megismerni, csak mintat tudunk venni belsle (azaz nézziik néhany kiva-
lasztott pont kornyezetét példaul). Ennek a grafnak szeretnénk valamelyik paraméterét
megéallapitani. Pontosan persze biztos nem tudjuk meghatarozni, legfeljebb remélhetjiik,
hogy elegendé nagy mintat tekintve jo becslést tudunk adni ra. Nagyjabol ekkor mondjuk,
hogy egy grafparaméter tesztelhets.

A fejezetben megemlitek néhany népszeri grafparamétert, és egy-két grafparaméterek

tesztelhetGségérol sz016 tételt.

3.0.4. Definici6. Egya grdfparaméter a grafok izomorfizmusosztdalyain értelmezett (dlta-

ldban valds értéki) figguény.
3.0.5. Definicié. Az [ grdifparaméter
e additiv, ha f(G) = f(G1) + f(Ga),
e multiplikativ, ha f(G) = f(G1)f(G2),
e mazing, ha f(G) = maz{f(G1), f(G2)},
valahdnyszor a G graf G és Go diszjunkt unidja.
3.0.6. Példa. a(G) a maximalis fiiggetlen csticshalmaz mérete. (additiv)

3.0.7. Példa. v(G) a maximalis fiiggetlen élhalmaz mérete. (additiv)

3.0.8. Példa. pm(G) a teljes parositasok szima G-ben. (multiplikativ)
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3.0.9. Példa. 7(G) a feszitéfak szama G-ben. (multiplikativ)
3.0.10. Példa. ch(G,q) G a g-szinezéseinek szama. (multiplikativ)
3.0.11. Példa. x(G) a kromatikus szam (maxing)

3.0.12. Definicio. Az f grifparaméter tesztelhetd (vagy lokdlis), ha minden Benjamini-

Schramm konvergens (G,,) grifsorozatra az f(G,) sorozat is konvergens.
Példak:

3.0.13. Allitas. tesztelhetd.

Bizonyitas. FE(G) ugyanis éppen a csak egy élbdl allo graffal izomorf részgrafok szama,
tehat a 2.1.17-esbd6l kovetkezik ez az allitas. [J

G
3.0.14. Tétel. (Elek-Lippner, Nguyen-Onak) |XV/((G))| tesztelhetd.
3.0.15. Allitas. (G) nem tesztelhetd.
V(G)|

log 7(Gy)
V(Gn)|

Schramm konvergens sorozat.

3.0.16. Tétel. (Lyons) konvergens, ha (G,,) dsszefiiggd grdfokbdl dllé Benjamini-

3.0.17. Megjegyzés. Az el6bbi allitas feszité erdGkre megoldatlan.

log ch(G, q)

3.0.18. Tétel. (Borgs-Chayes-Kahn-Lovasz) V(G

tesztelhetd, ha g > 2A egész

(A a grdf csicsainak mazimdlis fokszdma,).

. G
3.0.19. Allitas. % tesztelhetd, ahol ¢(G) a grdf dsszefiiggd komponenseinek a szama.

Bizonyitas. Legyenek a G graf 6sszefiiggé komponensei Hy, Ho, ...

c(G) c(G)

Z o VD Z

|V (H)]
V%k V()]

PvIH

_ V()
2, PGeR= 3 o)

a:|V(a)|=k |V (H;)|=k



. Az R = k valasztas j6 lesz, mert ekkor azt nézziik, hogy a csiicsok hanyadanak a k
sugaru kornyezete k méreti, azaz a csiicsok hanyad része van k méretii komponensben.

Tehat a
[V(Gn )I

) Z S P(Guak)

a:|V(a)|=k
sorozat konvergencidjat kell vizsgalnunk.
Legyen G,, Benjamini-Schramm-konvergens korlatos foka grafsorozat. Ekkor a P(G,,, a, R)

sorozatok is konvergensek minden « gyGkeres grafra és R > 0 egészre. Tehét ha az Gsszeget
K

csak rogzitett K-ig nézziik,a > ¢ Y. P(Gy, a, k) sorozatok is konvergensek lesznek.
k=1 o:|V(a)|=k

[V (Gn)l K
Raadasul > 1+ > PG, o k)—> 1+ > PGy ak)=
k=1 a|V(a)|=k k=1" |V (a)|=k

[V(Gn)l
= > 1 P(Gy, a, k) < 1, mert legrosszabb esetben az sszes cstcs K 41 mé-

k=K+1 «|V(a)|=k

} , c(Gn)
ret komponensben van, és ekkor V(G = K+1 Tehat az eredeti sorozat is konvergens,

mert konvergens sorozatok egyenletes limesze is konvergens. [J
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4. fejezet
Grafpolinomok

4.0.20. Definicié. A grdfpolinom egy hozzdrendelés, ami minden véges G grifhoz hozzd-

rendel eqy f(G,x) € Clz] polinomot.

4.0.21. Definicié. Egy grdafpolinom normdlt, ha f(G,x) normdlt és n-ed foki minden G
grifra. (n = |V(G)|)

4.0.22. Definici6. f izomorfizmus invaridns, ha Gy,Gy izomorf grifokra f(Gy,x) =

f(GQ,Qf).

4.0.23. Definicio. Az f grifpolinom exponencidlis tipusi, ha f(0,x) = 1, és minden G
grifra

SCV(G)
csucshalmaz dltal feszitett részgraf kromatikus polinomja.

4.0.24. Definicié. [ multiplikativ, ha f(G,x) = f(Gy,x)f(Ga, x) teljesil, valahdnyszor
G a Gy és Gy grdfok diszjunkt unidja.

4.1. Néhany grafpolinom

4.1.1. Példa. (Kromatikus polinom) ch(G,q) a G graf q szinnel t6rténd jo szinezése-
inek a szdma.

4.1.2. Példa. (Tutte-polinom)

To(w,y) = Y (v — 1) =E) (y — )41V
ACE

, ahol ¢(A) a (V, A) graf komponenseinek szama.
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Néhéany specialis pontban felvett értékei a graf kiilonb6z6é paramétereit adjak meg:
e T:(2,1) a G-beli erdék szama

o T5(1,1) a G feszits erddinek szama

o T:(1,2) a G feszits részgrafjainak szama

e 7:(2,0) a G aciklikus iranyitasainak szdma

Statisztikus fizikdban gyakran az aldbbi format hasznaljak:

Zo(g,v) = 3 ¢l

ACE

A két forma lényegében ekvivalens:
T(G,ayy) = (2= 1)y - 1)V Za((x = Dy — 1),y — 1)

Ezt a polinomot Tutte vezette be, dikromatikus polinom néven, mint a kromatikus
polinom altalanositéasat. FEredetileg szinezésekkel és folyamokkal kapcsolatos problémak
kapcsan tanulmanyoztak. De specidlis esetei elgkeriilnek csomoéelméletben és statisztikus

fizikdban is.
4.1.3. Megjegyzés. ch(G,z) = Zg(x,—1)
4.1.4. Példa. ((Modositott) parositasi polinom)
M(G,x) = 2" — my(G)x" ' + mo(G)z" % — ...
, ahol my(G) a k méretd parositasok szaima G-ben.

4.1.5. Példa. (Fiiggetlenségi polinom)
[(G,x) =) (—1)Fip(G)a*
k=0

, ahol ix(G) az, ahanyféleképpen ki lehet valasztani a G graf k darab fiiggetlen csucsét.

4.1.6. Példa. (A Laplace-matrix karakterisztikus polinomja) A G graf Laplace-
matrixa L(G) = D(G) — A(G), ahol A(G) az adjacenciamétrix, amelyben A(G);; = 1, ha
v;v; € E(G), a tobbi elem 0, D(G) pedig az a diagonalis matrix, melyre D(G); = d;, ami
a v; csucs foka. L(G, x) = det(x] — L(G))
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4.2. A kromatikus polinom és tulajdonsagai

A kromatikus polinom fogalméat sikgrafokra Birkhoff vezette be 1912-ben, mert ennek a
segitségével akarta bizonyitani a négyszin-tételt. (Azt akarta megmutatni algebrai mod-
szerekkel, hogy ch(G,4) > 0 minden sikgrafra.)

1932-ben altalanositotta Hassler Whitney a polinomot nem csak sikgrafokra. 1968-ban
Read felvetette a kérdést, hogy melyik polinomok alhatnak el§ kromatikus polinomként.

A kérdés ma is nyitott.

4.2.1. Definicié. Egy f : V(G) — {1,2,...,q} hozzdrendelés G jo szinezése, ha ¥ uv €
E(G)-re f(u) # f(v).

4.2.2. Definicib. Jelslje ch(G,q) a G grif q szinnel torténd jo szinezéseinek a szdmdt.

4.2.3. Allitas. Ez tényleg q polinomja: ch(G,q) = S q(q —1)...(q — |P| + 1) Ahol P a
P

V(QG) fiiggetlen nem iires csicshalmazokra torténd felosztdsain fut végig.

Bizonyitas. G minden jo szinezésében a szinosztalyok a V (G) fiiggetlen csticshalmazokra
torténd felosztasat adjak. Es egy ilyen P felosztast ¢(q — 1)...(q — |P| + 1) féleképpen szi-
nezhetiink ki ¢ szinnel. (Az elsg szinosztalynak valaszthatunk ¢ féle szint, a kovetkezének
g — 1 felét, sth.) O

4.2.4. Megjegyzés. A kromatikus polinom normalt, mivel n-ed foku tag csak az egy-

elemt cstucshalmazokra torténd felosztaskor keletkezhet.

4.2.5. Allitas. ch(G,q) = > (=D)"gD) ahol ¢(T) a T Gsszefiiggd komponenseinek
TCE(G)
a szdma.

c(T)

Bizonyitas. ¢ azon szinezések szama, ahol a 1" beli komponenseken ugyanolyan szi-

niiek a cstucsok. (Ezek rossz szinezések.) Innen szitaformulaval adodik az allitas. O

4.2.6. Allitas. ch(G,q) = ch(G — e,q) — ch(G/e,q), ahol G — e a G-bél az e €l kiha-
gydsdaval, G/e az e dsszehizdsdval (végeinek dsszeragasztdsaval és az él torlésével) kapott

graf.

Bizonyitas. Atrendezve: ch(G/e,q) = ch(G — e,q) — ch(G,q). Ha G — e j6 szinezései

koziil kihagyjuk azokat, amik G-nek is j6 szinezései lennének, azok maradnak, amikben e
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két vége ugyanolyan szind. Ezek pedig pont megfeleltethet6k G/e jo szinezéseinek, ugy,
hogy az e él két végpontjat Osszeragasztjuk. [
Ez az allitds hasznunkra lesz kiilonbo6z6 graftipusok kromatikus polinomjanak a meg-

hatarozéasakor:

4.2.7. Példa. (Ures graf) ch(G,,q) = ¢"

4.2.8. Példa. (Teljes graf) ch(K,,q) = q(¢ — 1)...(¢ — n + 1), mivel minden csticsat

maés szintre kell szinezni.

4.2.9. Példa. (Fa,iut) ch(F,q) = q(q — 1)" 1. Teljes indukcioval: Egy pontra igaz az
allitds. Tegyiik fel, hogy egy m — 1 pontt fat g(q — 1)"2 féleképpen szinezhetiink ki
q szinnel. Ha hozzéavesziink még egy csicsot, az mindenféle szind lehet, kivéve amilyen
szint a szomszédja. Tehét az n csucst fat ch(F,q) = q(q — 1)"! féleképpen szinezhetjiik

ki. (Az ut is fa, ugyanez a kromatikus polinomja.)

4.2.10. Példa. (Kor) Teljes indukcioval: C3 = Ks-ra tudjuk, hogy ch(K3,q) = q(q —
1)(¢g—2) = (¢g— 1) — (¢ — 1). Tegyiik fel, hogy n — 1 pontii korre igaz az allitas. Ekkor:
ch(C,, —e,q) = q(qg—1)", mert ez egy 1t, és ch(C,/e,q) = (—1)"qg—1)+ (¢ — 1),
mert ez meg az n — 1 ponta kor. Tehat: ch(C,,, q) = ch(C,, —e,q) — ch(Cy/e,q) = q(q —
Dt = (=D e =D+ (@@= =(=1)"(g—1)+(¢g—1)"

4.2.11. Allitas. A kromatikus polinom exponencidlis tipusi.

Bizonyitas. Kell: > ch(S,z)ch(G — S,y) = ch(G,x +y), ami x,y € N-re igaz, mert
SCV(@)
G x + y szinnel torténd j6 szinezései megkaphatok gy, hogy minden lehetséges mdédon

kivalasztjuk V(G)-bol az S részhalmazt, és az S altal feszitett részgrafot x, a G — S altal
feszitettet pedig y szinnel szinezziik. Es abbol, hogy a két polinom pozitiv egész helyeken

felvett értékei megegyeznek pedig kdvetkezik, hogy polinomként is egyenls a két oldal. [

4.2.1. A kromatikus polinom gyokei és egyiitthatoi

Legyen ezentil

ch(G,x) = 2" — T Y T L (_1)n_1a1x

22



4.2.12. Allitas. Ha G dsszefiiggd, akkor a; > 0 i = 1.n — 1-re, és G kromatikus poli-

nomgjdanak a konstans tagja 0.

Bizonyitas. Az élek szama szerinti teljes indukcidval. Az n cstcsu fara teljesiil az allitas:

ch(F,z) = a(z — 1) = ni (" . 1)x”k(—1)k

Legyen G Osszefiiggs, és tegyiik fel, hogy a nala kevesebb éli Osszefiiggs gréafokra

teljesiil az allitas. Ha G nem fa, torolhetiink bel6le élet gy, hogy 6sszefiiggé marad.

Legyen
ch(G —e,z) =2" —a,_ 2" ' +a, 2" % — .+ (-1)"d\z
és
ch(Gle,x) = 2"t —a! 2" *+a! ;2" — .+ (=1)"2dz

,ahola; >0i=1.n—1re, ésa; >0i=1.n—2-re.
ch(G,x) = ch(G—e,z) — ch(G/e,x) = 2" — (al,_; + 1)a" 4+ (a/,_,+a’_ )" % — ...+
(—1)"Ya} + af)z, az allitas erre is teljesiil, a konstans tag tovabbra is 0, és (a/,_; + 1)

illetve (a; + af) i = 1..n — 2-re pozitiv. [

4.2.13. Megjegyzés. Emiatt ha G 0Osszefiiggs, akkor ch(G,z)-nek pontosan egyszeres
gyoke a 0.

4.2.14. Allitas. ch(G,z)-ben z" ' egyiitthatdja —|E(G)|. (an_1 = |E(G)|)

Bizonyitas. Az élek szama szerinti teljes indukciéval. Az n pontu iires grafra igaz az
allitds. Tfh. G-nél kisebb élszamu grafokra igaz az llités. ch(G — e, z) -ben 2"~ egyiitt-
hatoja —(|E(G)| — 1), mivel eggyel kevesebb éle van, mint G-nek, ch(G/e, x)-ban pedig
1 2" ! egyiitthatoja, mert ez egy n — 1 ponti graf. ch(G,z) = ch(G — e, z) — ch(G/e, x)
miatt ch(G,x)-ban "1 egyiitthatoja pont —|E(G)| lesz. O

4.2.15. Allitas. Ha G dsszefiiggs komponensei Gy, G, ..., Gy, akkor
ch(G, x) = ch(G, x)ch(Ga, )...ch(Gy, ).

Bizonyitas. Az egész graf x szinnel vald jo szinezéseinek a szama a komponensek jo

szinezési szamanak a szorzata. U
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4.2.16. Allitas. Ha G k darab dsszefiiggd komponensbdl dll, akkor ag = a; = ... = ap_1 =
0, azaz a 0 k-szoros gydke ch(G, x)-nek.

Bizonyitas. G Osszefiiggé komponenseire ch(G;, z)-nek egyszeres gyoke a 0. ch(G,x) =
ch(Gy, z)ch(Ga, x)...ch(Gy, x) miatt ch(G, x)-nek k-szoros gyoke a 0. [

4.2.17. Megjegyzés. Egy k természetes szam pontosan akkor gyoke a G graf kromatikus
polinomjénak, ha k& < x(G). Ekkor lesz ugyanis a graf k szinnel torténd jo szinezéseinek

szama 0.
4.2.18. Allitas. A kromatikus polinom legnagyobb valds gyike legfeljebb n — 1.

Bizonyitas. ch(G,q) = > q(¢ —1)...(¢ — |P| + 1), ahol 1 < |P| < n, és ha ¢ > n — 1,
P

akkor ¢(q¢ — 1)...(¢ — |P| + 1) minden P-re pozitiv, tehat ¢ nem gyok. O

4.2.19. Allitas. A kromatikus polinomnak nincs negativ valds gyoke.

Bizonyitas. Legyen ¢ < 0, ekkor (—1)"¢" > 0, és (—=1)"((—=1)" " amq™) = am(—q)™ >0
Vm = 1..n — l-ra, tehat (—1)"ch(G, q) > 0, széval ¢ nem lehet gyok. [

4.2.20. Allitas. A kromatikus polinomnak nincs valds gydke (0,1)-ben.

Bizonyitas. Elég csak Osszefiiggs grafokkal foglalkozni. Ugyanis egy nem 0Osszefiiggs graf
kromatikus polinomjéanak pontosan akkor nincs gyoke (0, 1)-ben, ha egyik komponensének
a kromatikus polinomjanak sincs.

Az élek szama szerinti teljes indukcioval megmutatjuk, hogy (—1)"ch(G,q) < 0 Vq €
(0,1). Fara igaz az allitas, (—1)"q(q — 1)"! < 0 Vg € (0,1). Az indukcios feltevés miatt
(—=1)"ch(G —e,q) < 0 és (—=1)""tch(G/e,q) < 0 Ezért (—1)"ch(G,q) = (—1)"(ch(G —
e,q) —ch(G/e,q)) = (—=1)"ch(G —e,q) + (—1)"'ch(G/e,q) < 0. O

Végiil egy nem ennyire egyszeri tétel a kromatikus gyokokrol:

4.2.21. Tétel. (Sokal) Legyen G korldtos foku grif A mazimdlis fokszimmal. Ekkor
minden kromatikus gyok abszolitértéke legfeljebb C' A, ahol C eqy 8-ndl kisebb konstans.

Bizonyitas. Megtalalhaté Sokal cikkében: [8] [
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5. fejezet

Grafpolinomok gyokmomentumainak

Benjamini-Schramm folytonossaga

Végiil ismertetek egy tételt bizonyitasostul, ami a Benjamini-Schramm konvergens graf-
sorozatok kromatikus vagy egyéb polinomjainak a gyokeit vizsgalja.

Egy véges egyszerd graf kromatikus mértékén a kromatikus gyokokon vett egyenletes
eloszlas altal megadott pg valoszintiségi mértéket értjiik.

A tétel a kovetkez6:

5.0.22. Tétel. Legyen f izomorfizmus-invaridns, normdlt, multiplikativ, exponencidlis ti-
pust grafpolinom. Teqyik fel, hogy [ qydkei korldtosak.

Legyen (G),) Benjamini-Schramm konvergens grifsorozat. Legyen K C C kompakt
halmaz, ami tartalmazza f(G,,x) gyidkeit minden n-re, gy, hogy C\ K dsszefiiggd.

Legyen minden G grifhoz pg az f(G,x) gydkein adott egyenletes eloszlds.

(a) Ekkor minden folytonos g : K — R fiigguényre, ami harmonikus K belsején, az

[ 9(2)dpe, (z) sorozat konvergens.
K

(b) & € C\ K-ra legyen t,(&) = %

konvergdl egy harmonikus figguényhez C \ K-n.

. Ekkor t,(&) lokdlisan egyenletesen

Ezek alapjan akar azt is remélhetnénk, hogy a pg, mértékek gyengén konvergensek
lesznek. (Azaz a tétel a, része minden K-n értelmezett folytonos valos fiiggvényre igaz.) De
erre konnyt talalni ellenpéldéat: Az n hosszi utakbol (P,), és az n hosszt korokbél (C,)
allo grafsorozatok ugyanoda konvergalnak: a végtelen gyokeres tthoz. Széval az ssze-

fésiilésiik is konvergens, a kromatikus gyokok altal megadott mértékek mégse ugyanoda
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konvergélnak. ch(P,,q) = q(q — 1)"™!, tehat pp, gyenge hatérértéke az 1 pontba kon-
centralt Dirac-meérték. ch(C,,q) = (—1)"(¢ — 1) + (¢ — 1)", tehat pe, az 1 kézépponti
egységkorre koncentralt normélt Lebesgue-mérték.

De példaul ha T, = C4 x P,-et, azaz a 4 X n-es csoveket nézziik, erre igaz, hogy
pr, gyengén konvergens. (Ennek bizonyitasa megtalalhato Abért Miklos és Hubai Tamas
cikkében. [2])

A dolgozat hatralévs részében a tétel (a) részének a bizonyitasat kozlom Frenkel Péter
és Csikvari Péter cikke alapjan [1]. A (b) részt csak az érdekesség kedvéért kozoltem. Ez

log |ch(G, 2z
at(z) = M mennyiség ugyanis statisztikus mechanikaban fordul els, és egy

V(G) log [ch(Go )
. .y g og |C n; q
pontra jutd entropidnak hivjadk. A ———=—
V(Gy)

és Lovasz bizonyitotta g > 2A egészekre, ahol (G,,) Benjamini-Schramm konvergens graf-

konvergencidjat Borgs, Chayes, Kahn

sorozat lefeljebb A fokszammal.

Lényegében ugyanerre a tételre Abért Miklos és Hubai Tamés adott egy bizonyitast
[2], bar 6k csak a kromatikus polinom gyokeit vizsgaltak. Bizonyitasukban megmutatjak,
hogy a kromatikus gyokok hatvanyosszegei kifejezhetk valamilyen dsszefiiggé H grafokbol
G-be mené homomorfizmusok szaménak linedris kombinéacidjaként.

Ez a bizonyitas is hasonlo, de itt H-bol G-be mené homomorfizmusok szamolésa he-
lyett G H-val izomorf részgrafjait szamoljuk. Ami lényegében ugynaz, mint ahogy az a
Benjamini-Schramm konvergencia kiilonboz6 definicioit taglalo fejezetben is kideriilt. Es
ahelyett, hogy megadnank a a p,(G) hatvanyGsszegek pontos kifejezését a H(G)-kkel, a
grafpolinomok multiplikativitasat kihasznéalva bizonyitjuk, hogy H(G) egyiitthatoja nem
Osszefiige H grafokra 0 lesz.

A tételben szerepel egy feltétel, miszerint sziikséges, hogy a polinom gyokei korlatosak

legyenek.

5.0.23. Definici6. Azt mondjuk, hogy az [ grifpolinomnak korldtosak a gydkei, ha létezik
olyan R : N — (0,00) fiigguény, hogy minden A € N-re és minden G grdfra, amiben a
csucsok maximdlis fokszdma A, az f(G,z) polinom gyidkeinek abszolitértéke legfeljebb
R(D).

Ez teljesiil a kromatikus polinomra a Sokal-tétel (4.2.21) miatt. Tehat az 5.0.22. tétel

teljesiil a kromatikus polinomra.

5.0.24. Definici6. Legyen f(G,z) = Y. an(G)z"* exponencidlis tipusi grdfpolinom. Te-
k=0

gyiik fel, hogy létezik olyan R : N — [0,00) G-tdl figgetlen figgvény, hogy minden legfel-
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jebb A fokszami grdfra és minden v € V(G)-re és minden t > 1-re > lai(S)] <
vESCV(G),|S|=t
R(A)Y . Ekkor azt mondjuk, hogy a grdfpolinom korldtos exponencidlis tipusi.

Ilyen példaul a kromatikus polinom, a Tutte-polinom, a (mo6dositott) parositasi poli-
nom, a fiiggetlenségi polinom és a Laplace-matrix karakterisztikus polinomja. (Szoval az
osszes grafpolinom, amirdl egyeltalan szo esett.) Ezekre a polinomokra teljesiil tovabba,
hogy izomorfizmus invaridnsak, normaltak és multiplikativak. A kdvetkez6 tétel miatt a

gyokeik is korlatosak, tehat teljesiilni fog rajuk az 5.0.22. tétel.

5.0.25. Tétel. Legyen f(G,x) korldtos exponencidlis tipusi grdfpolinom R > 0 korldtozd
figgvénnyel. Legyen G korldtos foki grdf legfeljebb A fokszdmmal. Ekkor f(G, x) gydkeinek
abszolutértéke legfeljebb cR(A), ahol ¢ < 7.04.

Ennek a bizonyitasara nem térek ki, de megtalalhaté a Frenkel-Csikvari cikkben |[1].

5.1. A részgrafszamolasrol

A kovetkezSképpen értelmezhetiink C feletti vektortereket:
CH={ Y cyH()|cy € C}, illetve CH* = { > cyH*(.)|cy € C}, ahol az dsszeg
HeM HeM

véges.
5.1.1. Definicié. Grdfok eqgy H halmaza felszdllo, ha zdrt az 1ij élek hozzdaddsdra.
5.1.2. Allitas. Ha H felszdlls, akkor CH = CH*.

Bizonyitas. Ha p € CH, akkor p € CH*. Ehhez elég belatni, hogy H(.) € CH* minden
H € H-ra. A 2.1.13. allitas szerint az inj(H, G) felirhat6 valamilyen ind(H’, G)-k linearis
kombinaciojaként,ahol a H' grafokat H-bol kapjuk élek hozzévevésével. Tehat a H'-k is
H-beliek. Mivel H(G) = M, és H*(G) = ind(H, G)

aut(H) aut(H)
Ha p € CH*, akkor p € CH. Ez is ugyanugy lathato be, mint a masik irany, csak

, az allitas tejesiil.

a 2.1.14. allitas felhasznalasaval, mely szerint ind(H, G) felirhato valamilyen inj(H’, G)-k

linearis kombinacidjaként,ahol a H' grafokat H-bol kapjuk élek hozzavevésével. [

5.1.3. Allitas. H,(G)H,(G) = > i mH(G), ahol a cif, y, egyiitthaté a H felbontdsai-
H

nak szama Hy és Hy (nem feltétlenil diszjunkt) unidjdra.
Bizonyitas. Az olvasoéra hagyjuk. [J

5.1.4. Kovetkezmény. Ha H zart az uniéra, akkor CH gytrt.

27



5.2. Multiplikativ lemma
Jelolje G a grafok, C az Osszefiiggs grafok osztalyat.

5.2.1. Lemma. (Additiv lemma) Egy p € CG figgvény akkor és csak akkor additiv,
ha p € CC.

Bizonyitas. Ha p € CC, akkor p additiv, mivel H(G) addditiv sszefiiggd H-kra.

Masik irany: Legyen p(G) = > cyH(G) minden G grafra. Tudjuk, hogy p additiv,
kell, hogy ¢y = 0 minden nem 6s§zeﬁigg6 grafra. Feltehetjiik, hogy Osszefiiggs grafokra
cy = 0. (Magyaran tekinthetjiik p(G) helyett a p(G) — > cyH grafparamétert, ami
szintén additiv.) e

Ha H nem 0&sszefiiged, akkor el6all Hy és H, legalabb egy csticst grafok diszjunkt
unidjaként. Indukcidval tegyiik fel, hogy ¢y = 0 a H minden H' valodi részgrafjara.
Ekkor p(H;) =Y ey H'(H;) =0 = 1,2-re, és p(H) = . cpp H'(H) = cy H(H) = cy. Es

i H'

az additivitas miatt cy = p(H) = p(H,) + p(H2) = 0. O

5.2.2. Lemma. (Multiplikativ lemma) Legyen [ multiplikativ grdfpolinom gy, hogy
f(G,x) semmilyen G grdfra sem a 0 polinom. Legyenek f(G,x) gyikei \i(G), ..., \(G),
ahol n a polinom foka. Tegyiik fel, hogy pr € CG, azaz léteznek cx(H) konstansok, amik
csak véges sok H grafra nem nulldk, hogy pr(G) = i N(G)E =S e (H)H(G) minden
G-re. Ekkor p, € CC. - "

Bizonyitas. Ha G = G, |4 Go, akkor f multiplikativitasa miatt f(G,z) = f(Gy,z)f(Ga, x),
tehat f(G,x) gyokeinek halmaza f(G1,z) és f(Ga, x) gyokei halmazainak az unioja. Emi-
att pr(G) = pr(G1) +pre(Ga). Mivel pi(G) additiv, az allitas az el6z6 lemmabol kovetkezik.
O

5.2.3. Allitas. Legyen (G,) korldtos foki grdfsorozat. (G,,) akkor és csak akkor Benjamini-
Gy,
Schramm konvergens, ha minden p € CC-re a p(— sorozat konvergens.

[V (Gn)l

H(G)
V(G

den Osszefiiggs H-ra. Mivel p(G,,) ilyen H(G,,)-ek linearis kombinacioja, a

Bizonyitas. A konvergencia ekvivalens azzal, hogy a sorozat konvergens min-

pont

ugyanilyenkor konvergens. [J
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5.2.4. Tétel. Legyen f multiplikativ normdlt grifpolinom korldtos gyokikkel. f(G,z) =

S (—=1)*ex(G)x™ ", ahol n = |V(G)| és ex € CG minden egyiitthatéra. Legyen (G,,)
k=0
Benjamini-Schramm konvergens grdfsorozat. Legyen K C C kompakt halmaz, amire C\

K dsszefiiggd, és K tartalmazza f(G,,x) gyokeit minden n-re. Ekkor az [ g(z)dug, (2)
K

sorozat konvergens.

Bizonyitas. Ismert, hogy minden p; kifejezhets e;-k polinomjaként. (Newton-Girard-
Waring formulak). Emiatt a H(.) fiiggvények polinomjaként is kifejezhetGek. Mivel CG
gytird, ez a H(.)-k linearis kombinaci6jaként is irhat6. A multiplikativ lemma miatt ebben
a linearis kombinacioban csak Osszefiiggé H-k szerepelnek. Tehat p, € CC.

Legyen g(z) folytonos K-n, és harmonikus K belsején. Kell, hogy a [ g(z)duc, (2)
sorozat konvergens. "
A Mergelyan-tétel miatt Ve > O-ra létezik h(z) = % ayz* polinom 1gy, hogy |g(z) —
Mh(z)| < e minden z € K-ra. o
Tehét | [ g(z)duc(z f‘ﬁh Ydug(z)| < € minden G grafra.
K

Ah polinomra]{h(z)d,ug(z) = éakgzkdug( ) = Z ak|V((G))| Ha (G,) Benjamini-
Pi(G)

Schramm konvergens, akkor tudjuk, hogy is konvergens minden k-ra, tehét
f h(z)dug, (z) is az.

Emiatt limsup [ Rh(z)dug, (2) = lim infff)f{h 2)dug, (2).
K

V(G)]

|limsup [ g(2)dug, (z) — liminffg(z)d,u(; (2)| = ]hmsupfg Ydue, (z) —
K K
— lim supfi)‘{h(z)dugn(z) + lim infff)‘ih(z)d,ugn( ) — lim mffg d,ugn(z)\ <
K
< limsup| [ g(z)duc, (= f Rh(z duon(Z)IHim sup | [ Rh(z ducn f 9(2)dpa, (2)] <
K K

< 2¢ minden ¢ > (O-ra, tehat az integral konvergens. [J

A 5.0.22 tétel bizonyitasahoz mér csak az kell, hogy e, € CG, ha f izomorfizmus-

invarians és exponencialis tipusi.

29



5.3. Exponencialis tipusa grafpolinomok tulajdonsaga-
irol

Mint méar szerepelt, az f grafpolinom exponencialis tipusi, ha f((),z) = 1 és minden G

grafra > f(S,2)f(G—=S,y) = f(G,z+y), ahol f(S,x), illetve f(G—S,y) az S, illetve
SCV(G)
V(G) \ S cstcshalmazok altal feszitett részgrafok kromatikus polinomjai.

5.3.1. Tétel. Legyen b a nem fires csicshalmazi grdafokon értelmezett komplex értékd
fugguény. fy legyen a kiovetkezdképpen definidalt grafpolinom:

Legyen ax(G) = > b(S51)b(S2)...b(Sk), ahol Py a V(G) csiucshalmaz pontosan k
{51,52 ..... Sk}epk
nem tres halmazra térténd felosztdsainak halmazdt jeldl.

Legyen fo(G,x) = > ar(G)a*, ahol n = |V (G)|.

Ekkor: =

(a) fo(G,x) minden b fiigguényre exponencidlis tipusd.

(b) Minden exponencidlis tipusi f grdfpolinomhoz létezik olyan b figgvény, amire
f(G,z) = fo(G,x). Precizebben, ha b(G) = a1(GQ) az = egyiitthatdja f(G,x)-ben, akkor
=T

NIE

Bizonyitas. (a) >SS, 2)fi(S2,y) = > < i ak(Sl)xk> <

S1WS2=V(Q) S1WS=V(G) k=1

al(52)yl> =

=1

ol S MROMR-HE )

SltHSQ:V(G k=1 < {Rl,RQ,..,Rk}G'Pk(S1)

(i ( ) b(Tl)b(Tg)...b(Tl))yl> -

{11, Tz,..,T; }€P(S2)

=% b@N)-HQ)

r=1 *{Q1,Q2,..,Qr}€P-(G)
= f(G,z+y)

Tehét f,(G, z + y) exponencidlis tipusu.

> ()o'y ) = 3 a(G)a +yy

i=1 r=1

VRS

(b) A cstcsok szama szerinti teljes indukcioval. Az tires grafra trivialis az allitas.

f(G,.%—i—y)—f(G,ﬂf) _f(Gvy) = Z f(Slﬂx)f(527y)7 mivel f(va) =
S1WS2=V(G);51,52#£0

f(S1,2), ha Sy = 0, ugyanigy f(G,y) = f(S2,y), ha S; = 0.
> f(S1,2)f(S2,y) = > fo(S1, ) f5(Ss,y) az indukeié mi-

S1WSe=V(G);51,52#0 S1WS2=V(G);51,52#0
att, ugyanis ekkor S; és Sy kevesebb, mint n pontaak.

Tehat: f(G,LL’ +y) - f(G,JJ) - f(Gay) = fb(GVT +y) - fb(G,l’) - fb(G7y)
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A g(x) = f(G,z) — fo(G,x) polinomra ezek szerint igaz, hogy g(x +y) = g(z) + g(y),
tehat g(z) linearis, g(x) = cx. Mésrészt a1(G) = b(G) az x egyiitthatoja f(G,x)-ben is,
tehat ¢ = 0. Ezzel bizonyitottuk az allitast. [

5.3.2. Tétel. Legyen f(G,z) = > (—1)*er(G)z"* izomorfizmus-invaridns, normdlt, ex-

ponencidlis tipusi grdfpolinom (n_: \V(G)|). Ekkor e, € CG.

Bizonyitas. e;(G) = (=1)ka,_1(G).

Az el6z6 tétel alapjan a,_(G) = > b(S1)...b(Sp—k), ahol P, a V(G)
{51,52,....,8n—k }EPn—k
pontosan n—k nem iires halmazra valo felosztasainak halmaza. Tekintsiik a m = {5, ..., Sy_x }

felosztast. Legyen ebben n — [ egy pontbdl all6 halmaz, és [ — k nagyobb rész. Fzeknek az
uni6ja [ pontbol all, és £+ 1 <[ < 2k. Ezek alapjan:

an—k(G) = > H*(G) > b(Sh)...b(S|m|-r), ahol 7 végigfut V (H)
k+1§|V(H)|§2k’ 52{31,52 ..... S\H\fk}
|H| — k darab, legalabb 2 elemi halmazra torténg felosztasain.
Mivel lattuk, hogy CG = CG*, ez igy is irhaté: a,_,(G) = > ce(H)H(G),

k+1<|V (H)|<2k
ahol ¢y (H) € C. Tehat az is igaz, hogy e, € CG. O
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