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1. Bevezetés

Valamely a ∈ Rm vektor r > 0 sugarú környezetén a

Kr(a) := {r ∈ R
m : ‖r − a‖ < r}

halmazt értjük. A H ⊂ Rm halmazt nyíltnak nevezzük, ha bármely a ∈ H esetén van

olyan r > 0, hogy fennáll a Kr(a) ⊂ H tartalmazás.

Adott m ∈ N esetén, legyen Ω ⊂ R1+m olyan nyílt halmaz, amely pozitív t irány-

ban nem korlátos, azaz alkalmas G ⊂ Rm nyílt halmazzal Ω = (a,+∞) × G, ahol

a ∈ [−∞,+∞), továbbá legyen (τ, ξ) ∈ (a,+∞)×G/ = Ω/, ill. f : Ω → Rm. Az

ẋ = f ◦ (id, x) (1.1)

közönséges differenciálegyenlet jobb oldaláról tegyük fel, hogy f ∈ C és ∂2f ∈ C. Jelölje

az (1.1) valamely, az x(τ) = ξ kezdeti feltételt kielégítő teljes megoldását ϕ(·; τ, ξ),
ennek értelmezési tartományát pedig

I(τ, ξ) =: (I−(τ, ξ), I+(τ, ξ)).

Könnyen belátható, hogy valamely x∗ ∈ Rm esetén a

µ : (a,+∞) → R
m, µ(t) := x∗

függvény pontosan akkor megoldása az (1.1) differenciálegyenletnek, ha

x∗ ∈ G és f(t, x∗) = 0 (t ∈ (a,+∞)).

Az iménti x∗ ∈ G pontot, ill. a µ függvényt szokás az (1.1) d.e. egyensúlyi helyzetének,

ill. egyensúlyi megoldásának nevezni.

Mivel sok fizikai folyamat időtől független, ezért igen gyakran azzal a feltevéssel élünk,

hogy Ω = (−∞,+∞)×G, ill. f : G→ Rm, f ∈ C
1, és az

ẋ = f ◦ x, (1.2)

autonóm egyenlet megoldásainak kvalitatív tulajdonságait vizsgáljuk. Ismeretes (vö. pl.

[1]), hogy
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• az (1.2) d.e. bármely µ : (a, b) → Rm megoldása, ill. c ∈ R szám esetén a

ν(t) := µ(t+ c) (t ∈ (a− c, b− c))

függvény is megoldása (1.2)-nek;

• tetszőlegesen rögzített ξ ∈ G, ill. τ, σ ∈ R esetén az (1.2) d.e. x(τ) = ξ, ill.

x(σ) = ξ kezdeti feltételt kielégítő teljes megoldásának értelmezési tartományára,

ill. magára a ϕ(·; τ, ξ) teljes megoldására

(I−(τ, ξ), I+(τ, ξ)) = (I−(σ, ξ)− σ + τ, I+(σ, ξ)− σ + τ),

ill.

ϕ(t; τ, ξ) = ϕ(t+ σ − τ ; σ, ξ) (t ∈ I(τ, ξ))

teljesül.

Ha tehát ξ ∈ G, τ ∈ R, ϕ(·; 0, ξ) : (a, b) → Rn, ill. ψ(·; τ, ξ) : (c, d) → Rn megoldása

(1.2)-nek, akkor a = c− τ , b = d− τ és

ψ(t; τ, ξ) = ϕ(t− τ ; 0, ξ) (t ∈ (c, d)).

Tehát autonóm egyenlet esetén elegendő csak az x(0) = ξ alakú kezdeti feltételekhez

tartozó megoldásokat vizsgálni, mert ezekből egyszerűen kaphatók az x(τ) = ξ alakú

kezdeti feltételekhez tartozó megoldások. A fentiek indokolják tehát azt, hogy ϕ(·; ξ),
ill.

I(ξ) = (I−(ξ), I+(ξ))

jelöli az (1.2) d.e. x(0) = ξ kezdeti feltételt kielégítő teljes megoldását, ill. annak

értelmezési tartományát.

Az (1.1)

Φ :
{
(t, τ, ξ) ∈ R

1+1+m : t ∈ I(τ, ξ), (τ, ξ) ∈ Ω
}
→ R

m, Φ(t, τ, ξ) := ϕ(t; τ, ξ)

karakterisztikus függvény értelmezési tartománya nyílt halmaz. Φ folytonos, így (1.1)

megoldádsai a kezdeti értékeknek is folytonos függvényei. Az alkalmazásokban igen sok-

szor merül fel a kérdés, hogy ez a folytonos függés t→ +∞ esetén is megmarad-e, vagyis

4



a kezdeti feltételek
”
kicsiny” megváltoztatása mennyire változtatja meg a megoldásfügg-

vényt minden t-re, ha t > τ .

A dolgozatban differenciálegyenletek kvalitatív tulajdonságai mellett differencia-

egyenletek kvalitatív tulajdonságainak vizsgálatával is foglalkozunk.

Adott m ∈ N, ill. f : N0 × Rm → Rm esetén az

xn+1 = f(n, xn) (n ∈ N0) (1.3)

differenciaegyenlet megoldásait fogjuk vizsgálni. Az (1.3) megoldásán olyan ϕ : N0 → Rm

sorozatot értünk, amelyre

ϕn+1 = f(n, ϕn) (n ∈ N0)

teljesül.

1.1. Példa. Az

xn+1 = (n + 1)xn (n ∈ N0) (1.4)

differenciaegyenlet megoldása a

ϕn := αn! (n ∈ N0)

sorozat, ahol α ∈ R, hiszen bármely n ∈ N esetén

ϕn+1 = α(n+ 1)! = α(n+ 1)n! = (n + 1)αn! = (n+ 1)ϕn

teljesül. ♦

1.2. Példa. Az

xn+1 = 2xn(1− xn) (n ∈ N0) (1.5)

differenciaegyenlet x0 = c ∈ R feltételt kielégítő megoldása a

ϕn :=
1

2

(
1− (1− 2c)2

n
)

(n ∈ N0)

sorozat, ahol α ∈ R, hiszen

ϕ0 =
1

2

(
1− (1− 2c)1

)
=

1− 1 + 2c

2
= c,
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ill. bármely n ∈ N esetén

2ϕn(1− ϕn) =
(
1− (1− 2c)2

n
)
· 1
2

(
2− 1 + (1− 2c)2

n
)
=

=
1

2

(
1− (1− 2c)2

n
) (

1 + (1− 2c)2
n
)
=

=
1

2

(
1−

(
(1− 2c)2

n
)2)

=
1

2

(
1− (1− 2c)2·2

n
)
=

=
1

2

(
1− (1− 2c)2

n+1
)
= ϕn+1.

teljesül. ♦

Valamely τ ∈ N0, ill. ξ ∈ Rm esetén az (1.5) differenciaegyenlet x(τ) = ξ feltételt

kielégítő megoldását (ϕn(τ, ξ)), ill.

ϕn(τ, ξ) (τ ≤ n ∈ N0)

fogja jelölni. Világos, hogy

ϕn(τ, ξ) =





ξ (n = τ),

(fn−1 ◦ . . . ◦ fn)(ξ) (τ < n ∈ N0).

Ha az f jobb oldalról csak annyit teszünk fel, hogy f : Rm → Rm, akkor autonóm

xn+1 = f(xn) (n ∈ N0) (1.6)

differenciaegyenlettel van dolgunk, amely esetén

ϕn(τ, ξ) = f [n−τ ](ξ) (τ ≤ n ∈ N),

ahol az f [n] : Rm → Rm ún. iterált leképezésen a következőt értjük:

f [0] := id |Rm, f [n+1] := f ◦ f [n] (n ∈ N).

A differenciálegyenletekhez hasonlóan itt is igaz, hogy autonóm esetben fennáll az

ún.

ϕn(τ, ξ) = ϕn+k−τ(k, ξ) (τ, k ∈ N0, τ ≤ n ∈ N0)
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eltolásinvariancia.

A ϕ∗ ∈ R számot, illetve a

ϕn := ϕ∗ (n ∈ N0)

sorozatot az (1.6) autonóm differenciaegyenlet egyensúlyi helyzetének, ill. egyensúlyi

megoldásának nevezzük, ha ϕ∗ fixpontja f -nek, azaz

ϕ∗ = f(ϕ∗)

teljesül. Nem nehéz belátni, hogy ha f folytonos, akkor bármely konvergens (ϕn) meg-

oldás határértéke fixpontja f -nek. Valóban, ha ϕ∗ := lim(ϕn), akkor

f(ϕ∗) = f(lim(ϕn)) = lim(f(ϕn)) = lim(ϕn+1) = ϕ∗.

1.1. Definíció. Legyen p ∈ N. Azt mondjuk, hogy ξ ∈ R az (1.6) autonóm differencia-

egyenlet p-periodikus pontja, ha

i) f [p](ξ) = ξ és ii) f [k](ξ) 6= ξ (k ∈ [1, p) ∩ N)

teljesül. A ξ pontból induló p-periodikus pályának nevezzük az

O(ξ) :=
{
ξ, f(ξ), . . . , f [p−1](ξ)

}

halmazt.

Világos, hogy ha ξ p-periodikus pontja az (1.6) rendszernek, akkor ξ fixpontja f [p]-nek,

továbbá f minden fixpontja f [p]-nek is fixpontja.

1.3. Példa. Az

xn+1 =





xn
2

(n ≡ 0 (2))

3xn + 1 (n ≡ 1 (2))
(n ∈ N0)

differenciaegyenletnek van 3-periodikus pályája:

{1, 4, 2} . ♦
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2. A stabilitás fogalma

2.1. Differenciálegyenletek megoldásainak stabilitása

2.2. Definíció. Az (1.1) d.e. valamely µ : (a,+∞) → Rm megoldását

1. (Ljapunov értelemben) stabilisnak nevezzük, ha bármely ε > 0 és τ > a esetén

van olyan δ := δ(ε, τ) > 0, hogy tetszőleges ξ ∈ Rm, ‖ξ − µ(τ)‖ < δ vektorra

[τ,+∞) ⊂ I(τ, ξ) és ‖ϕ(t; τ, ξ)− µ(t)‖ < ε (t ∈ [τ,+∞));

ellenkező esetben azt mondjuk, hogy µ instabilis (labilis).

2. vonzónak nevezzük, ha bármely τ > a esetén van olyan η := η(τ) > 0, hogy

tetszőleges ξ ∈ Rm, ‖ξ − µ(τ)‖ < η vektorra

[τ,+∞) ⊂ I(τ, ξ) és lim
t→+∞

‖ϕ(t; τ, ξ)− µ(t)‖ = 0;

3. aszimptotikusan stabilisnak nevezzük, ha µ stabilis és vonzó.

2.3. Definíció. Ha az (1.1) d.e. valamely µ : (a,+∞) → R
m megoldása vonzó, akkor

az

Aτ(ξ) :=

{
ξ ∈ G : lim

t→+∞

‖ϕ(t; τ, ξ)− µ(t)‖ = 0

}

halmazt a µ megoldás (a,+∞) ∋ τ -beli vonzási tartományának nevezzük. Ha tetszőle-

ges

τ ∈ (a,+∞) esetén Aτ(ξ) = G, akkor azt mondjuk, hogy a µ megoldás globáli-

san vonzó.

2.4. Definíció. Az (1.1) d.e. µ : (a,+∞) → Rm megoldását globálisan aszimptoti-

kusan stabilisnak nevezzük, ha µ stabilis és globálisan vonzó.

2.4. Példa. Ha α ∈ R, akkor az

ẋ(t) = x(t)(α + sin(t)) (t ∈ R) (2.7)

egyenlet esetében

ϕ(t; τ, ξ) = ξeαt−cos(t)−ατ+cos(τ) (t ∈ R).
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Legyen η ∈ R. Ekkor α < 0 esetén a

µ(t) := ηeαt−cos(t)−ατ+cos(τ) (t ∈ R)

megoldás globálisan vonzó: Aτ (ξ) = R, ui. tetszőleges τ ∈ R, ill. ξ ∈ R esetén

lim
t→+∞

|ϕ(t; τ, ξ)− µ(t)| = lim
t→+∞

|ξ − η| eαt−cos(t)−ατ+cos(τ) = 0. ♦

2.1. Megjegyzés.

1. Az (1.1) d.e. x∗ ∈ G egyensúlyi helyzete, ill.

µ(t) := x∗ (t ∈ (a,+∞))

egyensúlyi megoldása tehát pontosan akkor

(a) (Ljapunov értelemben) stabilis, ha bármely ε > 0 és τ > a esetén létezik olyan

δ := δ(ε, τ) > 0, hogy tetszőleges ξ ∈ Kδ(x∗) vektorra

[τ,+∞) ⊂ I(τ, ξ) és ϕ(t; τ, ξ) ∈ Kε(x∗) (t ∈ [τ,+∞));

ellenkező esetben x∗, ill. µ instabilis (labilis).

(b) vonzó, ha bármely τ > a esetén van olyan η := η(τ) > 0, hogy tetszőleges

ξ ∈ Kη(x∗) vektorra

[τ,+∞) ⊂ I(τ, ξ) és lim
t→+∞

‖ϕ(t; τ, ξ)− x∗‖ = 0;

(c) aszimptotikusan stabilis, ha x∗, ill. µ stabilis és vonzó.

2. Ha τ ∈ (a,+∞), akkor az

Aτ (x∗) := {ξ ∈ G : lim
t→+∞

ϕ(t; τ, ξ) = x∗}

halmazt az x∗ egyensúlyi helyzet τ -hoz tartozó vonzási tartományának nevezzük,

továbbá azt mondjuk, hogy x∗ globálisan aszimptotikusan stabilis, ha stabilis

és tetszőleges τ ∈ (a,+∞) esetén Aτ (x∗) = G. �
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2.5. Példa.

1. Az ÿ + y = 0, ill.

ẋ1 = x2, ẋ2 = −x1

d.e. (harmonikus oszcillátor) esetében

ϕ(t; ξ, η) = (ξ cos(t) + η sin(t), η cos(t)− ξ sin(t)) (t ∈ [0,+∞)),

így az x∗ = (0, 0) egyensúlyi helyzet stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis.

2. Adott a, b > 0 esetén az

ẋ = ax(b− x), x ≥ 0

ún. logisztikus differenciálegyenlet esetén

ϕ(t; ξ) =
bξ

ξ + (b− ξ) e−abt
(t ∈ [0,+∞)),

így az x∗ = 0 egyensúlyi helyzet labilis, az x∗ = b egyensúlyi helyzet pedig globálisan

aszimptotikusan stabilis: A(b) = (0,+∞). ♦

Valamely egyensúlyi helyzet vonzó volta önmagában még nem ad felvilágosítást arról,

hogy milyen gyorsan közelednek hozzá a megoldások. Numerikus nyelven fogalmazva

nem tudunk semmit a konvergencia-sebességről.

2.5. Definíció. Az mondjuk, hogy az (1.1) d.e. x∗ ∈ G egyensúlyi helyzete exponen-

ciálisan stabilis, ha bármely c > a esetén van olyan δ > 0 és K,α > 0, hogy minden,

a ξ ∈ Kδ(x∗) ∩G feltételnek eleget tévő vektorra

‖ϕ(t; τ, ξ)− x∗‖ ≤ Keα(t−τ)‖ξ − x∗‖ (t ≥ τ ≥ c).

Ha ez a becslés tetszőleges ξ ∈ G esetén fennáll, akkor azt mondjuk, hogy az x∗ egyensúlyi

helyzet globálisan exponenciálisan stabilis.

Világos, hogy ha x∗ (globálisan) exponenciálisan stabilis, akkor (globálisan) aszimptoti-

kusan stabilis is.

2.6. Példa. Adott logisztikus egyenlet esetében az x∗ := b globálisan exponenciálisan

stabilis egyensúlyi helyzet, így globálisan aszmptotikusan stabilis (vö. 2.5./2. példa). ♦
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2.7. Példa. Az

ẋ = −x3

egyenlet x∗ := 0 egyensúlyi helyzete globálisan aszimptotikusan stabilis: Aτ(0) = R, de

nem exponenciálisan stabilis, hiszen

ϕ(t; ξ) =





0 (ξ = 0),

(2t+ 1/ξ2)−1/2 (ξ > 0),

−(2t+ 1/ξ2)−1/2 (ξ < 0).

(t ∈ [0,+∞)). ♦

2.1. Állítás. Skaláris differenciálegyenlet esetén a vonzásból következik a stabilitás, pon-

tosabban, ha n = 1 esetén Ω ⊂ R× R nyílt halmaz és f ∈ C
1(Ω,R), továbbá az (1.1) µ

megoldása vonzó, akkor µ stabilis is.

Bizonyítás. Ha τ ∈ (a,+∞) és ε > 0, akkor a vonzás definíciója alapján van olyan

η > 0, hogy bármely x ∈ R, |ξ − µ(τ)| < η esetén lim
t→+∞

|ϕ(t; τ, ξ)− µ(t)| = 0. Így, ha pl.

ξ := µ(τ)± η

2
, akkor alkalmas T ∈ (a,+∞) esetén

|ϕ(t; τ, ξ)− µ(t)| < ε (t ∈ [T,+∞)). (2.8)

Az egyértelműség miatt, ha ξ1 ≤ ξ2, akkor

ϕ(t; τ, ξ1) ≤ ϕ(t; τ, ξ1) (t ∈ I(τ, ξ1) ∩ I(τ, ξ2)).

Így (2.8)-ból azt kapjuk, hogy ha |ξ − µ(τ)| < η

2
, akkor

|ϕ(t; τ, ξ)− µ(t)| < ε (t ∈ [T,+∞)). (2.9)

A megoldásoknak a kezdeti értékektől való folytonos függése alapján van olyan 0 < δ ≤ η

2
szám, amellyel

|ϕ(t; τ, ξ)− µ(t)| < ε (t ∈ [τ, T ], |ξ − µ(τ)| < δ).

Így (2.9) figyelembevételével azt kapjuk, hogy ha |ξ − µ(τ)| < δ, akkor

|ϕ(t; τ, ξ)− µ(t)| < ε (t ∈ [τ +∞)),

azaz µ stabilis megoldás. �
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2.1. Tétel. Ha a µ : (a,+∞) → Rm függvény megoldása az (1.1) differenciálegyenlet-

nek, akkor az

ẏ = F (id, y) := f(id, y + µ)− f(id, µ) (2.10)

differenciálegyenletnek van

ω(t) := 0 ∈ R
m (t ∈ (a,+∞))

ún. triviális megoldása, továbbá µ pontosan akkor stabilis, vonzó, ill. aszimptotikusan

stabilis megoldása (1.1)-nek, ha ω stabilis, vonzó, ill. aszimptotikusan stabilis megoldása

(2.10)-nek.

Bizonyítás.

1. lépés. Ha a µ : (a,+∞) → R
m függvény megoldása az (1.1) differenciálegyenletnek

és

ψ(t; τ, ξ) := ϕ(t; τ, ξ)− µ(t) (t ∈ (a,+∞)),

akkor egyrészt ψ(τ ; τ, ξ) = ξ − µ(τ), másrészt pedig bármely t ∈ (a,+∞) esetén

ψ′(t; τ, ξ) = ϕ′(t; τ, ξ)− µ′(t) = f(t, ϕ(t; τ, ξ))− f(t, µ(t)) =

= f(t, ψ(t; τ, ξ) + µ(t))− f(t, µ(t)),

azaz ψ(·; τ, ξ) a (2.10) egyenlet y(τ) = ξ − µ(τ) feltételt kielégítő megoldása, és

vica versa.

2. lépés. Bármely, a ‖ψ(t; τ, ξ)−0‖ eltérésre vonatkozó becslés igaz a ‖ϕ(t; τ, ξ)−µ(t)‖
eltérésre, és fordítva, ami azt jelenti, hogy µ pontosan akkor (aszimptotikusan)

stabilis megoldása az (1.1) egyenletnek, ha ω (aszimptotikusan) stabilis megoldása

a (2.10) egyenletnek. �

2.8. Példa. A

µ1(t) := − 2

2 + t2
(t ∈ R), ill. a µ2(t) :=

2

2− t2
(t ∈ (

√
2,+∞))

az

ẋ(t) = tx2(t) (t ∈ R)
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d.e. egy-egy megoldása. Ezek a megoldások pontosan akkor stabilisak, ha az

ẏ = F1(id, y), ill. ẏ = F2(id, y)

egyenlet triviális megoldása stabilis, ahol

F1(t, y(t)) ≡ ty2(t)− 4ty(t)

2 + t2
, ill. F2(t, y(t)) ≡ ty2(t) +

4ty(t)

2− t2
. ♦

2.2. Megjegyzés. Ha x∗ ∈ G az (1.2) d.e. egyensúlyi helyzete, azaz g(x∗) = 0, úgy x∗

pontosan akkor

• (Ljapunov értelemben) stabilis, ha bármely ε > 0 esetén létezik olyan δ := δ(ε) > 0,

hogy tetszőleges ξ ∈ Kδ(x∗) vektorra

[0,+∞) ⊂ I(ξ) és ϕ(t; ξ) ∈ Kε(x∗) (t ∈ [0,+∞));

ellenkező esetben x∗ instabilis (labilis).

• vonzó, ha van olyan η := η(τ) > 0, hogy tetszőleges ξ ∈ Kη(x∗) vektorra

[0,+∞) ⊂ I(ξ) és lim
t→+∞

‖ϕ(t; ξ)− x∗‖ = 0;

• aszimptotikusan stabilis, ha stabilis és vonzó.

Az (1.2) autonóm d.e. esetén valamely x∗ egyensúlyi helyzet vonzási tartománya a

A(x∗) :=

{
ξ ∈ R

m : lim
t→+∞

ϕ(t; ξ) = x∗

}

halmaz. Az x∗ pontosan akkor globálisan vonzó, ha A(x∗) = Rm, ill. pontosan akkor

globálisan aszimptotikusan stabilis, ha stabilis és globálisan vonzó. �

Ha µ megoldása az (1.1) d.e.-nek, akkor a (2.10) általában nem autonóm. Ez még

akkor is előfordulhat, hogy ha az (1.1) d.e. autonóm.

2.2. Állítás. Ha valamely

• ξ ∈ G esetén µ∗(·) := ϕ(·; ξ) nem állandó megoldása az autonóm (1.2) d.e.-nek,

akkor a megfelelő (2.10) egyenlet, azaz

ẏ = g(µ∗ + y)− g(µ∗) =: h(id, y)

d.e. nem autonóm,
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• x∗ ∈ G esetén a

µ∗(t) := x∗ (t ∈ R)

egyensúlyi megoldása az (1.2) d.e.-nek, akkor a megfelelő (2.10) egyenlet, azaz

ẏ = h(y) := g(x∗ + y) (y ∈ G\{x∗} := {y − x∗ ∈ R
m : y ∈ G})

d.e. már autonóm. Ez az oka annak, hogy sok tételben azt teszik fel, hogy

x∗ = 0. �

A 2.1. tételt jól lehet alkalmazni lineáris egyenletek esetén.

2.2. Tétel. Legyen G := Rm, azaz Ω := (a,+∞) × Rm, A ∈ C((a,+∞),Rm×m) és

b ∈ C((a,+∞),Rm), ekkor az (1.1), azaz az

ẋ = Ax+ b (2.11)

lineáris d.e. valamely megoldása pontosan akkor stabilis, ill. vonzó, a

ẋ = Ax (2.12)

homogén rész triviális megoldása stabilis, ill. vonzó.

Bizonyítás. Ha µ : (a,+∞) → Rm függvény a (2.11) d.e. egy megoldása, akkor a (2.10)

d.e. a következő

ẏ = [A(y + µ) + b]− [Aµ+ b] = Ay. �

2.9. Példa. Az

ẋ = −x+ sin

skaláris d.e. minden megoldása aszimptotikusan stabilis, ui. az

ẋ = −x

triviális megoldása aszimptotikusan stabilis, hiszen

ϕ(t; τ, ξ) = ξe−(t−τ) (t ∈ [τ,+∞)). ♦
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Ezért van értelme magának a (lineáris) differenciálegyenletnek a stabilitásáról beszélni.

A mátrix-exponenciális (vö. [2]) felhasználásával belátható a következő állítás:

2.3. Tétel. Ha alkalmas M ∈ Rm×m mátrix esetén

A(t) =M (t ∈ (a,+∞)),

akkor a (2.12) lineáris egyenlet triviális megoldása pontosan akkor

1. stabilis, ha az M mátrix sajátértékeinek valós része nem-pozitív, és a zérus valós

részű sajátértékek algebrai és geometriai multiplicitása megegyezik, azaz az ilyen

sajátértékhez pontosan annyi független sajátvektor tartozik, ahányszoros gyöke az

illető sajátérték az M karakterisztikus polinomjának.

2. aszimptotikusan stabilis, ha az M mátrix sajátértékeinek valós része negatív.

Bizonyítás. Vö. [1]. �

2.10. Példa. Ha

M :=




−1 0 0

1 −1 0

0 0 0


 és b(t) :=




0

0

e−t


 (t ∈ R),

akkor behelyettesítéssel könnyen meggyőződhetünk arról, hogy az

ẋ =Mx+ b

egyenletnek megoldása a

ϕ(t) :=




−e−t

−te−t

te−t


 (t ∈ R)

függvény. Mivel M karakterisztikus polinomja (vö. [2], 111. old., (3.23) formula) a

χM(z) := z3 + 2z2 + z = z(z2 + 2z + 1) = z(z + 1)2 (z ∈ C)

polinom, ezért a rendszer triviális megoldása, így ϕ is stabilis, de nem aszimptotikusan

stabilis. ♦
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2.4. Tétel. Ha a (2.12) homogén lineáris d.e. aszimptotikusan stabilis, akkor globálisan

aszimptotikusan stabilis: bármely τ ∈ (a,+∞) esetén Aτ (0) = Rm.

Bizonyítás. Mivel a (2.12) egyenlet megoldásai a C
1((a,+∞),Rm) tér egy m-dimenziós

alterét alkotják, azaz bármely megoldás valamely bázis elemeinek lineáris kombinációja,

ezért, ha a triviális megoldás közeléből indított megoldások magához a triviális megol-

dáshoz tartanak, akkor minden megoldás ugyanígy viselkedik. �
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2.2. Differenciaegyenletek megoldásainak stabilitása

2.6. Definíció. Azt mondjuk, hogy az (1.3) differenciaegyenlet µ : N0 → R
m megoldása

1. stabilis, ha bármely ε > 0 és τ ∈ N0 esetén van olyan δ > 0, hogy tetszőleges

ξ ∈ Rm, ‖ξ − µτ‖ < δ vektorra

‖ϕn(τ, ξ)− µn‖ < ε (τ ≤ n ∈ N0);

ellenkező esetben azt mondjuk, hogy (µn) instabilis (labilis).

2. vonzó, ha bármely τ ∈ N esetén van olyan η > 0, hogy tetszőleges ξ ∈ R
m,

‖ξ − µτ‖ < η vektorra

lim
n→∞

(‖ϕn(τ, ξ)− µn‖) = 0

teljesül. Az

Aτ (ξ) :=
{
ξ ∈ R

m : lim
n→∞

(‖ϕn(τ, ξ)− µn‖) = 0
}

halmazt a (µn) megoldás vonzási tartományának nevezzük.

3. aszimptotikusan stabilis, ha stabilis és vonzó.

4. globálisan vonzó, ha Aµ = Rm.

5. globálisan aszimptotikusan stabilis, ha stabilis és globálisan vonzó.

2.11. Példa. Az

xn+1 = x2n (n ∈ N0)

autonóm differenciaegyenlet esetében

ϕn(τ, ξ) = ξ2
n−τ

(τ ≤ n ∈ N0).

Az egyenletnek két egyensúlyi helyzete van:

µn := 0 (n ∈ N0) és νn := 1 (n ∈ N0).

(νn) nem globálisan vonzó, hiszen bármely ξ ∈ (−1, 1) esetén

lim
n→∞

ϕn(τ, ξ) = lim
n→∞

(
ξ2

n−τ

)
= 0.

A (µn) egyensúlyi megoldás attraktív, és vonzási tartománya: A0 = (−1, 1). ♦
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2.12. Példa. Az

xn+1 = xn (n ∈ N0)

autonóm differenciaegyenlet esetében

ϕn(τ, ξ) = ξ (τ ≤ n ∈ N0).

Így bármely megoldás stabilis, de egyik sem vonzó, így nem aszimptotikusan stabilis. ♦

2.13. Példa. Az

xn+1 =
n

n + 1
xn (n ∈ N0)

autonóm differenciaegyenlet esetében

ϕn(τ, ξ) =
τξ

n
(τ ≤ n ∈ N).

Mivel

lim
n→∞

(ϕn(τ, ξ)) = 0,

ezért a

µn := 0 (n ∈ N0)

egyensúlyi megoldás globálisan vonzó. Nem nehéz belátni, hogy (µn) stabilis is, hiszen ha

ε > 0 és τ ∈ N0, akkor a δ := ε/2 > 0 számmal bármely ξ ∈ R, |ξ| < δ esetén

|ϕn(τ, ξ)| =
τ |ξ|
n

≤ |ξ| < ε (τ ≤ n ∈ N)

teljesül. Ez azt jelenti, hogy (µn) globálisan aszimptotikusan stabilis. ♦

2.5. Tétel. Ha a µ : N → Rm sorozat megoldása az (1.3) differenciaegyenletnek, akkor

az

yn+1 = f(n, yn + µn)− f(n, µn) (n ∈ N0) (2.13)

differenciálegyenletnek van

ωn := 0 ∈ R
m (n ∈ N0)

ún. triviális megoldása, továbbá (µn) pontosan akkor stabilis, vonzó, ill. aszimptoti-

kusan stabilis megoldása (1.3)-nak, ha (ωn) stabilis, vonzó, ill. aszimptotikusan stabilis

megoldása (2.13)-nak.
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Bizonyítás.

1. lépés. Ha a µ : N0 → Rm sorozat megoldása az (1.3) differenciálegyenletnek és

ψn(τ, ξ) := ϕn(τ, ξ)− µn (τ ≤ n ∈ N0),

akkor egyrészt ψτ (τ, ξ) = ξ − µτ , másrészt pedig bármely τ ≤ n ∈ N0 esetén

ψn+1(τ, ξ) = ϕn+1(τ, ξ)− µn+1 = f(n, ϕn(τ, ξ))− f(n, µn) =

= f(n, ψn(τ, ξ) + µn)− f(n, µn),

azaz (ψn(τ, ξ)) a (2.13) egyenlet yτ = ξ − µτ feltételt kielégítő megoldása, és vica

versa.

2. lépés. Bármely, a ‖ψn(τ, ξ) − 0‖ eltérésre vonatkozó becslés igaz a ‖ϕn(τ, ξ) − µn‖
eltérésre, és fordítva, ami azt jelenti, hogy (µn) pontosan akkor (aszimptotikusan)

stabilis megoldása az (1.3) egyenletnek, ha (ωn) (aszimptotikusan) stabilis megol-

dása a (2.13) egyenletnek. �

Ha (µn) megoldása az (1.3) differenciaegyenletnek, akkor a (2.13) általában nem

autonóm. Ez még akkor is előfordulhat, hogy ha az (1.3) differenciaegyenlet autonóm.

A 2.5. tételt jól lehet alkalmazni lineáris egyenletek esetén.

2.6. Tétel. Ha tetszőleges n ∈ N0 esetén An ∈ Rm×m, bn ∈ Rm, akkor az

xn+1 = Anxn + bn (n ∈ N0) (2.14)

lineáris differenciaegyenlet (ϕn) megoldása pontosan akkor stabilis, ill. vonzó, ha a ho-

mogén rész triviális megoldása stabilis, ill. vonzó.

Bizonyítás. Ha µ : N : 0 → Rm sorozat az inhomogén lineáris differenciaegyenlet egy

megoldása, akkor a (2.13) differenciaegyenlet a következő

yn+1 = [An(yn + µn) + bn]− [Anµn + bn] = Anyn. �

Ezért van értelme magának a (lineáris) differenciaegyenletnek a stabilitásáról beszélni.
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2.7. Tétel. Ha alkalmas M ∈ Rm×m mátrix esetén

An =M (n ∈ N0),

akkor a (2.14) egyenlet homogén részének triviális megoldása pontosan akkor

1. stabilis, ha

• σ(M) ⊂ {z ∈ C : |z| ≤ 1}, és

• ha valamely λ ∈ σ(M) sajátérték esetén |λ| = 1, akkor λ geometriai és algebrai

multiplicitása megegyezik.

2. globálisan aszimptotikusan stabilis, ha σ(M) ⊂ {z ∈ C : |z| < 1}.

Bizonyítás. Vö. [7]. �

2.7. Definíció. Az mondjuk, hogy az (1.6) differenciaegyenlet ϕ∗ egyensúlyi helyzete

exponenciálisan stabilis, ha bármely c ∈ N0 esetén van olyan δ > 0 és K > 0 és

η ∈ (0, 1), hogy minden ξ ∈ Rm, ‖ξ − ϕ∗‖ < δ vektorra

‖ϕn(τ, ξ)− ϕ∗‖ ≤ Kηn−τ‖ξ − ϕ∗‖ (c ≤ τ ≤ n ∈ N0).

Ha ez a becslés tetszőleges ξ ∈ Rm esetén fennáll, akkor azt mondjuk, hogy a ϕ∗ egyensúlyi

helyzetet globálisan exponenciálisan stabilis.

Világos, hogy ha ϕ∗ (globálisan) exponenciálisan stabilis, akkor (globálisan) aszimptoti-

kusan stabilis is.
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3. Klasszikus stabilitási kritériumok

3.1. Differenciálegyenletekre vonatkozó kritériumok

3.8. Tétel. Ha x∗ ∈ G az (1.2) d.e. egyensúlyi helyzete: f(x∗) = 0, és

1. az f ′(x∗) Jacobi-mátrix stabilis, azaz bármely λ ∈ σ(f ′(x∗)) sajátérték negatív valós

részű: ℜ(λ) < 0, akkor x∗ aszimptotikusan, sőt exponenciálisan stabilis.

2. az f ′(x∗) Jacobi-mátrixnak van pozitív valós részű sajátértéke, akkor x∗ labilis.

Bizonyítás. Vö. [1]. �

3.14. Példa. Legyen g ∈ C
1(R,R): g(0) = 0, g′ ≥ 0 és az

ÿ = −g(ẏ)− sin(y) (3.15)

súrlódásos ingaegyenlet egyensúlyi helyzeteinek stabilitását vizsgáljuk. Mivel a (3.15)

másodrendű egyenlet az

ẋ1 = x2, ẋ2 = −g(x2)− sin(x1) (3.16)

rendszerrel ekvivalens, ezért ha

f(x) := (x2,−g(x2)− sin(x1)) (x = (x1, x2) ∈ R
2),

akkor az egyensúlyi helyzetek a

(kπ, 0) (k ∈ Z)

pontok. Továbbá, mivel

f ′(x) =



 0 1

− cos(x1) −g′(x2)



 (
x = (x1, x2) ∈ R

2
)

ill.

f ′(kπ, 0) =


 0 1

(−1)k+1 −g′(0)


 (k ∈ Z),
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ezért, ha k páros és g′(0) > 0, akkor ezek az egyensúlyi helyzetek exponenciálisan, így

aszimptotikusan is stabilisak, ui. az f ′(kπ, 0) Jacobi-mátrix sajátértékei a

p(z) := z2 + g′(0)z + (−1)k+2 (z ∈ C)

karakterisztikus polinom gyökei:

λ1,2 =
−g′(0)±

√
[g′(0)]2 + 4(−1)k+1

2
. ♦

3.15. Példa. Legyen β := 8/3 és σ := 10, továbbá r > 0. Ekkor az

ẋ1 = −σx1 + σx2

ẋ2 = rx1 − x2 − x1x3

ẋ3 = −βx3 + x1x2





=: f(x)
(
x = (x1, x2, x3) ∈ (R+

0 )
3
)

(3.17)

ún. Lorenz-rendszernek

• egyensúlyi helyzete az Eq0 := (0, 0, 0), ill.

• r > 1 esetén még

Eq+ := (
√
β(r − 1),

√
β(r − 1), r − 1),

ill.

Eq− := (−
√
β(r − 1),−

√
β(r − 1), r − 1)

is.

Világos, hogy

f ′(x) =




−σ σ 0

r − x3 −1 −x1
x2 x1 −β




(
x = (x1, x2, x3) ∈ (R+

0 )
3
)
.

Az f ′(Eq0) mátrix karakterisztikus polinomja:

pEq0(z) := z3 + (σ + β + 1)z2 + (β + σ(β + 1− r))z + βσ(1− r),

melynek gyökei:

λ1,2 = −σ + 1

2
±
√

(σ + 1)2 + 4σ(r − 1)

2
, λ3 = −β.
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Így r ∈ (0, 1) esetén f ′(Eq0) spektrumára

σ(f ′(Eq0)) ⊂ {λ ∈ R : λ < 0}

azaz az x∗ = Eq0 egyensúlyi helyzet exponenciálisan, és így aszimptotikusan is stabilis.

Az f ′(Eq−), ill. f ′(Eq+) mátrix karakterisztikus polinomja:

pEq±(z) := z3 + (σ + β + 1)︸ ︷︷ ︸
=:A

z2 + β(σ + r)︸ ︷︷ ︸
=:B

z + 2σβ(r − 1)︸ ︷︷ ︸
=:C

(z ∈ C).

Ha valamely 0 6= µ ∈ R esetén

0 = pEq±(µı) = −µ3ı3 −Aµ2 +Bµı+ C,

azaz

µ(µ2 − B) = 0 és C − Aµ2 = 0,

akkor C − AB = 0, ahonnan

r =
σ(σ + β + 3)

σ − β − 1
=

470

19
=: r∗

következik. Ha tehát r < r∗, akkor az x∗ := Eq± egyensúlyi helyzet exponenciálisan, és

így aszimptotikusan is stabilis, r > r∗ esetén pedig labilis. ♦

Belátható, hogy a 3.8. tételbeli állítás részben megfordítható:

3.9. Tétel. Az (1.2) d.e. x∗ egyensúlyi pontja pontosan akkor (lokálisan) exponenciáli-

san stabilis, ha az f ′(x∗) Jacobi mátrix stabilis. �

3.16. Példa. Ez az állítás persze már nem igaz az aszimptotikus stabilitásra, mint ahogy

azt az alábbi példa mutatja. A 2.7. példabeli d.e. esetében a f ′(0) = 0, azaz a megfelelő

Jacobi mátrix nem stabilis, de az x∗ = 0 egyensúlyi helyzet aszimptotikusan stabilis. ♦

A 2.7. példabeli d.e. x∗ := 0 egyensúlyi helyzetének (globális) aszimptotikus stabili-

tása megsejthető a következőképpen is. Legyen

V (x) := x4 (x ∈ R).
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Ekkor

V ′(x) · f(x) = −4x6 ≤ 0 (x ∈ R)

Ezért bármely µ ∈ R → R megoldásra

d

dt
V (µ(t)) ≤ 0 (t ∈ Dµ),

így a

Dµ ∋ t 7→ V (µ(t))

nem-negatív függvény monoton csökkenő (Dµ intervallum), ennélfogva

l := lim
t→+∞

V (µ(t)) ∈ [0,+∞).

Mivel bármely 0 6= x ∈ R esetén

V (x) > 0, ezért V ′(x) · f(x) < 0,

aminek a segítségével várható, hogy l = 0, ami azt jelenti, hogy

V (µ(t)) −→ 0, azaz µ(t) −→ 0 (t→ +∞). ♦

3.17. Példa. Könnyen látható, hogy a

ẋ1 = −5x2 − 2x31

ẋ2 = 5x1 − 3x32



 =: f(x)

(
x = (x1, x2) ∈ R

2
)

(3.18)

rendszernek egyetlen egyensúlyi helyzete van: x∗ := (0, 0). Mivel

f ′(x∗) =


 −5x2 0

0 5x1


 (

x = (x1, x2) ∈ R
2
)
,

ezért x∗ stabilitásának eldöntésére a 3.8. tétel nem alkalmazható. Vizsgáljuk meg a rend-

szer trajektóriái hogyan metszik az origó körüli koncentrikus köröket, vagyis a

V (x1, x2) :=≡ x21 + x22

függvény szintvonalait. Ennek vizsgálatához helyettesítsük be a (3.18) rendszer

ϕ = (ϕ1, ϕ2) megoldását V -be, majd deriváljuk a V ◦ ϕ összetett függvényt! Világos,
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hogy bármely t ∈ Dϕ esetén

d

dt
V (ϕ(t)) = 〈gradV (ϕ(t)), ϕ̇〉 =

= 〈(∂1V (ϕ(t)), ∂2V (ϕ(t))) , (ϕ̇1(t), ϕ̇2(t))〉 = −(4ϕ4
1(t) + 6ϕ4

2(t)) < 0.

Geometriailag ez azt jelenti, hogy a 3.18 egyenlet pályái az origó körüli koncentrikus

köröket – kívülről befelé haladva – szögben metszik. Ha most

V (t) := V (ϕ(t)) (t ∈ Dϕ),

akkor

V̇ (t) ≤ −4(ϕ4
1(t) + ϕ4

2(t)) = −4(ϕ2
1(t) + ϕ2

1(t))
2 + 8ϕ2

1(t)ϕ
2
2(t) ≤

≤ −4(ϕ2
1(t) + ϕ2

2(t))
2 + 2(ϕ2

1(t) + ϕ2
2(t))

2 = −2V 2(t).

Ennélfogva V̇ /V 2 ≤ −2. Integrálva ezt a differenciál-egyenlőtlenséget, azt kapjuk, hogy

0 ≤ V (t) ≤ 1
1

V (0)
+ 2t

−→ 0 (t→ +∞).

Ez pedig azt jelenti, hogy a (3.18) rendszer (0, 0) triviális egyensúlyi helyzete aszimpto-

tikusan stabilis. Továbbá, mivel mindez tetszőleges (ϕ1(0), ϕ2(0)) 6= (0, 0) kezdeti feltétel

esetén fennáll, ezért a (0, 0) triviális egyensúlyi helyzet globálisan aszomptotikusan sta-

bilis. ♦

3.8. Definíció. Adott 0 ∈ G ⊂ Rm nyílt halmaz esetén azt mondjuk, hogy a V : G→ R

függvény pozitív szemidefinit, ha folytonos, V (0) = 0 és bármely x ∈ G esetén V (x) ≥
0 teljesül. V pozitív definit, ha V pozitív szemidefinit, továbbá minden 0 6= x ∈ G esetén

V (x) > 0. V negatív (szemidefinit), ha −V pozitív (szemidefinit).

3.9. Definíció. Legyen G ⊂ R
m nyílt halmaz, V ∈ C

1(G,R). Ekkor a

V̇(1.2)(x) := 〈gradV (x), f(x)〉 =
m∑

k=1

∂kV (x) · fk(x) (x ∈ G)

függvényt az (1.2) rendszer szerinti deriváltjának nevezzük.
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3.10. Tétel. Ha valamely 0 ∈ H ⊂ G nyílt halmaz esetén van olyan V ∈ C
1(H,R)

függvény, hogy V pozitív definit, V̇(1.2) negatív szemidefinit, akkor az (1.2) rendszer trivi-

ális megoldása stabilis. Továbbá, ha V̇(1.2) negatív definit, akkor (1.2) triviális megoldása

globálisan aszimptotikusan stabilis. �
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3.2. Differenciaegyenletekre vonatkozó kritériumok

3.11. Tétel. Ha f : Rm → R
m folytonosan differenciálható, továbbá ϕ∗ ∈ R az (1.6)

autonóm differenciaegyenlet egyensúlyi helyzete: f(ϕ∗) = ϕ∗, és

1. az f ′(ϕ∗) Jacobi-mátrixának minden sajátértéke az origó körüli egységkör belsejében

van, akkor ϕ∗ aszimptotikusan stabilis;

2. az f ′(x∗) Jacobi-mátrixnak van az origó körüli egységkörön kívül sajátértéke, akkor

ϕ∗ labilis.

Bizonyítás. Vö. [7]. �

3.18. Példa. Ha a, b ∈ R, akkor a 6= 1 esetén az

xn+1 = axn + b (n ∈ N) (3.19)

egyenletnek a

ϕ∗ :=
b

1− a

szám egyensúlyi helyzete és ϕ∗

• |a| < 1 esetén aszimptotikusan stabilis,

• |a| > 1 esetén pedig labilis,

ui. az

f(x) := ax+ b (x ∈ R)

függvényre f ∈ C
1 és f ′ (ϕ∗) = a. ♦

A fenti eredmény persze egyszerűbben is belátható. Világos, hogy

ϕn =





ϕ0 + nb (a = 1)

anϕ0 + b · a
n − 1

a− 1
= an

(
ϕ0 −

b

1− a

)
+

b

1− a
(a 6= 1)

(n ∈ N0),
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hiszen adott ϕ0 esetén a ϕ sorozat első néhány tagja:

ϕ1 = aϕ0 + b,

ϕ2 = aϕ1 + b = aaϕ0 + ab+ b,

ϕ3 = aϕ2 + b = aaaϕ0 + aab+ ab+ b,

ϕ4 = aϕ3 + b = aaaaϕ0 + aaab + aab+ ab+ b,

ϕ5 = aϕ4 + b = aaaaaϕ0 + aaaab+ aaab+ aab+ ab+ b,

ezután már (teljes indukcióval) könnyen igazolható, hogy

ϕn =

(
n∏

k=1

a

)
ϕ0 +

n∑

l=1

(
n∏

k=l+1

a

)
b (n ∈ N0).

Mivel

ϕn = an
(
ϕ0 −

b

1− a

)
+

b

1− a
= an (ϕ0 − ϕ∗) + ϕ∗ (n ∈ N).

ezért ϕ0 = ϕ∗ esetén lim(ϕn) = ϕ∗, ill. ha ϕ0 6= ϕ∗ és

1. |a| < 1, akkor lim(ϕn − ϕ∗) = 0, azaz lim(ϕn) = ϕ∗;

2. a > 1, akkor lim(ϕn) = sgn(ϕ0 − ϕ∗)∞;

3. a < −1, akkor lim(|ϕn|) = +∞.

3.3. Megjegyzés. Ha

1. a = 1, akkor a (3.19) egyenletnek b 6= 0 esetén nincs egyensúlyi helyzete ill. ha

b = 0, akkor tetszőleges c ∈ R esetén ϕ∗ := c egyensúlyi helyzet, ami stabilis, ui.

ekkor

ϕn = ϕ0 (n ∈ N0).

2. a = −1, akkor a (3.19) egyenletnek egyetlen egyensúlyi helyzete van: ϕ∗ := b/2,

ami stabilis, ui. ebben az esetben

ϕn = ϕ∗ + (−1)n(ϕ0 − ϕ∗) (n ∈ N0). �

3.19. Példa. Ha λ ∈ [0,+∞), akkor

xn+1 = Fλ(xn) :≡ λxn(1− xn) (n ∈ N0) (3.20)
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ún. logisztikus differenciaegyenlet egyensúlyi helyzetét illetően a következő két eset

lehetséges.

1. λ = 0 esetén az Fλ függvénynek egyetlen fixpontja van:

F0(ϕ∗) = ϕ∗ ⇐⇒ ϕ∗ = 0,

2. λ > 0 esetén Fλ-nak két fixpontja van:

Fλ (ϕ∗) = ξ ⇐⇒ ϕ∗ ∈
{
x0(λ) :≡ 0, x1(λ) :≡

λ− 1

λ

}

(λ = 1 esetén x1 egybeesik az x0 triviális egyensúlyi helyzettel).

Így

1. λ = 0 esetén, ha ξ ∈ R, akkor

ϕn(0, ξ) = 0 (n ∈ N0) és lim(ϕn(0, ξ)) = 0

(tehát x0 vonzó fixpontja Fλ-nak).

2. λ > 0esetén

f ′

λ(0) = λ és f ′

λ

(
λ− 1

λ

)
= 2− λ.

következtében

• x0(λ) aszimptotikusan stabilis, ha λ ∈ (0, 1), és

λ ∈ (1,+∞),

esetén labilis;

• x1(λ) aszimptotikusan, ha λ ∈ (1, 3), és

λ ∈ (0, 1) ∪ (3,+∞)

esetén labilis. ♦
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3.12. Tétel. Ha az f : Rm → Rm függvény esetében van olyan q ∈ [0, 1), hogy

‖f(x)− f(y)‖ ≤ q‖x− y‖ (x, y ∈ R
m),

akkor az (1.6) autonóm differenciaegyenletnek pontosan egy ϕ∗ egyensúlyi helyzete van,

amely globálisan aszimptotikusan stabilis és exponenciálisan stabilis.

Bizonyítás. Vö. [10]. �

Így tehát, ha f : R → R deriválható függvény, továbbá

|f ′(x)| < 1 (x ∈ R),

akkor az (1.6) differenciaegyenlet x∗ egyensúlyi helyzete globálisan aszimptotikusan sta-

bilis, hiszen a Lagrange-féle középértéktétel következményeként bármely x, y ∈ R: x < y

esetén van olyan ξ ∈ (x, y), hogy

|f(x)− f(y)| = |f ′(ξ)(x− y)| = |f ′(ξ)| · |x− y|.
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4. A Beretta-Capasso-módszer

Tegyük fel, hogy az (1.2)-beli f esetében

f(x) = diag(x)(e+ Ax) + b(x) (x ∈ G),

azaz tekintsük az

ẋ = diag(x)(e+ Ax) + b(x) (4.21)

rendszert, ahol e ∈ Rm, A ∈ Rm×m, továbbá valamely 0 ≤ c ∈ Rm vektorral, ill.

B = [bij ] ∈ Rm×m, bij ≥ 0, bii = 0 (i ∈ {1, . . . , n}) mátrixszal

b(x) := c+Bx (x ∈ G).

Ha az (1.2) rendszernek van a G tartomány pozitív ortánsának belsejében x∗ egyensúlyi

helyzete, akkor nyilvánvalóan

f(x∗) = 0, azaz diag(x∗)(e + Ax∗) + b(x∗) = 0.

Így x∗ pozitivitása következtében

e = −Ax∗ − diag
(
x−1
∗

)
b (x∗) ,

ahol

x−1
∗

:=

(
1

x∗1
, . . . ,

1

x∗m

)
.

Ennek (4.21)-be való helyettesítésével azt kapjuk, hogy (4.21) a következő alakú:

ẋ = diag(x)
[
A+ diag

(
x−1
∗

)
B
]
(x− x∗) = − diag(x− x∗) diag

(
x−1
∗

)
b(x).

4.10. Definíció. Azt mondjuk, hogy az A ∈ Rm×m mátrix Volterra-Ljapunov-

stabilis, ha alkalmas W ∈ Rm×m pozitív diagonális mátrix esetén a

WA+ ATW

mátrix definit.
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4.13. Tétel. Ha a (4.21) rendszernek a G pozitív ortánásnak belsejében egyensúlyi hely-

zete van és a

−
[
Ã + diag

(−b1(x)
x1x∗1

, . . . ,− bn(x)

xmx∗m

)]

mátrix Volterra-Ljapunov-stabilis, ahol

Ã := A+ diag
(
x−1
∗

)
B,

akkor x∗ globálisan aszimptotikusan stabilis.

Bizonyítás. Legyen

V (x) :=

m∑

k=1

wk

(
xk − x∗k − x∗k ln

(
xk
x∗k

))
(x ∈ R

m : xk > 0, k ∈ {1, . . . , m}).

Ekkor V > 0, és a (4.21) rendszer szerinti deriváltja

V̇(4.21) ≡ (x− x∗)
TWÃ(x− x∗)

m∑

k=1

wk
bk(x)

xkx∗k
(xk − x∗k)

2 =

≡ (x− x∗)
TW

[
Ã+ diag

(−b1(x)
x1x∗1

, . . . ,− bn(x)

xmx∗m

)]
(x− x∗) ≤ 0,

és egyenlőség pontosan akkor van, ha x = x∗. Így a 3.10. tétel következtében az állítás

igaz. �

A 4.13. tételbeli egyensúlyi helyzet globális aszimptotikus stabilitásából az is következik,

hogy nincsen más egyensúlyi helyzete az (4.21) rendszernek.

Alkalmazásként megvizsgáljuk a Cooke és Yorke által javasolt SIS-modellt (vö. [4]).

Tekintsük a következő elsőrendű autonóm differenciálegyenlet-rendszert:

Ṡ1 = −k12S1I2 + α1I1,

İ1 = k12S1I2 − α1I1,

Ṡ2 = −k21S2I1 + α2I2,

İ2 = k21S2I1 − α2I2,






ahol Ak, ill. Ik jelöli a k-adik csoportban levő veszélyeztetettek, ill. fertőzöttek szá-

mát (k ∈ {1, 2}), k12, k12, α1, α2 alkalmas pozitív számok. Feltéve, hogy k12 = k12, az
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egyenletek összeadásával az

İ1 = −I1I2 − α1I1 + c1I2,

İ2 = −I1I2 − α2I2 + c2I1,




 (4.22)

kétdimenziós rendszert kapjuk, ahol ck = Sk + Ik (k ∈ {1, 2}) mennyiséget állandónak

tekintjük. Világos, hogy ha

A :=


 0 −1

−1 0


 , e :=


 −α1

−α2


 , B :=


 0 c1

c2 0


 ,

továbbá

b(x) := Bz :=


 c1I2

c2I1




és (I∗1, I∗2) a (4.22) pozitív egyensúlyi helyzete, akkor

Ã =




0
c1 − (I∗1

(I∗1
c2 − (I∗2

(I∗2
0


 .

Ha a w1, w2 > 0 számokat úgy választjuk meg, hogy

w2

(
S∗2

I∗2

)
= w1

(
S∗1

I∗1

)

teljesüljön, akkor

W

{
Ã+ diag

(
−c1I2

I∗1I1 − c2I1
I∗2I2

)}
=



 −w1
c1I2
I∗1I1

w1
S∗1

I∗1

w2
S∗2

I∗2
−w2

c2I1
I∗2I2





negatív definit szimmetrikus mátrix, hiszen diagonális elemei negatív előjelűek, továbbá
(
c1I2
I∗1I1

· c2I1
I∗1I2

− S∗1S∗2

I∗1I∗2

)
w1w2 =

w1w2

I∗1I∗2
(c1c2 − S∗1S∗2) > 0,

ahol az x∗ = (I∗1, I∗2) pozitivitása következtében 0 < S∗k < ck (k ∈ {1, 2}). Ez azt

jelenti, hogy x∗ = (I∗1, I∗2) globálisan aszimptotikusan stabilis.
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5. Cull populációs modellje

Tegyük fel, hogy az f : R → R függvényre teljesülnek az alábbi feltételek:

1. f folytonos, f(0) = 0 és bármely x > 0 esetén f(x) > 0;

2. f -nek pontosan egy x∗ > 0 fixpontja van, amelyre igaz, hogy

(a) bármely x ∈ (0, x∗) esetén f(x) > x,

(b) tetszőleges x ∈ (x∗,+∞)-re f(x) < x;

3. f -nek lokális maximuma van valamely a ∈ (0, x∗) pontban, így f |(a,+∞) monoton

csökkenő.

5.14. Tétel. A fenti f függvény esetén az (1.6) autonóm differenciaegyenlet pozitív x∗

egyensúlyi helyzete pontosan akkor globálisan aszimptotikusan stabilis, ha a rendszernek

nincsen 2-periodikus pályája.

Bizonyítás. Világos, hogy elég csak az egyik irányt belátni. Tegyük fel, hogy ϕ olyan

megoldása az (1.6) differenciaegyenletnek, amelyre ϕ0 > 0 és ϕn 6= x∗ (n ∈ N) teljesül.

Ekkor két esetet különböztetünk meg:

1. eset. Ha bármely n ∈ N esetén ϕn > x∗, akkor

ϕn > ϕn+1 > x∗ (n ∈ N).

Így lim(ϕn) = x∗, hiszen x∗ az f egyetlen pozitív fixpontja.

2. eset. Ha valamely m ∈ N esetén ϕm < x∗, úgy

1. ha

f(x) ≤ x∗ (x ∈ (0, x∗)),

akkor

x < f(x) ≤ x∗ (x ∈ (0, x∗)).

Így

ϕn < ϕn+1 < x∗ (m ≤ n ∈ N),

ahonnan lim(ϕn) = x∗ következik.
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2. ha alkalmas x ∈ (0, x∗) esetén f(x) > x∗, azaz f -nek van a (0, x∗) interval-

lumban olyan a lokális maximuma, amelyre f(a) > x∗, akkor a folytonosság

következtében van olyan x ∈ (0, x∗), amelyre f(x) = x∗ teljesül. Ha most

b := inf {x ∈ (0, x∗) : f(x) = x∗} ,

akkor

x < f(x) < x∗ (x ∈ (0, b)).

Mivel ϕ0 < x∗ és bármely n ∈ N esetén ϕn 6= x0, ezért alkalmas m ≤ N ∈ N

indexre b < ϕN < x∗ teljesül. Mivel f -nek nincsen 2-periodikus pályá-

ja, ezért bármely x ∈ (0, x∗) esetén f [2](x) 6= x. Az f [2] folytonossága és

f [2](b) = f(x∗) = x∗ > b következtében bármely x ∈ (0, x∗) számra f [2](x) > x

következik. Mivel f monoton csökkenő a (b,+∞) intervallumon, továbbá

bármely x ∈ (b, x∗) esetén f(x) ≥ x∗, ezért tetszőleges x ∈ (b, x∗) számra

f [2](x) ≤ x∗ teljesül. Így tehát

x < f [2](x) ≤ x∗ (x ∈ (b, x∗).

Mivel ϕN ∈ (b, x∗), ezért bármely s ∈ N indexre

ϕN+2s < ϕN+2s+2 < x∗

teljesül. Innen pedig lim
s→∞

ϕN+2s = x∗ és f folytonossága következtében

lim
s→∞

ϕN+2s+1 = lim
s→∞

f(ϕN+2s) = x∗. �

5.1. Következmény. Az (1.6) autonóm differenciaegyenlet pozitív x∗ egyensúlyi hely-

zete pontosan akkor globálisan aszimptotikusan stabilis, ha az alábbi állítások közül vala-

melyik teljesül.

1. Az f függvénynek nincsen maximuma a (0, x∗) intervallumban.

2. Az f függvénynek van a (0, x∗) intervallumban maximuma: a, amelyre

f [2](x) > x (x ∈ (a, x∗)).

teljesül.
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5.20. Példa. Az

xn+1 =
√
xn (n ∈ N)

differenciaegyenletnek egyetlen egyensúlyi helyzete van: x∗ = 1, és ez az egyetlen pozitív

periodikus pontja az egyenletnek. Mivel az

f(x) :=
√
x (x ∈ [0,+∞))

függvénynek nincsen a (0, 1) intervallumban maximuma, ezért ez az egyensúlyi helyzet

globálisan aszimptotikusan stabilis. ♦

5.21. Példa. Az

xn+1 = xn · exp (1−
√
xn) (n ∈ N)

differenciaegyenletnek két egyensúlyi helyzete van: x∗ = 0 és x∗ = 1. Mivel az

f(x) := x · exp(1−
√
x) (x ∈ R)

függvényre

f ′(x) = exp(1−
√
x) ·

(
1−

√
x

2

)
,

és f ′(0) = e > 0, továbbá x∗ = 1 az egyetlen pozitív egyensúlyi helyzet, ezért f teljesíti a

fejezet elején lévő (a) és (b) feltételt. Az is elmondható továbbá, hogy f -nek az a := 4-

ben lokális maximuma van és a > x∗. Ezért az 5.1. következmény értelmében az x∗ = 1

egyensúlyi helyzet globálisan aszimptotikusan stabilis. ♦

5.22. Példa. Az

xn+1 = xn · exp (2− xn) (n ∈ N)

differenciaegyenletnek két egyensúlyi helyzete van: x∗ = 0 és x∗ = 2. Mivel az

f(x) := x · e2−x (x ∈ R)

függvényre

f ′(x) = e2−x(1− x)

teljesül, ezért f -nek az a := 1 pontba lokális maximuma van. Mivel bármely x > 1 esetén

f ′(x) < 0, ezért f monoton csökkenő az (1, x) intervallumon. Mivel f ′(0) = e2 > 1, ezért
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f teljesíti a fejezet elején lévő (a) és (b) feltételt. Mivel 1 < x∗ = 2, ezért megvizsgáljuk,

hogy teljesül-e az 5.1. következmény második feltétele. Mivel

f [2](x) = f(x) · exp (2− f(x)) = x · exp
(
4− x− xe2−x

)
,

ezért f [2](x) = x pontosan akkor áll fenn, ha x = 0 vagy 4 − x − xe2.x = 0, azaz

x = 2 teljesül. f [2]-nek tehát ugyanazok a fixpontjai, mint f -nek, és f [2](1) = e3−e > 1

következtében bármely x ∈ (0, x∗) esetén f [2](x) > 0, azaz x∗ globálisan aszimptotikusan

stabilis. ♦

5.23. Példa. Az

xn+1 = xn · exp (4− 2xn) (n ∈ N)

differenciaegyenletnek két egyensúlyi helyzete van: x∗ = 0 és x∗ = 2. Mivel az

f(x) := x · e4−2x (x ∈ R)

függvényre

f ′(x) = e4−2x(1− 2x),

ezért f ′(0) = e4 > 1. Az f -nek x∗ := 2 az egyetlen pozitív fixpontja, ezértf teljesíti

a fejezet elején lévő (a) és (b) feltételt. Az a := 1/2 pontban f -nek lokális maximuma

van és f ′(x) < 0 (x > a) következtében f monoton csökkenő az (a,+∞) intervallumon.

Mivel a = 1 < 2 = x∗, ezért megvizsgáljuk, hogy teljesül-e az 5.1. következmény második

feltétele. Mivel

f [2](x) = f(x) · exp (4− 2f(x)) = x · exp(8− 2x− 2x · e4−2x),

ezért f [2](1) = e6−2e2 < 1, azaz az x∗ = 2 egyensúlyi helyzet globálisan aszimptotikusan

stabilis. ♦
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6. Egy ragadozó-zsákmány modell

Tekintsük az alábbi, ún. Sahoo-féle ragadozó-zsákmány modellt:

ẋ1 = x1

(
1− x1

k1

)
− px1x3

1 + ax1 + chx2
,

ẋ2 = x2

(
1− x2

k2

)
− qx2x3

1 + ax1 + chx2
,

ẋ3 =
ε(px1 + cqx2)x3
1 + ax1 + chx2

− dx3,





=: f(x)
(
x = (x1, x2, x3) ∈ (R+

0 )
3
)
,

(6.23)

ahol k1 és k2 jelöli a környezet fenntartó képességét a zsákmányra, ill. az alternatív

zsákmányra nézve; p és q jelöli a ragadozási rátát a zsákmányra, illetve az alternatív

zsákmányra vonatkozólag; ε és cε a zsákmányra, ill. az alternatív zsákmányra vonatkozó

konverziós ráta; a d állandó pedig a ragadozó mortalitási rátája.

A (6.23) rendszernek egyetlen egyensúlyi helyzete van: E∗(x∗1, x∗2, x∗3), ahol

x∗2 = (k1k2(p− q) + k2qx∗1)/k1p,

x∗3 = (ε(k1 − x1)/k1pd){((p2k1 + cq2k2)x1 + cqk1k2(p− q))/k1p},

és x∗1 az Ay2 +By + C = 0 egyenlet pozitív gyöke, ahol

A := ε(p2k1 + cq2k2)− ak1pd− chk2qd,

B := (qk21p− k1p− chk1k2(p− q) + chk1k2q)d− εk1(p
2k1 + cq2k2) + εcq1k1k2(p− q),

és

C := k21pd+ dchk21qk2(p− q).

Az f Jacobi-mátrixa az E∗ egyensúlyi pontban

f ′(E∗) =




A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33


 ,
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ahol

A11 := 1− 2x∗1
k1

− p(1 + chx∗2)x∗3
(1 + ax∗1 + chx∗2)2

, A12 :=
pchx∗1x∗3

(1 + ax∗1 + chx∗2)2
,

A13 :=
−px∗1

1 + ax∗1 + chx∗2
, A21 :=

qax∗2x∗3
(1 + ax∗1 + chx∗2)2

,

A22 := 1− 2x∗2
k2

− q(1 + ax∗1)x∗3
(1 + ax∗1 + chx∗2)2

A23 :=
−qx∗2

1 + ax∗1 + chx∗2
,

A31 :=
ε[px∗3 + c(hp− qa)x∗2x∗3]

(1 + ax∗1 + chx∗2)2
, A32 :=

εc[qx∗3 + (qa− hp)x∗1x∗3]

(1 + ax∗1 + chx∗2)2
,

A33 := 0.

Az f ′(E∗) mátrix karakterisztikus polinomja (vö. [2]):

λ3 + Ω1λ
2 + Ω2λ+ Ω3 = 0, (6.24)

ahol

Ω1 = −[A11 + A22],

Ω2 = [A11A22 −A12A21 − A23A32 −A13A31],

Ω3 = −[A13(A21A32 −A22A31)− A23(A11A32 −A12A31)].

(6.25)

A Routh-Hurwitz kritérium szerint, a pozitív E∗(x∗1, x∗2, x∗3) egyensúlyi lokálisan

aszimptotikusan stabilis, ha Ω1 > 0, Ω3 > 0 és Ω1Ω2 − Ω3 > 0 teljesül.

Az E∗(x∗1, x∗2, x∗3) lokális stabilitására elégséges feltételt ad a következő tétel:

6.15. Tétel. A (6.23)-es rendszer E∗(x∗1, x∗2, x∗3) belső egyensúlyi pontja lokálisan

aszimptotikusan stabilis, ha teljesülnek az alábbiak:

aphx∗1x
2
3∗ + ε[qx∗3 + (aq − hp)x∗1x∗3](1 + ax∗1 + chx∗2) < 0,

hqax∗2x
2
3∗ + ε[px∗3 + (ph− aq)cx∗2x∗3](1 + ax∗1 + chx∗2) < 0,

(aq + hp) + (aq − hp)(ax∗1 − chx∗2) > 0.

(6.26)

Bizonyítás.
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A fentiek deriválásából következik, hogy

A11 < 0, A12 > 0, A13 < 0, A21 > 0, A22 < 0, A23 < 0, A31 > 0, A32 > 0,

és A33 = 0. Ezen feltételek alapján könnyű megmutatni, hogy Ω1 > 0 és Ω3 > 0.

Kiszámítva Ω1Ω2 − Ω3-t kapjuk, hogy

Ω1Ω2 − Ω3 = (A11 + A22)(A23A32 + A13A31 − A11A22)+

+A11(A12A21 −A23A32) + A22(A12A21 −A13A31)+

+A13A21A32 + A23A12A31.

A tételben szereplő feltételek miatt

A12A21 − A23A32 < 0, A12A21 − A13A31 < 0,

és

A13A21A32 + A23A12A31 > 0.

Tehát Ω1Ω2 − Ω3 > 0, így E∗(x∗1, x∗2, x∗3) lokálisan aszimptotikusan stabilis. �
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7. Markus-Yamabe kritérium

7.16. Tétel. Legyen f ∈ C
1(Rn,Rn), B ∈ Rn×n szimmetrikus, pozitív definit mátrix, és

M := f ′TB +Bf ′.

Tegyük fel, hogy M minden λ sajátértéke kielégíti a

λ(x) < −ν(ρ(x)) (x ∈ R
n)

feltételt, ahol

ρ(x)2 =

n∑

i=1

x2i (x ∈ R
n),

ν olyan monoton csökkenő függvény, amelyre

ν(ρ) > 0 (0 ≤ ρ <∞),

ill. tetszőleges ε > 0 esetén ∫
∞

0

e−ε
∫
σ

0
ν(σ)dσdρ <∞

teljesül. Ekkor (1.2) minden megoldásgörbéje korlátos, az (1.2) egyenlet triviális egyen-

súlyi helyzete globálisan aszimptotikusan stabilis.

Bizonyítás. Vö. [11]. �

7.17. Tétel. Tegyük fel, hogy B := En, továbbá M minden sajátértéke negatív, valamint

alkalmas β1 > 0, β2 > 0 számok esetén, melyekre

|Tr M(x)| < β1, | detM(x)| > β2 (x ∈ R
n).

Ekkor az (1.2) autonóm egyenlet minden ϕ megoldása korlátos, valamint (1.2) triviális

egyensúlyi helyzete globálisan aszimptotikusan stabilis.

Bizonyítás. Mivel M karakterisztikus polinomja

pM(z) = zn − Tr(M)zn−1 + · · ·+ (−1)n det(M) (z ∈ C),

és minden λ gyök pozitív, így |λ| < β1. Mivel

|λ1 · λ2 · . . . · λn| = | detM | > β2 > 0,
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ezért

|λ1| >
β2

βn−1
1

.

Így a sajátértékek eleget tesznek a λ(x) < −ε feltételnek minden ε > 0-ra. �

7.24. Példa. Az

ẋ = −2x+ cos y

ẏ = sin2 x− y.

rendszer esetén

M(x, y) = f ′(x, y) + f ′T (x, y) =



 −4 2 sin x cosx− sin y

2 sinx cos x− sin y −2



 .

Mivel

|Tr M | = −6,

és

| detM | ≥ 4,

ezért a Hurwitz-kritérium miatt M sajátértékei negatívak. A 7.16. tétel miatt ekkor a

triviális egyensúlyi helyzet globálisan aszimptotikusan stabilis. ♦
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