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1. Bevezetés
Valamely a € R™ vektor r > 0 sugari kérnyezetén a
K.(a):={reR": ||r—al| <r}

halmazt értjiikk. A H C R™ halmazt nyiltnak nevezziik, ha barmely a € H esetén van
olyan r > 0, hogy fennall a K,.(a) C H tartalmazas.

Adott m € N esetén, legyen Q C R¥™ olyan nyilt halmaz, amely pozitiv t irany-
ban nem korlatos, azaz alkalmas G C R™ nyilt halmazzal Q0 = (a,4+00) x G, ahol

a € [—00,400), tovabba legyen (7,€) € (a,+00) x G/ =Q/,ill. f:Q — R™. Az
= fol(id, z) (1.1)

kozonséges differencidlegyenlet jobb oldalarol tegyiik fel, hogy f € € és Oo f € €. Jeldlje
az (1.1) valamely, az xz(7) = £ kezdeti feltételt kielégits teljes megoldasat o(-;7,&),

ennek értelmezési tartomanyat pedig
I(7,8) = (I(7,§), I.(7, €))-
Konnyen belathato, hogy valamely xz, € R™ esetén a
i (a,+o0) = R™, wu(t) ==z,
fliggvény pontosan akkor megoldéasa az (1.1) differencidlegyenletnek, ha
r. € G  és f(t,z) =0 (t € (a,+00)).

Az iménti z, € G pontot, ill. a p fiiggvényt szokas az (1.1) d.e. egyenstlyi helyzetének,
ill. egyensitilyi megoldasanak nevezni.
Mivel sok fizikai folyamat id6t6] fliggetlen, ezért igen gyakran azzal a feltevéssel éliink,

hogy Q = (—o0,4+00) x G, ill. f:G = R™, f €€ ésaz
= foux, (1.2)

autonom egyenlet megoldasainak kvalitativ tulajdonsagait vizsgaljuk. Ismeretes (v6. pl.

[1]), hogy



e az (1.2) d.e. barmely pu : (a,b) — R™ megoldasa, ill. ¢ € R szam esetén a
v(t):=pult+c)  (tela—cb=c)
fiiggvény is megoldasa (1.2)-nek;

o tetszGlegesen rogzitett £ € G, ill. 7,0 € R esetén az (1.2) d.e. z(7) = &, ill.
x(0) = £ kezdeti feltételt kielégits teljes megoldasanak értelmezési tartoményara,

ill. magara a ¢(+; 7, ) teljes megoldasara

([(7,8), [1(1,€)) = (I-(0,§) =0 + 7,14 (0,§) — 0 +7),

ill.
ot;7,8) =pt+o—150,§)  (te€l(r,§))

teljesiil.

Ha tehat £ € G, 7 € R, ¢(+;0,¢) : (a,b) — R ill. ¥(;7,¢) : (¢,d) — R™ megoldasa
(1.2)-nek, akkora =c—7,b=d — 7 és

U(t;7,8) = @t —1;0,8) (€ (c,d)).

Tehat autonom egyenlet esetén elegendd csak az x(0) = ¢ alaka kezdeti feltételekhez
tartozo megoldasokat vizsgalni, mert ezekbdl egyszeriien kaphatok az x(r) = ¢ alaka
kezdeti feltételekhez tartozo megoldasok. A fentiek indokoljak tehat azt, hogy ¢(+; &),
ill.

1(€) = (I(8), 1.(&)

jeloli az (1.2) d.e. x(0) = £ kezdeti feltételt kielégitd teljes megoldasat, ill. annak
értelmezési tartomanyat.

Az (1.1)
D : {(t, 7,€) € Rt e I(1,€), (1,€) € Q} — R™, O(t,1,8) == (t;7,€)

karakterisztikus fiiggvény értelmezési tartomanya nyilt halmaz. ® folytonos, igy (1.1)
megoldadsai a kezdeti értékeknek is folytonos fiiggvényei. Az alkalmazéasokban igen sok-

szor meriil fel a kérdés, hogy ez a folytonos fiiggés t — +o00 esetén is megmarad-e, vagyis
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a kezdeti feltételek , kicsiny” megvaltoztatasa mennyire valtoztatja meg a megoldasfiigg-
vényt minden t-re, ha t > 7.

A dolgozatban differencidlegyenletek kvalitativ tulajdonsagai mellett differencia-
egyenletek kvalitativ tulajdonsagainak vizsgalataval is foglalkozunk.

Adott m € N, ill. f: Ny x R™ — R™ esetén az

Tnr1 = f(n,x,) (n € Ny) (1.3)

differenciaegyenlet megoldésait fogjuk vizsgalni. Az (1.3) megoldasan olyan ¢ : Ny — R™

sorozatot értiink, amelyre

Pnt+1 = f(na (pn) (n € NO)
teljestil.

1.1. Példa. Az
Tny1 = (n+ 1Dz, (n € Ny) (1.4)

differenciaegyenlet megolddsa a
o = an! (n € Ny)
sorozat, ahol o € R, hiszen barmely n € N esetén
On1=an+ ) =an+1)n!=Mn+1an! = (n+1)p,
teljesil. ¢

1.2. Példa. Az
Tpi1 = 22,(1 — x,) (n € Ny) (1.5)

differenciaegyenlet o = ¢ € R feltételt kielégitd megolddsa a

(1—(1-20)") (n € Np)

N —

Pn =

sorozat, ahol o € R, hiszen

Yo =



ill. barmely n € N esetén

200(1 =) = (1=(1-2¢)%)- % 2-1+(1-20") =
= % (1-(1-20"")(1+(1-20)") =
= 5 (- @-207)) = - -2 =

(1-(1=20"") = g

N | —

teljesiil.

Valamely 7 € Ny, ill. € € R™ esetén az (1.5) differenciaegyenlet z(7) = ¢ feltételt
kielégité megoldasat (¢, (7,§)), ill.

pn(1,6) (T <neNo)

fogja jelolni. Viladgos, hogy

3 (n =),
(facr0...0f)(€) (T <neNy).

Ha az f jobb oldalrdl csak annyit tesziink fel, hogy f : R™ — R™, akkor autoném

on(T,8) =

Tnp1 = frn) (0 €No) (1.6)
differenciaegyenlettel van dolgunk, amely esetén
palr,€) = f77I(E)  (1<neEN),
ahol az fI" : R™ — R™ un. iteralt leképezésen a kovetkezot értjiik:
= id |gm, = fo " (neN).

A differencialegyenletekhez hasonloan itt is igaz, hogy autoném esetben fennall az
an.

Qpn(Ta g) = (pn—l—k—’r(k)g) (7—7 ke NOa T S nec NO)



eltolésinvariancia.

A ¢, € R szamot, illetve a

oni=¢"  (neNy)

sorozatot az (1.6) autonom differenciaegyenlet egyensilyi helyzetének, ill. egyensulyi

megoldasanak nevezziik, ha ¢, fixpontja f-nek, azaz

©e = fpx)

teljesiil. Nem nehéz belatni, hogy ha f folytonos, akkor barmely konvergens (¢,) meg-
oldés hatarértéke fixpontja f-nek. Valoban, ha ¢, := lim(yp,,), akkor

f(ps) = f(lim(pn)) = lim(f(en)) = lim(eni1) = ..

1.1. Definicié. Legyen p € N. Azt mondjuk, hogy & € R az (1.6) autonom differencia-
egyenlet p-periodikus pontja, ha

)PE)=¢ & i) fHE#E (kellpNN)

teljesil. A & pontbol indulo p-periodikus pdlydnak nevezzik az

O(g) = {fa f(g)a R f[pil}(f)}

halmazt.

Vilagos, hogy ha ¢ p-periodikus pontja az (1.6) rendszernek, akkor ¢ fixpontja fPl-nek,
tovabba f minden fixpontja fPl-nek is fixpontja.

1.3. Példa. Az -

= (n=0(2))

Tntl1 = 2 (n € No)
3r,+1 (n=1(2))

differenciaegyenletnek van 3-periodikus pdlydja:

{1,4,2}. ¢



2. A stabilitas fogalma

2.1. Differenciadlegyenletek megoldasainak stabilitasa
2.2. Definicio. Az (1.1) d.e. valamely p : (a,+00) — R™ megolddsdt

1. (Ljapunov értelemben) stabilisnak nevezziik, ha birmely e > 0 és 7 > a esetén

van olyan § := (e, 7) > 0, hogy tetszdleges & € R™, || — p(7)|| < 0 vektorra
[r,+00) CI(1,€)  és  lp(t;7. &) — pt)l <& (L € [r,+00));
ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy p instabilis (labilis).

2. vonzonak nevezzik, ha birmely T > a esetén van olyan n := n(t) > 0, hogy

tetszoleges & € R™, ||€ — u(7)|| < n vektorra
rtoo) (&) s lim [lp(tm€) — ult)]| =0
3. aszimptotikusan stabilisnak nevezzik, ha p stabilis és vonzo.

2.3. Definicié. Ha az (1.1) d.e. valamely p : (a,+00) — R™ megolddsa vonzd, akkor
az

A9 = {e €0 i llo(en.6) - uo) =0}
halmazt a @ megoldds (a,4+00) > T-beli vonzdsi tartomdnydnak nevezziik. Ha tetszdle-
ges
T € (a,+00) esetén A.(§) = G, akkor azt mondjuk, hogy a p megoldds globdli-

san vonzo.

2.4. Definicié. Az (1.1) d.e. p: (a,4+00) — R™ megolddsdt globdlisan aszimptoti-

kusan stabilisnak nevezzik, ha p stabilis és globdlisan vonzo.
2.4. Példa. Ha a € R, akkor az
(t) = z(t)(a +sin(t)) (t € R) (2.7)

egyenlet esetében

(,D(t; T, g) _ geat—cos(t)—ar—f—cos(r) (t c R)
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Legyen n € R. Ekkor a < 0 esetén a
,u(t) — 776on‘,fcos(t)7om'+cos(7') (t c R)
megoldds globdlisan vonzd: A,(§) = R, ui. tetszdleges T € R, ill. £ € R esetén

lim |cp(t; T, 5) — N(t)| = lim |§ _ 77| eat_COS(t)—Ot’T-‘rCOS(T) —0. ¢
t—-+o0

t—-+o0
2.1. Megjegyzés.

1. Az (1.1) d.e. x, € G egyensilyi helyzete, ill.
)=z, (t€(a,+x))
eqyensilyi megolddsa tehdat pontosan akkor

(a) (Ljapunov értelemben) stabilis, ha barmely ¢ > 0 és T > a esetén létezik olyan
0 :=40d(e, ) >0, hogy tetszdleges & € Ks(x.) vektorra

[7,+00) CI(7,§) & @(t;7,&) € Ko(v.) (t € [r,+00));

ellenkezd esetben x., ill. p instabilis (labilis).
(b) vonzd, ha barmely T > a esetén van olyan n := n(r) > 0, hogy tetszdleges

€ € K, (z.) vektorra

[, +o0) CI(1,6)  és dim (7, &) — @] = 0;

t——+o00

(c) aszimptotikusan stabilis, ha x., ill. p stabilis és vonzd.

2. Ha 7 € (a,+00), akkor az

Arr) ={6€G: lim p(tir ) =)

halmazt az x, egyensily: helyzet T-hoz tartozo vonzdsi tartomdnydnak nevezzik,
tovdbbd azt mondjuk, hogy x, globdlisan aszimptotikusan stabilis, ha stabilis

és tetszileges T € (a, +00) esetén A, (z,) = G. O



2.5. Példa.

1. Azj+y =0, il

T1 = Xa, To = —I1

d.e. (harmonikus oszcilldtor) esetében
o(t:€,n) = (§cos(t) + psin(t),neos(t) — Esin(t)) (€ [0,400)),
gy az x. = (0,0) egyensilyi helyzet stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis.

2. Adott a,b > 0 esetén az

& =ax(b—x), x>0

un. logisztikus differencidlegyenlet esetén

68 = g (el

19y az v, = 0 egyensuly: helyzet labilis, az v, = b eqyensuly: helyzet pedig globdlisan
aszimptotikusan stabilis: A(b) = (0,400). O

Valamely egyensiilyi helyzet vonzo volta 6nmagaban még nem ad felvilagositast arrol,
hogy milyen gyorsan kozelednek hozza a megoldasok. Numerikus nyelven fogalmazva

nem tudunk semmit a konvergencia-sebességrol.

2.5. Definicié. Az mondjuk, hogy az (1.1) d.e. x. € G egyensilyi helyzete exponen-
cidalisan stabilis, ha barmely ¢ > a esetén van olyan 6 > 0 és K,a > 0, hogy minden,

a & € Ks(x,) NG feltételnek eleget tévd vektorra
lo(t;7,8) — 2] < Ke®ED |6 — || (t>7>0¢).

Ha ez a becslés tetszileges € € G esetén fenndll, akkor azt mondjuk, hogy az x. egyensilyi

helyzet globdlisan exponencidlisan stabilis.

Vilagos, hogy ha z, (globalisan) exponencialisan stabilis, akkor (globalisan) aszimptoti-

kusan stabilis is.

2.6. Példa. Adott logisztikus egyenlet esetében az x, = b globdlisan exponencidlisan

stabilis egyensilyi helyzet, igy globdlisan aszmptotikusan stabilis (vé. 2.5./2. példa). §
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2.7. Példa. Az

r=—-x

egyenlet z, := 0 egyensilyi helyzete globdalisan aszimptotikusan stabilis: A;(0) = R, de

nem exponencidlisan stabilis, hiszen

0
p(t:€) = (2t+1/63)72 |
—(2t+1/%)712 (£ <0).

2.1. Allitas. Skaldris differencidlegyenlet esetén a vonzdsbdl kivetkezik a stabilitds, pon-
tosabban, ha n =1 esetén Q@ C R x R nyilt halmaz és f € € (Q,R), tovdbbd az (1.1) p

megolddsa vonzo, akkor p stabilis is.

Bizonyitis. Ha 7 € (a,4+00) és € > 0, akkor a vonzas definicioja alapjan van olyan
n > 0, hogy barmely x € R, |£ — u(7)| < n esetén tliin lo(t; 7, &) — p(t)] = 0. Igy, ha pl.
—+00

& :=pu(r)+ g, akkor alkalmas T € (a, +00) esetén
p(t;7,8) —ut)] <& (t € [T, +00)). (2.8)
Az egyértelmiiség miatt, ha & < &, akkor
o(t;m,&) <@t &) (EeI(r,6) NI(7,&)).
Igy (2.8)-bol azt kapjuk, hogy ha | — u(7)| < g, akkor
(67, 6) —pt)| <& (L €[T,+00)). (2.9)

A megoldasoknak a kezdeti értékektsl valo folytonos fliggése alapjan van olyan 0 < § <

szam, amellyel
lp(t;m, &) —p() <e  (te[rT], [§—pu(r)] <9).
Igy (2.9) figyelembevételével azt kapjuk, hogy ha |¢ — u(7)| < 8, akkor
lp(t;7,8) —p@) <e  (t€[r+o0)),
azaz [ stabilis megoldas. W
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2.1. Tétel. Ha a p: (a,+00) — R™ fiigguény megolddisa az (1.1) differencidlegyenlet-
nek, akkor az

y=F(id,y) = f(id,y + p) — f(id, p) (2.10)

differencidlegyenletnek van
w(t) :==0€R™ (t € (a,+00))

un. trividlis megolddsa, tovabba p pontosan akkor stabilis, vonzo, ill. aszimptotikusan
stabilis megolddsa (1.1)-nek, ha w stabilis, vonzd, ill. aszimptotikusan stabilis megolddsa

(2.10)-nek.
Bizonyitas.

1. 1épés. Ha a p : (a,+o0) — R™ fiiggvény megoldéasa az (1.1) differencialegyenletnek
és
¢(t7 T, g) = (,D(t7 T, g) - :U’(t) (t € (aa +OO))a

akkor egyrészt ¢(7;7,&) = £ — u(7), masrészt pedig barmely ¢ € (a,+00) esetén

V(7,8 = QT8 —pw(t) = ft,ot;7,8)) — ft,u(t) =

= St T,8) + p(t) = [t u(d),
azaz YP(;7,€) a (2.10) egyenlet y(7) = & — pu(7) feltételt kielégité megoldasa, és

vica versa.

2. 1épés. Barmely, a ||1(t; 7,&) — 0|| eltérésre vonatkozo becslés igaz a [|¢(t; 7, &) — u(t)||
eltérésre, és forditva, ami azt jelenti, hogy u pontosan akkor (aszimptotikusan)
stabilis megoldasa az (1.1) egyenletnek, ha w (aszimptotikusan) stabilis megoldésa

a (2.10) egyenletnek. W

2.8. Példa. A

() = ——— (teR), il a  plt):= (t € (V2,+00))

az



d.e. egy-eqy megolddsa. Ezek a megolddsok pontosan akkor stabilisak, ha az

egyenlet trividlis megolddsa stabilis, ahol

4
A
2+ 12

Aty(t)

2 — 12’ ¢

Fi(t,y(t)) = ty*(t) Fy(t,y(t)) = ty*(t) +

2.2. Megjegyzés. Ha x, € G az (1.2) d.e. egyensilyi helyzete, azaz g(x,) = 0, gy x.

pontosan akkor

e (Ljapunov értelemben) stabilis, ha barmely e > 0 esetén létezik olyan 6 := §(e) > 0,

hogy tetszdleges £ € Kis(x.) vektorra
[0,+00) CI(§) & @(t;§) € Ke(x.) (t € [0,+00));

ellenkezd esetben x, instabilis (labilis).

e vonzd, ha van olyan n :=n(1) > 0, hogy tetszdleges £ € K, (x,) vektorra

O.400) CIE) & lim o) — o] = 0
o aszimptotikusan stabilis, ha stabilis és vonzo.
Az (1.2) autonom d.e. esetén valamely x, egyensilyi helyzet vonzdsi tartomdnya a
A(z,) = {f eR™: tLigrnoogo(t;f) = x*}

halmaz. Az x, pontosan akkor globdlisan vonzd, ha A(x,) = R™, ill. pontosan akkor

globdlisan aszimptotikusan stabilis, ha stabilis és globalisan vonzo. [

Ha p megoldasa az (1.1) d.e.-nek, akkor a (2.10) altalaban nem autoném. Ez még

akkor is el6fordulhat, hogy ha az (1.1) d.e. autoném.
2.2. Allitas. Ha valamely

o &£ € G esetén p.(-) := p(;€) nem dllando megolddsa az autonom (1.2) d.e.-nek,

akkor a megfeleld (2.10) egyenlet, azaz
=9 +y) — g(p) =: h(id, y)
d.e. nem autonom,

13



o 1. € (G esetén a

() == s (t € R)
egyensilyi megolddsa az (1.2) d.e.-nek, akkor a megfeleld (2.10) egyenlet, azaz
y=hly)=g@.+y) (ebG\{a}={y—z.eR": yeG})

d.e. mdr autonom. FEz az oka annak, hogy sok tételben azt teszik fel, hogy

z, =0. O
A 2.1. tételt jol lehet alkalmazni linearis egyenletek esetén.

2.2. Tétel. Legyen G := R™, azaz Q) = (a,+00) x R™, A € €((a,+00), R™*™) és
b e €((a,+00),R™), ekkor az (1.1), azaz az

T=Ax+0b (2.11)
linedris d.e. valamely megolddsa pontosan akkor stabilis, ill. vonzo, a
T = Ax (2.12)
homogén rész trividlis megolddsa stabilis, ill. vonzo.

Bizonyitds. Ha p: (a, +o00) — R™ fliggvény a (2.11) d.e. egy megoldésa, akkor a (2.10)
d.e. a kovetkezd

y=[Aly+p) +0 —[Ap+b=A4y. W

2.9. Példa. Az

T = —x +sin

skaldris d.e. minden megolddsa aszimptotikusan stabilis, ui. az

trivialis megolddsa aszimptotikusan stabilis, hiszen

p(tim,€) =& (te[r+o0). O
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Ezért van értelme maganak a (linearis) differencidlegyenletnek a stabilitasarol beszélni.

A matrix-exponencidlis (v0. [2]) felhasznéalasaval belathato a kévetkezs allitas:
2.3. Tétel. Ha alkalmas M € R™ ™ mdtriz esetén
Aty =M (t € (a,+00)),
akkor a (2.12) linedris egyenlet trividlis megolddsa pontosan akkor

1. stabilis, ha az M mdtrix sajdatértékeinek valds része nem-pozitiv, €s a zérus valos
részi sajatértékek algebrai és geometriai multiplicitasa megegyezik, azaz az ilyen
sajdtértékhez pontosan annyi fiiggetlen sajdatvektor tartozik, ahdnyszoros gyike az

illetd sajatérték az M karakterisztikus polinomjdanak.
2. aszimptotikusan stabilis, ha az M mdtriz sajdatértékeinek valos része negativ.
Bizonyitds. Vo. [1]. B

2.10. Példa. Ha

-1 0 0 0
M= 1 -10 és bt):=1 0 (t € R),
0 0 0 et

akkor behelyettesitéssel konnyen meqgqgydzddhetiink arrol, hogy az
xT=Mz+Db
eqyenletnek megolddsa a
o) = | —tet | (te®)

te~t

fiigguény. Mivel M karakterisztikus polinomja (vo. [2], 111. old., (3.23) formula) a
xu(2) =22+ 222 + 2= 2(22 + 224+ 1) = 2(2 + 1) (z€C)

polinom, ezért a rendszer trividlis megolddsa, igy ¢ is stabilis, de nem aszimptotikusan

stabilis.
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2.4. Tétel. Ha a (2.12) homogén linedris d.e. aszimptotikusan stabilis, akkor globdlisan

aszimptotikusan stabilis: barmely T € (a,+00) esetén A.(0) = R™.

Bizonyitds. Mivel a (2.12) egyenlet megoldasai a €!((a, +00), R™) tér egy m-dimenzios
alterét alkotjak, azaz barmely megoldas valamely bazis elemeinek linearis kombinacioja,
ezért, ha a trivialis megoldés kozelébdl inditott megoldasok magéhoz a trivialis megol-

dashoz tartanak, akkor minden megoldas ugyanigy viselkedik.
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2.2. Differenciaegyenletek megoldasainak stabilitasa
2.6. Definicio. Azt mondjuk, hogy az (1.3) differenciaegyenlet @ Ny — R™ megolddsa

1. stabilis, ha barmely € > 0 és 7 € Ny esetén van olyan 6 > 0, hogy tetszdleges

EeR™, € — urll <9 vektorra

lon(T,8) —pnll < (7 <n € Ny);

ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy () instabilis (labilis).

2. vonzod, ha barmely 7 € N esetén van olyan n > 0, hogy tetszileges & € R™,

€ = |l < vektorra
Tim (|lga(r, €) = pal}) = 0
teljesiil. Az
Ar() = {e e ™ Tim (|lpn(r,€) — puall) = 0}

halmazt a (p,) megoldds vonzdsi tartomdnydnak nevezzik.
3. aszimptotikusan stabilis, ha stabilis és vonzo.
4. globdlisan vonzd, ha A, = R™.
5. globdlisan aszimptotikusan stabilis, ha stabilis és globdlisan vonzo.

2.11. Példa. Az

Tpyp =22 (n € Np)

autonom differenciaegyenlet esetében

oQn—T

on(T,6) = ¢ (T <neNo).
Az egyenletnek két eqyensilyt helyzete van:
tn =0 (n €Ny és vp =1 (neNy).

(vn) nem globdlisan vonzd, hiszen barmely £ € (—1,1) esetén

nll_)Iglo on(7,€) = lim <£2n_T) = 0.

n—oo

A (un) egyensilyi megoldds attraktiv, és vonzdsi tartomdanya: Ag = (—1,1). ¢
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2.12. Példa. Az

Tpil = Tp (n € Np)

autonom differenciaegyenlet esetében
en(1,6) =& (T <n €Ny
Igy barmely megoldds stabilis, de eqyik sem vonzd, igy nem aszimptotikusan stabilis. ¢

2.13. Példa. Az
n

n—+1

xn+1 = In (n c NO)

autonom differenciaegyenlet esetében
-
pr =" (r<nen)

Mivel
lim (¢, (7,¢)) =0,

n—oo

ezért a

=0 (n € Ny)

egyensilyi megoldds globalisan vonzé. Nem nehéz beldtni, hogy (j,) stabilis is, hiszen ha

e>0 ésTeNy, akkor a § :=¢/2 > 0 szammal barmely £ € R, |] < § esetén
7I€
enr =T << (r<nen)
teljesiil. Ez azt jelenti, hogy (i,) globdlisan aszimptotikusan stabilis.

2.5. Tétel. Ha a p: N — R™ sorozat megolddsa az (1.3) differenciaegyenletnek, akkor

az
Yn+1 = f(nv Yn + :un) - f(nv :U’TZ) (TL € NO) (2‘13)
differencidlegyenletnek van

wy i=0€R™ (n € Ny)

un. trividlis megolddsa, tovdbbd (p,,) pontosan akkor stabilis, vonzd, ill. aszimptoti-
kusan stabilis megolddsa (1.3)-nak, ha (w,) stabilis, vonzd, ill. aszimptotikusan stabilis

megolddsa (2.13)-nak.
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Bizonyitas.
1. 1épés. Ha a p: Ny — R™ sorozat megoldésa az (1.3) differencidlegyenletnek és

’l/}n(ln f) = SOTL(T7 f) — Hn (7— S n e No),
akkor egyrészt 1, (7,&) = £ — p,, masrészt pedig barmely 7 < n € Ny esetén

%H(T, f) = 90n+1(7-7 f) = M+l = f(na (pn(Ta f)) - f(n7 :un) =

- f(na¢n(77 5) + :U’n) - f(n> :U’n)a

azaz (1, (7,€)) a (2.13) egyenlet y, = & — pu, feltételt kielégité megoldésa, és vica

versa.

2. lépés. Barmely, a [[1,(7,&) — 0]| eltérésre vonatkozo becslés igaz a |[@n(7,&) — |
eltérésre, és forditva, ami azt jelenti, hogy (u,) pontosan akkor (aszimptotikusan)
stabilis megoldésa az (1.3) egyenletnek, ha (w,) (aszimptotikusan) stabilis megol-

désa a (2.13) egyenletnek. W

Ha (u,) megoldasa az (1.3) differenciaegyenletnek, akkor a (2.13) &altalaban nem
autonom. Ez még akkor is elfordulhat, hogy ha az (1.3) differenciaegyenlet autonom.

A 2.5. tételt jol lehet alkalmazni lineéris egyenletek esetén.

2.6. Tétel. Ha tetszdleges n € Ny esetén A, € R™*™ b, € R™, akkor az
Tpy1 = Apxy, + by (n € Np) (2.14)

linedris differenciaegyenlet (¢,) megolddsa pontosan akkor stabilis, ill. vonzd, ha a ho-

mogén rész trivialis megolddsa stabilis, ill. vonzo.

Bizonyitds. Ha p : N : 0 — R™ sorozat az inhomogén linearis differenciaegyenlet egy

megoldasa, akkor a (2.13) differenciaegyenlet a kévetkezd

Ezért van értelme maganak a (linearis) differenciaegyenletnek a stabilitasarol beszélni.
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2.7. Tétel. Ha alkalmas M € R™ ™ madatriz esetén
A, =M (n S No),
akkor a (2.14) egyenlet homogén részének trividlis megolddsa pontosan akkor

1. stabilis, ha

e o(M)C{zeC: |z| <1}, és

e hawvalamely A € o(M) sajatérték esetén |\| = 1, akkor \ geometriai és algebrai

multiplicitasa megegyezik.
2. globdlisan aszimptotikusan stabilis, ha o(M) C {z € C: |z| < 1}.
Bizonyitds. Vo. |7]. B

2.7. Definicié. Az mondjuk, hogy az (1.6) differenciaegyenlet . egyensilyi helyzete
exponencidlisan stabilis, ha birmely ¢ € Ny esetén van olyan 6 > 0 és K > 0 é€s

n € (0,1), hogy minden & € R™, ||§ — @.|| < & vektorra
len(7,€) = @ull S K" TlIE =0l (e <7 <n€Np).

Ha ez a becslés tetszileges & € R™ esetén fenndll, akkor azt mondjuk, hogy a v, egyensilyi

helyzetet globdlisan exponencidlisan stabilis.

Vilagos, hogy ha ¢, (globalisan) exponencialisan stabilis, akkor (globélisan) aszimptoti-

kusan stabilis is.
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3. Klasszikus stabilitasi kritériumok

3.1. Differencialegyenletekre vonatkozo kritériumok

3.8. Tétel. Ha x, € G az (1.2) d.e. egyensulyi helyzete: f(x,) =0, és

1. az f'(x,) Jacobi-mdtriz stabilis, azaz barmely A € o(f'(x.)) sajdtérték negativ valos

részii: R(\) < 0, akkor x, aszimptotikusan, sét exponencidlisan stabilis.
2. az f'(x.) Jacobi-mdtriznak van pozitiv valos részd sajdatértéke, akkor x. labilis.
Bizonyitds. Vo. [1]. B
3.14. Példa. Legyen g € €' (R, R): g(0) =0, ¢ >0 és az
j=—g(y) —sin(y) (3.15)

surloddsos ingaegyenlet egyensilyi helyzeteinek stabilitdsdat vizsgaljuk. Mivel a (3.15)

mdasodrendid egyenlet az
1 = To, t9 = —g(x9) — sin(zy) (3.16)
rendszerrel ekvivalens, ezért ha
f(x) = (22, —g(x2) —sin(z1)) (2= (21,22) € R?),

akkor az eqyensilyi helyzetek a
(km,0) (k€Z)

pontok. Tovdbbd, mivel

pa=| " 1 (0 = (a1,32) € R?)
—cos(z1) —g'(z2) v

0
(k.0 = (k€ 2),
(D =g/
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ezért, ha k pdros és ¢'(0) > 0, akkor ezek az egyensulyi helyzetek exponencidlisan, igy

aszimptotikusan is stabilisak, ui. az f'(km,0) Jacobi-mdtriz sajatértékei a
p(2) =22+ ¢'(0)z + (—1)"* (2 €C)

karakterisztikus polinom gydkei:

—9'(0) £ VIg'(0)] + 4(-1)*+!
; .

Al = O

3.15. Példa. Legyen B :=8/3 és o := 10, tovdbba r > 0. Ekkor az

l"l = —0X1 + 0%
l"g = Ty — Ty — T1T3 = f(l') (.T = (.%'1,.%'2,1'3) € (R6r>3) (317)
3 = —frz+ w119

un. Lorenz-rendszernek
e cgyensulyi helyzete az Eqy := (0,0,0), all.

o 1 > 1 esetén még

EQ-F = (\/B(T’ - 1)7 \/B(T - 1),7’ - 1)7

ill.

Eq = (_\/ﬁ(r - 1)? _\/ﬁ(r - 1>7T - 1)

Vilagos, hogy

T2 . B

Az f'(Eqo) mdtrix karakterisztikus polinomja:
Prg(2) =2"+ (0 + B+ 1)+ (B+o(B+1-7)z+fo(l—71),

melynek gyokei:

a+1i\/(a+1)2+4a(r—1)
2 2 ’

A= —
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Igy r € (0,1) esetén f'(Eqy) spektrumdra
o(f'(Eq)) c{ eR: A< 0}

azaz az T, = Eqo egyensilyi helyzet exponencidlisan, és igy aszimptotikusan s stabilis.

Az f'(Eq-), ill. f'(Eqy) mdtriz karakterisztikus polinomja:

P (2) =22+ (0 + B+ 1) 22+ B(0c+71)2+208(r —1) (z € C).

Ha valamely 0 # 1 € R esetén

0 = ppgs () = —p*® — Ap® + Bua + C,
azaz

pw(p®> —B) =0 és C— Ap? =0,
akkor C — AB =0, ahonnan

olc+p+3) 470
:—:—::T*
c—p—1 19

kovetkezik. Ha tehdt r < r., akkor az x. ‘= FEq+ egyensuly: helyzet exponencidlisan, és

gy aszimptotikusan is stabilis, r > r, esetén pedig labilis.

Belathato, hogy a 3.8. tételbeli allitas részben megfordithato:

3.9. Tétel. Az (1.2) d.e. z. egyensilyi pontja pontosan akkor (lokdlisan) exponencidli-

san stabilis, ha az f'(x.) Jacobi matriz stabilis. [J

3.16. Példa. Ez az dllitdas persze madr nem igaz az aszimptotikus stabilitdsra, mint ahogy
azt az aldbbi példa mutatja. A 2.7. példabeli d.e. esetében a f'(0) = 0, azaz a megfeleld

Jacobi mdatriz nem stabilis, de az x, = 0 egyensuly: helyzet aszimptotikusan stabilis. §

A 2.7. példabeli d.e. z, := 0 egyensulyi helyzetének (globalis) aszimptotikus stabili-

tasa megsejthets a kovetkezGképpen is. Legyen

23



Ekkor
V'(z) - f(z) = —42° <0 (z € R)

Ezért barmely 4 € R — R megoldésra

SV) <0 (@1eD,)

igy a
D, >t V(u(t))

nem-negativ fiiggvény monoton csékkend (D, intervallum), ennélfogva

[:= lim V(u(t)) € [0, +0c0).

t—4o00

Mivel barmely 0 # x € R esetén
V(z) >0, ezért V'(z)- f(z) <0,
aminek a segitségével varhato, hogy | = 0, ami azt jelenti, hogy
V(p(t)) — 0, azaz p(t) — 0 (t = +00). O
3.17. Példa. Koénnyen lathato, hogy a

i‘l == —51'2 - 21’3
P = f(x) (z = (21,22) € R?) (3.18)
.I"Q = 5.1'1 — 333'%

rendszernek egyetlen egyensilyi helyzete van: x, := (0,0). Mivel

—51'2 0
flx.) = ($ = (z1,22) € RQ) )
0 533'1

ezért x, stabilitasanak eldontésére a 3.8. tétel nem alkalmazhato. Vizsgdljuk meg a rend-

szer trajektoridi hogyan metszik az origo korili koncentrikus koroket, vagyis a
V(zy, 19) == 2% + 23

fliggvény szintvonalait.  Ennek vizsgdlatdhoz helyettesitsik be a (3.18) rendszer

v = (p1,2) megolddsat V-be, majd deriviljuk a V o ¢ dsszetett figgvényt! Vilagos,
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hogy barmely t € D, esetén

d

SV(p(t) = {ard V(). $) =

= {1V (9(1)), 2V ((1))) , (41(1), 2(t))) = — (41 (t) + 65(t)) < 0.

Geometriailag ez azt jelenti, hogy a 3.18 egyenlet palydi az origo korili koncentrikus

koroket — kiviilrol befelé haladva — szégben metszik. Ha most
V(t) :=V(e(t)  (teDy),
akkor

V(t) < —4(pi(t) +¢5(t) = =41 (1) + @i (1) + 8T (1)@3(t) <

< —Api(t) + 3(1)? + 2(1 (1) + p3(1)° = —2V3(1).
Ennélfogua V/ V2 < 2. Integrdlva ezt a differencidl-eqyenlétlenséget, azt kapjuk, hogy

1
o<vi) < —— —0 t — .
V) < —— (t — +00)

1
V(0)

Ez pedig azt jelenti, hogy a (3.18) rendszer (0,0) trividlis egyensilyi helyzete aszimpto-
tikusan stabilis. Tovabba, mivel mindez tetszdleges (p1(0), p2(0)) # (0,0) kezdeti feltétel

esetén fenndll, ezért a (0,0) trividlis egyensulyi helyzet globdlisan aszomptotikusan sta-

bilis.

3.8. Definici6. Adott 0 € G C R™ nyilt halmaz esetén azt mondjuk, hogy a V : G — R
fliggvény pozitiv szemidefinit, ha folytonos, V(0) = 0 és barmely x € G esetén V(x) >
0 teljesil. V pozitiv definit, ha V pozitiv szemidefinit, tovdbbd minden 0 # x € G esetén
V(z) > 0. V negativ (szemidefinit), ha =V pozitiv (szemidefinit).

3.9. Definici6. Legyen G C R™ nyilt halmaz, V € €'(G,R). Ekkor a

Vg () = (grad V(z), f(z)) = Z OV () - fr(x) (x € G)

k=1

fligguényt az (1.2) rendszer szerinti derivdltjinak nevezziik.
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3.10. Tétel. Ha valamely 0 € H C G nyilt halmaz esetén van olyan V € €'(H,R)
fiigguény, hogy V' pozitiv definit, V(l_g) negativ szemidefinit, akkor az (1.2) rendszer trivi-
alis megoldasa stabilis. Tovdbbd, ha V(M) negativ definit, akkor (1.2) trividlis megolddsa

globdlisan aszimptotikusan stabilis. [J
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3.2. Differenciaegyenletekre vonatkoz6 kritériumok

3.11. Tétel. Ha f : R™ — R™ folytonosan differencidlhato, tovibbd ¢, € R az (1.6)

autonom differenciaegyenlet eqyensilyi helyzete: f(p.) = @x, €s

1. az f'(p.) Jacobi-mdtrizdnak minden sajdtértéke az origo korili eqységkor belsejében

van, akkor ¢, aszimptotikusan stabilis;

2. az f'(x.) Jacobi-mdtriznak van az origd korili eqységkoron kivil sajatértéke, akkor

©y labilis.
Bizonyitds. Vo. [7]. B
3.18. Példa. Ha a,b € R, akkor a # 1 esetén az

Tpy1 = aZy, + b (n € N) (3.19)

egyenletnek a

szam egyensulyi helyzete és ¢*
e |a| <1 esetén aszimptotikusan stabilis,
e |a| > 1 esetén pedig labilis,

ul. az

f(z) :=ax+b (x € R)
fiigguényre f € €' és f' (p*) =a. O
A fenti eredmény persze egyszeriibben is belathato. Vilagos, hogy

©o + nb (a=1)
Pn = "] b b (n € No),
a”<P0+b~a :a”(wo—l a>+1 (a#1)

a—1
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hiszen adott ¢, esetén a ¢ sorozat els6 néhany tagja:

¢1 = apo+b,

Y2 = ap;+b = aapy+ ab+D,

Y3 = aps+b = aaapy+ aab+ ab+ b,

Y4 = aps+b = aaaaypy+ aaab + aab + ab + b,

s = aps+b = aaaaaypy+ aaaab + aaab + aab + ab + b,

ezutan mar (teljes indukcioval) kénnyen igazolhato, hogy

() () e

=1 \k=l+1

Mivel

b b
@n:an(%—1_a)+1_a:a"(<po—g0*)+g0* (n € N).

ezért g = @, esetén lim(p,) = @, ill. ha vy # . és
1. |a] < 1, akkor lim(y,, — ¢.) = 0, azaz lim(¢,) = @x;
2. a > 1, akkor lim(p,) = sgn(po — p.)oo;
3. a < —1, akkor lim(|p,|) = +o0.

3.3. Megjegyzés. Ha

1. a = 1, akkor a (3.19) egyenletnek b # 0 esetén nincs egyensilyi helyzete ill. ha
b = 0, akkor tetszdleges c € R esetén p, := c egyensilyi helyzet, ami stabilis, usi.

ekkor

on =90 (n€Np).

2. a = —1, akkor a (3.19) egyenletnek egyetlen egyensilyi helyzete van: @, := b/2,

amzi stabilis, ui. ebben az esetben
n =0+ (=1)"(0o—¢s) (RE€Ng). O
3.19. Példa. Ha X € [0, +00), akkor

Tni1 = F(z,) = Arp (1 — ) (n € Np) (3.20)
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un. logisztikus differenciaegyenlet eqgyensily: helyzetét illetden a kovetkezd két eset

lehetséges.

1. X =0 esetén az F)y fiigguénynek egyetlen fixpontja van:

Fo(ox) = s = . =0,

2. X > 0 esetén Fy-nak két fixpontja van:
A—1
F\ () =¢ — s € L 1o(N) =0, 21(N) := —
(A =1 esetén x1 egybeesik az xq trividlis egyensilyi helyzettel).
gy
1. A =0 esetén, ha £ € R, akkor
©n(0,£) =0 (n € Ny) és lim(¢,,(0,£)) =0
(tehat xo vonzo fixpontja Fy-nak).

2. X > Qesetén
0= o ()=

kovetkeztében
o 10(\) aszimptotikusan stabilis, ha A € (0,1), és
A€ (1, +00),

esetén labilis;

o 11(\) aszimptotikusan, ha X € (1,3), és
A€ (0,1)U(3,40)

esetén labilis.

29



3.12. Tétel. Ha az [ : R™ — R™ figguény esetében van olyan q € [0,1), hogy

1f(2) = FWl < dalle =yl (2,5 €R™),

akkor az (1.6) autonom differenciaegyenletnek pontosan egy . egyensilyi helyzete van,

amely globalisan aszimptotikusan stabilis és exponencidalisan stabilis.

Bizonyitds. V6. [10]. B
Igy tehat, ha f: R — R derivalhato fiiggvény, tovabba

[f(@)] <1 (zeR),

akkor az (1.6) differenciaegyenlet x, egyenstlyi helyzete globélisan aszimptotikusan sta-
bilis, hiszen a Lagrange-féle kozépértéktétel kovetkezményeként barmely x,y € R: x <y

esetén van olyan £ € (z,y), hogy

=
=
|
=
<
-
I
=
™
=
|
<
-
I

F©l- e —yl.
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4. A Beretta-Capasso-modszer
Tegytik fel, hogy az (1.2)-beli f esetében
f(z) = diag(z)(e + Az) + b(x) (x € G),

azaz tekintsiik az

& = diag(x)(e + Az) + b(x) (4.21)

rendszert, ahol e € R™, A € R™ ™, tovabba valamely 0 < ¢ € R™ vektorral, ill.
B = [b;j;] € R™™ b;; >0, b; =0 (i € {1,...,n}) matrixszal

b(x) :=c+ Bz (x € G).

Ha az (1.2) rendszernek van a G tartomény pozitiv ortansédnak belsejében x, egyensilyi

helyzete, akkor nyilvanval6an
f(z,) =0, azaz diag(x,)(e + Ax,) + b(z,) = 0.
Igy =, pozitivitasa kivetkeztében

e = —Ax, — diag (ZL‘*_l) b(z,),

1 1
x;l = ( R >
L1 Lsm

Ennek (4.21)-be valo helyettesitésével azt kapjuk, hogy (4.21) a kévetkezs alaku:

ahol

i = diag(z) [A + diag (') B] (z — z.,) = — diag(z — z) diag (2, ") b(z).

4.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A € R™™ mdtriz Volterra-Ljapunov-

stabilis, ha alkalmas W € R™ ™ pozitiv diagondlis mdtrixz esetén a
WA+ A™W

mdatrix definit.
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4.13. Tétel. Ha a (4.21) rendszernek a G pozitiv ortdndsnak belsejében egyensilyi hely-

[ Abding (T L)

T1T+1 T Lsemn,

zete van €s a

mdtriz Volterra-Ljapunov-stabilis, ahol
A=A+ diag (ZL‘*_l) B,
akkor x, globdlisan aszimptotikusan stabilis.

Bizonyitds. Legyen

Lk

V(x) ::Zwk (xk—x*k—x*kln(xk)> (xeR™: x>0, ke {l,...,m}).
k=1

Ekkor V' > 0, és a (4.21) rendszer szerinti derivaltja

) ~ - b (x
k=1 *
~ _b bn
xlx*l xmx*m

és egyenldség pontosan akkor van, ha x = x,. Igy a 3.10. tétel kovetkeztében az allitas
igaz.
A 4.13. tételbeli egyenstilyi helyzet globélis aszimptotikus stabilitasabol az is kovetkezik,
hogy nincsen més egyensilyi helyzete az (4.21) rendszernek.

Alkalmazasként megvizsgaljuk a Cooke és Yorke altal javasolt SIS-modellt (vo. [4]).
Tekintsiik a kovetkezd elsérendd autoném differencidlegyenlet-rendszert:

)

S1 = —kiSil+ o,
jl = kiaS11r — anly,
So = —knSoly + asls,
j2 = knSaly — agly,

ahol Ay, ill. I jeloli a k-adik csoportban levs veszélyeztetettek, ill. fertézottek sza-

mat (k € {1,2}), ko, k12, a1, ap alkalmas pozitiv szamok. Feltéve, hogy ki = kio, az
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egyenletek Osszeadéasaval az

L = —LiL,—al, +cils,

! ty —andy +cyly (4.22)
Iy = —Lly—asly+ oy,

kétdimenzios rendszert kapjuk, ahol ¢, = Sk + I (k € {1,2}) mennyiséget allandénak

tekintjiik. Vilagos, hogy ha
A= , e:= B =

tovabba
1l
b(z) == Bz := v

ey
és (1., L.o) a (4.22) pozitiv egyensulyi helyzete, akkor

0 C1 — (1*1
2{ ([*1
Co — ([*2 0
(];2

Ha a wy,wy > 0 szamokat gy valasztjuk meg, hogy

w S*Q —w S*l
2 ]¥2 B ! ]¥1

teljesiiljon, akkor

cils Si1
~ —c1 1y “Wirg Wig
3 — 141 *1
Liola 2 Teo 21*212

negativ definit szimmetrikus métrix, hiszen diagonalis elemei negativ elGjeliiek, tovabba

(01[2 ey 5*15*2) W — wWiwWs2
1We =

LDy Ialy, Il Lol

(cr1c9 — S41542) > 0,

ahol az =, = (L., [.2) pozitivitasa kovetkeztében 0 < S, < ¢ (k € {1,2}). Ez azt

jelenti, hogy x, = (1.1, [.2) globélisan aszimptotikusan stabilis.
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5. Cull populaciés modellje

Tegyiik fel, hogy az f : R — R fliggvényre teljesiilnek az alabbi feltételek:
1. f folytonos, f(0) = 0 és barmely = > 0 esetén f(z) > 0;
2. f-nek pontosan egy x, > 0 fixpontja van, amelyre igaz, hogy
(a) barmely x € (0, z,) esetén f(x) > =,
(b) tetszdleges = € (x,,+00)-re f(z) < x;

3. f-nek lokalis maximuma van valamely a € (0,z,) pontban, igy f|(,+ec) monoton

csokkend.

5.14. Tétel. A fenti f fiiggvény esetén az (1.6) autondm differenciaegyenlet pozitiv x,
eqyensulyi helyzete pontosan akkor globalisan aszimptotikusan stabilis, ha a rendszernek

nincsen 2-periodikus palydja.

Bizonyitds. Vilagos, hogy elég csak az egyik iranyt belatni. Tegyiik fel, hogy ¢ olyan
megoldasa az (1.6) differenciaegyenletnek, amelyre ¢y > 0 és ¢, # x. (n € N) teljesiil.
Ekkor két esetet kiilonboztetiink meg:

1. eset. Ha barmely n € N esetén ¢,, > x,, akkor
On > Ppil > Ty (n € N).
Igy lim(ip,) = x,, hiszen z, az f egyetlen pozitiv fixpontja.

2. eset. Ha valamely m € N esetén ¢, < z,, Ugy

1. ha
fl@) <z (z€(0,2.)),
akkor
< fr) < (ze(0,1.)).
Igy

On < Pri1 < Ty (m <neN),

ahonnan lim(y,) = x, kovetkezik.
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2. ha alkalmas = € (0,x,) esetén f(z) > x., azaz f-nek van a (0,x,) interval-
lumban olyan a lokélis maximuma, amelyre f(a) > x,, akkor a folytonosséag

kovetkeztében van olyan = € (0, z.), amelyre f(x) = z, teljesiil. Ha most
b:=inf{z € (0,z,): f(z) =uxz.},

akkor
r < f(z) <z, (x € (0,0)).

Mivel pg < z, és barmely n € N esetén ¢, # x, ezért alkalmas m < N € N
indexre b < ¢y < z, teljesii. Mivel f-nek nincsen 2-periodikus palya-
ja, ezért barmely z € (0,z,) esetén fP(z) # 2. Az fP folytonossiga és
f2(b) = f(z,) = z. > b kdvetkeztében barmely z € (0, x,) szamra f?(z) >
kovetkezik. Mivel f monoton csokkens a (b, +00) intervallumon, tovabbéa
barmely = € (b,z.) esetén f(x) > wx,, ezért tetszbleges x € (b, z,) szamra

fP(x) < x, teljesiil. Igy tehat
z < fAz) <z, (x € (b, zy).
Mivel oy € (b, z.), ezért barmely s € N indexre
PN+2s < PN42s+2 < T«
teljesiil. Innen pedig Sli_)rglo ON12s = Ty s [ folytonossaga kovetkeztében
Im oniospr = lim flpnigs) = 2. W

5.1. Kovetkezmény. Az (1.6) autondm differenciaegyenlet pozitiv x. egyensilyi hely-
zete pontosan akkor globdlisan aszimptotikusan stabilis, ha az alabbi dllitdsok kézil vala-

melyik teljesiil.
1. Az f figgvénynek nincsen mazimuma a (0, x,) intervallumban.
2. Az f figgvénynek van a (0, z,) intervallumban mazimuma: a, amelyre
f2(z) >z (x € (a,x,)).
teljestil.
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5.20. Példa. Az
Tni1l = /Tn (n € N)

differenciaegyenletnek egyetlen egyensilyi helyzete van: x, = 1, és ez az egyetlen pozitiv

periodikus pontja az eqyenletnek. Mivel az

fl@)=vx  (z€]0,+00))

fligguénynek nincsen a (0,1) intervallumban mazimuma, ezért ez az egyensiulyi helyzet

globalisan aszimptotikusan stabilis.

5.21. Példa. Az
Tpi1 = Tp - exp (1 —/z,) (n € N)

differenciaegyenletnek két egyensulyi helyzete van: x, =0 és x, = 1. Mivel az
f(x) :=x-exp(l — ) (r € R)

fiiggquényre
) =exp(1 = va)- (1= %7,

és f'(0) = e >0, tovdbbd x, = 1 az egyetlen pozitiv eqyensilyi helyzet, ezért f teljesiti a
fejezet elején lévd (a) és (b) feltételt. Az is elmondhatd tovdbbd, hogy f-nek az a = 4-
ben lokdlis maximuma van és a > x,. Fzért az 5.1. kovetkezmény értelmében az x, = 1

egyensulyi helyzet globalisan aszimptotikusan stabilis.

5.22. Példa. Az

Tpt1 = Tp - €xXp (2 — ) (n € N)

differenciaegyenletnek két egyensily: helyzete van: x, =0 és x, = 2. Mivel az
flz)=a-e*" (x € R)

fiigguényre
flx) = (1~ x)
teljesiil, ezért f-nek az a == 1 pontba lokdlis mazimuma van. Mivel barmely x > 1 esetén

f'(z) <0, ezért f monoton csékkend az (1, x) intervallumon. Mivel f'(0) = e* > 1, ezért
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[ teljesiti a fejezet elején lévd (a) és (b) feltételt. Mivel 1 < x, = 2, ezért meguizsgaljuk,
hogy teljesiil-e az 5.1. kévetkezmény mdsodik feltétele. Mivel

fm(x) = f(z) -exp(2— f(z)) =z -exp (4 -z — er_x) ,

2r = 0, azaz

ezért fPl(z) = x pontosan akkor dll fenn, ha * = 0 vagy 4 — x — xe
x = 2 teljesiil. fP-nek tehdt ugyanazok a fizpontjai, mint f-nek, és fP(1) = e3¢ > 1
kivetkeztében barmely x € (0, x.,) esetén fP(x) > 0, azaz v, globdlisan aszimptotikusan

stabilis.
5.23. Példa. Az
Tpi1 = Tp - €xp (4 — 2x,,) (n € N)

differenciaegyenletnek két egyensily: helyzete van: x, =0 és x, = 2. Mivel az
flz) =ax et (x € R)

fiigguényre

fl(z) =2 (1 — 22),
ezért f'(0) = et > 1. Az f-nek xz, := 2 az egyetlen pozitiv fixpontja, ezértf teljesiti
a fejezet elején lévd (a) és (b) feltételt. Az a = 1/2 pontban f-nek lokdlis mazimuma
van és f'(x) < 0 (x > a) kovetkeztében f monoton csikkend az (a,+o0) intervallumon.
Mivel a =1 < 2 = z,, ezért meguizsgdljuk, hogy teljesiil-e az 5.1. kovetkezmény mdsodik

feltétele. Mivel
f[ﬂ(w) = f(z) exp (4 — 2f(x)) = z - exp(8 — 2z — 22 - 7)),

ezért fPI(1) = €52 < 1, azaz az ¥, = 2 egyensilyi helyzet globdlisan aszimptotikusan

stabilis.
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6. Egy ragadozo6-zsakmany modell

Tekintsiik az aldbbi, an. Sahoo-féle ragadozo-zsakmany modellt:

. [T DT1T3 )
¥ = x —— |-
! ! k?l 1 + ar, +Chl‘2’
. T2 qroxs3 . +\3
= 1——=) - =: f(z T = (x1,29,23) € (R ,
fo= (1= ) s =) (= e € (R))
. e(pxy + cqrs)xs
—d
s 1+ axy + chao 3 J

(6.23)

ahol ki és ko jeloli a kornyezet fenntartd képességét a zsdkmanyra, ill. az alternativ

zsakmanyra nézve; p és ¢ jeloli a ragadozasi ratat a zsakméanyra, illetve az alternativ

zsdkmanyra vonatkozolag; € és ce a zsakmanyra, ill. az alternativ zsdkmanyra vonatkozo

konverzios rata; a d dllando pedig a ragadoz6 mortalitasi rataja.

A (6.23) rendszernek egyetlen egyenstlyi helyzete van: E, (x4, T4, T43), ahol
Tz = (kika(p — q) + k2q.1) /Kap,

23 = (e(ky — 1) [kupd){(P*k1 + c¢®k2)x1 + cqkika(p — q))/k1p},

és x,1 az Ay? + By + C = 0 egyenlet pozitiv gyoke, ahol

A= e(p®ky + cq®ky) — akipd — chkyqd,

B = (qk%p — klp — Chkle(p — Q) + Chkﬂfg(])d — Ekl(kal + Cq2k2) + €quk1]€2(p

és
C := kipd + dchkiqks(p — q).

Az f Jacobi-métrixa az E, egyensulyi pontban

A A A
f/(E*): Agy Agg Ao |
Asp Asy Asg
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ahol

A =1 2T p(l + Ch.%'*g)l'*g A — pChl'*l.’L'*g

ne=le o Ty ho)2 12°= 7 hao)2

1 (14 azy + chys) (14 azyq + chr.s)
—PTx1 qaT 2T +3

1 1 ‘I’ AT 41 + Cle'>s<27 2 (1 + AT 47 + Ch$*2)27
Ao e 2t (14 aza)rg o QT

2 ko (14 azyq + chr.s)? 2T L a4 chaag

L E[pl'*g + C(hp B qa>x*2x*3] L EC[qx*g + (qa B hp)x*lx*é‘»]

A31 = 9 A32 = 9

(14 ax.y + chr.o)? (1 + axy + chayg)?

A33 = O

Az f'(E,) matrix karakterisztikus polinomja (vo. [2]):
N QA 4 QA + Q3 =0, (6.24)

ahol
O = —[An + A,
Qy = [An1Agy — A Aoy — ApzAsy — A1z Az, (6.25)
Q3 = —[A13(An Azp — AxAsz;) — Apz(A11Azg — A1 Asz)].
A Routh-Hurwitz kritérium szerint, a pozitiv E, (., T4, T.3) egyenstlyi lokalisan

aszimptotikusan stabilis, ha Q; > 0, Q23 > 0 és ;85 — Q3 > 0 teljesiil.

Az E* (241, T4, T.3) lokalis stabilitasara elégséges feltételt ad a kovetkezd tétel:

6.15. Tétel. A (6.23)-es rendszer E.(T.1, Ty, T) belsd egyensilyi pontja lokdlisan

aszimptotikusan stabilis, ha teljesiilnek az alabbiak:

aphx*lxg* + elqras + (aqg — hp)rqx.s](1 + axy + chayg) <0,
hqar.ors, + e[pr.a + (ph — aq)crwor.s](1 + arg + ch.g) < 0, (6.26)

(aq + hp) + (ag — hp)(az. — chr.) > 0.

Bizonyitds.
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A fentiek derivalasabol kovetkezik, hogy
A <0, Ajg >0, A13 <0, Aoy >0, Ay <0, Agz <0, Az >0, Azp > 0,

és As3 = 0. Ezen feltételek alapjan konnytd megmutatni, hogy €2; > 0 és 3 > 0.

Kiszamitva €2,y — €23-t kapjuk, hogy

Qs — Q3 = (A + Ago)(AgzAse + Ar1z3Asr — AnnAo)+

+A11(A12A21 - A23A32) + A22(A12A21 - A13A31)—I—

+A13A21 Azp + Az A1p Az
A tételben szerepls feltételek miatt

A9 Aoy — AgzAsze <0, ApAg — A13As <0,

és
A3 A9 Azg + Agz A2 A3 > 0.

Tehat 10y — Q3 > 0, igy F. (41, Tso, T43) lokilisan aszimptotikusan stabilis.
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7. Markus-Yamabe kritérium
7.16. Tétel. Legyen f € €1(R", R"), B € R™" szimmetrikus, pozitiv definit mdtriz, és
M := "B+ Bf'.
Tegyiik fel, hogy M minden \ sajdatértéke kielégiti a
Az) < —v(p(z)) (xR

feltételt, ahol

v olyan monoton csokkend figguény, amelyre
v(ip) >0 (0<p <o)

ill. tetszdleges € > 0 esetén

/ ¢ Iy V(O')do‘dp < 00
0

teljesil. Ekkor (1.2) minden megolddsgorbéje korldtos, az (1.2) egyenlet trividlis eqyen-

sulyi helyzete globdlisan aszimptotikusan stabilis.
Bizonyitds. V6. [11]. B

7.17. Tétel. Tegyiik fel, hogy B := FE,,, tovabba M minden sajdtértéke negativ, valamint

alkalmas 1 > 0, B > 0 szamok esetén, melyekre
| Tr M(z)| < 81, |det M(x)| > B (x € R™).

Ekkor az (1.2) autonom egyenlet minden ¢ megolddsa korldtos, valamint (1.2) trividlis

eqyensilyi helyzete globalisan aszimptotikusan stabilis.
Bizonyitds. Mivel M karakterisztikus polinomja
pa(z) = 2" — Te(M)z"' 4 -+ (=1)" det(M) (z € C),
és minden A\ gyok pozitiv, igy |A| < f;. Mivel
A1 Ay A = |det M| > By > 0,
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ezért

2
|)\1| > v
1

Igy a sajatértékek eleget tesznek a A(z) < —¢ feltételnek minden & > 0-ra. W

7.24. Példa. Az

T = —2x+cosy
y =sin’x —y.

rendszer esetén

, . —4 2sinx cosx — siny
M(z,y) = f'(z,y) + [ (z,y) = ' '
2sinx cosx — siny —2
Mivel
| Tr M| = —6,
€s
| det M| > 4,

ezért a Hurwitz-kritérium miatt M sajatértékei negativak. A 7.16. tétel miatt ekkor a

trividlis egyensulyi helyzet globalisan aszimptotikusan stabilis.
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